Université Claude Bernard Mathématiques
M1 Probabilités

Feuille d’exercices numéro 8
Martingales (suite). Processus de branchements.

Exercice 1 La prochaine carte sera rouge!

Soit un jeu de 52 cartes (26 cartes sont noires et 26 cartes sont rouges). On supposé que le jeu est
mélangé selon la loi uniforme sur le groupe des permutations Gs2. On retourne les cartes du paquet une
a une; soit R, le nombre de cartes rouges non encore retournées aprés que ’on a retourné les n premiéres
cartes du paquet (on a donc Ry = 26). Pour 0 < n < 52, on définit

T 52—n

Xn

1. Montrer que (X,,) est une martingale (pour une filtration a préciser).

2. Vous jouez au jeu suivant : & un seul moment, vous avez le droit de dire avant de retourner une
carte : « La prochaine carte sera rouge!». Vous gagnez si la prochaine carte retournée est rouge.
On cherche quelle stratégie maximise la probabilité de gagner (choisir une stratégie correspond a
dire quand il faut s’arréter en fonction des cartes déja retournées; cela revient & choisir un temps
d’arrét). Qu’en pensez-vous ?

Exercice 2 Urnes de Polya

Une urne contient au temps 0 deux boules : une boule rouge et une boule verte. On ajoute des boules
dans I'urne dans répétant ’opération suivante

— On prend au hasard une boule dans I"urne parmi celles présentes au temps n.

— On replace cette boule dans 'urne, et on ajoute dans I'urne une boule de la méme couleur que la

boule tirée. On obtient la composition de I'urne au temps n + 1.

Soit X, le nombre de boules rouges dans 'urne au temps n, et Y,, = X,,/(n + 2) la proportion de boules
rouges au temps n.

1. Montrer que (Y;,) est une martingale qui converge p.s. vers une variable aléatoire Z.
2. Montrer que pour tout n, Y;, suit une loi uniforme sur Pensemble {1,...,n+ 1}.
3. En déduire la loi de Z.

Exercice 3 Distribution aléatoire du courrier

Monsieur McColl est un facteur peu consciencieux : chaque fois qu’il doit distribuer n colis & n
personnes, il les distribue de maniére aléatoire (selon la loi uniforme sur le groupe &,,), indépendemment
de ce qu'il a fait les jours précédents.

Le premier jour on donne K colis & distribuer a M. McColl. Il les distribue au hasard, puis les personnes
qui ont recu un colis qui ne leur est pas destiné viennent le rapporter au bureau de poste. Le jour suivant,
M. McColl distribue & nouveau les colis qui ont été rapportés. A nouveau les personnes qui n’ont pas regu
le bon colis le rapportent au bureau de poste, et ainsi de suite jusqu’a ce que tous les paquets aient été
distribués correctement.

Soit T' € N* le nombre de jours qu’il faut avant que tous les colis soient bien distribués.

1. Question préliminaire : pour n > 2, soit ¢ une permutation aléatoire choisie selon la loi uniforme
sur le groupe &,,. Montrer que ’espérance et la variance du nombre de points fixes de o sont égales
al.

2. Soit A;, le nombre de colis correctement distribués le néme jour, M,, le nombre de colis qui restent
a distribuer aprés le néme jour (My = K) et X,, = M,, + n. Montrer que la suite (X, ) est une
martingale pour la filtration (F,,), ot Fp, = 0(A1, ..., An).

3. En déduire que ET = K.
4. On pose Y,, = X,Ql + M,,. Montrer que la suite (Y,,or) est une sur-martingale.
5. En déduire que VarT < K.



Exercice 4 Processus de branchements
Soit X une variable aléatoire bornée a valeurs dans N, et (X ,,)(in)en-xn+ une famille de v.a. i.i.d.
de méme loi que X. On définit une suite (Z,)nen de variables aléatoires en posant Zy = 1, et pour n > 1,

Zp =

Xl,n+X2,n+"' +XZ,L,1,71 si Zn—l >0
0 si Z,_1=0.

L’interprétation est la suivante : Z,, correspond a la taille d’une population a la néme génération, quand
chaque individu de la génération n donne naissance, indépendemment, & un nombre d’individus de la
génération n + 1 qui est aléatoire et distribué selon la loi de X. On dit que la population s’éteint si
Z, = 0 pour n suffisamment grand.

1.

© ®» 3>

On note F,, = 0(X;x;1 < 4,1 < k < n) et p = EX. Montrer que la suite (Z,/u™) est une
martingale pour la filtration (F,).

On suppose (dans cette question uniquement) que g < 1. Montrer que, presque stirement, la popu-
lation s’éteint.

On suppose (dans cette question uniquement) que P(X = 1) = 1. Que peut-on dire de la suite
(Zn)?

On suppose (dans cette question uniquement) que p = 1 et P(X = 1) < 1. Montrer que, presque
stirement, la population s’éteint. On pourra montrer a ’aide du lemme de Borel-Cantelli que pour
tout k > 1,

P(X;1+ -+ X, , = k pour tout ¢ suffisemment grand) = 0.

Dans la suite de I’exercice on suppose que g > 1. On définit pour s € R,

+oo
$(s) =Es¥ =) P(X =k)s"
k=0

et pour n >0
+oo
Un(s) =Es?" =Y "P(Z, = k)s".
k=0

Montrer que pour tout réel s,
z/’nJrl(S) = ¢n(¢(s))
Montrer que I’équation ¢(s) = s a une unique solution sy dans Uintervalle ]0, 1[.
On pose a,, = P(Z,, = 0). Montrer que la suite («;,) converge vers sg.
Montrer que la probababilité que la population s’éteigne est strictement inférieure a 1.

Application numérique : on suppose que

0 avec probabilité 1/8
X =41 avec probabilité 1/2
2 avec probabilité 3/8.

Calculer la probabilité que la population s’éteigne.



