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On rappelle qu’une variable aléatoire X de loi N(0, σ2) a pour densité la fonction

x 7→ 1

σ
√
2π

exp(−x2/2σ2)

et pour fonction caractéristique la fonction (t ∈ R),

φX(t) = E exp(itX) = exp(−t2σ2/2).

Exercice 1 Questions de cours
1. Donner la définition d’un temps d’arrêt associé à une filtration (Fn).
2. Énoncer l’identité de Wald.

Exercice 2

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi N(0, 1). On pose Sn = X1 + · · ·+Xn.
1. Démontrer que Sn/

√
n suit une loi N(0, 1) — on justifiera le résultat.

2. Pour t ∈ R, soit At l’événement

« lim sup
n→∞

Sn√
n
> t ».

Montrer que At a probabilité 0 ou 1.
3. Montrer l’inégalité

P(At) > lim sup
n→∞

P

(
Sn√
n
> t

)
.

4. En déduire que, presque sûrement,

lim sup
n→∞

Sn√
n
= +∞.

Exercice 3

Soit (Xn) une suite variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme dans [0, 1]. On pose Yn = min(X1, . . . , Xn).
1. Calculer P(Yn > c) pour tout c ∈ [0, 1].
2. Montrer que la suite (Yn) converge vers 0 en probabilité.
3. Montrer que la suite (Yn) converge vers 0 presque sûrement.
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Exercice 4
On considère (Sn) la marche aléatoire simple sur Z. On en rappelle la définition : (Xn) désigne une

suite de variables aléatoires i.i.d. vérifiant P(Xn = 1) = P(Xn = −1) = 1/2, et on définit (Sn)n>0 par{
Sn = X1 + · · ·+Xn si n > 0

S0 = 0.

On note pour tout entier k,
r2k = P(S2k = 0)

v2k = P(Sj 6= 0 pour tout 0 < j 6 2k)

f2k = P(S2k = 0 et Sj 6= 0 pour tout 0 < j < 2k)

On a vu en TD que r2k = v2k pour tout k, et on pourra utiliser librement ce résultat 1.

1. Montrer que pour tout n > 1,

P (il existe un unique k ∈ {1, . . . , n} tel que S2k = 0) =

n∑
k=1

f2kv2n−2k.

2. Montrer que pour tout n > 1,

r2n =

n∑
k=1

f2kr2n−2k.

3. Pour m > 2, on note Im l’ensemble des temps de retour en 0 de la marche aléatoire avant le temps
m, c’est-à-dire

Im = {j ∈ {1, . . . ,m} t.q. Sj = 0}.

Expliquer pourquoi on a I2n = I2n+1 pour tout entier n > 1.
4. Montrer que pour tout entier m > 2, on a P(card Im = 0) = P(card Im = 1).
5. On note Um le nombre de sommets visités une et une seule fois par la marche aléatoire jusqu’au

temps m, c’est-à-dire

Um = card{k ∈ {0, . . . ,m} tel que Sj 6= Sk pour tout j ∈ {0, . . . ,m} différent de k}.

On note également

Ũm = card{k ∈ {1, . . . ,m} tel que Sj 6= Sk pour tout j ∈ {1, . . . ,m} différent de k}.

Montrer que pour tout m > 2, Ũm a la même loi que Um−1.
6. Montrer que, pour un choix des signes ± à préciser, on a la relation (pour tout m > 2).

Un = Ũm ± 1{card(Im)=0} ± 1{card(Im)=1}.

7. En déduire que, pour tout m > 1, on a EUm = 2.

1. s’il vous reste du temps à la fin de l’épreuve vous pouvez le redémontrer.
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