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Martingales. Théorèmes de convergence.

Exercice 1

Soit (Xn)n>1 une suite de v.a. indépendantes avec EXn = 0 et VarXn = σ2
n < +∞. On pose

Fn = σ(X1, . . . , Xn), Sn = X1 + · · · + Xn et s2n = σ2
1 + · · · + σ2

n et Yn = S2
n − s2n. Montrer que (Yn) est

une martingale pour la �ltration (Fn).

Exercice 2

Soit (Xn)n>1 une suite de v.a. indépendantes intégrables avec EXn = 0, et Fn = σ(X1, . . . , Xn).
Pour k ∈ IN∗, on pose

Y (k)
n =

∑
16i1<···<ik6n

Xi1 . . . Xik .

Montrer que (Y
(k)
n )n>1 est une martingale pour la �ltration (Fn).

Exercice 3

1. Soient (Xn) et (Yn) deux sous-martingales (pour la même �ltration). On pose Zn = max(Xn, Yn).
Montrer que la suite (Zn) est aussi une sous-martingale.

2. Soit (Xn) une surmartingale. On suppose que EXn = 0 pour tout n. Montrer que (Xn) est une
martingale.

Exercice 4 Transformée de martingale.

Soit (Xn) une martingale (resp. une sous-martingale). Soit Hn Fn−1-mesurables dans L∞ (on dit Hn

est prévisible). On pose (H.X)n =
∑n
i=1Hi(Xi − Xi−1). Montrer que la suite ((H.X)n) est aussi une

martingale (resp. une sous-martingale si Hn > 0).

Exercice 5

Soit (Un) une suite de v.a. i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1], et Fn = σ(U1, . . . , Un). Soit a ∈ [0, 1]. On
dé�nit une suite de variables aléatoires (Xn) en posant X0 = a, puis par récurrence,

Xn+1 =

{
Xn

2 si Xn 6 Un+1

1+Xn

2 si Xn > Un+1.

Montrer que (Xn) est une martingale pour la �ltration (Fn).

Exercice 6 Montrer la première égalité de Wald en utilisant le théorème d'arrêt des martingales.

Exercice 7 Propriétés de l'uniforme intégrabilité.

1. Montrer qu'une famille (Xi)i∈I est uniformément intégrable si et seulement si elle est bornée dans
L1 et équicontinue, c'est-à-dire :∀ε > 0,∃η > 0, P (A) 6 η ⇒ supi∈I E(|Xi|1A) 6 ε.

2. Montrer qu'une suite Xn de variables aléatoires converge dans L1 vers X si et seulement si (Xn)
est uniformément intégrable et Xn converge en probabilité vers X.

3. Soit p > 1, Montrer que toute partie bornée de Lp est uniformément intégrable.

Exercice 8 Martingales uniformément intégrables.

1. Soit X ∈ L1 montrer que {E(X|F)|F sous− tribu } est uniformément intégrable.

2. Soit Xn une martingale pour la �ltration (Fn) qui converge vers X dans L1, montrer que Xn =
E(X|Fn).

3. Soit une �ltration (Fn) et F∞ = σ(∪n∈INFn), montrer que E(X|Fn)→ E(X|F∞), p.s. et dans L1.

4. Dans les 3 dernières questions, on considère Ω = [0, 1), Ik,n = [k2−n, (k + 1)2−n) la partition
dyadique et Fn = σ(Ik,n, 0 6 k < 2n). Soit f une fonction Lipschitz sur [0, 1]. Soit Xn(x) =∑2n−1
k=0 (f((k+1)2−n)−f(k2−n))2n1Ik,n

(x). Montrer queXn est une martingale qui converge presque
surement et dans Lp (pour tout p ∈ [1,∞[) vers X∞ et que pour tout a < b :

f(b)− f(a) =

∫ b

a

X∞(ω)dω.
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5. Soit f ∈ L1(Ω), montrer que E(f |Fn)→ f dans L1.

6. Soit P une probabilité sur Ω. Soit λ la mesure de Lebesgue. Posons Xn =
∑2n−1
k=1

P (Ik,n)
λ(Ik,n)

1Ik,n
.

Montrer que Xn est une martingale qui converge p.s. et en déduire l'existence de la décomposition
de Lebesgue de P = X∞dλ + ν avec ν étrangère à la mesure de Lebesgue. En déduire que Xn est
uniformément intégrable si et seulement si P est absolument continue par rapport à λ.

Exercice 9 Une martingale qui ne converge pas dans L1

Soit (Sn) une marche aléatoire simple sur ZZ, c'est-à-dire S0 = 0 et, pour n > 1, Sn = X1 + · · ·+Xn

où (Xn) est une suite de v.a. i.i.d. véri�ant P(X1 = 1) = P(X1 = −1) = 1/2. On pose aussi Σn = Sn + 1
pour tout n ∈ IN. On pose Fn = σ(X1, . . . , Xn), T = inf{n t.q. Σn = 0} et Mn = ΣT∧n.

1. Montrer que (Mn) est une martingale pour la �ltration (Fn).

2. Montrer que (Mn) converge presque sûrement vers 0.

3. Montrer que (Mn) ne converge pas dans L1.

Exercice 10

Soit (Yn) une suite de v.a. i.i.d. positives véri�ant EY1 = 1 et P(Y1 = 1) < 1. On pose Fn =
σ(Y1, . . . , Yn), et pour n > 1,

Xn =

n∏
k=1

Yk.

1. Montrer que (Xn) est une martingale pour la �ltration (Fn).

2. Montrer que (Xn) converge presque sûrement vers une variable aléatoire Z.

3. (*) Montrer que Z = 0 (on pourra considérer lnXn).

Exercice 11 Une martingale qui converge en probabilité, mais pas presque sûrement

Soit (Xn)n>1 une suite de v.a. indépdendantes de loi 1
2n (δ1 + δ−1) + (1 − 1

n )δ0, et (Fn) la �ltration
associée. On dé�nit une suite de variables aléatoires (Yn)n>1 en posant Y1 = X1, et pour n > 2,

Yn =

{
Xn si Yn−1 = 0,

nYn−1|Xn| si Yn−1 6= 0.

1. Montrer que (Yn) est une martingale pour la �ltration (Fn).

2. Montrer que (Yn) converge vers 0 en probabilité.

3. Montrer à l'aide du lemme de Borel�Cantelli que (Yn) ne converge pas vers 0 presque sûrement.
Quelle hypothèse fait défaut pour l'application du théorème de convergence presque sûre ?

Exercice 12

Donner un exemple de martingale (Xn) qui converge presque sûrement vers −∞. (0n pourra prendre
Xn = ξ1 + · · ·+ ξn, où (ξn) est une suite de v. a. indépendantes (mais non i.i.d.) à déterminer.

Exercice 13 Inégalité des nombres de montées de Doob

Pour une suite α = (αn)n∈IN et a < b, on pose T0(α) = 0 puis pour k > 1 :

Sk(α) = inf{n > Tk−1(α) | αn 6 a } Tk(α) = inf{n > Sk(α) | αn > b }

Nn([a, b], α) =

∞∑
k=1

1{Tk(α)6n} N∞([a, b], α) =

∞∑
k=1

1{Tk(α)<∞} Hn([a, b], α) =

∞∑
k=1

1{Sk(α)<n6Tk(α)}

N∞([a, b], α) donne le "nombre de montées" le long de [a,b] par α.
Soit X une sous martingale adaptée à la �ltration (Fn).

1. Véri�er que Tk(X) sont des temps d'arrêt et que Nn = Nn([a, b], X) est Fn-mesurable.

2. Véri�er que Hn = Hn([a, b], X) est Fn−1-mesurable et que, si Yn = (Xn−a)+, (H.Y )n > (b−a)Nn.

3. Montrer que si a < b, (b− a)E[Nn([a, b], X)] 6 E[Yn − Y0]. (utiliser Kn = 1−Hn > 0)

4. Véri�er que N∞([a, b], α) <∞∀a < b ∈ lQ si et seulement si α converge dans IR ∪ {−∞,+∞}.
5. Déduire que si X est une sous-martingale bornée dans L1,Xn converge p.s. versX∞ et E[|X∞|] <∞.
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