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Exercice 1

1. Les variables aléatoires (Yn) ont même loi, car (Xn, . . . , Xn+k−1) a même loi que (X1, . . . , Xk).
Par contre elles ne sont pas indépendantes si k > 1 (pour k = 2, la fonction f(x, y) = xy est un
contre-exemple : X1X2 n’est pas indépendant de X2X3 en général).

2. Par regroupement par paquets, à i fixé, les v.a. (Z(i)
n )n>0 sont i.i.d., et la loi forte des grands

nombres permet de conclure.
3. Pour tout ε > 0, on a

∞∑
n=1

P(|Yn| > εn) =

∞∑
n=1

P(|Y1| > εn) 6
∞∑
n=1

1

ε

∫ εn

ε(n−1)
P(|Y1| > t)dt =

1

ε

∫ ∞
0

P(|Y1| > t)dt =
E|Y1|
ε

<∞

Le lemme de Borel–Cantelli implique que p.s. |Yn|/n 6 ε pour n suffisemment grand. C’est vrai
simultanément pour tout ε > 0 rationnel, et donc |Yn|/n tend p.s. vers 0.

4. On découpe la somme par blocs de longueur k, la somme des ièmes termes de chaque bloc converge
d’après (b), et les termes restants tendent vers 0 d’après (c).

Exercice 2

1. Il est facile de vérifier que 1, 2 et 3 sont récurrents, alors que 4, 5 et 6 sont transients.
2. On a α3 = 1, et α2 = α1 = 0 car le sous-ensemble {1, 2} est fermé. On obtient des équations en

appliquant la propriété de Markov pour le temps d’arrêt égal à 1

α4 =
1

3
α3 +

1

3
α4 +

1

3
α5,

α5 =
1

2
α4 +

1

2
α6,

α6 =
1

2
α2 +

2

3
α5.

On obtient α4 = 4/5, α5 = 3/5, α6 = 2/5.

Exercice 3

On montre par récurrence sur n la propriété “sup{Py(τx > n) : y ∈ S} 6 ρn”. Pour n = 0, la
propriété est trivialement vérifiée. Supposons la propriété vraie au rang n. Pour tout y ∈ S, on calcule
en utilisant la propriété de Markov au temps 1

Py(τx > n+ 1) =
∑

z∈S\{x}

P(τx > n+ 1, X1 = z)

=
∑

z∈S\{x}

Q(y, z)Pz(τx > n)

6
∑

z∈S\{x}

Q(y, z)ρn

= (1−Q(y, x))ρn

6 ρn+1.

1



Exercice 4

On a vu en cours que la mesure qui à un sommet associe son nombre de voisins est une mesure
invariante. On en déduit l’unique mesure de probabilité invariante en la normalisant : elle vérifie π(A) =
π(B) = π(D) = π(E) = 1/6 et π(C) = 1/3. Comme par ailleurs π(A)−1 = EAτ̃A, on en déduit qu’en
moyenne un marcheur partant de A fait 6 pas avant de revenir en A. Par ailleurs, le mesure

x 7→ EA

τ̃A−1∑
k=0

1Xk=x

est invariante, et comme elle vaut 1 en A elle est égale à 6π. On en déduit qu’un moyenne un marcheur
partant de A visite 2 fois C avant de revenir en A.

Exercice 5

1. Pour tout k, la v.a. σk est un temps d’arrêt : on vérifie que pour tout n ∈ N,

σk 6 n ⇐⇒ ∃ 0 < n1 < · · · < nk 6 n tels que Xni
= Xni−1 pour tout 1 6 i 6 k.

et donc l’événement “σk 6 n” est réunion finie d’élements de Fn, donc est dans Fn.
2. On montre par récurrence que sur k que Px(σk < ∞) = 1 pour tout x ∈ S. Pour n = 1, cela se

vérifie directement puisque

Px(σ1 > n) = Px(X1 = X2 = · · · = Xn = x) = Q(x, x)n

qui tend vers 0 car Q(x, x) < 1. Supposons la propriété au rang k > 1 et appliquons la propriété de
Markov au temps d’arrêt (fini p.s.) σ1

Px(σk+1 <∞) =
∑
z∈S

Px(σk+1 <∞, Xσ1
= z) =

∑
z∈S

Px(Xσ1
= z)Pz(σk <∞) = 1.

3. On calcule d’abord Px(Y1 = y) comme suit. On a Px(Y1 = x) = 0 et pour y 6= x

Px(Y1 = y) =
∑
n>1

Px(σ1 = n,Xn = y)

=
∑
n>1

Px(Xn = y,Xn−1 = · · · = X0 = x)

=
∑
n>1

Qn−1(x, x)Q(x, y)

=
Q(x, y)

1−Q(x, x)
.

On pose donc R(x, x) = 0 et R(x, y) = Q(x,y)
1−Q(x,x) si x 6= y. Pour montrer que (Yk) a la loi

Markov(R, x0), on vérifie récurrence sur k que pour tous x1, · · · , xk dans S

P (Y1 = x1, · · · , Yk = xk) = R(x0, x1) · · ·R(xk−1, xk).

Cela ce montre aisément en appliquant la propriété de Markov au temps d’arrêt σ1.
4. Soit (Xn) la chaîne de Markov de matrice de transition Q définie sur l’espace canonique et (Yk)

comme précédemment. Pour tout x0, (Yk) a loi Markov(R, x0) sous Px. Si y est transient pour Q,
alors Py(Xn 6= y ∀n > 0) > 0 et donc Py(Yk 6= y ∀k > 0) > 0 ce qui montre que y est transient
pour R. Réciproquement, supposons y transient pour R de sorte que Py(Yk 6= y ∀k > 0) > 0.
L’événement (Yk 6= y ∀k > 0) implique que le nombre de visites de (Xn) en y est fini (elles ont lieu
avant σ1). Avec Py(le nombre de visites de (Xn) en y est fini) > 0, ce qui montre que y est transient
pour Q.
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