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UE Fondamentaux des Mathématiques I

Correction Feuille 1 : Calculs algébriques

Exercice 1-1

Soit x et y des réels; en supposant qu’elle est bien définie, fournir une forme plus simple de chacune des

expressions suivantes :

-2 2
1) (125)7%/3 2) (—b5z)3 3) <z_2> (5) 4) \/V21
. 11
—2/9y + 105 6) [( 2,,-2) 1} 7) 5V2. 5516 . (5p)=3/2 §) T
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Correction exercice 1-1

1. V125 =5, don (125)7%/3 = 1/25.
2. (=5x)% = (-1)35% 23 = —1252.

3. Pour tout a € R, on a

on en déduit que
a? <$>2 .

y=2 \y '

4 Ona V27 = (271/4>1/3 = 27W/H-(/3) = (271/3)1/4

5. /9y = \/g\/ﬂ, donc, on peut factoriser par 2,/y et on trouve

— 31/4 =

V3.

~2/0y +10y5 = 25 (5-v0) = 45,

6. {(xzyfz) 1}_1 _ (xzyfz)( L(=1)) _ 22 )y?.

7. On a

5712 . 5511/6 . (54)78/2 = 5-1/24+1-8/2,11/6-3/2 _ 5-1,1/3 _ vz

5
8. Ona
1 1 r—(z+1)
r+1 = (z+1)z (x+1)x
1 j—
y/z Y’
11 1
d’ou on trouve xﬂy L=
9. On a
5 5 -5
Y T =Y S R
dT — — oz or —y br—y oT — Y

10. En utilisant le fait que 22 —1 = (x—1)(2+1), le méme calcul de I'expression 8 montre que le numérateur

5

est égal a ;U 1 et donc
x J—
x2 1 1 r—1 _ 1
3z + 5 x2—-1

1



11. On écrit le dénominateur de la fagon suivante :

_ _ _ _ 1 1 1 1 B+l +r+1
931+m2+:1:3+x4:f+f2+f3+7= 1
x x x x x
En factorisant le numérateur par x, on trouve alors
z+ 2%+ 23 + 2t L@+ rr+1)
-1 + 2 + =3 + 4 - w3+x22—m+1 .

xT

12. On observe que
PP+l =a— (1) = (z+1) (" -2+ 22—z +1).

D’autre c6té, en raisonnant comme au point 11, le dénominateur s’écrit comme

4 3 2
_ _ _ _ _ -z’ +xt—x+1
e B i 5 ,
T

d’ott on peut déduire que

1+2°
r2 -z 34— b4+

= 2%z +1).

Exercice 1-2 Soit a, b, ¢ et d des réels. Développer (a + b+ ¢ + d)? puis (a + b + ¢)>.

Correction exercice 1-2
C’est un calcul.

(a4+b+c+d)? = a® + b+ + d? 4 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd

(a+b+¢)? = (a+b+e)(a+b+c) = (a® +b*+ 2+ 2ab+ 2ac + 2be) (a + b+ ¢)
= a® +b® + &+ 3a%b + 3a%c + 3ab® + 3ac® + 3b%c + 3bc? + 6abe.

Exercice 1-3 Soit z et y deux réels. On suppose que z — y = 1. Calculer 2® — 3zy — 3°.

Correction exercice 1-3 On observe que z° —y°® = (x—vy) (:lc2 +xy+y2). En utilisant 'hypothése x —y = 1,
on trouve donc

22— 3zy —y® = 2 +zy+y° — 3zy = (:U—y)2 =1.

Exercice 1-4

1. Rappeler la preuve, faite en cours, de la propriété suivante : pour tout n € N*, on a

SR
£ k(k+1) n+1

2 b
2. Expliciter deux réels a et b tels que pour tout k¥ € N*, on a m = % + ra
n
1 3 2n+3
3. En déduire que pour tout n € N*, 2 —_ =
auep ; k+2) 2 (m+Dn+2)
~/1 1 ontl

4. Mont tout N* - — = .

ontrer que pour tout n € ’H<k k+2> CED I ESCIE

k=1

Correction exercice 1-4

1. Fait en cours.



2. En calculant le dénominateur en commun, on a

e, b a(k+2)+bk  (a+bk+2a
k' k+2  k(k+2)  k(k+2)

qui implique que a =1 et b = —a = —1.

3. En utilisant le résultat précédent, on peut écrire

~ 1 i(l_ 1 )_ ~1 1
klk(k+2) P ko k+2 k:lk k:1k+2
n n+2 n n
1 1 1 1 1 1 1
DR R IO N R BT
k::lk k:Sk 2 k:3k k:3k n+l n+2
_ 3 2n+3
2 (n+1)(n+2)

4. On utilise encore le résultat du point 2 pour écrire

1 L 1 1
H(zfm) Hkk+2 :2E[E'H(k+z)'

k=1

n
Bien str, on a H = 1/nl. D’autre coté, on a aussi

H
| =

n 1 n+2
Tty - T2 (11

En mettant tout ensemble, on trouve

N =
v
3
+ | =
—_
3
+ | =
[\
Il
[\
-
— =
> =
N—
3
+ | =
—_
3
+ | =
[\

Exercice 1-5
n

1. Donner deux différentes preuves de la formule du cours suivante : pour tout n € N*, Z k=
k=0

n(n+1)
—

a) En effectuant une démonstration par récurrence.

b) En montrant préalablement, par changement de variable, I'identité :

n

dn—k)=>k

k=0 k=0

n
2. En déduire que pour tout n € N, Z(Qk +1)=(n+1)>%
k=0

Correction exercice 1-5

1
1. Pour (a), on commence par vérifier l'initialisation : pour n = 1, on a Z k= 0+1 = 1, tandis que

k=0
1-(141)/2 =2/2 = 1. La formule est donc initialisée. On vérifie maintenant ’héréditariété. Supposons

que la propriété est vraie pour n, donc

Zn:k n+1)‘

k=0
Il faut prouver la propriété pour n + 1, c’est-a-dire il faut montrer que

”ik_(nﬂ)(nm)

2
k=0



n+1 n
On commence par écrire Z k = k+ (n+ 1). En utilisant ’hypothése de récurrence, on a
k=0 k=0

n

n+1
k= k+(n+1):M+(n+l):
k=0 k

1
> > “(n+1)(n+2).

2

L’hérédité est donc vérifiée, et, par conséquent, la formule est prouvée pour tout n € N\ {0}.
Pour la partie (b), on admet 'identité (qui est un simple changement de variable). On appelle

k=0

n
la quantité a déterminer. L’identité nous dit que (n — k) = S. Mais, en développant le membre de
k=0

Z(n—kz) = Zn— Zkz = nZl —S=nn+1) —8S.
k=0 k=0 k=0 k=0

On en déduit que n(n+1) — S =S5, dou S =n(n+1)/2.

2. C’est un calcul : grace a la formule précédente, on peut calculer

gauche, on a

Zn:2k+1 —2Zk+21—2 ”+) +(n+1)=m+1)(n+1) = (n+1)>2.
k=0 k=0

Exercice 1-6
n n
1. Montrer que pour tout n € N*, Z Z(@ + ) | =nn+1)>%
i=0 \ j=0

2. En utilisant sans les démontrer (ce serait facile par récurrence) les deux identités
n

D(2n+1) 1
Zkz n(n+1)(2n + Z;ﬁ ( n(n + )> montrer que pour tout n € N* :

n

o n(n+1)(3n? + 7n + 2)
Z ZU - 24 ’
i=0 \j=0

Correction exercice 1-6

1. En utilisant la formule de I’exercice précédent, on a

n

n(n+1)
Z(ZJ” ZerZ] +T,

§=0 §=0

qui donne

zn:zn:(i+j):(n+1) i et 1:n(n+1)2+n(n+1)2:n(n+1)2.

— £ 5 2 , 2 2
=0 7=0 =0 =0
La formule est donc prouvée.
2. De fagon analogue, on a
i i 2
. . it(i+1) 1
D ii=i) i=—5— =5 (@+7)
§=0 j=0



En utilisant cette propriété, on calcule

n

N 1 [ L 1 /n%(n+1)? n(n+1)2n+1
SN ii= g 203*; :2< (nt 1, o+ 1) >)

i=0 j=0

_ n(n+1)
= T(Sn(n +1)+2(2n+1)),

d’ott on trouve facilement I’expression finale.

Exercice 1-7

1. Pour 0 < i < net0<j<n, quelles valeurs prend 'entier Max(i,7)? Combien de fois prend-il une
valeur k fixée?

2. En déduire que

n

> Max(i,§) | =) (2k + 1)k.

i=0 \ j=0 k=0

n

3. En utilisant la formule de sommation des carrés des entiers consécutifs rappelée a ’exercice précédent,
en déduire que :

—~ [ ) n(n+1)(4n+5)
Z ZMax(z,j) = 5 .

i=0 \ j=0

Correction exercice 1-7

1. Etant donné que 0 < i < net 0 < j < n, entier Max(i, j) peut prendre toutes les valeurs entre 0 et
n. Maintenant, si on fixe k dans le méme intervalle, on aura Max(i,j) = k pour :

— toutes les couples (i, k), avec 0 <i < k : on a donc k couples;
— toutes les couples (k, j), avec 0 < j < k : encore k couples;
— la couple (k, k).
En total, ¢a fait 2k + 1 fois.
2. Deux solutions possibles.

(a) On découpe la somme a l'intérieur comme

n i n n i
S Max(i,j) =Y i+ Y j=ilr) + > >
Jj=0 Jj=0 j=0 j=0

J=i+1
. nn+1) di(i+1)
= 1 -
i(i+1) + 5 5
~_n(n+1) N i(i+1)
2 2

Si maintenant on calcule la somme & Pextérieur, en utilisant les formules des exercices 1-5 et 1-6,
on trouve facilement

n n 1
D) Max(i,§) = gn(n+1)(n+5).
i=0 j=0
C’est exactement le méme résultat qu’on trouve quand on calcule la somme a droite, aprés avoir
fait les multiplications a l'intérieur.

(b) Vu que la fonction peut prendre toutes les valeurs k entre 0 et n, et que la valeur k est prise 2k +1
fois, on peut écrire notre somme comme la somme des valeurs que la fonction prend, multipliées
par le nombre des fois qu’elles sont prises : notamment,

> Max(i,j) = > k(2k+1).

i=0 j=0 k=0



3. La réponse donnée au point précédent répond aussi 4 cette question.

Exercice 1-8
1. Déterminer I’ensemble des réels = qui vérifient —3z +4 > = — 3.
2. Déterminer I'’ensemble des réels x qui vérifient 2 —dx —2 > 0.
3. Déterminer ’ensemble des réels = qui vérifient (z + 2)% < —z.

4. Déterminer Iensemble des réels 2 qui vérifient 2° — 62 > 2.

Correction exercice 1-8

1. Un calcul simple permet de trouver 4z < 7, d'ou = < 7/4.

2. Ca suffit de chercher les racines du polynome 2 — 4z — 2, qui sont 2+ v/6. L’inégalité est alors vérifice
pour tous les nombres réels z tels que 2 <2 — V6 ouz > 2+ V6

3. On développe le carré et on ameéne & gauche : on trouve 2245244 < 0. On remarque que 22 +5z+4 =
(x+4)(x+1), et alors —4 <z < —1.

3

4. L’inégalité a résoudre est équivalente a z° — 22 + 6z > 0. On peut factoriser le membre de gauche de
la facon suivante : 2 2

— 22+ 62 = x(z* —2 —6) = x(z — 3)(z + 2). Un tableau de signes permet de
trouver la solution {9: S ]R‘ —2<z<0oux> 3}.

Exercice 1-9

4 2 4 2
-7 4 -9 5
1. Pour a € R, on considére les réels A = a et +? et B = u. Montrer que 'un de ces

deux nombres (on précisera lequel) est toujours plus grand que l'autre.

4 2 4 2
2 3
2. Soit m et n deux réels. Pour a € R, on considére les réels C' = a_matt s et D = %.

Montrer que le signe de D — C' n’est pas constant quand a varie dans R.

Correction exercice 1-9

1. On impose la rélation A < B. Aprés des calculs simples, on se reconduit a linégalité a* — a? +1 < 0.
Maintenant, en posant a® = y, c’est facile a voir que cette inégalité n’est jamais satisfaite (pour tout
yeR, onay? —y+1> 0). Donc, on en déduit que, pour tout a € R, on a A > B.

2. On calcule

1 4 2
D-C = 3 (—a* + B3n—4m)a” + 1) .

Maintenant, pour a =0, D — C = 1/12 > 0. Pour a — 400, par contre, D — C — —o0, donc le signe
de D — C' n’est pas constant.

Exercice 1-10

> 1.

5 _
1. Déterminer I'ensemble des z € R\ {76} qui vérifient 6715
x

< 2
r—2 3x+2

2
2. Déterminer 'ensemble des z € R\ {2, —g} qui vérifient

Correction exercice 1-10

1. On améne le terme de gauche a droite : 'inégalité est donc équivalente & résoudre

1+ <0.

6x + 5

On calcule le dénominateur en commun, et on trouve

6$+7<0
6x +5 '

En dressant un tableau de signes, on conclut que U'inégalité est vérifiee pour = €] —7/6,—5/6].



2. L’argument est tout a fait analogue au précédent : on ameéne le terme de gauche & droite et on calcule
le dénominateur en commun. Aprés avoir multiplié par —1 pour se retrouver avec un coefficient de x
positif au numérateur, on se retrouve a résoudre I'inégalité équivalente

z+6
Bz +2)(xz—2)
On résout cette inégalité en dressant un tableau de signe, et on trouve ’ensemble des solutions S =

] — 00, —6[U] —2/3,2[.

<0.

1
Exercice 1-11 Montrer que pour tout (z,y) € R?, |zy| < 5(1'2 +12).

Correction exercice 1-11
Pour tout (z,y) € R?, on calcule

0<(z+y)? =22 +y*+22y.
De la méme maniére, on a aussi
0<(z—1y)?% =22 +9>—2zy.
Donc, en mettant ensemble ces deux inégalités, on trouve
—(@* + %) < 2wy <@’ 4y

ce qui est équivalent a dire que 2|zy| < z? + y2.

Exercice 1-12 Montrer que pour tout z € [—1,1], |1 — 2| < 4|1 — z|.

Correction exercice 1-12 On commence par remarquer que

-2t =(1-2>)A+2%) = (1-2)1+2)(1+2?).

En utilisant le fait que |ab| = |a| |b], on peut amener le terme de droite & gauche du signe d’inégalité et on
peut mettre en facteur |1 — x| : cela donne

|1 —z| (|1 + 2|1+ 2% — 4) <0.
Maintenant, |1 — x| > 0 pour tout z, donc cela suffit de résoudre
1+z[[1+2? —4 <0.

On note que, pour = € [—1,1], les deux arguments de la valeur absolue sont positifs : en développant les
produits, on trouve donc
$3+x2+x+1—3§0.

Etant donné que z € [—1,1], par inégalité triangulaire on a que
a2 tr < |2+ < 2P+ |2+ 2] <3,
qui dit que I'inégalité de départ est toujours vérifiée pour = € [—1,1].

Exercice 1-13 Pour z réel, on note f(z) = |2 — |1 — z||. Exprimer f(z) sans utiliser de valeur absolue en
discutant selon la position de = sur l'axe réel, et tracer le graphe de f.

Correction exercice 1-13

Premier cas : 1 —x > 0, c’est-a-dire z < 1. Dans ce cas, f(x) = [2—(1—2z)| = |1+x|. Sien plus 1+z > 0,
c'est-a~dire x > —1, alors f(z) =1+ x.

Si, au contraire, z < —1, on trouve f(z) = —z — 1.

Deuxiéme cas : si 1 —z < 0, c’est-a-dire = > 1, alors f(z) = |24 (1 — z)| = |3 — z|. Si maintenant = < 3,
alors f(r) =3 —x;siz >3, ona f(x) =2 —3.

Conclusion : Pour x < =1, ona f(z) = —z — 1. Pour -1 <z <1,ona f(z) =1+ =z Pour 1 <z <3,
ona f(r)=3—x. Enfin,siz>3,ona f(zr) =2 —3.

Exercice 1-14 Déterminer ’ensemble des réels x qui vérifient |2 — 2| < 3 — z.

Correction exercice 1-14
On sépare 'étude dans les deux cas suivants.




(i) Si2—x >0, alors I'inégalité devient
2—rx<3—=z — 2 <3,

ce qui est vrai pour tout x € R. Mais x doit vérifier x < 2, donc I’ensemble des solutions de la premiére
inégalité est | — o0, 2].

(ii) si 2 —x < 0, alors on trouve
—24+zx<3—=x e 20 <1,

ce qui est vrai pour z < 1/2. Mais = devait étre plus grande que 2, donc la deuxiéme inégalité n’a pas
de solutions.
En conclusion, 'inégalité est satisfaite pour tout x €] — oo, 2].

Exercice 1-15 Expliciter trois réels a, b et ¢ tels que pour tout réel x on ait :

23 — 22 422 +4 = (z +1)(az® + bz + c)

puis en déduire Pensemble des z réels pour lesquels 23 — 22 + 22 + 4 > |z + 1.

Correction exercice 1-15
En développant les produits & droite, on trouve ’égalité

2 — 1?4+ 22 +4 = az® + (a+b)2x* + (b+c)x + c.

On en déduit que
a=1, a+b=-1, b+c=2, c=4,

cest-a-direa=1,c=4 et b= -2.
Pour telles valeurs de (a,b,c), on a une factorisation de 3 — 22 + 2z + 4 :

2?4 2r 44 = (x+1) (2 —22+4).

On remarque que z2 — 2z + 4 > 0 pour tout z € R (soit on calcule les racines réelles par la formule, soit on
reconnait que ce terme est de la forme a® + ab + b%). L'inégalité a résoudre devient alors

(x+1) (2% =22 +4) > |z +1].

Vu que le terme de droite est positif et que 22 — 22+ > 0, on doit avoir forcement  + 1 > 0, c’est-a-dire
x > —1. En utilisant cette remarque, on va résoudre alors

(x+1) (2> =2z +4) >z +1 — (x+1) (x> =22 +3) > 0.

Encore une fois, z +1 > 0; en plus, et donc il faut résoudre 22 — 2z + 3 > 0. Le polynome z? — 2z + 3
a seulement des racines complexes, autrement dit la derniére inégalité est toujours vraie. L’ensemble des
solutions est donc | — 1, +o0f.

Exercice 1-16

n n
1. En utilisant la formule du bindme, calculer les sommes Z <n> et > (—1)* <n>
k=0

0
—1
2. a) Montrer que pour tout n € N* et tout p € {1,...,n}, p(n> = n(n 1>.

3

n
b) En déduire que pour tout n € N, Zp<n> =n2" L
p=0
3. A l’aide de la formule du triangle de Pascal, montrer que pour tout (p,n) € N2 .

i(p;k) _ <p+z+1>‘

k=0



Correction exercice 1-16

1. Ona
50)- g
kzn:o(_l)k@) B :0 <Z>(_1)klnk =(1-1" =0.

2. Pour n et p comme dans le texte, on calcule

n\ n! B n(n—1)! . (n—1)! . n—1
p(p)_p(n—p)!p!_(n—p—l—i-l)!(p—l)!_ (n—1)—(p-1) (p—1) <p—1>'

On en déduit la formule donnée. En fait, pour n = 0, il n’y a rien a prouver (on trouve 0 = 0, qui
est toujours vrai). Supposons alors n > 1. On remarque que le premier terme dans la somme a gauche
(correspondant & p = 0) est nul; donc on peut écrire

S0 A0 - £ ) B e

qui est exactement ce qu’on voulait prouver.

3. Observons que, si n = 0, les deux membres de 1’égalité & prouver valent 1, et donc 1’égalité est vraie.
Supposons maintenant n > 1, p € N. On commence par remarquer que

(+) ;(P;’j :1+é(1’;’“>.

Maintenant, la formule du triangle de Pascal nous dit que, pour tout £ > 1 et tout p € N,

p+k n p+k\ (p+tk+1
k k—1) k ’
En prenant la somme sur £k = 1...n a gauche et & droite, on déduit que
n n n
p+k p+k\ p+k+1
S X)) =)
k=1 k=1 k=1
En faisant le changement de variable j = k + 1 dans la somme & droite, on trouve
n n n+1 . n .
p+k pt+k P+ P+ ptn+l
= = - 1 .
S ()2 -G -2 C) e (T
k=1 k=1 7j=2 j=1
On peut simplifier le terme qui apparait a droite et & gauche, et on obtient
n
k 1
Z(p—i— >:_1+<p+n+ )
k n
k=1

En utilisant cette égalité dans (x), on déduit tout de suite la formule souhaitée.

Exercice 1-17 Soit n € N.

1. Montrer que pour tout k € {0,...,n}, <Z> = ( " )

n—=k
2n

2. Montrer que pour tout k € {0,...,n—1}, ( I

(r)=C)

2
) < (k _::Ll> En déduire que pour tout k£ € {0,...,2n},



2n

3. Mont 2 (2n (Indicati idérer L'entier y | 2n )
. ontrer que . ndaication : on pourra considerer 1l entier .
1 2n+1 7~ \n P — k

Correction exercice 1-17

1. C’est un calcul simple : par définition, on a

<Z> - k!(nn!—k:)! - (n—(n—:!))!(n—k)! - (nikz>

2. L’inégalité a prouver est équivalent & I'inégalité suivante : pour tout 0 < k <n —1,

1 1 k+1)! (20— k)
Hen k) S GeDl@n—k-1! 7 B S @i—k-D

c’est-a-dire k +1 < 2n — k, ce qui est toujours vrai (car k < n — 1). Soit maintenant k =n+1,...2n :
grace a la question du point 1, on peut écrire

(2: > N <2n2n k> '

Vuquen+1 <k <2n,onaque0 <2n—k <n-—1, qui implique (grace a I'inégalité prouvée ci-dessus)

()= G) < G o) = ()

En conclusion, la valeur maximale est atteinte pour k = n, et on a donc

(v) = ()

pour tout k£ entre 0 et 2n.

Exercice 1-101

1. Expliciter deux constantes réelles a et b telles que pour tout entier k¥ € N*, on ait :

1 a b a

k(k+1)(k+2) k+k+1+k+2

2. Soit n > 2 un entier. Utiliser la question précédente pour obtenir une expression pas trop compliquée
n
1
de la somme .
; kE(k+1)(k+ 2)

Exercice 1-102 Soit n € N. L’objectif de cet exercice est de refaire l'exercice 7 sans considérer comme
n

connue la formule de sommation des carrés d’entiers consécutifs. On notera S = E k%, et on fera semblant

k=0
de ne pas savoir calculer cet entier S.

1. En refaisant a I'identique 'exercice 7, montrer que :

> D Max(ig) | =25+ nin+1)

i=0 \ j=0 2
2. Soit i € {0,...,n}.
n i n
a) Montrer que ZMax(i,j) = ZZ + Z J-
j=0 j=0  j=it+l

‘ - nn+1) i(i+1)
b) Montrer d’une part que Zz =i(i+ 1) et d’autre part que Z j= - .

" = 2 2
7=0 Jj=i+1

10



3. En utilisant la question précédente, obtenir la relation :

n n n
43 D Max(i,j) | =2 (n(n+1) +4 +4).
i=0 \j=0 i=0

4. En rapprochant les formules prouvées aux questions 1 et 3, conclure.
n?(n + 1)?
1 .

n
Exercice 1-103 Montrer par récurrence que pour tout n € N, Z K3 =
k=0
Exercice 1-104
1. Déterminer Pensemble des réels z qui vérifient z* — 1322 + 36 < 0.
-6 < z+6
3—x w+1
3. Déterminer ’ensemble des réels x qui vérifient |x — 3| + | — 7| = 4.

2. Déterminer l'ensemble des x € R\ {—1,3} qui vérifient

4. Déterminer ’ensemble des réels = qui vérifient | — 1| 4+ |z — 2| < 1.

Exercice 1-105 Soit « et y deux réels tels que 0 < < y. On pose :

r+y 2
= h:
2 ) g \/x7 %—"_

m= T
Y

L’objectif de I'exercice est de montrer la chaine d’inégalités : < h < g <m <.
1. Montrer que m < y.

2. Montrer que g < m.

3. Montrer que = < h. (Indication : on pourra chercher a comparer 1/x et 1/h).

4. Montrer que h < g.

Exercice 1-106 Soit a et b deux réels avec 0 < a < b et n € N* un entier. L’objectif est d’étudier le sens
de variation du k-éme terme du développement de (a + b)". Plus précisément, pour chaque indice k variant

n\ ,_ o . . .
entre 0 et n, on note ug = (k a" *b* et on s'intéresse a la liste de réels (ugy ... up).

U n—kb
1. Montrer que pour tout entier k € {0,...,n — 1}, AL

Uk o k+15'
b— b—
2. Montrer que pour tout k € {0,...,n — 1}, Yktl _ = k:n +baet a2 >1 <— k<n +ba'
U a Uk a

. b
3. Dans cette question, on suppose que n < —. Montrer que ug < u; < ug < -+ < Up.
a
. b
4. Dans cette question, on suppose que n = —. Montrer que ug < u; < ug < -+ < Up—1 = Up.
a

b
5. (Question plus difficile demandant de l'initiative). Et quand n > —, comment se comporte la liste
a
('LLO,"' ,Un)?

Exercice 1-107

n
1
1. On rappelle que pour tout n € N*, Z k? = gn(n +1)(2n +1).
k=1
n

(a) Soit n € N*. Calculer S,, = Z(k —1)k.
k=1
(b) On pose vy, = k(k —1)(k — 2).
i. Montrer que pour tout k € N*, v 1 — v = 3k(k — 1).

n

ii. Calculer alors T, = Z(Uk“ — V).
k=1
iii. En déduire un lien entre S, et T,,.

n n
2. Soit n € N, calculer C' = Z Z ok=L,
k=0 1=0
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