
1 
 

Université Claude Bernard Lyon 1      UE Fondamentaux des mathématiques 1 

Semestre d’automne 2017-2018 

 

Examen final (2h) 

Mercredi 20 décembre 2017 

 

 

Exercice 1.   

On considère les deux suites (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ∗ et (𝑣𝑛)𝑛∈ℕ∗ définies pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ par 

𝑢𝑛 = ∑
1

𝑘2

𝑛

𝑘=1

      et    𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 +
2

𝑛 + 1
 

1. Calculer 𝑢1, 𝑢2, 𝑣1 et 𝑣2 (on notera chaque résultat sous la forme d’une fraction irréductible). 

2. Montrer que (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ∗ est croissante. 

3. Exprimer, pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 en fonction de 𝑛. En déduire que (𝑣𝑛)𝑛∈ℕ∗ est décroissante. 

4. Montrer (par un argument rigoureux) que les suites (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ∗ et (𝑣𝑛)𝑛∈ℕ∗ sont convergentes et 

convergent vers la même limite. 

 

Correction exercice 1   

1.   

𝑢1 = ∑
1

𝑘2

1

𝑘=1

= 1;   𝑢2 = ∑
1

𝑘2

2

𝑘=1

= 1 +
1

4
=

5

4
; 𝑣1 = 𝑢1 +

2

2
= 2;  𝑣2 = 𝑢2 +

2

3
=

5

4
+

2

3
=

23

12
 

2.  Pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ 

𝑢𝑛+1 = ∑
1

𝑘2

𝑛+1

𝑘=1

= ∑
1

𝑘2

𝑛

𝑘=1

+
1

(𝑛 + 1)2
= 𝑢𝑛 +

1

(𝑛 + 1)2
> 𝑢𝑛 

Donc (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ∗ est croissante (et même strictement croissante). 

3.  Pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ 

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛+1 +
2

𝑛 + 2
− (𝑢𝑛 +

2

𝑛 + 1
) = 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 +

2

𝑛 + 2
−

2

𝑛 + 1
=

=
1

(𝑛 + 1)2
+

2

𝑛 + 2
−

2

𝑛 + 1
=

𝑛 + 2 + 2(𝑛 + 1)2 − 2(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

(𝑛 + 1)2(𝑛 + 2)

=
𝑛 + 2 + 2𝑛2 + 4𝑛 + 2 − 2(𝑛2 + 3𝑛 + 2)

(𝑛 + 1)2(𝑛 + 2)
=

−𝑛

(𝑛 + 1)2(𝑛 + 2)
< 0 

Donc (𝑣𝑛)𝑛∈ℕ∗ est décroissante. 

4. Comme 𝑣𝑛 − 𝑢𝑛 → 0 et d’après le théorème des suites adjacentes (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ∗ et (𝑣𝑛)𝑛∈ℕ∗ convergent vers 

la même limite. 

 

Exercice 2.   

On considère le polynôme 𝐴 = 𝑋3 − 𝑋2 + 2 

1. Montrer que −1 est une racine de 𝐴. 

2. Quel est son ordre de multiplicité ? Justifier la réponse. 

3. Factoriser 𝐴 en polynômes irréductibles sur ℝ puis sur ℂ. 

 

Correction exercice 2    

1.  

𝐴(−1) = (−1)3 − (−1)2 + 2 = −1 − 1 + 2 = 0 
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Donc −1 est une racine de 𝐴. 

2.   

𝐴′ = 3𝑋2 − 2𝑋   et   𝐴′(−1) = 3 + 2 = 5 ≠ 0 

Donc −1 est une racine simple de 𝐴. 

3.  On peut mettre 𝑋 + 1 en facteur 

𝑋3 − 𝑋2             + 2  𝑋 + 1  

𝑋3 + 𝑋2  𝑋2 − 2𝑋 + 2  

      −2𝑋2            + 2   

      −2𝑋2 − 2𝑋    

                      2𝑋 + 2   

                      2𝑋 + 2   

                      2𝑋 + 2   

                                 0   

 

Par conséquent 𝐴 = (𝑋 + 1)(𝑋2 − 2𝑋 + 2) et c’est la décomposition dans ℝ[𝑋] car son discriminant 

vaut Δ = −4 < 0 

Après un calcul élémentaire les racines complexes de 𝑋2 − 2𝑋 + 2 = 0 sont 𝑋1 = 1 − 𝑖 et 𝑋2 = 1 + 𝑖, 

donc la décomposition dans ℂ[𝑋] est : 

𝐴 = (𝑋 + 1)(𝑋 − (1 − 𝑖))(𝑋 − (1 + 𝑖)) 

 

Exercice 3.   

1. Montrer que pour tout 𝜃 ∈ ℝ, 1 − 𝑒𝑖𝜃 = 𝑒𝑖
𝜃

2 (𝑒−𝑖
𝜃

2 − 𝑒𝑖
𝜃

2). 

2. A l’aide des formules d’Euler, en déduire que pour tout 𝜃 ∈ ℝ : 

1 − 𝑒𝑖𝜃 = −2𝑖 sin (
𝜃

2
) 𝑒𝑖

𝜃
2      et     1 + 𝑒𝑖𝜃 = 2 cos (

𝜃

2
) 𝑒𝑖

𝜃
2 

3. En déduire que pour tout 𝑘 ∈ ℤ, 𝜃 ≠ (2𝑘 + 1)𝜋, alors 
1−𝑒𝑖𝜃

1+𝑒𝑖𝜃 = −𝑖 tan (
𝜃

2
). 

4. Etant donné 𝜃 ∈ ℝ, on s’intéresse aux solutions de l’équation 
𝑖−𝑧

𝑖+𝑧
= 𝑒𝑖𝜃. 

a. Montrer que s’il existe 𝑘 ∈ ℤ tel que 𝜃 = (2𝑘 + 1)𝜋 alors 𝑒𝑖𝜃 = −1. 

b. Montrer que l’équation 
𝑖−𝑧

𝑖+𝑧
= −1 n’a pas de solution dans ℂ. 

c. Montrer, à l’aide de la question 3. que si 𝜃 ∈ ℝ ∖ {(2𝑘 + 1)𝜋, 𝑘 ∈ ℤ} alors l’équation 
𝑖−𝑧

𝑖+𝑧
= 𝑒𝑖𝜃 

admet une unique solution et que celle-ci est réelle. 

 

Correction exercice 3   

1.   

𝑒𝑖
𝜃
2 (𝑒−𝑖

𝜃
2 − 𝑒𝑖

𝜃
2) = 𝑒𝑖

𝜃
2𝑒−𝑖

𝜃
2 − 𝑒𝑖

𝜃
2𝑒𝑖

𝜃
2 = 𝑒

𝑖(
𝜃
2

−
𝜃
2

)
− 𝑒

𝑖(
𝜃
2

+
𝜃
2

)
= 1 − 𝑒𝑖𝜃 

2.     

1 − 𝑒𝑖𝜃 = 𝑒𝑖
𝜃
2 (𝑒−𝑖

𝜃
2 − 𝑒𝑖

𝜃
2) = −𝑒𝑖

𝜃
2 (𝑒𝑖

𝜃
2 − 𝑒−𝑖

𝜃
2) = −2𝑖 sin (

𝜃

2
) 𝑒𝑖

𝜃
2  

1 + 𝑒𝑖𝜃 = 𝑒𝑖
𝜃
2 (𝑒−𝑖

𝜃
2 + 𝑒𝑖

𝜃
2) = 2 cos (

𝜃

2
) 𝑒𝑖

𝜃
2 

3.  
1−𝑒𝑖𝜃

1+𝑒𝑖𝜃 est bien définie car pour 𝜃 ≠ (2𝑘 + 1)𝜋, 𝑘 ∈ ℤ, 𝑒𝑖𝜃 ≠ −1. 
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1 − 𝑒𝑖𝜃

1 + 𝑒𝑖𝜃
= −

2𝑖 sin (
𝜃
2) 𝑒𝑖

𝜃
2

2 cos (
𝜃
2) 𝑒𝑖

𝜃
2

= −𝑖 tan (
𝜃

2
) 

4.  

a. 𝑒𝑖𝜃 = 𝑒𝑖(2𝑘+1)𝜋 = 𝑒2𝑖𝑘𝜋+𝑖𝜋 = 𝑒2𝑖𝑘𝜋𝑒𝑖𝜋 = 1 × (−1) = −1 

b. Soit 𝑧 ∈ ℂ une solution de 
𝑖−𝑧

𝑖+𝑧
= −1 

𝑖 − 𝑧

𝑖 + 𝑧
= −1 ⇔ 𝑖 − 𝑧 = −(𝑖 + 𝑧) ⇔ 𝑖 − 𝑧 = −𝑖 − 𝑧 ⇔ 𝑖 = −𝑖 

Ce n’est pas possible, donc il n’y a pas de solution. 

c. Pour tout 𝑧 ∈ ℂ 

𝑖 − 𝑧

𝑖 + 𝑧
= 𝑒𝑖𝜃 ⇔ 𝑖 − 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃(𝑖 + 𝑧) ⇔ 𝑖 − 𝑧 = 𝑖𝑒𝑖𝜃 + 𝑧𝑒𝑖𝜃 ⇔ 𝑖 − 𝑖𝑒𝑖𝜃 = 𝑧 + 𝑧𝑒𝑖𝜃 ⇔ 𝑖(1 − 𝑒𝑖𝜃)

= 𝑧(1 + 𝑒𝑖𝜃) ⇔ 𝑧 = 𝑖
1 − 𝑒𝑖𝜃

1 + 𝑒𝑖𝜃
 

Car 𝑒𝑖𝜃 ≠ −1 puisque 𝜃 ∈ ℝ ∖ {(2𝑘 + 1)𝜋, 𝑘 ∈ ℤ} 

La solution est donc 𝑧 = 𝑖 (−𝑖 tan (
𝜃

2
)) = tan (

𝜃

2
) ∈ ℝ. 

 

Exercice 4.   

On considère l’application 𝑓: ℝ → ℝ telle que pour tout 𝑥 ∈ ℝ, 

𝑓(𝑥) = √ch(𝑥 + 1) − √ch(𝑥) 

N.B. On rappelle que pour tout 𝑥 ∈ ℝ, ch(𝑥) =
𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
 et sh(𝑥) =

𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
. 

1. Justifier que 𝑓 est définie et continue sur ℝ. 

2.   

a. Montrer que 𝑓(0) = −𝑓(−1) et que ces réels ne sont pas nuls. 

b. En déduire (en utilisant un argument rigoureux) que l’équation 𝑓(𝑥) = 0 admet au moins une 

solution sur l’intervalle ]−1,0[. 

3. On considère l’application 𝑔: ℝ → ℝ définie pour tout 𝑥 ∈ ℝ par 𝑔(𝑥) = √ch(𝑥). 

a. Quelle relation simple lie 𝑓 et 𝑔 ? 

b. Rappeler le théorème de dérivation composées. 

On admet qu’il s’applique à 𝑔, qui est donc dérivable sur ℝ. 

Calculer sa dérivée 𝑔′. 

c. Montrer que pour tour 𝑥 ∈ ℝ, il existe 𝑦 ∈ ]𝑥, 𝑥 + 1[ tel que : 

𝑔(𝑥 + 1) − 𝑔(𝑥) =
sh(𝑦)

2√ch(𝑦)
 

d. Montrer que, pour tout 𝑦 ∈ ℝ,  

sh(𝑦)

2√ch(𝑦)
=

𝑒
𝑦
2

2√2

1 − 𝑒−2𝑦

√1 + 𝑒−2𝑦
 

e. BONUS : Déduire lim
𝑥+∞

𝑓(𝑥) des questions 3.a., c. et d. en argumentant rigoureusement. 

  

Correction exercice 4   

1. Pour tout 𝑥 ∈ ℝ, ch(𝑥) ≥ 1 > 0, donc ch(𝑥 + 1) ≥ 1 > 0 et la fonction 𝑡 → √𝑡 est définie, et 

continue pour tout 𝑡 ≥ 0 donc 𝑓 est définie et continue pour tout 𝑥 ∈ ℝ.  

2.   
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a. 𝑓(0) = √ch(1) − √ch(0) et 𝑓(−1) = √ch(0) − √ch(−1) = √ch(0) − √ch(1) = −𝑓(0) 

D’autre part  

𝑓(0) = √ch(1) − √ch(0) = √
e + e−1

2
− √1 ≥ √

e

2
− 1 > √

2

2
− 1 ≥ 1 − 1 = 0 

Donc 𝑓(0) > 0. Et par conséquent 𝑓(−1) < 0. 

b. Comme 𝑓 est continue sur [𝑥, 𝑥 + 1], d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe 

𝑐 ∈ ]𝑥, 𝑥 + 1[ tel que : 𝑓(𝑐) = 0. 

3.   

a. 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥 + 1) − 𝑔(𝑥). 

b. Soit 𝑔 = ℎ ∘ 𝑢 alors 𝑔′ = ℎ′ ∘ 𝑢 × 𝑢′, on l’applique à ℎ: 𝑥 → √𝑥  et 𝑢 = ch   

𝑔′(𝑥) =
sh(𝑥)

2 √ch(𝑥)
 

c. D’après le théorème des accroissements finis, puisque 𝑔 est continue sur [𝑥, 𝑥 + 1] et dérivable 

sur ]𝑥, 𝑥 + 1[ (car 𝑔 est dérivable sur ℝ), il existe 𝑦 ∈ ]𝑥, 𝑥 + 1[  tel que : 

𝑔(𝑥 + 1) − 𝑔(𝑥) = 𝑔′(𝑦)(𝑥 + 1 − 𝑥) =
sh(𝑦)

2 √ch(𝑦)
 

d.   

sh(𝑦)

2 √ch(𝑦)
=

𝑒𝑦 − 𝑒−𝑦

2

2 √
𝑒𝑦 + 𝑒−𝑦

2

=
𝑒𝑦 1 − 𝑒−2𝑦

2

2 √𝑒𝑦 1 + 𝑒−2𝑦

2

=
𝑒𝑦 1 − 𝑒−2𝑦

2

2
√𝑒𝑦

√2
√1 + 𝑒−2𝑦

=
𝑒𝑦 1 − 𝑒−2𝑦

2

√2𝑒
𝑦
2√1 + 𝑒−2𝑦

=
𝑒𝑦−

𝑦
2(1 − 𝑒−2𝑦)

2√2√1 + 𝑒−2𝑦
=

𝑒
𝑦
2

2√2

1 − 𝑒−2𝑦

√1 + 𝑒−2𝑦
 

e. D’après la question c. on déduit de 𝑥 < 𝑦 < 𝑥 + 1, que si 𝑥 → +∞ alors 𝑦 → +∞  aussi 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥 + 1) − 𝑔(𝑥) =
sh(𝑦)

2 √ch(𝑦)
=

𝑒
𝑦
2

2√2

1 − 𝑒−2𝑦

√1 + 𝑒−2𝑦
 

On a   

lim
𝑦→+∞

1 − 𝑒−2𝑦

√1 + 𝑒−2𝑦
= 1 

Donc 

  lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑦→+∞

𝑒
𝑦
2

2√2

1 − 𝑒−2𝑦

√1 + 𝑒−2𝑦
= +∞ 

 

  


