Correction Session 1 FDM1 automne 2018

Exercice 1.
On consideére la polyndme suivant A = X* + 4X3 + 8X% + 8X + 4 dans C[X].

1.
2.
3.

4.

Calculer B = A’ /4, ou A’ désigne le polyndme dérivée de A.

Vérifier par 1’algorithme d’Euclide que pgcd(4, B) = X% + 2X + 2.

Montrer en utilisant les deux questions précédentes qu’il existe un polynéme P dans R[X], de degré 2
tel que : A = P2.

En déduire les racines de A dans C.

Correction exercice 1

1.

1
B=Z(4X3+12X2+16X+8)=X3+3X2+4X+2

X*+4X3+8X?>+8X+4 X3+3X?+4X+2
X*+3X3 +4X?+2X X+1
X3 +4X°+6X +4
X3+3X?+4X+2

X2 +2X+2
X3 4+3X%24+4X+42 X2 4+2X+2
X3 +2X?% +2X X+1
X2 42X +2
X2 42X 42
0

Le dernier reste non nul est pgcd (A4, B) = X? + 2X + 2, qui est bien un polynéme unitaire.

3.

Premiére méthode
Le résultat des deux divisions de la question précédente donne
A=X+1DB+X?+2X+2
Et
B=X+1DX*+2X+2)
On remplace B dans la premiere égalité
A=X+1DB+X?+2X+2=A=X+DX+DX?*+2X+2)+ (X*?+2X +2)
=((X+D?°+DX?+2X+2)=(X?+2X+2)(X2+2X +2) = (X? + 2X + 2)?
P=X%2+2X+2€R[X]
Deuxiéme méthode
A se divise par pgcd (A, B)
X*+4X3+8X2+8X+4 X2 4+2X+2
X* +2X3 + 2X? X2+2X+2
2X3+6X*+8X +4
2X3 +4X% +4X
2X2+4X + 4
2X2+4X +4
0

A=(X?+2X +2)?

4. Oncherche lesracinesde P, A = 4 — 8 = —4 = (2i)?

—2—12i
X1: > =

Donc A admet deux racines doubles —(1 + i).

) -2+ 2i )
—-1-—1i et X, = > =—-1+1i




Exercice 2.
On considere deux suites (u,)nen €t (V) nen définies par récurrence de la fagcon suivantes :

Uy = 1 Vo = 12
vn €N, u, +2v, et u, + 3v,
Un+1 = 3 Un+1 = 2

1. Montrer que (v, — u,)nen €St Une suite géomeétrique de raison 1/12 dont il faudra préciser également
le premier terme.
En déduire I’expression de (v, — u,)ney €n fonction de n.
Montrer que (u,, ),y €St croissante.
Montrer que (v,,),en €St décroissante.
Montrer que (u,;)qen €t (V) nen CONverge vers la méme limite.
On pose (Wy,)nen la suite définie pour tout n € N par w,, = 3u,, + 8v,
a. Montrer que (w,,),en €St Une suite constante.
b. En déduire la limite de (u,)nen € (V) nen-

oA~ wWDd

Correction exercice 2
1. Pourtoutn €N
u, +3v, u,+2v, 3u,+3v)-—4Ww,+2v,) v,—u,
Un+1 — Un+1 = 4 - 3 = 12 = 12
Donc (v,, — uy)nen €St Une suite géométrique de raison 1/12 et de premier terme
Vo—Ug=12—-1=11

2. Pourtoutn € N

n

_(1) « 11 = 11
Un =t = \13 1

3. Pourtoutn € N

u, + 2v, u, + 2v, — 3u, v, — U, 22
Unt1 =t =TT T i = 3 =273 Tyxam !
La suite (u,),ey €St croissante.
4, Pourtoutn € N
Uy + 31y _UpF+3vp—4vy, Uy — vy 11 <0
Vi1 T Ve =Ty Un = 4 T4 T T axam
La suite (v,,),ey €St décroissante.
5. Ona
lim ( )= 1li 1 0
n—1>r-|1:loo Un = Un) = n—l>r-|r-loo 12" o

que (U, )nen €St croissante et que (v,)nen est décroissante, d’aprés le théoréme des suites
adjacentes, ces deux suites convergent vers la méme limite L.

a. Pourtoutn eN
U, + 2v, u, + 3v,
3 + 4
= 3u, + 8v, = w,
La suite (w,,),,en €St constante.
b. D’apres a. pour toutn € N,
W, =Wy =3Uy+8vy =3+8Xx12=99
On a donc, pour toutn € N

Wpa1 = 3Upyq + 80541 =3 = U, + 2v, + 2(u, + 3v,)

99 = 3u, + 8v,
On fait tendre n vers ’infini
99 =31+ 8l =111
D’ou on déduit que [ = 9



Exercice 3.
Soit f la fonction f: R — R définie par

3—x%2
> si x<1
f@=1,
- si x>1
X

Montrer que f est continue sur R et plus particulierement en 1.

Montrer que f est dérivable sur R et plus particulierement en 1.

Rappeler le théoreme des accroissements finis.

Utiliser ce théoréme pour montrer qu’il existe ¢ € |02[ tel que : 2f'(c) = f(2) — f(0)
Déterminer toutes les valeurs possible de c.

agprwdE

Correction exercice 3
A - 1 .
1. Pour x <1 f estun polyndme donc f est continue, pour x > 1, x # 0 donc x - ~ est continue.

Donc f est continuee sur R

3 — x?

lim /() = lim ~=1= (1) et lim fG) = lim "= 1= /(1)

x—-1%t
Ce qui montre que la fonction est continue en x = 1.
A - 1 R
Pour x < 1, f est un polyndme donc f est continue, pour x > 1, x # 0 donc x ~ ~ est continue.

Donc f est continue sur R
2. Premiere méthode

Pourx <1:
1
fr)=5(-2x) = —x
lim f'(x) = lim —x = -1
x-1" x-1"
Pourx >1:
1
f'(x) = )
lim f'(x) = 11_)1’{14_—; =—1

Le fait que f soit continue en 1 et que lir{l_f’(x) = 1ir{l+f'(x), montre que f est dérivable en x = 1.
X— X—

Deuxieme méthode

Pourx <1
_ A2

X
fO-fQO) _—7 —1 3-x*-2 -(*-1D  (x-DE+1_ x+1

x—1 x—1  2x-1) 2x-1)  2(x—-1) 2 x-r
Pourx > 1
1
f-f1) 1 1-«x x—1 1
= = = — - ——— s — 1
x—1 x—1 x(x—1) x(x—1) X x-1"
Ce qui montre que % admet une limite lorsque x tend vers 1, et que donc f est dérivable.

Pour x < 1 f est un polyndbme donc f est dérivable, pour x > 1, x # 0 donc x - i est dérivable.

Donc f est dérivable sur R
3. Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[, il existe ¢ € ]a, b tel que :
fb)—fl@)=f"(c)b—a)
4. f estcontinue sur [0,2] et dérivable sur ]0,2[, on peut appliquer le théoreme des accroissements finis sur
[0,2] donc il existe c € 102[ tel que: f(2) — f(0) = (2 —-0)f"(c) = 2f"(c).

1 3—-0% 3
f@)=5 et f(0)=——F—=3




Par conséquent

1 3 1
f@=f©O) =2-0f @ e5->=2f() &) =—3

Supposons que 0 < ¢ < 1 alors

'© 1 1 1
=0 —C=-—-——& = —
flo=-ge-c=-39c=3
On vérifie que 0 < % <1ldoncc = %est une solution.
Supposons que 1 < ¢ < 2 alors
1 1 1
f(C):—E@—x—ZZ—E@XZZZ@x:i\/E

Ona—2 ¢ ]1,2] etv2 € ]1,2], donc v/2 est solution, il y a donc deux solutions ¢ = % etc = /2.

Exercice 4.
17im

. kel - .b . N
1. Exprimer le nombre complexe z; = e & sous la forme algébrique % +i7avecaet b réels a
déterminer.

2. On considere le nombre complexe z, = 1 + i.
a. Montrer que la racine carrée de partie imaginaire positive est

VZ+1 [W2-1
2 LT3

b. Donner le module et un argument de z, et écrire z, sous forme exponentielle.
c. Endéduire les valeurs de cos (g) et de sin (g)

Correction exercice 4
1.

Z;=e 6 =e 6 =e 6 6 =em

17in (12+5)in 12in S5im < V3 1.> V3 1
2

a=—3 e b=1

a. Premiere méthode (la bonne)
Oncherchex € Rety € Rt*telsque (x +iy)? =1+i (%)
(*)(:)xz—y2+2ixy=1+i(:>L1{x2_y2:1
L, 2xy=1

D’autre part, en prenant le module dans 1’égalité (*)
Ix+iy)?|=1+ilelx+iyP=v12+12 o x2+y2 =2 L,
En faisant la somme de L et de L, on trouve que 2x? = /2 + 1 et que donc

241
x =4 V2
2
En faisant la différence entre L et L, on trouve que 2y? = v/2 — 1 et que donc, puisque
y =0,
_ V2-1
A

Puis comme d’apreés L,, xy > 0, x est du méme signe que y, finalement

, VZ+1  W2-1
x+iy= > +1i >

Deuxieme méthode



, -g- .y, 1
On Vérifie aisément que /\/— > 0 et on éléve au carré
2

V2+1 [V2-1 V2+1 V2-1 V241 [V2-1
2 U3 =T T3 ti | 2

=\/7+1—(\/§—1)+2ijx/2+1\/i—1 2 Nz -1 2i

2 2 _2+ 4 2

2 27T T2

=1+
I1+i|=VIZ+12 =2
V2 A2 R
1+i=\/§<?+i7 =+2e'z

Un argument de z, est 7.
Les racines carrées de z, sont

(V22 = |2 (s () + s5n (7)) = {25 () + 4 V2sin ()

Comme sm( ) > 0, on peut identifier \/_cos( ) + z\/_ sm( ) avec la carrée de partie

imaginaire positive trouvée au 2.a.
( T V2 +1
2 cos (—) =
V241 W2-1 8 2
> +1 > =2

. V2-1
UFZS‘“(%) - 2

( n)_ \/_+1 jf+1 j(x/_+1)\/_

Jeos G ifvzsn ) -

8

f V2—-1 f 2-1)2
L Sln8 \/_ N

cos (E) (\/_ + 1)\/_ \/T

COS(— 2 2\/_\/_

S 4

=X ° 222 ’
Sin(z)— (\/5—1)\/?_\/2—\/7
\ 8/ 2422 - 2



