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Exercice 1. Polynémes.

1. Le théoréme de division euclidienne de A par B s’énonce ainsi : il existe un unique couple (@, R)
de polynomes & coeflicients réels vérifiant les deux conditions suivantes

(a)
(b)
(a)

(b)

A=DBQ+R,
deg(R) < deg(B)

Si R est le reste de la division euclidienne de A par B, alors deg(R) < deg(B) = 2. Ainsi R
est de degré < 1, donc de la forme R(X) = aX + b pour a et b dans R

Puisque A = BQ + R, on a A(2) = B(2)Q(2) + R(2). Comme B(2) = 0, il vient R(2) =
A(2) = (2-3)12+ (2 —-2)5 —2 = —1. Un raisonnement analogue montre que R(3) = A(3) =
(3—3)12+ (3 —2)% — 2= —1. Puisque R(2) = 2a + b et R(3) = 3a + b, on en déduit que les
réels a et b vérifient 2a+b = —1 et 3a+b = —1. En soustrayant ces deux équations, on obtient
a=0, puis b= —1.

2. On procéde par double implication.

= Supposons A(a) = B(a) = 0. Il est évident que B(«a

) = 0. De plus, puisque A = BQ + R,
onal = A(e) = B(a)Q(a) + R(a) = 0- Q(a) + R() = R(c). On a bien montré que
B(a) = R(a) = 0.

Supposons B(a) = R(«a) = 0. 11 est évident que B(a) = 0. De plus, puisque A = BQ + R, on
a A(a) = B(a)Q(a) + R(a) =0 Q(a) + 0 = 0. On a bien montré que B(a) = R(a) = 0.

Le polynéme dérivé de A est A’ = 3X2 4 p. On pose la division euclidienne de A par A’

X3 4+pX +q|3X? +p
o0 x| X
X +q

pour obtenir que le reste est R(X) = %pX + g et le quotient Q(X) = %X.

Supposons que « est racine au moins double de A. Par un théoréme du cours, on a donc
A(a) = A'(a) = 0. D’apres la question 2., on en déduit que R(a) = 0. A 1'aide de la forme de
R calculée a la question 3., on a %”a +¢=0, donc o = — 32

2q°
3 3 27 2 4 3 , .
On calcule A(—34) = 279" 34 4 o~ 270" a4 _ _9C@70 +4) poyy pontrer I'équivalence
8p 2 8p 2 8p ?

on procéde par double implication.

= Supposons que A a une racine au moins double, que ’on note . Par la question (b), on a

a=—5% On a donc
3 27q¢° + 4p3
0= a(_32)_ _a27g +4p°)
p 8p?
et donc ¢ = 0 ou 27¢% + 4p> = 0. Si ¢ = 0, alors & = 0. Comme « est racine au moins

double, on a A’(0) = 0 = 2p , donc p = 0, ce qui est absurde. On a donc g # 0 et donc
nécessairement 27¢% + 4p® = 0

_a(27¢® +4p ) _

A'(a) =3a% +p=33% = +p = % =0, donc « est racine au moins double de P.

< Supposons que 4p> + 27q2 = 0. Posons a = 73—2. On calcule A(a) =



Exercice 2. Arithmétique.

1. On effectue I'algorithme d’Euclide
741 = 2 x 351 + 39

351 =9%x39+4+0

Le dernier reste non nul est 39, donc le PGCD de 741 et 351 est 39. Puisque 39 = 1 x 741 —2 x 351,
le couple (u,v) = (1,—2) est un couple de coefficients de Bézout pour (741, 351).

2. Les entiers 19 et 25 sont premiers entre eux. On a 19 x 25 = 475. Par un théoréme du cours
(«théoréme chinoisy ), 'ensemble des solutions du systéme de congruences est de la forme {ko +
4757} pour un ko € Z a déterminer. Déterminons d’abord des coefficients de Bézout pour (19, 25).
On obtient (par tAtonnement, ou bien a l’aide de 'algorithme d’Euclide) la relation 4 x 19 — 3 x
25 = 1. Si = est solution du systéme de congruences, alors 25z = 7 x 25 = 175 mod 475 et
192 = 13 x 19 = 247 mod 475. On a donc z = 4 x 192 — 3 X 252 = (4 X 247 — 3 x 175) mod 475,
donc x = 463 mod 475. L’ensemble des solutions est donc {463 + 475Z}.

Remarque : il était parfaitement correct, et plus rapide, de remarquer que z = —12 est une
solution “évidente” du systéme

Exercice 3. Les complexes.

1. Le discriminant du trinéme est
A=(1-3i)>—4(—4—3i)=—6i —8+ 16+ 12i =8 + 6i

Cherchons les racines carrées complexes de 8 + 67 sous la forme z = a + ib. L’égalité des parties
réelle et imaginaire de 1’équation 22 = 8 + 6i donne les équations a? — b? = 8 et 2ab = 6. L’égalité
des modules donne a? + b% = v/82 4 62 = 10. On en déduit que a® = 9 et b2 = 1, puis que les
solutions sont £(3 + 7). Les solutions de 'équation de I’énoncé sont donc
—14+3i+3+1 —1+3i— 3+
* ’;( T g e 2F 5 RIS

z
2. Soit z = x + iy avec z, y réels. La condition

4’ = 2 équivaut & |z — 1|? = 4|z — 4)? ou encore &
4|z —4|?>—|z—1J?> = 0. En développant, cette condition peut se réécrire sous les formes équivalentes
suivantes

Az -4 +4y* — (2 - 1) —y* =0

422 - 320+ 64+ 4> — 22+ 20 —1—-y* =0

322 — 302 + 3y* + 63 =0

22 —10z+y*+21=0

(x—5)2—25+9y*+21=0

(x =5 +y* =4

L’ensemble des solutions est donc le cercle de centre le point (5,0) et de rayon 2.

Exercice 4. Suites.
1. (a) Puisque = + y > 0, Iinégalité demandée équivaut a l'inégalité 4oy < (z + y)2. Puisque (z +
y)? —day = 2% +y? — 22y = (x — y)? > 0, cette inégalité est vraie.
(b) Sin=0,o0onauy=a<b=by. Sin >0, 'inégalité demandée est une conséquence immdiate
du (a) appliqué & © = u,—1 €t y = vp—1.
2. (a) Soit 7 un entier. On a
Up + Up 2UnUn (Un +vn)? = dupv,  (Vp —up)?  vp—u,  wy

= — = = < —__n
Wy 41 B) Uy + Uny 2(ty, + vp) 2(Uup + vp) — 2 9

ou on a utilisé les inégalités 0 < v,, — Uy, < Uy + Uspy-



3.

(b) Montrons par récurrence l'inégalité

b—a
wy, <

S o

*)

pour tout entier n. L’inégalité (*) est vraie (c’est une égalité) pour n = 0. Supposons (*) vraie
pour un entier n; alors d’aprés la question (3a) on a wy,41 < %= < zbn_fl et (*) est vraie pour
Pentier n + 1, ce qui termine la récurrence.

En utilisant la question (1b), on a 0 < w, < %2 pour tout entier n. Puisque les suites (0),, et

(%:2),, tendent vers 0, le théoréme des gendarmes implique que (w,) tend vers 0.

Soit n un entier. On a

un+vn Up — Un
Un+1_vn:T_vn:T§0

d’aprés la question (1b). La suite (v,) est donc décroissante. On a également

Uy, U, _ 2upv, — u2 — upvy, _ Un (v — up)

Up4+1 — Up = — Up = -
Un + Up Up + Up Up + Up

>0

d’apres la question (1b). La suite (u,) est donc croissante. D’apreés la queston (2), la suite (v, —uy,)
tend vers 0. Le théoréme des suites adjacentes permet d’affirmer que les suites (uy,) et (vy)
convergent vers la méme limite /.

Pour tout entier n, on a up41v54+1 = Upv,. La suite (uyv,) est donc constante, et égale a son
premier terme ugvy = ab. Par ailleurs, elle converge vers £2 comme produit de deux suites conver-
gentes. On en déduit £? = ab, donc £ = v/ab car £ > 0.

Exercice 5. Etude de fonctions.

1.

La fonction In est définie sur ]0,+o0o[ et s’annule uniquement en 1. On en déduit que Dy =
10, 1[U]1, 4+o0].
. La fonction f est dérivable sur D; comme composition et quotient de fonctions usuelles. On
obtient, pour x € Dy, .
f/(it) _ 7m61/1n1
et on a donc f(x) < 0 pour tout & dans Dy.
. I faut étudier les limites en 0, 1 (a droite et & gauche) et +oc.
(a) en 0, on a lim,_,o+ In(z) = —oo, donc lim,_,o+ 1/In(z) = 0 et donc lim,_,g+ f(z) = 1.
(b) en 1 & gauche, on a lim,_,;- 1/In(z) = —oo donc lim,_,;- f(z) = 0.
(c) en 1 a droite, on a lim, .1+ 1/In(z) = 400 donc lim, 1+ f(x) = +o0.

(d) en 400, on a lim,_ 4o In(z) = 400, done lim, 4o 1/In(x) = 0 et donc lim,_, 4 f(z) =1

4. On déduit des questions précédentes le tableau de variations de f

T 0 1 +00

1 +o00

(@) \ \

5. Voici le graphe de f.



» ' | [ [ [ [ [ [ F

Il admet deux asymptotes
(a) la droite d’équation y = 1 est une asymptote horizontale, puisque lim,_, 1, f(z) =1

(b) la droite d’équation = 1 est une asymptote vertictale, puisque lim,_,1+ f(x) = +00



