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Avant-propos

Introduction

Ce mémoire d’habilitation à diriger des recherches synthétise les activités
de recherche que j’ai effectuées entre 2006 et 2016 en tant que maître de
conférences à l’Université Claude Bernard Lyon 1.

Mes travaux s’inscrivent à l’interface de l’analyse fonctionnelle, des pro-
babilités et de la théorie quantique de l’information. Les liens entre l’ana-
lyse fonctionnelle et la physique quantique sont évidents, ne serait-ce que
par l’omniprésence de l’espace de Hilbert dans le formalisme quantique. En
outre, des connexions plus surprenantes et très fécondes ont été récemment
mises à jour : par exemple entre les inégalités de Bell et les espaces d’opéra-
teurs, ou entre le problème de Connes sur les algèbres de von Neumann et
la question, soulevée par Tsirelson, de savoir comment modéliser la localité
en physique quantique.

La branche de l’analyse fonctionnelle dont je suis spécialiste est la théo-
rie locale des espaces de Banach, qui étudie les propriétés, notamment géo-
métriques, des espaces vectoriels normés de dimension finie mais grande.
J’utiliserai plutôt la terminologie de géométrie des convexes, afin d’insister
sur l’importance jouée par certains convexes dépourvus de symétrie centrale
et qui ne sont donc pas directement reliés à une norme, ce qui est parfois
source de difficultés supplémentaires. De tels ensembles apparaissent natu-
rellement en théorie quantique de l’information, par exemple pour décrire
le phénomène de l’intrication quantique. Ces ensembles sont de dimension
gigantesque : il y a 65535 degrés de liberté dans la description de l’état d’un
octet quantique. C’est un cadre idéal pour mettre en œuvre les méthodes de
géométrie des convexes.

Les phénomènes asymptotiques de la géométrie des convexes sont indis-
sociables des probabilités : le fléau de la grande dimension, qui rend souvent
les approches numériques ou combinatoires irréalistes, devient une bénédic-
tion lorsque l’on utilise la méthode probabiliste en laissant le hasard choisir
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pour nous là où la complexité dépasse notre raison. Les probabilités ne sont
pas une fin en soi, mais un outil, puissant et multiforme, pour appréhender
la grande dimension. Cet aspect est présent dans l’ensemble de mes travaux.

Décrivons maintenant la composition du mémoire. Le Chapitre 1 pré-
sente des résultats classiques de géométrie des convexes, dont le théorème
de Dvoretzky sur l’existence de sections presque euclidiennes, et son corol-
laire dû à Figiel–Lindenstrauss–Milman qui implique que tout convexe est,
d’une certaine manière, complexe. Le choix des résultats présentés est bien
sûr orienté par les applications ultérieures.

Le Chapitre 2 introduit le concept d’intrication quantique et l’ensemble
convexe, noté Sep, qui lui est associé. On définit également certaines notions
élémentaires liées : canaux quantiques, transposition partielle.

Le Chapitre 3 étudie l’ensemble Sep avec un œil de géomètre des convexes.
On estime en particulier différents invariants géométriques qui lui sont asso-
ciés. Certaines de ces estimations sont étonnamment subtiles et nécessitent
de recourir à des résultats généraux valides pour tous les convexes.

Le cœur de ce mémoire est le Chapitre 4, où l’on utilise les informations
obtenues au chapitre précédent pour démontrer des théorèmes en théorie
quantique de l’information. On obtient ainsi une nouvelle preuve, géomé-
trique, de la violation de l’additivité de la capacité des canaux quantiques
à transmettre de l’information classique. On démontre également, géométri-
quement, une borne inférieure sur la complexité de l’intrication. On obtient
enfin des résultats d’approximation parcimonieuse pour des mesures quan-
tiques et pour des canaux mélangeants.

Le Chapitre 5 est consacré à l’étude des propriétés des états quantiques
aléatoires. On démontre l’existence, en fonction de la dimension de l’envi-
ronnement, d’une transition de phase pour la dichotomie intrication vs sépa-
rabilité, mais aussi pour ses relaxations naturelles que sont la transposition
partielle et le réalignement. On obtient ainsi une image précise des aspects
génériques de l’intrication en grande dimension.

J’ai enfin regroupé dans le Chapitre 6 une brève description de mes autres
travaux. Certains sont liés au phénomène de la catalyse quantique et à la
propriété de multiplicativité des normes `p. Un article étudie la fonction
maximale associée à des cubes de grande dimension.

En règle générale, je ne donne pas de preuve des résultats énoncés, mais je
commente de façon informelle les idées principales sous-jacentes. Une grande
partie du matériel présenté ici se trouve aussi, de manière beaucoup plus
détaillée, dans le livre Alice and Bob meet Banach, coécrit avec Stanisław
Szarek, qui est en voie d’être publié et dont la rédaction a été une de mes
occupations majeures de ces dernières années.
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Notations et conventions

Les lettres C et c désignent des constantes finies strictement positives non
spécifiées. Si on assigne à C une valeur suffisamment grande et à c une valeur
suffisamment petite, tous les énoncés de ce mémoire sont vrais. Lorsque x
et y sont des quantités strictement positives, on écrira x = O(y) si x 6 Cy,
x = Ω(y) si x > cy, et x = Θ(y) si cy 6 x 6 Cy.

Les autres notations utilisées sont standard : on note Mm,n l’espace des
matrices m × n à coefficients complexes, et Mn := Mn,n. On désigne par
Msa
n le sous-espace de Mn formé des matrices hermitiennes et par PSDn le

cône des matrices hermitiennes positives. La matrice identité est notée I. On
identifiera librement Mn avec l’espace des applications linéaires sur Cn. Pour
p ∈ [1,+∞], on considérera la p-norme de Schatten ‖ · ‖p sur Mn ; la même
notation désignera la norme `p sur Rn.

J’utilise la convention des physiciens pour le produit scalaire d’un espace
de Hilbert (il est antilinéaire en son premier argument), ainsi que la notation
de Dirac, tellement commode que je ne comprends pas qu’elle ne soit pas
universellement adoptée : si x et y sont des vecteurs d’un espace de Hilbert,
on désigne par |x〉〈y| l’application linéaire de rang 1 qui à z associe 〈y|z〉x.

Un certain nombre de mes résultats concernant des modèles aléatoires
sont énoncés avec la mention « avec grande probabilité ». J’ai choisi cette
formulation pour gagner en concision quitte à perdre en précision. Des énon-
cés plus détaillés se trouvent dans les articles publiés. Dans la plupart des
cas, il faut comprendre que la probabilité que l’objet aléatoire ait la pro-
priété annoncée tend vers 1, exponentiellement vite, lorsque la dimension
sous-jacente tend vers l’infini.
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Chapitre 1

Convexité en grande dimension

Ce chapitre présente une sélection de résultats très classiques sur la géo-
métrie des corps convexes de grande dimension. On détaillera dans les cha-
pitres ultérieurs plusieurs applications en théorie quantique de l’information.

1.1 Polarité, volume et largeur moyenne

Rappelons quelques définitions élémentaires de géométrie des convexes.
On travaille dans un espace euclidien de dimension finie V , que l’on peut
identifier à Rn. On dit que K ⊂ V est un corps convexe si K est compact,
convexe, et si 0 est dans l’intérieur de K. Cette dernière condition n’est pas
la définition la plus courante (qui est de demander que K soit d’intérieur
non vide) mais elle mène à des énoncés plus naturels.

Un exemple de corps convexe est la boule-unité pour la norme euclidienne
de V , notée BV . Si K ⊂ V est un corps convexe, son rayon interne rint(K)
est le plus grand nombre λ > 0 vérifiant λBV ⊂ K, et son rayon externe
rext(K) est le plus petit nombre λ > 0 vérifiant K ⊂ λBV .

La jauge jK d’un corps convexe K ⊂ V est définie pour x ∈ V par

jK(x) := inf{t > 0 : x ∈ tK}.

La fonction jK est une norme si et seulement si K est symétrique, c’est-à-dire
vérifie K = −K. Si K ⊂ V est un corps convexe, son polaire K◦ est le corps
convexe défini comme

K◦ = {x ∈ V : ∀y ∈ K, 〈x, y〉 6 1}.

Le théorème du bipolaire affirme que (K◦)◦ = K. Remarquons les égalités
rint(K

◦) = rext(K)−1 et rext(K
◦) = rint(K)−1. La notion duale de la jauge
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est la largeur, définie pour u ∈ V par

w(K,u) = max
x∈K
〈x, u〉 = jK◦(u).

Cette terminologie s’explique par le fait que si u est un vecteur unitaire, la
somme w(K,u) + w(K,−u) est la largeur de la zone délimitée par les deux
hyperplans tangents à K et orthogonaux à u.

On note vol la mesure de Lebesgue sur V , aussi appelée volume. Il est
souvent judicieux de considérer le rayon volumique d’un corps convexe K,
défini par

vrad(K) =

(
volK

volBV

) 1
dimV

.

On peut remarquer que vrad(K) est aussi le rayon d’une boule euclidienne
de même volume que K. Un autre invariant associé à un corps convexe K
est sa largeur moyenne, notée w(K) et définie comme la valeur moyenne de
w(K, ·) sur la sphère-unité. Le rayon volumique et la largeur moyenne sont
reliés par l’inégalité de Urysohn, qui s’apparente à l’inégalité isopérimétrique
(en particulier, il y a égalité quand K est une boule euclidienne).

Théorème 1.1.1 (Inégalité de Urysohn). Pour tout corps convexe K, on a

vrad(K) 6 w(K).

Comme corollaire de l’inégalité de Urysohn, on obtient une borne supé-
rieure sur le volume d’un polytope convexe en fonction de son nombre de
sommets. Un changement de variables permet de transformer l’expression de
la largeur moyenne en l’espérance du maximum d’un processus gaussien, et
on peut alors utiliser la sous-additivité de la mesure de probabilité.

Corollaire 1.1.2. Soit P ⊂ Rn un polytope à N sommets, chaque sommet
ayant une norme au plus 1. Alors

vrad(P ) 6 w(P ) 6 C

√
logN

n
.

La notion de rayon volumique a l’avantage de bien se dualiser, comme le
montre le résultat suivant.

Théorème 1.1.3 (Inégalités de Santaló et de Santaló inverse). Pour tout
corps convexe K ayant son centre de gravité à l’origine, on a

c 6 vrad(K) vrad(K◦) 6 1. (1.1)

7



Table 1.1 – Rayon interne, rayon volumique, largeur moyenne et rayon
externe de quelques corps convexes de référence. Au sein de chaque ligne,
les quantités sont dans l’ordre croissant de gauche à droite. On désigne par
Bn la boule-unité euclidienne de dimension n, et par ∆n le simplexe régulier
normalisé de telle sorte que ∆◦n = −∆n.

K rint(K) vrad(K) w(K) rext(K)

Bn 1 1 1 1

[−1, 1]n 1 ∼
√

2n/πe ∼
√

2n/π
√
n

([−1, 1]n)◦ 1/
√
n ∼

√
2e/πn ∼

√
2 log n/

√
n 1

∆n 1/
√
n ∼

√
e/2π ∼

√
2 log n

√
n

La borne inférieure dans (1.1) (dite de Santaló inverse, [4, 25, 28]) est
considérablement plus difficile à montrer que la borne supérieure. La conjec-
ture de Mahler, ouverte en dimensions 3 et plus, stipule que sous l’hypothèse
du théorème, le produit vrad(K) vrad(K◦) est minimal pour les simplexes.

1.2 Théorème de Dvoretzky

Un espace normé (X, ‖ · ‖) est dit C-euclidien s’il existe une norme eu-
clidienne | · | sur X vérifiant | · | 6 ‖ · ‖ 6 C| · |. Le théorème de Dvoretzky
est le résultat suivant, initialement conjecturé par Grothendieck.

Théorème 1.2.1 (Dvoretzky, [8]). Soit X un espace normé de dimension
infinie. Alors pour tout n ∈ N et ε > 0, X contient un sous-espace de
dimension n qui est (1 + ε)-euclidien.

La version la plus utile pour les applications est une forme quantitative du
théorème de Dvoretzky, due à Milman, qui donne une formule étonnamment
précise pour la dimension maximale d’un sous-espace presque euclidien d’un
espace de dimension finie donné. Il est plus agréable de travailler avec des
corps convexes qu’avec des normes, et on aura besoin de se dispenser de
l’hypothèse d’invariance par symétrie centrale.

Introduisons maintenant la dimension de Dvoretzky d’un corps convexe
K ⊂ Rn. Elle est définie comme

δ(K) =

(
w(K◦)

rext(K◦)

)2

n = w(K◦)2rint(K)2n.
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On remarque que δ(K) 6 n, puisque la valeur moyenne w(K◦) de jK sur la
sphère-unité est inférieure à la valeur maximale rext(K

◦). La dimension de
Dvoretzky donne la dimension maximale d’une section presque euclidienne
générique : c’est le contenu du théorème de Dvoretzky–Milman.

Théorème 1.2.2 (Dvoretzky–Milman, [27]). Pour tout corps convexe K ⊂
Rn, tout 0 < ε < 1, et tout k 6 cε2δ(K), si E est un sous-espace de dimen-
sion k choisi aléatoirement selon la mesure de Haar sur la grassmannienne
Gr(k,Rn), alors les inclusions

(1− ε)w(K◦)−1BE ⊂ K ∩ E ⊂ (1 + ε)w(K◦)−1BE

ont lieu avec grande probabilité. Ici BE désigne la boule-unité euclidienne
dans E.

Le Théorème 1.2.2 est un des grands succès de la méthode probabiliste en
théorie locale des espaces de Banach et utilise de manière cruciale la propriété
de concentration de la mesure. Le cas le plus emblématique, celui la boule-
unité de l’espace `n1 dont la dimension de Dvoretzky est de l’ordre de n, a été
beaucoup considéré du fait de ses applications en informatique théorique ;
malgré de nombreux efforts, les méthodes constructives ne parviennent pas
à faire aussi bien que le Théorème 1.2.2.

La conclusion du Théorème 1.2.2 peut s’énoncer différemment : les oscilla-
tions de la jauge jK , vue comme fonction définie sur la sphère-unité, sont pe-
tites sur une sous-sphère choisie aléatoirement. La condition importante sur
la jauge est le contrôle de la constante de Lipschitz, égale à rint(K)−1 et qui
apparaît dans la définition de la dimension de Dvoretzky. Le fait que la jauge
soit une fonction convexe joue un rôle mineur, comme l’atteste le théorème
suivant : toute fonction lipschitzienne sur la sphère est presque constante sur
une sous-sphère typique. On désigne par SCd la sphère-unité de Cd. On dit
qu’une fonction f : SCd → R est cerclée si elle vérifie f(eiθx) = f(x) pour
x ∈ SCd et θ ∈ R, et on note E f la valeur moyenne de f par rapport à la
mesure uniforme sur SCd .

Théorème 1.2.3 (Dvoretzky–Milman pour les fonctions lipschitziennes).
Pour toute fonction f : SCd → R 1-lipschitzienne cerclée, tout 0 < ε < 1, et
tout k 6 cε2d, si E est un sous-espace de dimension k choisi aléatoirement
selon la mesure de Haar sur la grassmannienne Gr(k,Cd), alors, avec grande
probabilité,

sup
x∈SCd∩E

|f(x)−E f | 6 ε.
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Nous énonçons le Théorème 1.2.3 dans le cadre complexe car c’est celui
dans lequel nous l’appliquerons. Notons que ce contexte nous interdit d’invo-
quer les inégalités de Slepian–Gordon, qui permettent d’obtenir dans le cas
réel une preuve élégante du Théorème 1.2.3 avec la dépendance optimale en
ε, cruciale pour nos applications. Comme nous l’avons remarqué dans [A13],
un palliatif consiste à utiliser un argument de chaînage dû à Schechtman [33]
qui se transpose sans difficulté au cadre complexe.

1.3 Inégalité MM ∗

L’inégalité ponctuelle jK(·)jK◦(·) > 1, ou encore w(K, ·)w(K◦, ·) > 1,
implique après intégration la borne inférieure w(K)w(K◦) > 1 sur les lar-
geurs moyennes. Il est facile de voir, par exemple en considérant des ellipses
de grande excentricité, que le produit w(K)w(K◦) peut prendre des va-
leurs arbitrairement grandes même en dimension 2 : il n’y a pas d’analogue
de l’inégalité de Santaló pour la largeur moyenne. Néanmoins une inégalité
remarquable, combinant des résultats de Pisier [30] et de Figiel–Tomczak-
Jaegermann [10], affirme que tout corps convexe symétrique a une image
linéaire pour laquelle ce produit admet une borne supérieure en log n.

Théorème 1.3.1 (Inégalité MM∗). Soit K ⊂ Rn un corps convexe symé-
trique. Il existe une application linéaire T ∈ GL(n,R), telle que, si on note
L = TK, on ait

w(L)w(L◦) 6 C log n. (1.2)

L’application linéaire T est obtenue comme l’unique solution d’un pro-
blème de minimisation, ce qui permet d’obtenir des informations supplémen-
taires : toute transformation orthogonale préservant K doit aussi préserver
L. Lorsque le groupe des isométries de K agit irréductiblement, on peut donc
choisir L = K.

On ne sait pas si la borne supérieure de (1.2) peut être améliorée en
C
√

log n, qui est la valeur obtenue lorsque K est un cube (voir la Table
1.1). Une autre question intéressante est de savoir si le théorème reste vrai
sans l’hypothèse de symétrie centrale sur K, en choisissant alors T parmi le
groupe affine.

On peut donner une interprétation géométrique du Théorème 1.3.1 en
le combinant avec le théorème de Dvoretzky–Milman. Supposons pour cela
que le corps convexe L = TK vérifie de plus δ(L)� 1 et δ(L◦)� 1, ce qui
est le cas pour les exemples usuels. On peut alors appliquer le théorème de
Dvoretzky–Milman simultanément à L et L◦ et conclure que pour un sous-
espace générique de dimension k � min(δ(L), δ(L◦)), la section L ∩ E est
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presque une boule euclidienne de rayon w(L◦)−1 tandis que la projection or-
thogonale PEL est presque une boule euclidienne de rayon w(L). Le produit
w(L)w(L◦) apparaît donc comme le rapport entre les rayons des projections
et sections typiques.

1.4 Inégalité de Figiel–Lindenstrauss–Milman

Une conséquence du théorème de Dvoretzky–Milman est une inégalité
due à Figiel–Lindenstrauss–Milman qui exprime une borne inférieure sur la
complexité d’un corps convexe. Nous exprimons cette inégalité à l’aide des
concepts de dimension en sommets et dimension en facettes introduits dans
[A2]. Ces notions ne sont pas présentes explicitement dans l’article d’origine
[9] mais seront particulièrement utiles pour nos applications.

Si K ⊂ V est un corps convexe, notons PK l’ensemble des polytopes P
vérifiant P ⊂ K ⊂ 4P (le choix de la constante 4 est arbitraire). Définissons
la dimension en sommets de K comme

dimV (K) = log inf{N : il existe P ∈PK ayant N sommets},

ainsi que la dimension en facettes de K comme

dimF (K) = log inf{N : il existe Q ∈PK ayant N facettes},

où par facette on entend face de codimension 1. Pour justifier la terminologie
de dimension, on peut signaler que pour tout corps convexe K ⊂ Rn ayant
son centre de gravité à l’origine, on a

dimV (K) 6 Cn, dimF (K) 6 Cn.

Ces inégalités sont très classiques dans le cas de corps convexes symétriques.
Enfin, on note a(K) l’asphéricité de K, qui est la distance de Banach–Mazur
de K à la boule euclidienne et s’écrit comme

a(K) = inf

{
rext(TK)

rint(TK)
: T ∈ GL(V )

}
.

On peut argumenter que chacun des paramètres dimV (K), dimF (K) et a(K)
quantifie différents aspects de la complexité du corps convexe K. Le para-
mètre a(K) mesure combien K diffère d’une boule euclidienne, idéal pla-
tonicien de simplicité. L’inégalité de Figiel–Lindenstrauss–Milman implique
qu’au moins une de ces trois quantités doit être grande. Cette inégalité est
illustrée dans la Table 1.2 sur quelques corps convexes de référence.
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Théorème 1.4.1 (Inégalité de Figiel–Lindenstrauss–Milman, [9]). Pour tout
corps convexe K ⊂ Rn, on a

dimF (K) dimV (K)a(K)2 > cn2.

Table 1.2 – Dimension en sommets, dimension en facettes et asphéricité de
quelques corps convexes de référence.

dimension dimV (K) dimF (K) a(K)

Bn n Θ(n) Θ(n) 1

[−1, 1]n n Θ(n) Θ(log n)
√
n

([−1, 1]n)◦ n Θ(log n) Θ(n)
√
n

∆n n Θ(log n) Θ(log n) n

Si K ⊂ Rn est un corps convexe symétrique, alors a(K) 6
√
n, comme

on peut le voir en considérant l’ellipsoïde de volume maximal contenu dans
K (c’est une conséquence du théorème de John). On en déduit alors le résul-
tat remarquable suivant sur la complexité des polytopes, dont aucune autre
démonstration n’est connue : si P est un polytope symétrique de dimension
n à v sommets et f facettes, alors log v · log f > cn.

1.5 Sous-espaces de dimension finie de L1

Donnons enfin un autre résultat de la théorie locale des espaces de Ba-
nach qui aura une application immédiate en théorie quantique de l’informa-
tion. Ce résultat est dû à Talagrand [39] et raffine des résultats antérieurs
de Schechtman [32] et Bourgain–Lindenstrauss–Milman [3]. À nouveau, la
preuve repose sur l’utilisation de la méthode probabiliste.

Théorème 1.5.1 ([39]). Soit X un sous-espace de dimension n de L1 et
ε > 0. Alors X est (1 + ε)-isomorphe à un sous-espace de `N1 , pour N =
Cε−2n log n.

On ne sait pas si le théorème est valable sans le facteur log n. On peut
également reformuler géométriquement le Théorème 1.5.1. On définit pour
cela un zonotope comme une somme finie de segments centrés en l’origine,
et un zonoïde comme une limite de zonotopes au sens de la distance de
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Hausdorff. Il est facile de voir qu’un corps convexe K est équivalent (via une
application linéaire inversible) à la boule-unité d’un sous-espace de `N1 si et
seulement si K◦ est un zonotope qui est la somme de N segments ; de même
K est équivalent à la boule-unité d’un sous-espace de L1 si et seulement si
K◦ est un zonoïde. On en déduit donc la reformulation suivante : si Z ⊂ Rn
est un zonoïde et ε > 0, alors il existe un zonotope Y ⊂ Rn qui est la somme
de Cε−2n log n segments et qui vérifie Y ⊂ Z ⊂ (1 + ε)Y .
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Chapitre 2

L’intrication quantique

Ce chapitre introduit avec un point de vue mathématique le concept
d’intrication quantique ainsi que quelques notions liées. On se place exclusi-
vement dans le cadre des espaces de Hilbert complexes de dimension finie,
ce qui permet de se dispenser de toute considération topologique.

2.1 Intrication vs séparabilité

L’intrication est un phénomène physique fondamental de la mécanique
quantique, par lequel des particules distantes interagissent de telle sorte que
l’état quantique d’une de ces particules ne peut pas être décrit indépendam-
ment des autres. L’intrication a de nombreuses applications dans divers do-
maines de l’information quantique : téléportation, cryptographie quantique,
ordinateur quantique. On s’intéresse uniquement aux aspects mathématiques
de l’intrication quantique.

Soit H un espace de Hilbert complexe de dimension finie. Un état sur
H est un opérateur auto-adjoint positif de trace 1. On désignera par D(H)
l’ensemble des états sur H, et on posera Dn = D(Cn). La lettre D est remi-
niscente de la terminologie équivalente de « matrice-densité » qui permet de
décrire le phénomène de superposition.

Pour simplifier l’exposition, on définira l’intrication uniquement dans le
contexte biparti, c’est-à-dire pour un système quantique formé de deux sous-
systèmes distants, modélisé par un espace de Hilbert complexe de dimension
finie de la forme H1 ⊗H2 (ou plus spécifiquement Cd ⊗ Cd afin de spécifier
que chacun des sous-systèmes possède d niveaux possibles d’énergie).

Si ρ1 et ρ2 sont des états sur H1 et H2 respectivement, alors ρ1 ⊗ ρ2

est un état sur H1 ⊗H2. Un tel état est appelé état-produit. Nous pouvons
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maintenant donner la définition fondamentale [41] sur laquelle repose l’étude
mathématique du phénomène de l’intrication.

Un état surH1⊗H2 est dit séparable s’il peut s’écrire comme combinaison
convexe d’états-produits. Un état non séparable est dit intriqué.

La dichotomie entre intrication et séparabilité est au centre de mes tra-
vaux. Cette dichotomie est fondamentalement asymétrique : montrer qu’un
état est séparable nécessite souvent d’en expliciter une écriture comme com-
binaison convexe d’états-produits ; à l’inverse montrer qu’un état est intriqué
peut toujours se faire en produisant une forme linéaire qui le sépare de l’en-
semble des états-produits. On sait de plus que le problème de décider si
un état donné est séparable ou intriqué est algorithmiquement difficile ; on
reviendra sur ces considérations au Chapitre 4.2.

2.2 Témoins d’intrication

Notons Md l’espace des matrices d × d (identifié à l’espace des applica-
tions linéaires de Cd dans Cd), et PSDd le cône des matrices hermitiennes
positives. On dit qu’une application linéaire Φ : Md → Md est positive si elle
vérifie Φ(PSDd) ⊂ PSDd, et que Φ : Md → Md est complètement positive
si, pour tout n ∈ N∗, l’application Φ⊗ IdMn est positive.

Soit Φ : Md → Md une application positive et ρ ∈ D(Cd ⊗Cd) un état. Il
est facile de voir que lorsque ρ est séparable, l’opérateur (Φ⊗Id)(ρ) est positif.
Par contraposition, dès que (Φ ⊗ Id)(ρ) a une valeur propre strictement
négative, on peut en déduire que ρ est intriqué. On dit alors que Φ est
un témoin d’intrication de ρ. On a le résultat suivant, qui découle d’une
application du théorème de Hahn–Banach.

Théorème 2.2.1 (Critère de Horodecki, [21]). Soit ρ un état sur Cd ⊗ Cd.
On a l’équivalence :

(1) ρ est intriqué,
(2) il existe un témoin d’intrication pour ρ.

Un témoin d’intrication est nécessairement une application positive mais
non complètement positive. Un exemple de telle application est la transpo-
sition T : Md → Md. Remarquablement, en dimension 2 la transposition
est essentiellement le seul témoin d’intrication. C’est le contenu du résultat
suivant dû à Størmer.
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Théorème 2.2.2 (Størmer, [38]). Soit Φ : M2 → M2 une application posi-
tive. Alors il existe deux applications complètement positives Φ1 et Φ2 telles
que Φ = Φ1 + Φ2 ◦ T .

La preuve initiale du Théorème 2.2.2, ainsi que les preuves ultérieures,
ne sont pas entièrement satisfaisantes car elles reposent sur des calculs ad
hoc. Nous en donnerons une preuve plus conceptuelle au Chapitre 3.2.

2.3 Transposition partielle, réalignement

La transposition partielle d’un état ρ ∈ D(Cd1 ⊗ Cd2) est définie par
ρΓ := (T ⊗ Id)(ρ), et on dit que ρ est à transposition partielle positive ou
PPT si l’opérateur ρΓ est positif. Tout état qui n’est pas PPT est intriqué
[29]. Une conséquence des Théorèmes 2.2.1 et 2.2.2, spécifique à la dimension
2, est une réciproque :

Corollaire 2.3.1. Un état sur C2⊗C2 est séparable si et seulement si il est
PPT.

Identifions un état sur Cd1 ⊗ Cd2 à une matrice par blocs A ∈ Md1d2

de la forme A = (Aij,kl), où i, k ∈ {1, . . . , d1} et j, l ∈ {1, . . . , d2}. Ainsi
le coefficient Aij,kl se situe en position (j, l) au sein du bloc d’indices (i, k).
La transposition partielle de A est la matrice AΓ = (Akj,il) obtenue en
échangeant le rôle des coordonnées i et k, c’est-à-dire en « transposant par
blocs ».

Une autre opération consiste à permuter les indices j et k : on définit
ainsi le réalignement AR = (Aik,jl) ∈ Md21,d

2
2
[5]. La matrice ainsi obtenue

n’est plus hermitienne, et n’est même plus carrée si d1 6= d2. Nous dirons
qu’un état ρ ∈ D(Cd1 ⊗ Cd2) est réalignable si ‖ρR‖1 6 1. Il est facile de
vérifier qu’un état séparable est réalignable (il suffit de le faire pour les états
produits). On dispose ainsi d’un critère d’intrication qui est très similaire au
critère de la transposition partielle. Le parallèle entre les deux critères est
encore plus frappant si on réalise que pour un état ρ, on a l’équivalence

ρΓ > 0 ⇐⇒ ‖ρΓ‖1 = 1.

On peut vérifier [22] que les 24 permutations possibles des indices {i, j, k, l}
sont toutes équivalentes à A, AΓ ou AR. Nous illustrons l’effet de la trans-
position partielle et du réalignement sur le cas le plus simple des matrices
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de taille (2× 2)× (2× 2).

A =


a b d e
b̄ c f g

d̄ f̄ h i
ē ḡ ī j

 AΓ =


a b d̄ f̄
b̄ c ē ḡ

d e h i
f g ī j

 AR =


a b b̄ c

d̄ f̄ ē ḡ

d e f g

h i ī j


On sait que les deux critères ne sont pas comparables : il existe des états

PPT non réalignables, et des états réalignables non-PPT.

2.4 Canaux quantiques

Le concept de canal quantique est fondamental en théorie quantique de
l’information. Un canal quantique est une application linéaire Φ : Mm →
Mk qui est complètement positive et qui préserve la trace, c’est-à-dire telle
que Tr Φ(X) = TrX pour tout X ∈ Mm. C’est l’analogue quantique du
concept de matrice stochastique. Donnons maintenant un résultat structurel
concernant les applications complètement positives.

Théorème 2.4.1. Soit Φ : Mm → Mk une application linéaire. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

1. Φ est un canal quantique.
2. Il existe N ∈ N∗ et une isométrie U : Cm → Ck ⊗ CN tels que, pour

tout X ∈ Mm,
Φ(X) = (Id⊗Tr)(UXU †). (2.1)

3. Il existe une famille finie A1, . . . , AN ∈ Mk,m vérifiant
∑
A†iAi = I et

telle que, pour tout X ∈ Mm,

Φ(X) =
N∑
i=1

AiXA
†
i . (2.2)

La forme (2.1) est la représentation de Stinespring du canal quantique Φ
et la forme (2.2) est sa décomposition de Kraus. Le N minimal dans ces deux
écritures est le même, et s’appelle rang de Kraus de Φ. Le rang de Kraus
d’un canal quantique Mm → Mk vaut au plus mk.
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Chapitre 3

Géométrie de l’intrication

Dans ce chapitre, nous explorons la géométrie de l’ensemble des états et
de l’ensemble des états séparables, particulièrement en grande dimension, ce
qui sera l’occasion de rajouter deux éléments à la liste des corps convexes de
références des Tables 1.1 et 1.2. Les informations que nous aurons recueillies
seront exploitées dans les Chapitres 4 et 5.

Le sous-espace affine réel engendré par les états sur Cm est l’espace des
opérateurs auto-adjoints de trace 1. Il sera très fructueux de considérer cet
espace comme un espace vectoriel où le rôle de l’origine est joué par l’état
maximalement mélangé I /m. Nous illustrons notamment cette idée en don-
nant une nouvelle preuve du Théorème 2.2.2.

3.1 Géométrie de l’ensemble des états

Considérons l’ensemble Dm des états quantiques sur Cm. On vérifie que
Dm est un ensemble convexe compact de dimension réelle m2 − 1 dont les
points extrémaux sont les projecteurs orthogonaux de rang 1. L’ensemble des
points extrémaux s’identifie naturellement à l’espace projectif CPm−1. Bien
que Dm ne soit pas un polytope, on peut décrire précisément sa structure
faciale : pour tout sous-espace E ⊂ Cm, l’ensemble des états dont l’image
est incluse dans E forme une face de Dm.

L’espace affine engendré par Dm est l’espace, noté Vm, des opérateurs
auto-adjoints de trace 1 sur Cm. Pour tous les raisonnements géométriques
que nous allons faire, nous allons considérer Vm comme un espace eucli-
dien. Pour cela, nous choisissons comme origine l’état maximalement mé-
langé ρ∗ := I /m, et nous notons • la multiplication scalaire dans cet espace
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vectoriel : si ρ ∈ Vm et t ∈ R, on définit

t • ρ := tρ+ (1− t)ρ∗.

Le produit scalaire sur Vm est simplement le produit scalaire de Hilbert–
Schmidt, qui (étant donné notre choix de l’origine) s’écrit pour ρ, σ ∈ Vm

〈ρ, σ〉 = Tr(ρσ)− 1

m
.

Dans l’espace euclidien Vm, le corps convexe Dm vérifie la relation

D◦m = −m •Dm. (3.1)

Cette égalité est une conséquence du fait que le cône des opérateurs positifs
est auto-dual.

Le cas de la dimension 2 mérite d’être signalé : en effet l’ensemble D2 est
une boule euclidienne dans V2 de rayon 1/

√
2, que les physiciens appellent

boule de Bloch. L’ensemble de ses points extrémaux est la sphère de Bloch.
Cette situation, qui n’est rien d’autre que l’identification classique CP1 = S2,
est très spécifique à la dimension 2. Pour m > 2, Dm n’est plus une boule
euclidienne, c’est plutôt l’analogue non-commutatif du simplexe.

3.2 Preuve du théorème de Størmer

Nous allons présenter une preuve complète du Théorème 2.2.2 : toute
application positive Φ : M2 → M2 est de la forme

Φ1 + Φ2 ◦ T, (3.2)

où T est la transposition et Φ1, Φ2 sont complètement positives.
Notons P le cône des applications positives sur M2. Il suffit de démontrer

le résultat lorsque Φ est dans l’intérieur de P. Admettons provisoirement le
lemme suivant, où l’on note ΦA(X) = AXA† (il est très facile de vérifier que
l’application ΦA est complètement positive).

Lemme 3.2.1 ([A1]). Si Φ ∈ int(P), il existe A,B ∈ int(PSD2) tels que
l’application positive ΦA ◦ Φ ◦ ΦB soit unitale et préserve la trace.

Grâce au lemme, il suffit de montrer le Théorème 2.2.2 lorsque Φ est
positive, unitale et préserve la trace. Une application Φ : M2 → M2 qui
préserve la trace induit une application affine Φ̃ : V2 → V2. On vérifie aisé-
ment que Φ est unitale si et seulement si Φ̃ est linéaire. Rappelons que D2
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s’identifie à une boule euclidienne de dimension 3 (la boule de Bloch). La
contrainte de positivité Φ(D2) ⊂ D2 se traduit alors en l’hypothèse que Φ̃
est une contraction pour la norme euclidienne.

Déterminons maintenant quelles sont les isométries linéaires de V2. On vé-
rifie facilement que les isométries directes sont de la forme ΦU pour U ∈ U(2),
tandis que la transposition (qui laisse invariant un sous-espace de dimension
2, celui des matrices à coefficients réels) est une isométrie indirecte de V2.
La forme générale d’une isométrie indirecte est donc ΦU ◦T . On utilise pour
conclure un fait classique : toute contraction d’un espace euclidien s’écrit
comme combinaison convexe de transformations orthogonales. Cette décom-
position donne exactement l’écriture (3.2).

Démontrons maintenant le Lemme 3.2.1. Les équations que doivent sa-
tisfaire A et B sont AΦ(B2)A = I et BΦ∗(A2)B = I, où Φ∗ est l’adjoint de
Φ. Dès que X ∈ int(PSD2) est un point fixe pour la fonction

f : X 7→ Φ
(
Φ∗(X)−1

)−1
, (3.3)

une solution valable est A = X1/2, B = Φ∗(X)−1/2. (L’hypothèse Φ ∈ int(P)
garantit que f est bien définie). Il reste à justifier que f admet toujours un
point fixe : cela peut se faire en appliquant le théorème de Brouwer sur la
boule de Bloch à la fonction X 7→ f(X)

Tr f(X) .

3.3 Géométrie de l’ensemble des états séparables

On note Sep(H1 ⊗H2) l’ensemble des états séparables sur H1 ⊗H2. On
note également Sepd⊗d = Sep(Cd ⊗Cd), de même que l’on écrira Dd⊗d pour
D(Cd ⊗ Cd). Comme la structure de produit tensoriel n’intervient pas dans
la définition d’un état, on peut identifier Dd⊗d et Dd2 . Notons également
Vd⊗d l’espace des opérateurs auto-adjoints de trace 1 sur Cd ⊗Cd, considéré
comme espace euclidien avec l’état maximalement mélangé comme origine.

On a évidemment Sepd⊗d ⊂ Dd⊗d et un raisonnement simple montre
que ces deux ensembles ont même dimension : ce sont des corps convexes
dans Vd⊗d. Les points extrémaux de Sepd⊗d sont le sous-ensemble des points
extrémaux de Dd⊗d formé des projecteurs orthogonaux de rang 1 dont l’image
est engendrée par un vecteur produit de Cd ⊗ Cd. Géométriquement, cet
ensemble s’identifie à la variété projective de Segré, qui est de mesure nulle
dans l’espace projectif sur Cd ⊗ Cd.

La géométrie de Sepd⊗d est beaucoup plus compliquée que celle de Dd⊗d.
Par exemple, on ne connaît pas de description de la structure faciale de
Sepd⊗d. Une intuition approximative de la géométrie de Sepd⊗d est donnée
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par l’expérience de pensée suivante : à quoi ressemble l’enveloppe convexe
de la sous-variété de dimension 1 formée par la ligne de couture d’une balle
de tennis ?

Dans la suite de ce chapitre, nous allons donner des ordres de grandeur
pour les différents invariants géométriques introduits au Chapitre 1, à la fois
pour Dn, ce qui est relativement simple, et pour Sepd⊗d, ce qui est plus ardu.

3.4 Volumes et largeur moyenne

Intéressons d’abord aux grandeurs extensives : rayons interne et externe,
rayon volumique, largeur moyenne. Les estimations que nous avons obtenues
pour Dn, pour Sepd⊗d et pour leurs polaires sont réunies dans la Table 3.1.

Table 3.1 – [A21, A8] Différents rayons pour les ensembles Dn et Sepd⊗d.
Dans la dernière ligne on a noté n = d2 = dim(Cd ⊗Cd). Au sein de chaque
ligne, les quantités sont dans l’ordre croissant de gauche à droite. Rappelons
l’interprétation qui découle du Théorème de Dvoretzky–Milman : w(K) est le
rayon d’une projection typique de K, et w(K◦)−1 est le rayon d’une section
typique de K.

K rint(K) w(K◦)−1 vrad(K) w(K) rext(K)

Dn
1√

n(n−1)
∼ 1

2
√
n

∼ exp(−1/4)√
n

∼ 2√
n

√
n−1
n

Sepd⊗d
1√

n(n−1)

O(n−3/4)
Ω(n−3/4/ log n)

Θ
(
n−3/4

)
Θ
(
n−3/4

) √
n−1
n

Certaines valeurs sont triviales à obtenir : c’est le cas par exemple pour
les rayons interne et externe de Dn, qui ont les mêmes valeurs que pour
l’analogue commutatif, le simplexe régulier de dimension n− 1 plongé dans
Rn. Comme le rayon externe est atteint sur les points extrémaux, on en
déduit immédiatement que rext(Dd⊗d) = rext(Sepd⊗d). L’égalité rint(Dd⊗d) =
rint(Sepd⊗d) est plus surprenante : il s’agit d’un théorème dû à Gurvits et
Barnum [14]. Nous en donnons une preuve différente dans [A1], basée sur le
lemme suivant :

Lemme 3.4.1. Si une application linéaire A sur Cd ⊗ Cd est auto-adjointe
et vérifie 〈x⊗ y|A|x⊗ y〉 > 0 pour tous x, y ∈ Cd, alors Tr(A2) 6 (TrA)2.

Si A ∈ Mn est une matrice hermitienne de trace nulle, alors w(Dn, A)
coïncide avec la plus grande valeur propre de A. Il n’est alors pas très difficile
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de calculer la largeur moyenne de Dn en utilisant le théorème de Wigner :
après normalisation, le spectre des matrices aléatoires choisies uniformément
sur la sphère-unité de Vn converge fortement pour n tendant vers l’infini vers
la loi du demi-cercle, à support dans [−2, 2].

Ces considérations sont également valables pour l’ensemble polaire D◦n
grâce à la relation d’autopolarité D◦n = −n • Dn. En particulier, le produit
w(Dn)w(D◦n) est de l’ordre de 4. Au vu de la remarque à la fin du Chapitre
1.3, on a donc le phénomène suivant : les projections génériques et les sections
génériques de Dn sont presque euclidiennes, et les projections sont 4 fois plus
grandes que les sections.

Comme il semble hors de portée d’obtenir des estimations aussi précises
pour Sepd⊗d, nous allons nous contenter d’ordres de grandeurs. Puisque
Sepd⊗d est défini par ses points extrémaux, la largeur w(Sepd⊗d, ·) peut
s’écrire naturellement comme un supremum. Ainsi, un argument standard de
discrétisation, combiné avec le Corollaire 1.1.2, permet de donner la borne
supérieure vrad(Sepd⊗d) 6 w(Sepd⊗d) 6 Cd−3/2, et cette borne supérieure
est en fait précise à la fois pour la largeur moyenne et pour le rayon volu-
mique.

En revanche, on ne dispose pas d’outil permettant d’estimer directement
w(Sep◦d⊗d). Cette difficulté peut être reliée au fait que ce nombre est la
moyenne d’une quantité (la jauge de Sepd⊗d) qui est algorithmiquement dif-
ficile à évaluer ; on reviendra sur ce point au Chapitre 4.2.

Nous suivons dans [A8] une route indirecte, par un argument de dua-
lité qui exploite le fait que le produit w(Sepd⊗d)w(Sep◦d⊗d) est borné comme
conséquence de l’inégalité MM∗. Cette approche mène au but, mais ce n’est
pas immédiat car il y a deux obstacles empêchant d’appliquer directement le
Théorème 1.3.1. Premièrement, Sepd⊗d n’est pas symétrique. On parvient à
contourner cette difficulté en considérant une version symétrisée et en contrô-
lant l’impact de la procédure de symétrisation. Deuxièmement, comme le
groupe des isométries de Sepd⊗d (ou de son symétrisé) n’agit pas irréducti-
blement, on n’a pas immédiatement l’inégalité MM∗ pour le corps convexe
symétrisé, mais seulement pour une de ses images linéaires. Une analyse dé-
taillée des contributions des différents sous-espaces invariants permet néan-
moins de conclure.

3.5 Dimension en sommets et dimension en facettes

Intéressons-nous maintenant aux paramètres qui mesurent la complexité
et qui interviennent dans l’inégalité de Figiel–Lindenstrauss–Milman. Il n’est
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pas très difficile de se convaincre que Dn et Sepd⊗d ont suffisamment de
symétries pour que a(·) = rext(·)/rint(·), de sorte que la valeur exacte de
l’asphéricité se calcule à partir de la Table 3.1.

Table 3.2 – [A2] Dimension en sommets, dimension en facettes et asphéricité
pour les ensembles Dn et Sepd⊗d.

K dim(K) dimV (K) dimF (K) a(K)

Dn n2 − 1 Θ(n) Θ(n) n− 1

Sepd⊗d d4 − 1 Θ(d log d) Ω(d3/ log d) d2 − 1

Puisque les ensembles Dn et Sepd⊗d sont définis comme étant des enve-
loppes convexes, une stratégie naturelle pour obtenir une borne supérieure
sur leur dimension en sommets est de les approximer par l’enveloppe convexe
d’un ε-réseau de l’ensemble de leurs points extrémaux, pour ε bien choisi.
Les points extrémaux de Dn sont les projecteurs orthogonaux de rang 1, et
ce polytope peut donc être engendré à partir d’un ε-réseau de la sphère.

Mais cette approche rencontre une difficulté insoupçonnée : tous les ε-
réseaux de la sphère ne se valent pas ! L’utilisation de « mauvais » réseaux
nécessite de prendre ε tendant vers 0 avec la dimension, et donne les bornes
supérieures dimV (Dn) 6 Cn log n et dimF (Sepd⊗d) 6 Cd log d faisant inter-
venir un facteur logarithmique. Une difficulté est que les points d’un réseau
peuvent « conspirer » pour éviter des gros sous-ensembles : par exemple il
se peut qu’un ε-réseau n’intersecte pas le ε-voisinage ouvert d’un équateur,
bien que ce dernier couvre quasiment toute la sphère en termes de volume.

Si ce facteur logarithmique est inévitable pour Sepd⊗d, il peut être sup-
primé pour Dn. Afin de se prémunir contre de telles conspirations, nous uti-
lisons à nouveau la méthode probabiliste en choisissant comme ε-réseau un
ensemble aléatoire. Si on sait depuis Rogers que les problèmes de recouvre-
ment par des calottes sphériques se prêtent bien à la méthode probabiliste,
notre analyse est novatrice et utilise des outils inhabituels dans ce contexte,
comme les inégalités de Hoeffding non commutatives [A2].

Il reste enfin à justifier la borne inférieure sur la dimension en facettes
de Sepd⊗d : c’est en fait une conséquence immédiate de l’inégalité de Figiel–
Lindenstrauss–Milman ! Notons également que la borne supérieure

dimF (Sepd⊗d) 6 Cd4

découle d’arguments généraux. Je conjecture que cette borne supérieure
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donne le bon ordre de grandeur.
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Chapitre 4

Phénomènes de grande
dimension en théorie quantique
de l’information

Ce chapitre est le cœur de ce mémoire. Comme annoncé, on démontre
des théorèmes en théorie quantique de l’information comme conséquences
des résultats des chapitres précédents. On explique en particulier comment
l’exemple dû à Hastings de canaux quantiques pour lesquels il y a non-
additivité de la capacité classique peut être revisité à l’aide du théorème de
Dvoretzky–Milman. On démontre également une borne inférieure sur l’effi-
cacité de la détection d’intrication à l’aide de témoins, grâce au concept de
dimension en facettes. Enfin, on obtient deux résultats sur l’approximation
parcimonieuse : un pour les canaux mélangeants, à l’aide de méthodes de
processus empiriques dans les espaces de Banach, et un pour les mesures
quantiques, en établissant un lien entre zonoïdes et POVMs.

4.1 Non-additivité de la capacité

Une branche de la théorie quantique de l’information, que l’on pourrait
appeler la théorie de Shannon quantique, cherche à quantifier la quantité
d’information (classique ou quantique) qui peut être véhiculée par un canal
quantique. Il s’agit d’étendre au cadre quantique des résultats connus depuis
les travaux pionniers de Shannon en théorie de l’information [35].

Expliquons brièvement un résultat fondamental connu sous le nom de
deuxième théorème de Shannon. Soient I et J deux ensemble finis, et C : I →
J un canal classique, c’est-à-dire la donnée pour tout i ∈ I d’une mesure de
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probabilité sur J décrivant la loi de C(i). Shannon nous a légué une formule
pour le taux d’information (c’est-à-dire, le nombre de bits par utilisation du
canal) que l’on peut faire transiter par ce canal, dans l’asymptotique d’un
grand nombre d’utilisations du canal et d’un taux d’erreur tendant vers 0.
Cette formule simple fait intervenir l’information mutuelle entre l’entrée et
la sortie du canal.

Il a été démontré à la fin du xxe siècle par Holevo [19] et Schumacher–
Westmoreland [34] que les arguments de Shannon 1 peuvent s’étendre au
contexte quantique et donner une formule similaire, faisant intervenir l’in-
formation mutuelle quantique, pour la capacité d’un canal quantique à trans-
mettre de l’information classique. Il y a toutefois une restriction : cette for-
mule suppose que les états quantiques utilisés pour encoder l’information ne
sont pas intriqués entre les différentes utilisations du canal.

Savoir si cette restriction en est réellement une, ou autrement dit si le
recours à l’intrication permet d’augmenter la capacité des canaux quantiques,
a été l’une des principales questions ouvertes, connue sous le nom de problème
de l’additivité, en théorie quantique de l’information 2. On connaît depuis
Shor [36] une formulation équivalente plus simple à énoncer. Si Φ : Mm → Mk

est un canal quantique, on définit son entropie minimale de sortie comme

Smin(Φ) = min{S(Φ(ρ)) : ρ ∈ Dm}

où S(σ) = −Tr(σ log σ) est l’entropie de von Neumann d’un état σ. Le
problème de l’additivité est alors équivalent à la validité de la relation

Smin(Φ⊗Ψ) = Smin(Φ) + Smin(Ψ) (4.1)

pour tous les canaux quantiques Φ et Ψ.
Un contre-exemple à (4.1) a été obtenu par Hastings [15], à nouveau à

l’aide de la méthode probabiliste. Ma contribution a été, en collaboration
avec Stanisław Szarek et Elisabeth Werner [A13], de montrer que l’argu-
ment de Hastings peut être grandement simplifié en appliquant le théorème
de Dvoretzky–Milman d’une manière adéquate. D’autres approches ont été
développées ultérieurement [2, 6]. Notons aussi, comme nous l’avions remar-
qué dans [A14], que les contre-exemples obtenus antérieurement [18] à une
version de la conjecture d’additivité pour la p-entropie de Rényi (p > 1)

1. Notons au passage que la preuve de Shannon [35] est une utilisation élégante de
la méthode probabiliste, et est contemporaine des résultats combinatoires de Erdős pour
lesquels on lui attribue traditionnellement la paternité de la méthode.

2. L’exposé de Holevo au congrès international des mathématiciens de 2006 [20] est
consacré à cette seule question !
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peuvent aussi être obtenus comme conséquence très directe du théorème de
Dvoretzky–Milman.

Tous les contre-exemples connus à la conjecture d’additivité sont basés
sur la remarque suivante : on dispose d’une borne supérieure sur Smin(Φ⊗Φ)
en prenant pour état d’entrée un état maximalement intriqué (on désigne par
Φ le canal quantique obtenu à partir de Φ par conjugaison complexe) puisque
l’état de sortie possède alors une grande valeur propre (supérieure à m

kd , dans
la notation de la Proposition 4.1.1). Il reste à obtenir des exemples de canaux
quantiques pour lesquels l’entropie minimale de sortie est presque maximale.
On peut alors voir par un calcul élémentaire que si Φ vérifie la conclusion
de la proposition suivante, alors pour k assez grand le couple (Φ,Φ) est un
contre-exemple à (4.1).

Proposition 4.1.1 ([A13]). Soit un entier k, et posons m = bck2c et d = k2.
Alors il existe une isométrie U : Cm → Ck ⊗ Cd telle que le canal quantique
Φ défini par

Φ(X) = (Id⊗Tr)(UXU †). (4.2)

vérifie

log k − C

k
6 Smin(Φ) 6 log k. (4.3)

Tout le contenu de la Proposition 4.1.1 réside dans la borne inférieure de
(4.3). La borne supérieure, triviale, est indiquée à titre de comparaison.

La représentation de Stinespring (4.2) donne un modèle naturel de canal
quantique aléatoire : il suffit de considérer une isométrie aléatoire U : Cm →
Ck ⊗ Cd choisie selon la mesure de Haar. Notons E l’image de U , de sorte
que E est un sous-espace aléatoire distribué selon la mesure de Haar sur
la grassmannienne Gr(m,Ck ⊗ Cd). Introduisons la fonction f définie sur
SCk⊗Cd par

f(x) = S (Id⊗Tr |x〉〈x|) .

La conclusion de la Proposition 4.1.1 se reformule comme

inf
{
f(x) : x ∈ E ∩ SCk⊗Cd

}
> log k − C

k
.

On souhaiterait montrer qu’une fonction définie sur la sphère oscille peu
sur une sous-sphère typique : c’est exactement la conclusion du théorème
de Dvoretzky–Milman. Néanmoins, deux ajustements sont nécessaires pour
pouvoir déduire la Proposition 4.1.1 du Théorème 1.2.3. D’abord, puisque
l’on s’intéresse à des valeurs de l’entropie de von Neumann proches de la

27



valeur maximale log k sur Dk, il est naturel de remplacer f par son approxi-
mation de Taylor : on a pour x ∈ SCk⊗Cd ,

f(x) > log k − k
∥∥∥∥Id⊗Tr |x〉〈x| − I

k

∥∥∥∥2

2

.

On va appliquer le théorème de Dvoretzky–Milman à la fonction

g : x 7→
∥∥∥∥Id⊗Tr |x〉〈x| − I

k

∥∥∥∥
2

.

La constante de Lipschitz locale de cette fonction en un point x ∈ SCk⊗Cd est
contrôlée par la norme d’opérateur, notée N(x), de l’état Id⊗Tr |x〉〈x|. Des
considérations élémentaires sur les matrices de Wishart permettent d’affirmer
que la valeur typique de N est bien plus petite que sa valeur maximale : ceci
est relié au principe général selon lequel les matrices aléatoires ont tendance
à avoir un spectre homogène, où toutes les valeurs propres ont le même ordre
de grandeur. On peut alors conclure en appliquant deux fois le théorème de
Dvoretzky–Milman : une première fois à la fonction N , et une deuxième fois
à une fonction g̃ obtenue en modifiant artificiellement la fonction g là où N
est grande, de sorte que la constante de Lipschitz de g̃ soit substantiellement
plus petite que celle de g. Nous tirons ici profit de la souplesse de la mé-
thode probabiliste, qui permet d’affirmer sans effort supplémentaire que le
phénomène de concentration de la mesure a lieu simultanément pour deux
fonctions à la fois.

4.2 Complexité de l’intrication

Au vu de l’importance de l’intrication dans les protocoles de la théorie
quantique de l’information, un problème fondamental est de décider si un
état donné est intriqué ou séparable. Un résultat souvent cité dû à Gurvits
[13] affirme que « c’est NP-difficile ». Néanmoins cette formulation un peu
lapidaire mérite d’être précisée. Pour y parvenir, considérons la jauge j de
l’ensemble Sepd⊗d, de sorte qu’un état ρ est séparable si et seulement si
j(ρ) 6 1. Le résultat de Gurvits, raffiné par Gharibian [11], est le suivant :
sous la promesse qu’un état ρ vérifie ou bien j(ρ) 6 1 ou bien j(ρ) > 1+1/dC ,
il est NP-difficile de décider cette alternative.

Cela montre que l’ensemble Sepd⊗d est complexe, mais potentiellement à
cause de sa frontière ; il serait intéressant de savoir si la complexité persiste
au cœur de l’ensemble, par exemple en montrant qu’un résultat analogue
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reste vrai sous la promesse j(ρ) 6 1 vs j(ρ) > 2. Remarquons que la condi-
tion j(ρ) > 2 a un sens physique : elle décrit les états ρ tels que 1

2(ρ+ρ∗) est
intriqué, autrement dit les états qui demeurent intriqués même en présence
de bruit dépolarisant. Nous obtenons dans [A2] un résultat dans cette direc-
tion, pour un modèle de complexité spécifique où l’on est autorisé à détecter
l’intrication uniquement à l’aide de témoins.

Théorème 4.2.1 ([A2]). Supposons qu’une famille (Φi)16i6N d’applications
positives sur Md ait la propriété suivante : pour tout état ρ ∈ Dd⊗d vérifiant
j(ρ) > 2, il existe i tel que Φi est un témoin d’intrication pour ρ. Alors

N + 1 > exp(cd3/ log d).

On peut également obtenir des variantes montrant que même la détection
d’états extrêmement intriqués est coûteuse : si l’hypothèse « j(ρ) > 2 » est
remplacée par « j(ρ) > C

√
d/ log(d) », la conclusion devient « N + 1 >

exp(cd2 log d) ».
Nous allons esquisser les grandes lignes de la preuve du Théorème 4.2.1,

qui repose sur le concept de dimension en facettes, et utilise les valeurs de la
Table 3.2. Supposons que (Φi)16i6N est une famille d’applications positives
sur Md vérifiant la condition du Théorème 4.2.1. Cela peut se reformuler
comme suit

Sepd⊗d ⊂
N⋂
i=0

(Φi ⊗ Id)−1(Dd⊗d) ⊂ 2 • Sepd⊗d,

où l’on a noté Φ0 = Id.
Pour simplifier la présentation, faisons des hypothèses supplémentaires

sur les applications Φi en supposant qu’elles sont inversibles, unitales et pré-
servent la trace (le cas général introduit des complications techniques qui
obscurcissent les idées essentielles). On peut alors voir Φi ⊗ Id comme une
application linéaire inversible sur l’espace euclidien Vd⊗d. On utilise alors
deux propriétés élémentaires de la dimension en facettes. La première est
l’invariance linéaire : si K est un corps convexe et T une application li-
néaire inversible, alors dimF (TK) = dimF (K). La seconde découle de la
sous-additivité du nombre de facettes par intersection : si (Ki) sont des
corps convexes, on a

dimF (K0 ∩ · · · ∩KN ) 6 log
N∑
i=0

exp(dimF (Ki)). (4.4)
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On applique l’inégalité (4.4) à Ki = (Φi ⊗ Id)−1(Dd⊗d) pour conclure que

dimF (Sepd⊗d) 6 log(N + 1) + dim′F (Dd⊗d),

où dim′F dénote une variante de la dimension en facettes où le facteur d’ho-
mothétie utilisé dans la définition est 2 au lieu de 4. On conclut la preuve
en utilisant les estimations de la Table 3.2, qui sont aussi valables pour
dim′F (le choix du facteur d’homothétie n’influe qu’à travers les valeurs des
constantes).

4.3 Canaux mélangeants

Un exemple important de canal quantique est le canal complètement mé-
langeant R : Md → Md, que l’on peut définir par

R(X) =

∫
U(d)

UXU † dP(U) (4.5)

où P désigne la mesure de probabilité de Haar sur le groupe unitaire U(d).
Il découle facilement de l’invariance par translation de la mesure de Haar
que l’opérateur R(X) doit commuter avec U(d), d’où l’on tire la relation
R(X) = Tr(X)ρ∗ : le canal complètement mélangeant envoie tout état sur
l’état maximalement mélangé ρ∗ = I /d. On vérifie que le rang de Kraus de
R, tel que défini dans au Chapitre 2.4, est égal à la valeur maximale d2.

La relation (4.5) est loin de caractériser la mesure de Haar puisque cette
dernière n’intervient qu’à travers les covariances. On dira qu’une mesure de
probabilité µ sur U(d) est isotrope si elle vérifie la condition

R(X) =

∫
U(d)

UXU † dµ(U), (4.6)

ou de manière équivalente si
∫
|TrUX|2 dµ(U) = 1

d‖X‖
2
2 pour tout X ∈ Md.

Soit G un sous-groupe de U(d) qui engendre Md en tant qu’espace vec-
toriel. Le même argument que précédemment montre que la mesure de Haar
sur G est isotrope. Toute mesure isotrope à support fini donne une décom-
position de Kraus de R, et on peut en obtenir une de longueur minimale d2

en prenant pour G le groupe engendré par les matrices A et B définies par
Aej = ej+1 (addition modulo d) et Bej = exp(2iπj/d)ej , où (e1, . . . , ed) est
la base canonique de Cd. Un autre exemple très important est donné par les
matrices de Pauli : lorsque d = 2k et que l’on identifie Cd à (C2)⊗k, ce sont
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les d2 = 4k matrices de la forme σi1 ⊗ · · · ⊗ σik , où i1, . . . , ik ∈ {0, X, Y, Z}
et

σ0 = I, σX =

[
0 1
1 0

]
, σY =

[
0 −i
i 0

]
, σZ =

[
1 0
0 −1

]
. (4.7)

Il se trouve qu’il est possible d’approximer le canal complètement mélan-
geant par des canaux de rang de Kraus beaucoup plus petit. Soit ε ∈ [0, 1].
On dira qu’un canal quantique Φ : Md → Md est ε-mélangeant si pour tout
état ρ sur Cd, on a ‖Φ(ρ)− ρ∗‖∞ 6 ε/d.

Cette propriété a été exploitée dans [16] pour des applications à la dis-
simulation de données en théorie quantique d’information. L’idée naturelle
pour obtenir un canal ε-mélangeant est d’échantillonner la mesure de Haar.
J’ai obtenu le résultat suivant, améliorant les résultat de [16].

Théorème 4.3.1 ([A16]). Soit ε ∈ (0, 1). Soient (Ui)16i6N des éléments de
U(d) choisis indépendamment selon la mesure de Haar, pour N > Cd/ε2.
Alors le canal quantique

X 7→ 1

N

N∑
i=1

UiXU
†
i

est ε-mélangeant avec grande probabilité.

La dépendance en la dimension est optimale (il est très facile de voir qu’un
canal ε-mélangeant a un rang de Kraus au moins d) et la dépendance en ε
est également optimale pour des canaux aléatoires. La preuve du Théorème
4.3.1 est relativement simple : puisque la mesure de Haar est sous-gaussienne,
on peut utiliser un argument de discrétisation en utilisant un δ-réseau de la
sphère-unité de Cd (par exemple δ = 1/4 convient).

On ne connaît pas d’exemple explicite de canal ε-mélangeant avec un
petit rang de Kraus. Le résultat suivant peut être vu comme une étape
dans cette direction : on remplace la mesure de Haar par une mesure moins
coûteuse à simuler en nombre de bits aléatoires. Il montre qu’on obtient un
canal ε-mélangeant en échantillonnant n’importe quelle mesure isotrope.

Théorème 4.3.2 ([A16]). Soit ε ∈ (0, 1). Soit µ une mesure isotrope sur
U(d), et (Ui)16i6N i.i.d. de loi µ pour N > Cd log6 d/ε2. Alors le canal
quantique

X 7→ 1

N

N∑
i=1

UiXU
†
i

est ε-mélangeant avec grande probabilité.
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En particulier, le Théorème 4.3.2 s’applique aux matrices de Pauli (4.7),
ce qui est important pour certaines applications. La preuve du Théorème
4.3.2 est considérablement plus complexe que celle du Théorème 4.3.1 : en
effet, on n’est plus dans le cadre sous-gaussien. Elle repose sur des méthodes
de processus empiriques dans les espaces de Banach inspirées de celles de
[12]. On utilise également des estimations de nombres d’entropie ; notons
qu’une solution positive à la conjecture de dualité des nombres d’entropie
permettrait d’améliorer l’estimation en N > Cd log4 d/ε2. Remarquons éga-
lement que cette approche a été reprise par Liu [26] pour montrer que les
matrices de Pauli vérifient la propriété d’isométrie restreinte, fondamentale
pour l’acquisition comprimée («compressed sensing»).

4.4 Mesures quantiques parcimonieuses

Un autre résultat concerne l’élagage des mesures quantiques. Une mesure
quantique est modélisée par un POVM (Positive Operator-Valued Measure),
qui est une mesure vectorielle M : (Ω,F) → PSDd vérifiant M(Ω) = I, où
(Ω,F) est un espace mesurable. Nous nous intéressons au problème de la
discrimination entre états : un système quantique est préparé dans un état
quantique qui est ou bien ρ ou bien σ (avec équiprobabilité a priori) et
on souhaite déterminer lequel en le mesurant à l’aide de M. La probabilité
d’erreur est alors

perreur =
1

2
− 1

4
‖ρ− σ‖M,

où ‖ · ‖M est la semi-norme associée à M, définie pour ∆ ∈ Msa
d par

‖∆‖M = sup
A∈F

[Tr(∆M(A))− Tr(∆M(Ac))] .

Cette définition prend une forme plus simple dans le cas où la mesure vecto-
rielle prend un nombre fini de valeurs : un POVM revient alors à la don-
née d’une famille finie d’opérateurs positifs M = (M1, . . . ,Mn) vérifiant
M1 + · · ·+Mn = I, et on a

‖∆‖M =
n∑
i=1

|Tr ∆Mi|.

La proposition suivante, très simple, permet de lier POVMs et sous-espaces
de L1.

Proposition 4.4.1 ([A5]). Soit ‖ · ‖ une norme sur Msa
d . On a équivalence

entre les deux énoncés suivants.
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1. Il existe un POVM M tel que ‖ · ‖ = ‖ · ‖M.

2. On a les trois conditions

(a) l’espace normé (Msa
d , ‖ ·‖) est isométrique à un sous-espace de L1,

(b) ‖ · ‖ 6 ‖ · ‖1,
(c) ‖ I ‖ = d.

La condition (a) se reformule en disant que l’ensemble polaire de la boule-
unité pour ‖ · ‖M est un zonoïde. Pour un POVM discret (M1, . . . ,Mn),
c’est simplement le zonotope [−M1,M1] + · · · + [−Mn,Mn]. Le lien entre
zonoïdes et mesures vectorielles est essentiellement le contenu du théorème
de Lyapounov qui affirme que l’ensemble des valeurs prises par une mesure
vectorielle sans atome est un zonoïde.

La Proposition 4.4.1 fournit un dictionnaire permettant d’importer les
résultats de géométrie des espaces de Banach au cadre des POVMs. On
a alors, comme conséquence du Théorème 1.5.1, le théorème suivant sur
l’élagage des mesures quantiques.

Théorème 4.4.2 ([A5]). Soit M un POVM sur Cd et ε ∈ (0, 1). Alors il
existe un POVM discret M′ = (M1, . . . ,MN ), avec N 6 Cd2 log d/ε2, tel que

‖ · ‖M′ > (1− ε)‖ · ‖M. (4.8)

On pourrait s’attendre à compléter (4.8) par une inégalité du type

‖ · ‖M′ 6 (1 + ε)‖ · ‖M (4.9)

afin d’obtenir une équivalence entre normes. Il n’est pas évident que cela soit
toujours possible, la difficulté étant qu’il faut prendre en considération la
contrainte de normalisation imposée par la définition d’un POVM. Notons
toutefois que c’est l’inégalité (4.8) qui est pertinente : elle affirme que le
POVM élagué est au moins aussi performant que le POVM initial.

La dépendance en la dimension est optimale sauf peut-être pour le facteur
logarithmique ; notons que la condition N > d2 est nécessaire pour que ‖·‖M′
soit une norme. Dans certains cas, nous pouvons améliorer le Théorème 4.4.2
en supprimant ce facteur logarithmique et en montrant l’inégalité inverse
(4.9) : c’est le cas par exemple pour le POVM construit à partir de la mesure
uniforme sur la sphère.
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Chapitre 5

États quantiques aléatoires

On a vu au cours des chapitres précédents que les méthodes probabilistes
permettent d’éclairer d’un jour nouveau la géométrie des états quantiques de
grande dimension. Il est donc naturel de chercher à déterminer les propriétés
des états quantiques aléatoires. Cette direction de recherche a été initiée
par Hayden, Leung et Winter [17]. Ce chapitre résume les travaux que j’ai
obtenus dans ce domaine.

5.1 États induits

Il existe une famille extrêmement naturelle de lois de probabilités sur
l’ensemble des états quantiques. Une construction est la suivante : fixons
H un espace de Hilbert complexe de dimension finie, et un paramètre s ∈
N∗. Choisissons un vecteur aléatoire ψ uniformément sur la sphère-unité de
l’espace H⊗ Cs, et considérons l’état sur H obtenu après trace partielle

ρ := (IdH⊗TrCs)|ψ〉〈ψ|.

On obtient ainsi un état aléatoire sur H, dont la loi est notée Induit(H, s).
Dans la terminologie des systèmes quantiques ouverts, l’espace Cs est l’en-
vironnement, auquel l’expérimentateur n’a pas accès.

Lorsque s > dimH, la loi Induit(H, s) a une densité par rapport à la
mesure de Lebesgue sur D(H) qui est proportionnelle à

det(ρ)dimH−s.

Cette formule, obtenue dans [42], permet alors de définir la loi Induit(H, s) si
s > dimH−1 est un nombre réel non nécessairement entier. Une autre consé-
quence frappante est la suivante : Induit(H, dimH) est la loi uniforme sur
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D(H). Ce résultat (dont je ne connais pas de preuve conceptuelle) est la ver-
sion non-commutative du fait classique suivant : si ψ = (ψ1, . . . , ψs) est choisi
uniformément sur la sphère-unité de Cs, alors le vecteur (|ψ1|2, . . . , |ψs|2) est
uniformément distribué sur le simplexe.

Les états induits sont fortement liés aux matrices de Wishart : si B est
une matrice n× s à coefficients i.i.d. de loi NC(0, 1), alors l’état quantique

ρ =
BB†

TrBB†

suit la loi Induit(Cn, s). On dit que BB† est une matrice de Wishart de pa-
ramètres (n, s). On ne considérera que des matrices de Wishart à coefficients
complexes.

Lorsque s tend vers l’infini, la loi Induit(H, s) converge vers l’état maxi-
malement mélangé ρ∗. Dans la suite de ce chapitre, on s’intéressera au cas
où H = Cd⊗Cd. Puisque ρ∗ est dans l’intérieur de l’ensemble Sepd⊗d, on en
déduit qu’à d fixé, un état aléatoire de loi Induit(Cd ⊗ Cd, s) est séparable
avec une probabilité tendant vers 1 lorsque s tend vers l’infini. À l’inverse,
un état de loi Induit(Cd ⊗ Cd, 1) est presque sûrement intriqué puisque les
vecteurs produits forment un ensemble de mesure nulle dans Cd ⊗ Cd.

On s’attend donc à l’existence, pour les états induits, d’une transition de
phase entre séparabilité et intrication en fonction de la dimension de l’en-
vironnement. Ce phénomène sera décrit par le Théorème 5.4.1. Nous allons
auparavant énoncer des résultats analogues pour deux relaxations de la sé-
parabilité vues au Chapitre 2.3 : la transposition partielle et le réalignement.
Dans ces deux derniers cas, la transition de phase est connue très exactement.
Cela est dû à une reformulation en termes de modèles de matrices aléatoires,
pour lesquels on peut démontrer la convergence du spectre. Cette direction
de recherche, que j’ai initiée dans [A11], a suscité de nombreux travaux (voir
[24] pour un article de synthèse).

5.2 Transition de phase pour la transposition par-
tielle

Commençons par rappeler le résultat classique de Marčenko–Pastur sur
le spectre des grandes matrices de Wishart. Il est commode d’utiliser la
distance ∞-Wasserstein entre deux mesures de probabilités µ et ν sur R,
définie par

d∞(µ, ν) = inf ‖X − Y ‖L∞ ,
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où l’infimum est pris sur tous les couples (X,Y ) de variables aléatoires de
lois marginales µ et ν. Si A ∈ Msa

n a pour valeurs propres λ1, . . . , λn, on
définit sa mesure spectrale empirique par

µsp(A) =
1

n

n∑
i=1

δλi .

On a alors

Théorème 5.2.1 (Marčenko–Pastur). Soit α > 1, et soit (Wk) une suite de
matrices aléatoires,Wk suivant une loi de Wishart de paramètres (nk, sk). On
suppose que les suites (nk) et (sk) tendent vers l’infini et que lim sk/nk = α.
On a alors la convergence en probabilité

lim
k→∞

d∞
(
µsp

(
s−1
k Wk

)
, µMP(α)

)
= 0,

où µMP(α) est la loi de Marčenko–Pastur de paramètre α, de support[(
1− 1√

α

)2
,
(

1 + 1√
α

)2
]
.

Faisons deux remarques sur la formulation du Théorème 5.2.1. La pre-
mière est que la convergence au sens de la distance ∞-Wasserstein équivaut
à la conjonction de deux énoncés : la convergence en loi et la convergence
des valeurs propres extrêmes vers le bord du support de µMP(α). La seconde
est que, dans cette généralité, on ne peut pas avoir de convergence presque
sûre : elle est en défaut si les matrices aléatoires (Wk) sont indépendantes
et si les suites (nk) et (sk) croissent suffisamment lentement. La convergence
presque sûre n’est pas une notion naturelle pour nos applications à la théo-
rie quantique de l’information, puisque les différentes matrices ne vivent pas
naturellement sur le même espace de probabilité.

Notons au passage l’inégalité suivante qui donne une preuve élégante de
la convergence de la plus grande valeur propre des matrices de Wishart.

Proposition 5.2.2. Si A est une matrice n × s à coefficients i.i.d. de loi
NC(0, 1), alors E ‖A‖∞ 6

√
n+
√
s.

Ce résultat est bien connu pour les matrices de Wishart réelles, comme
conséquence du lemme de Slepian sur la comparaison de processus gaussiens.
La version complexe est moins facile à démontrer car le lemme de Slepian
ne peut pas s’appliquer ; on en donne une preuve dans [A1, Section 6.2.4.2]
en la déduisant du cas réel par un argument de couplage. L’inégalité jumelle
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E smin(A) >
√
n−
√
s, où smin désigne la plus petite valeur singulière, semble

vraie numériquement, mais je ne sais pas la démontrer.
Que se passe-t-il lorsqu’on applique la transposition partielle à une ma-

trice de Wishart ? On suppose pour cela que les matrices sont de taille d2×d2,
et on les identifie à des opérateurs sur Cd ⊗ Cd.

Théorème 5.2.3 ([A11]). Soit α > 0, et soit (Wk) une suite de matrices
aléatoires, Wk suivant une loi de Wishart de paramètres (d2

k, sk). On suppose
que les suites (dk) et (sk) tendent vers l’infini et que lim sk/d

2
k = α. On a

alors la convergence en probabilité

lim
k→∞

d∞
(
µsp(s−1

k WΓ
k ),SC(1, 1/α)

)
= 0,

où SC(1, 1/α) est la loi semi-circulaire de moyenne α et de variance α.

La preuve du Théorème 5.2.3 repose sur l’outil le plus commun pour étu-
dier le spectre des matrices aléatoires : la méthode des moments. Il est relati-
vement simple de montrer la convergence des moments : il suffit pour cela de
comprendre les termes dominants, qui ont une interprétation combinatoire
à l’aide de partitions non-croisées. En revanche, obtenir la convergence des
valeurs propres extrêmes nécessite de contrôler la contribution de tous les
termes, ce qui est beaucoup plus laborieux. Les efforts sont récompensés par
le corollaire suivant sur les états induits, pour lequel il est vital de connaître
le comportement de la plus petite valeur propre. On obtient une dichotomie
pour la propriété PPT, selon si la loi SC(1, 1/α) est à support dans R+ ou
non. La valeur critique est α = 4.

Théorème 5.2.4 ([A11]). Soit ρ un état aléatoire de loi Induit(Cd⊗Cd, s),
et ε > 0. Alors

1. Si s > (4 + ε)d2, alors ρ est PPT avec grande probabilité.
2. Si s 6 (4− ε)d2, alors ρ est non-PPT avec grande probabilité.

Par « grande probabilité » on entend ici « probabilité supérieure à
1− C exp

(
c(ε) max(s, d2)

)
», où c(ε) > 0 est une constante dépendant uni-

quement de ε. La même remarque s’appliquera aux Théorèmes 5.3.2 et 5.4.1.

5.3 Transition de phase pour le réalignement

On peut appliquer à la propriété de réaligement la même démarche que
pour la transposition partielle. On commence par démontrer un résultat de
convergence sur les matrices de Wishart réalignées. Comme le réalignement
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ne préserve pas le caractère hermitien, il faut considérer les valeurs singu-
lières.

Théorème 5.3.1 ([A9]). Soit α > 0, et soit (Wk) une suite de matrices
aléatoires, Wk suivant une loi de Wishart de paramètres (d2

k, sk). On sup-
pose que les suites (dk) et (sk) tendent vers l’infini. On pose aussi Yk =
(dk
√
sk)
−1(Wk − sk I)R. Alors on a la convergence en moments, en probabi-

lité
lim
k→∞

µsp(YkY
†
k ) = QC,

où QC est la loi du quart-de-cercle, c’est-à-dire la loi de |X| lorsque X suit
une loi SC(0, 1).

La normalisation utilisée dans le Théorème 5.3.1 diffère de celle du Théo-
rème 5.2.3. La raison est que dans le cas du réalignement, l’application aux
états induits ne nécessite pas la convergence des valeurs propres extrêmes
(que je n’ai jamais pris la peine de vérifier, le modèle matriciel étant d’un in-
térêt douteux en dehors du corollaire sur les états induits). En contrepartie,
on ne fait aucune hypothèse sur la vitesse relative à laquelle les paramètres
de Wishart tendent vers l’infini.

On peut déterminer exactement la valeur critique pour le critère de ré-
alignement.

Théorème 5.3.2 ([A9]). Posons γ = (8/3π)2. Soit ρ un état aléatoire de
loi Induit(Cd ⊗ Cd, s) et ε > 0. Alors

1. Si s > (γ + ε)d2, alors ρ est réalignable avec grande probabilité.
2. Si s 6 (γ − ε)d2, alors ρ est non-réalignable avec grande probabilité.

Puisque (8/3π)2 < 4, une conséquence des Théorèmes 5.2.4 et 5.3.2 est
que, pour des états génériques, le critère de réalignement est moins perfor-
mant que le critère de la transposition partielle. Si par exemple ρ est choisi
selon la mesure uniforme sur Dd⊗d, la situation qui prédomine est la sui-
vante : ρ est non-PPT (donc intriqué) mais réalignable.

5.4 Transition de phase pour l’intrication

Au vu des Théorèmes 5.2.4 et 5.3.1, il est naturel de se demander si on
peut montrer un résultat analogue pour la dichotomie intrication vs sépara-
bilité, qui est beaucoup plus fondamentale. Notons j la jauge de l’ensemble
Sepd⊗d. Comme j ne peut pas se calculer facilement à partir d’informations
spectrales, on de dispose pas d’un angle d’attaque par les matrices aléatoires.
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Nous avons néanmoins obtenu le théorème suivant, qui montre qu’il existe
une transition de phase lorsque la taille de l’environnement s est de l’ordre
de d3. Seuls les cas s = O(d2) et s = Ω(d4) étaient auparavant connus [17].

Théorème 5.4.1 ([A8]). On note s0(d) := w
(
Sep◦d⊗d

)2. Cette fonction vé-
rifie les inégalités

cd3 6 s0(d) 6 Cd3 log2 d

et a la propriété suivante : si ρ est un état aléatoire de loi Induit(Cd⊗Cd, s),
et ε > 0, alors

1. Si s > (1 + ε)s0(d), alors ρ est séparable avec grande probabilité.
2. Si s 6 (1− ε)s0(d), alors ρ est intriqué avec grande probabilité.

Les estimations sur la largeur moyenne de l’ensemble Sep◦d⊗d sont une
conséquence de l’inégalité MM∗ ; cela a été expliqué au Chapitre 3.4. Re-
marquons que w(Sep◦d⊗d) est la valeur moyenne de j sur la sphère-unité de
l’espace euclidien Vd⊗d. Ce qui nous intéresse est la valeur moyenne de j pour
une autre mesure de probabilité : la loi Induit(Cd⊗Cd, s). Le passage d’une
estimation en moyenne à une estimation avec grande probabilité découlera
ensuite d’arguments classiques de concentration de la mesure.

Il est bien connu qu’on peut approximer la mesure uniforme sur une
sphère de grande dimension par un vecteur gaussien à coefficients indépen-
dants. Dans l’espace euclidien Vd⊗d, cette approche amène naturellement à
considérer l’ensemble gaussien unitaire (GUE) conditionné à être de trace
nulle, que nous noterons GUE0. La proposition suivante permet de com-
parer les valeurs moyennes de jauges pour ces deux modèles matriciels (les
états induits vs l’ensemble GUE0) et de voir qu’elles sont équivalentes dans
le régime s� d2. On peut alors en déduire aisément le Théorème 5.4.1.

Proposition 5.4.2 ([A8]). On rappelle que Vn ⊂ Mn désigne l’espace des
matrices hermitiennes de trace 1. Soit Cn,s ∈ [1,+∞) la plus petite constante
ayant la propriété suivante : pour tout corps convexe K ⊂ Vn, on a

C−1
n,s E

[
jK

(
ρ∗ +

G

n
√
s

)]
6 E [jK(ρ)] 6 Cn,sE

[
jK

(
ρ∗ +

G

n
√
s

)]
,

où G est une matrice aléatoire n × n de loi GUE0, et ρ un état aléatoire
de loi Induit(Cn, s). Si (nk) et (sk) sont des suites qui tendent vers +∞ et
telles que lim sk/nk = +∞, on a

lim
k→∞

Cnk,sk = 1.
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On peut voir la Proposition 5.4.2 comme un théorème central limite
quantitatif : la convergence (n fixé, s → ∞) des états induits vers l’état
maximalement mélangé ρ∗ est exactement la loi des grands nombres, que
l’on précise ici en faisant une approximation gaussienne. Pour se faire une
intuition des phénomènes mis en jeu derrière la Proposition 5.4.2, il faut
remarquer que pour α � 1, la loi de Marčenko–Pastur MP(α) peut être
approchée par la loi semi-circulaire de moyenne 1 et de variance 1/α. C’est
l’analogue en probabilités libres de l’approximation d’une loi de Poisson de
grand paramètre par une loi gaussienne. Les deux modèles matriciels que
l’on compare ont précisément ces deux lois comme spectre limite. Enfin, on
utilise le concept de domination de Schur (voir Chapitre 6.1) pour déduire
de la similitude des spectres une comparaison entre l’espérance des jauges ;
la notion de convergence ∞-Wasserstein est particulièrement bien adaptée à
cette tâche.

Les différents résultats présentés dans ce chapitre donnent une descrip-
tion précise du comportement typique des états induits. En particulier, dans
le régime d2 � s� d3, les états induits aléatoires sont génériquement PPT
et intriqués. De tels états ont des propriétés remarquables qui illustrent l’ir-
réversibilité de la manipulation de l’intrication. En effet, il est possible de
les créer par des opérations locales à partir d’états maximalement intriqués
sur deux qubits, mais la transformation inverse est impossible : on ne peut
pas les distiller. L’existence d’états intriqués mais non distillables était bien
connue, mais nous montrons que cette situation est loin d’être pathologique :
elle prédomine en grande dimension.

5.5 Discrimination des états aléatoires

Le problème de la discrimination des états a déjà été mentionné au Cha-
pitre 4.4, où nous avons considéré une mesure quantique formalisée par un
POVM. En pratique, il est souvent possible de choisir parmi une famille de
POVMs celui qui est le plus adapté. On a par exemple le résultat élémentaire
suivant : pour ρ, σ ∈ Dn, on a

‖ρ− σ‖1 = sup
M
‖ρ− σ‖M (5.1)

où le supremum est pris sur tous les POVMs sur Cn. L’égalité (5.1) est
importante car permet de donner une interprétation de la norme ‖·‖1 comme
mesurant notre capacité à distinguer des états.

Intéressons-nous maintenant à un problème de discrimination générique,
lorsque ρ et σ sont des états aléatoires indépendants de loi uniforme sur Dn
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(on pourrait plus généralement considérer des états de loi Induit(Cn, s), qui
donnent la loi uniforme pour s = n). On peut, à l’aide des probabilités libres,
donner un équivalent précis de ‖ρ − σ‖1 quand n tend vers l’infini [31]. La
situation est beaucoup plus complexe si on introduit des contraintes de loca-
lité pour les mesures quantiques que l’on s’autorise. Le langage habituel pour
décrire ces contraintes est celui de deux expérimentateurs distants, tradition-
nellement prénommés Alice et Bob, ayant chacun accès à l’une des copies
de Cd. Les restrictions de localité les plus souvent considérées sont présen-
tées ci-après. Ces contraintes définissent chacune une famille de POVMs sur
Cd ⊗ Cd.

LOCC→ est l’ensemble des opérations locales avec communication uni-
latérale : Alice effectue une mesure quantique et en transmet le résultat
à Bob. Ensuite, Bob effectue une mesure quantique dont le choix peut
dépendre du résultat transmis par Alice.

LOCC est l’ensemble des opérations locales avec communication bilaté-
rale : Alice et Bob effectuent alternativement des mesures quantiques
dont ils transmettent le résultat à leur partenaire. Le choix des me-
sures à effectuer et du moment où s’arrêter dépendent de l’historique
du protocole.

SEP est l’ensemble des opérations séparables, dont la définition est mo-
delée sur celle des états séparables.

PPT est la classe des opérations à transposition partielle positive, dont
la définition est modelée sur celle des états PPT.

ALL est la classe de toutes les opérations possibles.
On peut donner une définition mathématique précise de toutes ces classes
(voir par exemple [A6]). La classe la plus naturelle du point de vue de la
théorie quantique de l’information est la classe LOCC, mais c’est aussi celle
dont la définition est la plus compliquée, en particulier car le nombre de
mesures effectuées alternativement par Alice et Bob peut être arbitrairement
grand. On a les inclusions

LOCC→ ⊂ LOCC ⊂ SEP ⊂ PPT ⊂ ALL.

Lorsque X est une de ces familles de POVMs, on pose

‖ · ‖X = sup
M∈X

‖ · ‖M. (5.2)

On peut remarquer que ‖ · ‖ALL = ‖ · ‖1.
Notre résultat principal, en collaboration avec Cécilia Lancien, est une

comparaison de l’impact relatif de ces différentes contraintes de localité pour
un problème de discrimination générique.
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Théorème 5.5.1 ([A6]). Soient ρ et σ deux états aléatoires indépendants
de loi uniforme sur Dd⊗d. Alors, avec grande probabilité, on a

1. ‖ρ− σ‖X = O(1) pour X ∈ {PPT, ALL},
2. ‖ρ− σ‖X = O

(
1/
√
d
)
pour X ∈ {LOCC→, LOCC, SEP}.

On peut, par des arguments similaires à ceux utilisés dans la preuve de la
Proposition 5.4.2, ramener la preuve du Théorème 5.5.1 à l’estimation du vo-
lume de différents corps convexes associées à chacune des classes de localité,
ce qui peut se traiter par des arguments classiques de géométrie convexe.
Notons aussi que le Théorème 5.5.1 justifie, dans les scénarios génériques,
une hypothèse simplificatrice commune en information quantique : au lieu
de considérer la classe LOCC qui est délicate à manipuler, on travaille sur sa
relaxation SEP. Une autre conséquence plus surprenante du notre résultat
est que, toujours pour des scénarios génériques, la communication bilatérale
n’est pas sensiblement plus efficace que la communication unilatérale.

Enfin, les algorithmes de dissimulation de données reposent sur l’exis-
tence d’états ρ et σ tels que ‖ρ− σ‖1 = 2 tandis que ‖ρ− σ‖LOCC � 1. De
tels états ne peuvent être efficacement distingués que par des mesures quan-
tiques globales. Un exemple bien compris est la paire formée des projections
sur les sous-espaces symétrique et antisymétrique de Cd ⊗ Cd, correctement
normalisées. Une variante du Théorème 5.5.1 permet de montrer que de tels
états sont en fait génériques. Il est possible que cette flexibilité supplémen-
taire soit utile pour certaines applications.
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Chapitre 6

Autres travaux de recherche

Ce dernier chapitre décrit brièvement les travaux que j’ai effectués et qui
ne sont pas directement liés à l’intrication quantique. Une fil directeur est
néanmoins l’utilisation, dans des contextes qui font intervenir des objets de
grande dimension, de techniques qui ne font pas partie de la boîte à outils tra-
ditionnelle de la méthode probabiliste (théorème de Cramér et convergence
des statistiques de Kolmogorov–Smirnov vers un pont brownien)

6.1 Catalyse quantique et théorème de Cramér

On appelle vecteur de probabilité x ∈ Rn un vecteur à coordonnées posi-
tives et de somme 1. Un ordre partiel sur l’ensemble des vecteurs de proba-
bilité est donné par la domination de Schur : on dit que x est dominé par
y (x ≺ y) si x est combinaison convexe de vecteurs obtenus en permutant
les coordonnées de y. Cet ordre a une interprétation en théorie quantique de
l’information. Pour un vecteur de probabilité x ∈ Rn, notons ψx ∈ Cn ⊗ Cn
le vecteur

n∑
i=1

√
xiei ⊗ ei,

où (ei) est la base canonique de Cn. Le théorème de Nielsen affirme que
x ≺ y si et seulement si il est possible de transformer l’état |ψy〉〈ψy| en l’état
|ψx〉〈ψx| par des opérations de la classe LOCC.

On peut donner des exemples de vecteurs de probabilités x, y, z tels que

1. x 6≺ y,
2. x⊗2 ≺ y⊗2,
3. x⊗ z ≺ y ⊗ z.
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On est en présence d’un phénomène un peu surprenant : la transformation
individuelle de ψy vers ψx est impossible, mais la transformation par groupes
de deux est possible. De même, la transformation individuelle devient pos-
sible si l’environnement se trouve dans un état ψz : on dit alors que z est un
catalyseur.

J’ai contribué dans [A18, A17] à la description de conditions nécessaires
et suffisantes sur x, y pour que les transformations multiples, ou la transfor-
mation en présence de catalyseur, soient possibles. On a par exemple

Théorème 6.1.1 ([A18]). Soit y un vecteur de probabilité, et notons Ty ⊂
R(N) l’ensemble des vecteurs de probabilités x tels que x⊗n ≺ y⊗n pour un
entier n. Alors l’adhérence de Ty pour la norme de `1 est décrite par les
inégalités ‖ · ‖p 6 ‖y‖p pour tout p > 1.

Des variantes font intervenir les généralisations des normes `p pour p ∈ R.
Notre contribution est de faire le lien avec la question suivante : si µ et ν sont
deux mesures de probabilité sur R, quelles conditions garantissent l’existence
d’un entier n tel que la convolution µ∗n soit stochastiquement dominée par
ν∗n ? Le théorème de grandes déviations de Cramér permet d’y répondre.
Pour le problème de la catalyse (mais non pas celui des transformations
multiples), des résultats plus précis ont été obtenus indépendamment par
Turgut à l’aide d’une méthode très différente [40].

On étudie dans [A4] une généralisation en dimension infinie, et on montre
dans [A12] un résultat lié : parmi toutes les normes sur R(N) invariantes
par permutation, les normes `p sont caractérisées par l’équation ‖x ⊗ y‖ =
‖x‖ · ‖y‖.

6.2 Fonction maximale pour les cubes de grande
dimension

La fonction maximale associée à une mesure de probabilité µ sur Rn est
définie pour x ∈ Rn par

Mµ(x) = sup
r>0

µ(Q(x, r))

vol(Q(x, r))
,

où Q(x, r) désigne le cube de centre x et de rayon r. L’inégalité de Hardy–
Littlewood pour la fonction maximale, fondamentale en analyse harmonique,
peut être vue comme un raffinement de l’inégalité de Markov : pour tout
t > 0, et pour toute mesure de probabilité µ, on a

t vol{Mµ > t} 6 Dn,
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où Dn est une constante qui ne dépend que de la dimension. Les preuves
classiques passent par des lemmes de recouvrement et donnent une borne
Dn 6 Cn, qui a été raffinée en Dn 6 Cn log n par Stein et Strömberg [37].
Un progrès spectaculaire a été obtenu par Aldaz [1] en montrant que la suite
(Dn) n’est pas bornée. A titre d’illustration, on ne sait pas si la cela est vrai
quand on remplace les cubes par des boules euclidiennes.

L’argument d’Aldaz repose sur l’idée suivante : on choisit pour µ la me-
sure uniforme sur Zn ∩ Q(0, R) avec R assez grand, et on montre que la
valeur de la fonction maximale en x ∈ Rn dépend de la répartition sta-
tistique des coordonnées de x modulo 1. Ma contribution [A15] a été d’y
incorporer le théorème central limite fonctionnel de Donsker : pour n grand,
cette répartition est décrite par un pont brownien. Cela donne une preuve
conceptuelle du fait que (Dn) n’est pas bornée. On peut également, à l’aide de
la loi du logarithme itéré, obtenir une borne inférieure Dn > (log n)1−o(1).
Quelques années plus tard, ce résultat a été grandement amélioré par Ia-
kovlev et Strömberg [23] : à l’aide d’un argument plus sophistiqué, ils ont
obtenu la minoration Dn > cn1/4. Une excellente référence sur les fonctions
maximales en grande dimension est l’article de survol [7].
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Géométrie de l’intrication quantique

Résumé :

Ce mémoire étudie le phénomène de l’intrication quantique avec le point de vue de la géométrie des
convexes de grande dimension. On estime divers invariants géométriques (volume, largeur moyenne, ap-
proximabilité par des polytopes) associés à l’ensemble convexe formé par les états quantiques non intriqués,
ainsi qu’à l’ensemble dual. Les informations ainsi obtenues sont utilisées pour démontrer des théorèmes
de théorie quantique de l’information : non-additivité de la capacité, bornes inférieures sur la complexité
de l’intrication, approximation parcimonieuse de canaux ou de mesures quantiques. On obtient également
une description précise des propriétés typiques des états quantiques aléatoires de grande dimension.

Geometry of quantum entanglement

Abstract :

This dissertation studies the phenomenon of quantum entanglement with an approach from high-
dimensional convex geometry. We estimate several geometric invariants (volume, mean width, approxi-
mability by polytopes) associated with the convex set consisting of all non-entangled quantum states,
and with the dual set. Using this information we derive several results in quantum information theory :
non-additivity of capacity, lower bounds on the complexity of entanglement, sparse approximation of
quantum channels and quantum measurements. We also obtain a precise description of typical properties
of high-dimensional random quantum states.

Image en couverture : Une section tridimensionelle aléatoire d’un hypercube de dimension 1000. Crédit image : Jos Leys.


