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1 Premiers résultats sur les extension de corps
1.1 Extension de corps - extension finie et algébrique -degré

Définition 1.1. Soit k un corps. Une extension du corps k est la donnée d’un corps K et d’un morphisme
de corps (non nul) j : k — K (il est donc injectif).

On note K/k une telle extension.

Remarque 1.2. En pratique, k sera souvent une partie de K et donc ’application j sera simplement

I’application de I'inclusion.
Pour une extension K/k, K est un k-espace vectoriel.

Définition 1.3. Une extension K/k est dite finie si la dimension de K sur k est finie, et on note [K : k]
cette dimension. On appelle [K : k] le degré de l'extension.

Une base de K sur k est appellée une base de ’extension.

Proposition 1.4. Soient L/K et K/k deux extension (et donc L/k est une extension) alors on a

équivalence entre :
1. L’extension L/k est finie.
2. Les extensions L/K et K/k sont finies.

De plus, dans le cas ol ces assertions sont vraies, on a
[L/k] = [L/K][K/K].

Démonstration. Supposons [L/k]| finie.

On a K C L donc dimg(K) < dimg (L) = [L : k|, d’ou la finitude de [K : k].

D’autre part, si une famille ly,...,1, de L est libre sur K, elle le sera sur k. Ainsi, si [L : K] était
infini alors on pourrait construire une telle famille avec un cardinal aussi grand que l'on veut ce qui
contredirait la finitude de [L : k].

Voyons l'implication réciproque.

Soit (i, ...,l,) une base de L sur K et soit (K7, ..., K,) une base de K sur k. Le reste de la démonstration
consiste a montrer que la famille (K;l; | 1 <7 <p, 1 < j <q) de L est libre et génératrice sur k, ce que

nous laissons en exercice. O

Définition 1.5. Soit K/k une extension et soit o € K. On dit que « est algébrique sur k s'il existe P
non nul dans k[z] tel que P(a) = 0. Sinon « est dit transcendant. L’extension K/k est dite algébrique

si chaque o € K est algébrique.



Définition 1.6. Etant donné a € K algébrique sur k, le générateur unitaire de 1'idéal
[P Kz]| P#0,P(a) = 0}
noté i (ou fiq k si nécessaire) est appelé polynéme minimal de « sur k.

Proposition 1.7. Soient K/k une extension et a € K.
1. On a I’équivalence : « est algébrique sur k <= l'extension k(«a)/k est finie.

2. Dans le cas ol « est algébrique, on a :
— o € kx| est irréductible,
— [k(a) : K| = deg(ua).
— k(a) = ko).

Démonstration. Supposons « algébrique sur k.
Considérons ¢ : k[z] — K tel que ¢(P) = P(«). Alors ker(¢) n’est rien d’autre que 'idéal considéré
plus haut. Par conséquent

k[z]/(pa) = Im(p) = ka].

L’anneau k[a] est integre donc (1u4) est premier et donc p,, est irréductible (car dans un anneau factoriel).
Mais comme k[z] est principal, (i) est maximal et donc k[z]/(1a) est un corps; ainsi k[a] est un corps
ce qui entraine I'égalité k[a] = k(«).

Notons d le degré de p,. Soit P € k[z] alors par division euclidienne, on peut écrire

P:Qua+ao-1+a1-a:+-~+ad_1:1:d_1.

Dou P = Zg_l a;z'. On a donc une famille génératrice de k[z]/(us) donnée par : 1, ..., z4-1. On
voit alors qu’elle est libre car sinon on aurait un polynéme annulateur de o de degré inférieur. Ainsi
dim(k[z]/{p1a) = .

Il reste la réciproque du 1. Notons d = [k(«) : k].

Alors la famille 1, v, . . ., a? est liée dans k(«) donc il existe des a; € k tels que : agl4+-aja+- - -+aga® = 0,

d’ou lexistence d’un polynéme annulateur de a non nul dans k[z]. O
La fin de cette démonstration montre en particulier que :

Proposition 1.8. Toute extension K/k finie est algébrique.

La proposition précédente a aussi pour conséquence le résultat suivant.

Corollaire 1.9. Soit K/k une extension.

1. Soit M une partie de K formée d’éléments algébriques sur k alors I'extension k(M) /k est algébrique
et on a k[M] =k(M).
De plus, si M est de cardinal fini alors 'extension k(M) /k est finie.

2. Soit E l’ensemble des éléments a € K qui sont algébriques sur k. Alors E est un sous-corps de K

(et c’est une extension de k).

3. Soit E un corps intermédiaire k C E C K alors : K/k est algébrique si et s. si K/E et E/k le sont.



Démonstration. 1. Soit a € k(M), le but étant de montrer qu’il est algébrique sur k. Il existe
Y1,---,Yd € M tels que x € k(yy,...,yq). Chaque y; est algébrique sur k donc sur k(yq,...,4i—1),
donc pour tout ¢, 'extension k(yi,...,y;)/k(y1,...,yi—1) est finie ce qui entraine la finitude de
Pextension k(y1,...,yq)/k. Mais k(«) est un sous-espace vectoriel de k(y1,...,yq), il est donc de
dimension finie sur k et « est algébrique.

Montrons que k[M] = k(M). Pour cela il suffit de montrer que k[M] est stable par inverse ce qui
en fera un corps et la conclusion en découlera. Soit alors a € k[M], o # 0. On sait que k[a] = k(«)
donc a1 € k[a] C k[M].

Enfin, si M = {y1,...,ya}, on a vu que l'extension k(M) /k est finie.

2. On a E C k(E). Par le 1., on a l'inclusion inverse.

3. Supposons K/k algébrique.

Alors tout élément de K admet un polynéme annulateur dans k[X] ~\ {0} donc dans E[X] \ {0},
donc K/E est algébrique. De méme si « € E alors a € K et il est algébrique sur k.
Réciproquement on suppose K/FE et K/k algébriques.
Soit a € Ket po.p = X4 aq 1 X 4. 4ag € E[X]. Onak Ck(ay,...,aq) Ck(a,a1,...,aq).
Ces deux extensions sont finies : la premiére par 1 et la seconde parce que « est algébrique
sur k(ay,...,aq), ce qui entraine la finitude de l'extension k(«,a1,...,aq)/k et donc de la sous-
extension k(a)/k et donc « est algébrique sur k.

O

Remarque 1.10. Sur les nombres algébriques et transcendants réels (& compléter).

1.2 Corps de rupture

Définition 1.11. Soit k un corps et P € k[X]. Un corps de rupture de P est une extension K telle qu’il
existe o € K tel que P(«a) = 0.

Proposition 1.12. Un tel corps existe toujours.

Démonstration. On peut supposer P irréductible (quitte & prendre un des facteurs de P). Soit K =
k[X]/(P) et soit « la classe de X. On montre alors que P(«) est la classe de P et est donc nul dans
K. O

Remarque 1.13. Avec les notations ci-dessus, [K : k] = deg(P).
Le corps de rupture précédent est le plus petit au sens suivant.

Proposition 1.14. Soit P € k[X] irréductible et soit L un corps de rupture de P. Alors L est une

extension de K = k[X]|/(P) (au sens ou K s’injecte dans I avec morphisme constant sur k).

Démonstration. Soit a € L tel que P(a) = 0.

Soit ¢ 1 k[X] = L,Q — Q(a). On a vu que ker(p) = (1q) et pq est irréductible.

On a un morphisme injectif induit par ¢ : k[X]/(1a) — L.

Par définition de pq, 1o divise P mais ce dernier étant irréductible, il est égal & p, & un multiple scalaire

pres, ie. (P) = (uq) ce qui entraine l'existence de I'injection de K dans L annoncée. O



1.3 Cloture algébrique

Définition 1.15. Un corps K est algébriquement clos si tout P € K[X]\ K possede une racine dans K.
Ceci équivaut a dire que tout polynome non constant de K[X] est scindé dans K[X].

Définition 1.16. Une cloture algébrique d’un corps k est une extension K/k algébrique telle que K est

algébriquement clos.

Théoréme 1.17. Tout corps k admet une cloture algébrique.

La démonstration est basée sur le lemme suivant.

Lemme 1.18. Il existe une extension L/k telle que pour tout P € k[X] \ k, P a une racine dans L.

Démonstration. Soit A = k[Xp, P € k[X],deg(P) > 1. L’anneau A est un anneau de polynoémes a une
infinité de variables.

Soit J l'idéal de A engendré par les P(Xp) pour P € k[X] \ k.

Montrons que J # A. Par I'absurde, supposons J = A. Alors 1 € J, i.e. on peut écrire

1:Ql'Pl(XPl)+"'+Qr"'PT(XPr)

avec Pi,..., P, € k[X] Nk et Q1,...,Q, € A. Une telle relation fait intervenir un nombre fini de

variables qu’on note 77, ...,T,, avec T; = Xp,. On a donc
T
1= Qi(Th,...,Tn) - P(Ty).
i=1

Soit E une extension de k dans laquelle chaque P; a une racine notée «; (possible en prenant un corps
de rupture de P; avec une racine «;, puis on recommence avec Py € k(a;)[X] qui a une racine oy et on
recommence dans k(aq,a2)[X]). On applique alors ¢ a I’égalité ci-dessus et on obtient 1 = 0. Absurde.
Comme J # A, par le théoréeme de Krull, il existe un idéal maximal m de A contenant J.

Soit alors E = A/m (anneau quotient). C’est un corps.

Notons s : A — E = A/m la projection canonique et o0 = sy : k — E.

Soit P € k[X] \ k. On identifie k & (k) C A/m; cette identification est possible car o est injective car
knm = (0) (sinon on aurait m = A). On alors o(P)(s(Xp)) = s(P(Xp)) = 0 car P(Xp) € J C m;

donc P identifié & o(P) admet une racine dans E. O

Démonstration. (du théoreme) Soit L; une extension dans laquelle tout polynéme P € k[X] \ k admet
une racine (possible par le lemme). Ensuite, soit Lo une extension de L; dans laquelle tout polynoéme
P € L1[X] ~\ Ly a une racine. On continue ainsi.

Soit alors Lo, = U L,. C’est une extension de k. Soit L l’ensemble des éléments de Lo, qui sont

neN
algébriques sur k. L est une extension algébrique (voir corollaire 1.9).

Montrons que L est algébriquement clos. Soit P € L[ X|\ L, P = Z?:o a;X'. Chaque a; appartient &
Lo donc il existe n tel que tous les a; soient dans L,. Par suite, P a une racine dans L,; donc dans
L. Notons « cette racine.

Les extensions k C k(aop,...,aq) C k(a,ap,...,aq) sont algébriques, la premiere car les a; € L et la

seconde car « est une racine de P € k(ayp, ..., aq)[X] donc « est algébrique sur k et donc o € L. O



Le résultat suivant montre que la cloture algébrique est unique a k-isomorphisme pres.

Théoréme 1.19. 1. Si L;/k et Ly/k sont deux clotures algébriques de k alors il existe un isomor-

phisme de corps ¢ : L1 — Lo tel que ¢ = Idy.

2. Soit K une cloture algébrique de k et soit ¢ : k — L un morphisme, avec L algébriquement clos.

Alors il existe 7 : K — L qui prolonge o.
La démonstration de ce théoreme va utiliser quelques résultats intermédiaires.

Lemme 1.20. Soit 0 : k — L un morphisme de corps avec L algébriquement clos. Soient K/k une
extension et x € K un élément algébrique sur k. Alors il existe un morphisme de corps k(z) — L qui

prolonge 7.

Démonstration. Soit P = u, € k[X] le polynéme minimal de x. Le morphisme ¢ induit un isomoprhisme
02 : K[X]/(P) = o(k)[X]/{o(P))

ou o(P) € L[X] est le polynéme obtenu en appliquant o aux coefficients de P. D’autre part on
a un isomorphisme 6; : k(z) — k[X]|/(P) et par la prop. 1.12, on a un morphisme de corps 03 :
o(k)[X]/(c(P)) — L. La composée 63 o 0 0 0 est bien un morphisme de corps entre k(z) et L. De plus
pour z € k, on a f3063001(z) =603 00(2) =03(0(z)) = o(2). O

Proposition 1.21. Soit K/k une extension algébrique et o : k — L un morphisme de corps avec L

algébriquement clos. Alors il existe un morphisme de corps K — IL qui prolonge o.

Démonstration. Soit S I’ensemble des couples (F, 7) tels que F' est un corps intermédiaire k C F' C K,
et 7 est un morphisme de corps de F' vers L qui prolonge o.

Remarquons que S est non vide puisqu’il contient le couple (k,o). Dans S on a une relation d’ordre
(partielle) donnée par : (F,7) < (F',7') siet s. si FF C F’ et 7/ prolonge 7 & F’.

Pour cet ordre, vérifions que S est inductif. En effet, soit (F},, 7,)nen une chaine croissante d’éléments
de S. Alors soit F' = UpenFy, et soit 7/ : F' — 1L définie par restriction de 7, pour tout n. Alors (F”,7")
est une borne supérieure de la chaine en question.

Par le lemme de Zorn, S admet un élément maximal (F, 7). Supposons par ’absurde que F' # K. Alors
soit z € K\ F. On applique alors le lemme précédent F'(x) et x € F(x) ce qui donne un élément de S

plus grand que F, ce qui contredit la maximalité de F. Par conséquent F' = K. O
Avant la preuve du théoreme, il reste un dernier lemme.

Lemme 1.22. Soit K/k une extension algébrique et soit o : K — K un morphisme de corps égal a

I'identité sur k. Alors o est bijectif.

Démonstration. 11 suffit de montrer que o est surjectif. Soit donc x € K et soit P = u, € k[X] son
polynéme minimal. Soit R I’ensemble des racines de P dans K (R contient au moins z). Soit y € R.
On a P(y) = 0. Par suite P(o(y)) = o(P)(c(y)) = o(P(y)) (car o ne modifie pas les coefficients de P).
Ainsi o(y) est aussi une racine de P. Ceci signfie que o induit une application (injective) de R dans R.

Mais R étant fini, cette application est bijective. Par conséquent, x est dans I'image de o. O



Démonstration du théoréme. Le point 2 du théoréme est une application directe de la proposition.
Voyons le point 1. Par le point 2, il existe 71 : L; — Lo et 7o : Lo — L1 deux morphismes de corps
qui prolongent ’application d’inclusion de k dans IL; et de k dans LLy. Par le lemme précédent 71 o 79
est un morphisme bijectif de Lo dans lui-méme ce qui entraine la surjectivité de 7 qui est donc un

isomorphisme. ]

1.4 Corps de décomposition

Définition 1.23. Soit k un corps et soit k une cloture algébrique de k (unique & isomorphisme pres).

n
Soit P € k[X] un polynéme de degré n > 1. Dans k, on peut décomposer P = cH(X — ;) avec c€ k
_ i=1
et a; € k. Le corps k(ai,...,a,) est appelé le corps de décomposition de P.
Comme le montre la proposition suivante, ce corps est le plus petit corps (a isomorphisme pres) dans

lequel P est scindé.

Proposition 1.24. Soit P € k[X] de degré > 1. Soit L/k une extension telle que P est scindé dans L.
Notons K le corps de décomposition de P. Alors il existe un morphisme injectif de corps K — L laissant
k stable.

Démonstration. Considérons L une cloture algébrique de L. Alors I'inclusion i : k — L se prolonge en
un morphisme injectif j : k — L. Par conséquent I'image L’ de K par j est un corps dans lequel P est
scindé. Ainsi P est scindé dans IL et dans " qui sont des sous-corps de L. Par unicité de la décomposition
d’un polyndéme en facteurs irréductible (ici de degrés 1), les j(c;) sont dans L (les «; étant les racines

de P dans k). Ainsi la restriction de j & K est un morphisme injectif de K dans L. O

2 Résultant et discriminant
Dans cette partie, A désigne un anneau commutatif.

2.1 Sur le déterminant

Proposition 2.1. Soit M un A-module libre de rang n muni d’une base B = (ey,...,e,). Il existe une
unique forme multilinéaire alternée f : M™ — A telle que f(ey,...,en) = 1. Si (z1,...,2,) € M™ et si

A 3 — n .. . ..
on écrit x; = > " | z;je; avec x;; € A alors

f((El, e 7xn) = Z E(a)xo‘(l)l To(n)n = Z E(O-)xla(l) “Tpo(n)-

oGSn O'GSn
Définition 2.2. Avec les notations précédentes, f(x1,...,z,) est appelé déterminant de (x1,...,xy,)
par rapport a la base B et on note : f(z1,...,x,) = detg(x1,...,2,).

Définition 2.3. Soit A = (a;j) une matrice n x n a coefficients dans A. Soit M = A" et soit B =
(e1,...,ep) la base canonique de M. On pose aj = Y ;" | a;;je;. On définit le déterminant de A, det(A) =
detg(ay,...,ay).

On peut alors montrer que le déterminant ainsi défini a les mémes propriétés que lorsque A est un corps,
en particulier :

— On a la formule de développement par rapport a une ligne ou une colonne.



— Avec les notations de la proposition, on a I'implication : detg(x1,...,2,) =0 = les x; sont liés.
— Si A est integre alors 'implication inverse est vraie.
— Voici un exemple qui montre que c’est faux si A n’est pas integre.
Soit A = Z/6Z et M = A? muni de la base canonique (e1, e2). Soient x1 = e1 +eg et 29 = €1+ 3es.
On a 3z; — 3z9 = 0 alors que detp(z1,22) = 2 # 0 dans A.

Voyons un résultat utile pour la suite.

Lemme 2.4. Soit M un A-module libre de rang n, muni d’une base B = (ey,...,ey). Soient z1,...,z, €
M et N le module engendré par les x;. Notons d = detg(z1,...,z,). Alors pour tout &k = 1,...,n,
der € N.

7 - 7 . _ n - ) . .
Démonstration. On écrit x; = Y "' | z;je; et on note X la matrice (x;;).

Pour tout i = 1,...,n, le développement par rapport a la ligne ¢ de la matrice X donne
d= Zx” 1) det(X;)

ou X;; est la matrice obtenue a partir de X en lui retirant la ligne 7 et la colonne j.

D’autre part, soit i,k € {1,...,n} avec i # k. Soit X’ la matrice n x n obtenue en gardant toutes
les lignes de X sauf la ligne k dans laquelle on met les coefficients de la ligne i; ainsi les lignes 4
et k de X’ sont égales et toutes les lignes de X' (sauf la ligne d’indice k) sont celles de X. Alors
det(X’) = detp(z1, ..., Tiy .-y Tiy ..., xy) (Pun des z; est en position k) ce qui entraine, du fait que le
déterminant est une forme alternée, det(X’) = 0. Mais si on développe X’ par rapport a sa ligne k, cela

donne :

0 = det(X Z:cj 1)7%F det(Xy,;).
En combinant les deux égalités obtenues, on peut écrire :

Viok=1...,n,  dyd= le 1)7+F det (Xy).

Par conséquent, pour k=1,...,n:

dek = i(szkdez
= ZZ:L‘Z j+kdet(ij)

i=1 j=1
n

= Z(—l)kﬂ det(Xp;)x;

J=1

2.2 Résultant

Soient P,Q € A[T] qu'on écrit : P =ap+a1T+ -+ a,T™ et Q =bg+b.T+---+b,T" avec m,n > 1.

On ne suppose pas nécessairement a,, et b, non nuls.



Définition 2.5. Le résultant de P et @, noté R(P,Q) € A est par définition le déterminant suivant :

Am  Qm—1 ag 0 0
0 Qm Ap—1 ap
: 0
0 0 Ay Am—1 ag
R(P,Q)=1| by, by bo 0 0
0 b, bn—1 e bo 0 0
0 0 by bp_1 -+ -+ b

C’est un déterminant (m + n) x (m + n) avec n lignes formées des coefficients a; et de n — 1 zéros; et

de m lignes formées des b; et de m — 1 zéros.

Remarquons que le produit des éléments de la diagonale est : a;, by

Voici une interprétation du résultant en terme de déterminant.

Proposition 2.6. Soit M = {S € A[T] | deg(S) < m +n — 1}. C’est un A-module libre de type fini
dont une base est B = (T™*"~1 ... T,1). Alors R(P,Q) est le déterminant de la famille

TP T 2P, TP, T.T"'Q,T"%Q,....TQ,Q

par rapport a la base B.

Démonstration. Facile. O

2.2.1 Le théoréeme principal

Proposition 2.7. On garde les notations précédentes avec deg(P) < m et deg(Q) < n. Il existe
F,G € A[T] non tous deux nuls tels que R(P, Q) = FP + GQ avec deg(F') < n et deg(G) < m.

Démonstration. Notons R = R(P, Q). Comme ci-dessus, on consideére le sous- A-module M de A[T] formé
des polynomes de degré < m +n — 1 et muni de la base canonique. On a vu que R est le déterminant
de la famille F formée de TP, ... TP,P, 7™ 'Q,...,TQ,Q. On applique le lemme 2.4 & ¢, = 1 et
on obtient R comme combinaison linéaire des TP et des T7Q ce qui donne R sous la forme annoncée
R = FP + GQ avec deg(F') < n et deg(G) < m. Maintenant si R # 0 alors F' et G ne peuvent pas étre
nuls en méme temps. Et dans le cas ou R = 0 alors la famille F est liée (propriétés du déterminant) ce

qui entraine l’existence de F' et G avec les bons degrés tels que F'P + GQ = 0. ]

Théoréme 2.8. On garde les notations précédentes avec P € A[T] de degré < m et Q € A[T] de degré

< n. Considérons les deux conditions suivantes.

1. Le résultant R := R(P,Q) € A est nul.

2. Il existe F, G € A[T], non tous deux nuls, tels que FP+ GQ = 0 avec deg(F') < n et deg(G) < m.
Alors I'implication (1) = (2) est vraie.
Si A est integre alors (2) = (1) est vraie.

Supposons A integre et soit K son corps des fractions et supposons que a,, et b, sont non nuls, alors les

assertions (1) et (2) sont équivalentes aux deux assertions suivantes.



3. Le pged de P et @ dans K[X] est de degré non nul.

4. Les polynomes P et () ont une racine commune dans une extension convenable de K (par exemple

un corps contenant le corps de décomposition de PQ).

Démonstration. L’implication (1) = (2) découle directement de la proposition précédente. Si on suppose
(2) alors cela signifie que la famille T"~'P, ..., P,T™71Q,...,Q est liée et le déterminant de cette famille
dans la base des T? (avec 0 < i < m +n — 1) est nul car A est integre, i.e. R(P, Q) est nul, d’ou (1).
Supposons (2) vraie et (3) faux. Alors P et () sont premiers entre eux dans K[7T'], mais comme FP =
—GQ, le théoreme de Gauss implique que P divise G mais c¢’est impossible pour des questions de degré.
Ainsi (2) = (3) est vraie. Voyons la réciproque et supposons (3). Soit D le pged de P et @ dans K[T7.
On peut écrire P = DA, Q = DB avec A, B € K[T] et deg(A) < m et deg(B) < n. On a alors BP =
BDA = AQ. Soit e le produit des dénominateurs des coefficients de A et B alors :eB- P+ (—eA)-Q =0
avec eB et —eA dans A[T] avec les bonnes conditions de degrés, d’ou (2).

Pour finir, ’équivalence (3) <= (4) est triviale. O

Remarque 2.9. L’implication (2) = (1) est fausse en général si A n’est pas integre. En effet, soient
P=T+1et Q=T+ 3 dans Z/6Z[T]. Leur résultant est R = 2 # 0 alors que 3P — 3Q = 0.

2.2.2 Le résultant en fonction des racines
Notons I' = Z[ X1, ..., X, Y1, ..., Yo, Un, V.

Théoréme 2.10. Soient P = P(T) =Up(T — X1) - (T — Xn), Q=Q(T) =V,(T - Y1)--- (T - Yn)

dans I'[T]. Dans 'anneau I', on a les égalités suivantes :

RP,Q) = Upvir[ITIxi - v5)

i=1j=1

= Un][Qx)
=1
= ()™ [ PY)).
j=1

La preuve va nécessiter deux lemmes dont voici le premier.

Lemme 2.11. Avec les notation précédentes, R := R(P, Q) (élément de I') est le produit de U}, V" par

un polynome homogene en les variables X;,Y); de degré total mn.

Démonstration. Notons a; (resp. bj) le coefficient du terme de degré i (resp. j) de P (resp. Q) en tant que
polynéme en T. On a donc a,, = Uy, et pour i < m, a; = (—=1)™ Uy, Sp—i (X1, ..., Xon). Ici Sy, désigne
le k-iéme polyndéme symétrique élementaire en les X;. Ainsi S1 = X1+ -+ Xy, ..., S = X1 -+ Xpn).
Le polynome symétrique Sk est homogene de degré k en les X; d’ou a; est homogene de degré m — ¢
pour ¢ < m. De méme, on a b, =V, et b; = (—1)"_jVnSn,j(Y1, ..., Yy) et le coefficient b; est homogene
de degré n — j en les Y; pour j < n.

Notons r;; le terme générique de R. On sait que r;; = a;m4i—; pour @ < n et r;; = b;—; pour i > n. Le

déterminant R est alors donné par :

R = Z €(U)T1,a(1) * Tmdn,o(m4n)-

UESm+n



L’assertion sur les variables U, et V,, est claire car les termes des n premieres lignes (resp. des m

dernieres) sont tous produits de Uy, (resp. de V},) par un polynéme en les X;, Y.

Déterminons le degré total en les X;,Y; d'un terme (non nul) de la somme ci-dessus. Pour i < n,

deg (7 o(s)) = deg(amii—o(i)) = 0(i) —1, et pour i > n, deg(r; ,(;)) = deg(bi_q(;)) = n+o(i) —i. Le degré
m+n m+n

d’un terme est alors mn + > " o(i) —i mais > ;" " o(i) —i = 0 car o est une permutation donc il

reste mn. O
Voici le deuxiéme lemme.

Lemme 2.12. Soit R € Z[T},...,T,]. On suppose que R devient nul dans Z[T7, ... ,ﬁ, ..., Ty] quand
on fait T; := T} (le chapeau sur T; signifie que la variable T} est omise). Alors T; — T} divise R.

Démonstration. On fait la division euclidienne de R par T; — T} relativement a la variable T; :
R= (T, —T)S(T) + S'(T1,...,T;,..., T,).

Quand on fait T; := T}, on obtient que S’ (qui n’a pas de T;) devient nul et donc était nul avant la

substitution. ]
On peut maintenant démontrer le théoreme.

Démonstration du théoréme. Fixons i € {1,...,m} et j € {1,...,n}, soit I' Panneau I dans lequel on
a enlevé la variable Y;. On considére le morphisme d’anneau @ : I' — IV qui & Y; associe X; et on note
P et Q les images respectives de P et @ dans I''. Comme P et @ ont une racine commune (la racine
X; =Y;) dans I, leur résultant R = ®(R) est nul. Par le lemme précédent, X; — Y; divise R et ce pour
tout 7, j. Dans 'anneau factoriel I', les X; — Y sont irréductibles (car de degré 1) et ils sont distincts.
Comme ils divisent tous R, leur produit le divise aussi. On a vu aussi dans le premier lemme que U]’ et
V" divisent R. Par conséquent le polynome S := Up V" [[[Z, [T5_, (X; — ;) divise R. Comme R et S
sont homogenes de mémes degrés en les Uy, V, et X;,Y; on a R = \S avec A € Z.

Pour déterminer A, on fait (Xi,...,X,,) = 0 dans R. On obtient un déterminant égal a U,by" =
Up Vot (=1)™" [T, Y. Mais ce terme est le terme obtenu dans S quand on fait (Xi,...,X;,) =0 ce
qui entraine A =1, i.e. R = 5. On a donc la premiere égalité du théoreme. Les deux autres égalités sont

évidentes. 0

Corollaire 2.13. On reprend les notations initiales P, Q € A[T]. On suppose A integre et on note K son

corps des fractions. Soit /K une extension dans laquelle le produit PQ est scindé. On note x1, ..., 2y,
et y1,...,Yyn les racines de P et @) dans L (comptées avec leur multiplicité). On a les égalités suivantes
dans L.
m n
R(P,Q) = apbin [T —v)
i=1j=1
m
= ap, H Q(w;)
i=1
n
= (=)™ ] Pl
j=1
Démonstration. S’obtient du théoréme en spécialisant les variables. ]
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2.3 Discriminant

Soit P € k[X] un polynéme de degré n non nul. Soit L/k une extension dans lequel P est scindé. On

note x1,...,x, les racines de P dans IL comptés avec leur multiplicité.
Définition 2.14. On pose § = H (z; — x;) et A = §2. Le nombre A (ou A(P)) est appelé le
1<i<j<n

discriminant de P.

Remarque 2.15. On a I'égalité

A = (_1)n(n71)/2 ]‘_[(33Z — xj).
i#]
A priori, A est dans IL mais on verra que c¢’est un élément de k.

b’ —4
Exemple 2.16. Le discriminant de P = aX? +bX +cest A = 72616

a
racines (éventuellement confondues). Alors A = (21 — 22)? = (z1 + 22)? — 4x120 = (—b/a)? — 4c/a =
b2—4ac

a2

. En effet, si on note z1, xo ses

2.3.1 Cacul du discriminant
On garde les notations ambiantes et on suppose de plus que P est unitaire :
P=X"4a, 1 X" "+ +a1 X + ao.

On suppose que la caractéristique de k ne divise pas n.
On note P’ le polynéme dérivé de P et on note y,...,y,—1 ses racines dans une extension ou P et P’

se décomposent. On a donc
n—1
P =nX""14 (n— l)an_lX”_2 +-ca1=n H(X — Yj)-
j=1
Proposition 2.17. On a les formules suivantes pour le discriminant A de P.
n
A = (_1)n(n—1)/2 HP/(:L‘?;)v
i=1

— (=102 T - ),
0,

n—1

= (e ] Py,

j=1
— (_1)n(n—1)/2R(P’ P/).

n
Démonstration. On dérive P écrit sous la forme P = H(X — ;)
i=1
n —_—
Pr=>(X—z) (X —2) (X — )
i=1
ot le chapeau signifie qu’on omet le terme correspondant. On obtient alors P'(z;) = H (x; — xj) ce
JI#
n
qui donne H Pl(z;) = H (x; — ;) et la premiere égalité provient de la remarque faite au paragraphe

i=1 i,j i
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précédent.
n—1

D’autre part, on a : P'(z;) =n H(:L‘l —y;) d’'ott
j=1

[17@)=n" (@i - )

i=1 i,

d’otu la deuxieme égalité.
n

n—1
On a aussi P(y;) = H(y] — ;) d’ou H P(y;) = H(y] —x;) = 1_[(93Z —y;) (car n(n — 1) changements
i=1 j=1 ij i\
de signe) ce qui donne la troisieme égalité.

Pour finir la derniére égalité provient du paragraphe 4.2.2. O

C’est la derniere égalité de cette proposition qui nous dit que le discriminant est bien dans le corps k

de départ.

Exercice 2.18. Le discriminant de P = X3 + pX + g est A = —4p® — 27¢°.
Celui de P = X™ + pX + q est A = (=1)""=D/2(prgn=1 4 (1 — p)»~1pn).

3 Théorie de Galois

3.1 Plongements

On sait qu'un morphisme de corps est nécessairement injectif, on emploiera la terminologie : plongement.
De plus si K et K’ sont deux extensions d’un corps k, on parlera de k-plongement pour signifier un
morphisme (injectif) ¢ : K — K’ tel que p(z) = x pour tout x € k.

Dans ce paragraphe, on va fixer un corps k et un corps algébriquement clos {2 contenant k et quand
on parlera d’extension L de k, ce sera un corps tel que k C I C Q (ce n’est pas restrictif car on peut

toujours trouver un corps algébriquement clos € contenant L).

Lemme 3.1. Soient k C I C Q. Soit N un entier et o1,...,0y des k-plongements de I dans €2 deux a

deux distincts. Alors ils sont indépendants sur €.

Démonstration. On procede par I’absurde et on suppose la famille liée. Quitte a renuméroter les o; on

peut supposer qu’il existe r < N tel que

.
Or+1 = § Ai0i
i—1

avec \; € € déterminés de facon unique. Fixons y € L non nul. Alors pour tout x € L on a applique

Iégalité a yx :

im1 or1(y
Par unicité des A; on a donc pour tout ¢t =1,...,7:
A oi(y) -\
e
or4+1(y)

Comme 'un des A; est non nul, cela implique que pour un tel i on ait o;(y) = o,+1(y). Mais y est

quelconque (non nul) dans L donc o; = 0,41 ce qui contredit les hypothese. ]
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Proposition 3.2. Soient k C L C 2 trois corps avec [L : k| = n fini. Alors il y a au plus n k-plongements
de L vers €.

Démonstration. Notons V ’espace vectoriel sur §2 des applications k-linéaires de L vers €2. Soit a1, ..., a,
une k-base de L et soit ¢ : V' — Q" définie par ¢(u) = (u(aq),...,u(a,)). On a facilement : ¢ est linéaire
et injective et surjective. Donc V est de dimension n sur €.

Maintenant soit N k-plongements de L vers 2 deux a deux distincts alors (par le lemme) cela donne N

éléments linéairement indépendants de V' ce qui entraine N < n. 0

Corollaire 3.3. Soit k C L € Q avec [L : k] = n fini. Soit ¢ : k — 2 un plongement. Alors il y a au

plus n k-plongements de L vers €2 qui prolongent o.

Démonstration. On a une injection L. — k (dans la cloture algébrique de k car L/k est algébrique). En
utilisant le théoreme 1.19, o se prolonge en un morphisme 7 de k vers Q. On a donc 7(k) C 7(L) C Q avec
[7(L) : 7(k)] = n. On applique la proposition précédente pour dire qu’il y a au plus n 7(k)-plongements
de 7(LL) vers ©. Or on a une bijection entre les 7(k)-plongements de 7(L) vers Q et ’ensemble des

plongements de L vers §2 qui prolonge o d’ou le résultat voulu. ]

Soit P € k[X] un polynoéme irréductible. Soit o € € une racine de P. Pour un plongement o : k — €,

on note o*(P) € Q[X] le polynéme obtenu en appliquant o aux coefficients de P.

Proposition 3.4. Soit o : k — Q un plongement. Alors le nombre de plongements de k(a) dans €2 qui

prolongent o sur k est égal au nombres de racines distinctes de P dans Q (ou de o*(P)).

Démonstration. Soit n le nombre de racines distinctes de o*(P) dans 2. Soit § une racine de ¢*(P). On

définit 7 : k(o) — Q par
T(Z apa®) = Z o(ar)B".

Cela définit un morphisme de corps tel que 7 est égal a o sur k et ce pour chaque 5. On obtient donc
n plongements de k(«) dans Q égaux a o sur k. De plus, un plongement de k(«) dans Q qui prolonge
o envoie a sur une racine de o*(P).

Par conséquent, n est exactement le nombre de plongements de k() dans Q qui prolongent o.

Mais n est aussi le nombre de racines distinctes de P dans Q. En effet, soit L = k(aq,...,as) le corps
de décomposition de P dans . On peut! prolonger ¢ en ¢ : L — Q et on a o*(P) = ¢*(P). Si on
éerit P = [[i_, (X — a;)% alors ¢*(P) = [[i_;(X — ¢(y))% ce qui donne le méme nombre de racines
distinctes. O

Remarque 3.5. On voit donc que le nombre de tels plongements est égal au nombres de racines du
polynome de départ et c’est égal a son degré s’il n’y a pas de racines multiples d’ou la notion de

séparabilité qui va suivre.
3.2 Extensions séparables
Dans ce paragraphe, €2 désigne toujours un corps algébriquement clos contenant k.

Définition 3.6. Soit P € k[X] un polynéme de degré n. On dit que P est séparable sur k s’il possede

n racines distinctes dans €2 ; et inséparable dans le cas contraire.

1. En effet, 0 : k — Q se prolonge en une application k — © (cf. Théo. de 3.4) donc par restriction en ¢.
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Exemple 3.7. 1. Le polynome X3 — 2 € Q[X] est séparable sur Q.

2. Soit p un nombre premier. Soit X une indéterminée. Soit L = F,(X) le corps des fractions de
[F,[X] et soit Q un corps algébriquement clos contenant L. Soit k = F,,(XP?). C’est un sous-corps
de L.

Considérons le polynéme P = Y? — XP € k[Y].

Dans L[Y], donc dans Q[Y], on a : P = (Y — X)P. Ainsi P n’est pas séparable sur k.
Remarquons aussi que P est irréductible dans k[Y]. En effet si on avait P = QR alors en regardant
cette égalité dans L[X], on aurait ) et R qui seraient des puissances de Y — X. Par conséquent,

le terme constant de @ serait de la forme (—1)" X" avec n < p et ne serait donc pas dans k.

Proposition 3.8. Soit P € k[X]. Alors P est séparable si et s. si P et P’ sont premiers entre eux (i.e.

son discriminant est non nul).

Démonstration. Soit n le degré de P. Si P a n racines distinctes «; dans €2 alors on voit facilement que
P’ ne s’annule en aucun «;. Réciproquement si P n’est pas séparable alors on peut écrire P = (X —a)*Q
dans Q[X]. En dérivant, on constate que a est racine de P’, d’oit P et P’ ne sont pas premiers entre

eux. O
Corollaire 3.9. Un polynome irréductible P € k[X] est séparable sur k si et s. si P/ n’est pas nul.

Démonstration. Supposons P inséparable. Alors P et P’ ont une racine commune « € Q. Puisque P est
irréductible, c’est le polynéme minimal de a. D’ou P divise P’. Pour des questions de degré, ce n’est
possible que si P’ est nul. Réciproquement, si P’ est nul alors P et P’ ne sont pas premiers entre eux (1

n’est pas dans l'idéal engendré par P et P'). O
Corollaire 3.10. Si k est de caractéristique 0 alors tout polynéme irréductible est séparable.
Démonstration. En effet, P’ = 0 équivaut au fait que P est constant. O

L’exemple 2 ci-dessus montre que c¢’est faux en caractéristique p ol on avait un polyndéme irréductible

inséparable.

Corollaire 3.11. Supposons k de caractéristique p. Soit P € k[X] irréductible. Alors P est inséparable
si et s. si il existe @ € k[X] tel que P(X) = Q(XP).

Démonstration. en exercice. O

Définition 3.12. Soit @ € ) un élément algébrique sur k. On dit que « est séparable sur k s’il est
racine d’un polynome séparable sur k. (On peut noter que c’est équivalent a dire que pu, est séparable.)

Une extension (algébrique) L de k est dite séparable si tous les éléments de IL sont séparables sur k.

Proposition 3.13. Soit L. une extension de K et K une extension de k. Si L est séparable sur k alors

LL est séparable sur K et K l'est sur k

Démonstration. Soit a € L. Le polynome p, x divise pq k et ce dernier est séparable donc le premier

aussi. De plus 'inclusion K C L implique que K est séparable sur k. O

Définition 3.14. Un corps k est dit parfait si toutes ses extensions algébriques sont séparables.

14



Ceci équivaut a dire que tout polynoéme P € k[X] irréductible est séparable.

On a déja vu (par un corollaire ci-dessus) que si k est de caractéristique nulle alors k est parfait.

Lemme 3.15. Soit k un corps de caractéristique non nulle p. Alors k est parfait si et s. si k = kP (i.e.

tout élément de k posséde une racine p-ieme dans k).

Démonstration. Supposons k = kP. Soit P € k[X] irréductible. Si P n’est pas séparable alors il existe
Q= ¢X" € k[X] tel que P(X) = Q(XP). Par hypothese, il existe existe a; € k tels que a} = ¢; ce
qui entraine P =Y, a? X? = (3. a;X;)? ce qui contredit le fait pour P d’étre irréductible.

Réciproquement supposons k # kP. Soit alors a € k qui ne soit pas dans kP. Soit alors P = XP — q. 1l
posséde une unique racine o dans k et dans k[X], on a P = (X — a)P. Le polynéme P est irréductible
dans k[X]. En effet, sinon soit () € k[X] un diviseur irréductible de P, deg(Q) > 2 (sinon Q = X — a).
Le polynome () n’est pas séparable (a est au moins racine double) et donc on peut écrire Q(X) = R(XP)

mais alors deg(Q) > p ce qui est absurbe. On a donc P € k[X] irréductible et non séparable. O
Corollaire 3.16. Tout corps fini est parfait.

Démonstration. Soit k un corps fini de caractéristique p. L’application v : k — k, x — 2P est morphisme
de corps. il est donc injectif. L’ensemble k étant de cardinal fini, v est bijectif ce qui signifie k = kP et

on utilise le lemme. O

On a vu dans I'exemple du début que F,(X) n’est pas un corps parfait.

3.2.1 Le théoréme principal

Théoréeme 3.17. Soit L une extension finie sur k de degré n. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. L’extension L est séparable sur k.
2. L’extension L est engendrée sur k par des éléments séparables.
3. 1l existe exactement n k-plongements de I dans 2.
4. Tl existe o € L, élément séparable, tel que L = k().

L’implication (1) = (4) est ce qu’on appelle habituellement le théoréme de 1’élément primitif.

La preuve du théoréeme nécessitera le lemme suivant.

Lemme 3.18. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie d sur un corps k infini. Soit V1,...,V,, une

famille de sous-espaces vectoriels de V' tous distincts de V. Alors la réunion des V; est distincte de V.

Démonstration. Pour tout ¢ = 1,...,m il existe une forme linéaire non nulle f; qui s’annulle sur V;
(i.e. V; C ker(f;)). Considérons alors la fonction (polynomiale dans des coordonnées) suivante : F(x) =
[T, fi(x). Alors la réunion des V; est incluse dans F~1(0). Pour montrer le lemme, il suffit donc de
montrer que F' n’est pas nulle sur V. Par 'absurde, supposons F' nulle. Le corps k étant infini, cela
entraine que le polynéme Pr € k[X7, ..., X4] correspondant est nul. Par intégrité de k[ X7, ..., X4 cela

implique que I'un des polynémes Py, est nul ce qui entraine qu’une des fonctions f; est nulle. Absurde. [

Nous pouvons maintenant donner une :
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Démonstration du théoréme. L’implication (1) = (2) est triviale car tout élément de L est supposé

séparable.

Montrons (2) = (3). Soit {a1,...,a,} une base de L sur k constituée d’éléments séparables. On a
donc L = k(ayq,...,a,). Considérons, pour chaque i = 0,...,n, le corps L; = k(aq,...,q;); avec la
convention Ly = k. Pour i = 1,...,n, L; = L;_1(«;). L’élément «; est séparable sur L;_; (voir prop.

plus haut) de sorte que le polynéme minimal de «; sur L;_; est de degré [L; : L;_1]. Par suite, tout
plongement de L;_; dans € se prolonge de [L; : L;_1] fagcons a L; (voir derniére prop. de 5.1). Par

conséquent, il y a
n

[JLi:Liy]=[L:K=n
i=1

plongements de I dans €2 qui prolongent ’application identité K — €.

Montrons (3) = (4). Considérons les n k-plongements de L. dans Q : o1,...,0,. Supposons qu’il existe
a € L tel que les o;(a) soient distincts deux a deux. Alors on a (au moins) n k-plongements de k(«)
dans € ce qui entraine que le polynéme minimal de « sur k est de degré au moins n (voir derniére prop.
de 5.1). Mais alors [k(«) : k] > n. Mais comme [L : k| = n et k(a) C L, cela impose L = k(«).

Il nous reste donc a montrer qu’il existe un tel élément a. On a deux cas.

Cas ou k est fini. Dans ce cas, L est un corps fini et le groupe multiplicatif L* est cyclique (admis pour
le moment). On prend « un générateur de ce groupe. De plus « est séparable (voir dernier Cor. de 5.2).
Cas ou k est infini. Pour tous i # j dans {1,...,n}, considérons I’ensemble H; ; = {x € L | 04(z) =
oj(x)}. Ce sont des sous-k-espaces vectoriels de L. Comme o; # o, H; j # L. Par le lemme précédent,
la réunion |J H; ; n’est pas égale a L. On choisit alors o dans L\ |J H; j. De plus o est séparable car
son polynéme minimal (qui est de degré n) a n racines distinctes dans 2 (par la derniére prop. de 5.1).
Il reste (4) = (1). Par hypothese on a L. = k(«) avec a € L séparable. Il y a n k-plongements distincts de
L dans ©; ici n = [L : k()] est le degré du polynéme . Soit maintenant 5 € L. Notons m = [k(f) : K]
et r le nombre de k-plongements k() dans €2; on a donc » < m. Un tel plongement se prolonge & son
tour d’au plus [L : k()] fagons (cf. Cor. de 5.1). Si on avait < m alors le nombre de k-plongements de
L dans § serait < n ce qui est faux. Ainsi r = m, i.e. (par la derniére prop. de 5.1) le degré de pg (qui
est égal & m) est égal au nombre de ses racines distinctes ce qui entraine que [ est racine d’un polynéme
séparable d’ou (1). O

3.3 Extension normale et extension galoisienne

Dans ce paragraphe €2 désigne une cléture algébrique de k.

Définition 3.19. Soit L une extension (algébrique) de k contenue dans €.
— On dit que L est une extension normale de k si pour tout k-plongement o de I dans €, on a
o(L) =L.

— On dit que L est une extension galoisienne de k si L est normale et séparable.

Définition 3.20. Soit L une extension de k contenue dans 2. On appelle groupe de Galois de IL sur k,
et on le note Gal(IL/k), le groupe des automorphismes de L. qui laissent fixes les éléments de k.

C’est un sous-groupe du groupe des automorphismes de L.

Exercice 3.21. — Gal(C/R) est d’ordre 2 (son élément non trivial est la conjugaison complexe).
— Gal(R/Q) = Aut(R) = {Idr}.
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Proposition 3.22. Soit I une extension finie de k contenue dans 2. On a toujours

Gal(L/k)| < [L : k.

|Gal(L/k)| = [L : k] <= L est une extension galoisienne sur k.

Démonstration. L’inégalité découle directement de la prop. 1 de 5.1. Montrons 1’équivalence. Posons
n = [L : k]. Supposons L galoisienne sur k. Le groupe Gal(L/k) est inclus dans lensemble des k-
plongements de IL dans €2, mais les L étant normale, cette inclusion est une égalité. Comme L est
séparable, le théoréme précédent implique qu’il y a exactement n tels plongements donc Gal(IL/k) est
d’ordre n.

Réciproquement, supposons que Gal(L/k) est d’ordre n. On sait qu’il y a au plus n k-plongements de
L dans €2 donc il y en a exactement n ce qui entraine que L. est séparable sur k d’une part et d’autre

part ces plongements fixent k et donc I est normale. ]

Proposition 3.23 (Critere de normalité). Soit L une extension finie de k contenue dans €. Alors LL est
normale si et s. si tout polynéme irréductible de k[X] ayant une racine dans L a toutes ses racines dans
L.

Démonstration. Supposons L normale. Soit P € k[X] un polynome irréductible et soit « € L une racine
de P. Soit 8 une racine quelconque de P dans Q. Soit 7 un k-plongement de k(«) dans Q. On peut
prolonger 7 en un morphisme @ — € (voir derniére prop. de 3.4) puis en un plongement o de L dans
Q. Puisque L est normale, on a (L) = LL ce qui entraine § = 7(a) = o(«) € L.

Réciproquement soit o : L — Q un k-plongement. Soit o € L. Notons P € k[X] le polynéme minimal
de a sur k. Notons 5 = o(«). On a alors P(f) = o(P(«)) = 0. P est irréductible et a une racine dans L
donc 3 est aussi dans L ce qui montre o(LL) C L mais comme L et o(L) sont deux k-espaces vectoriels

de méme dimension finie, on a o(L) = L. O
On peut voir la séparabilité et la normalité sous ’angle suivant :

Proposition 3.24. Soit IL une extension finie de k.
1. L’extension LL/k est séparable si et s. si pour tout o € L, p,, est & racines simples dans Q[X].
2. L’extension L/k est normale si et s. si pour tout o € L, p, est scindé dans L[X].
3. L’extension L/k est galoisienne si et s. si pour tout o € L, pu, est scindé a racines simples dans

L[X].

Démonstration. Le (1) a déja été évoqué. Le (2) est une conséquence assez directe de la prop. précédente
et le (3) n’est rien d’autre que (1) et (2). O
Lemme 3.25. On rappelle que = k désigne une cloture algébrique de k.

1. Soient «, 8 € ). Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Il existe un k-isomorphisme de corps o : Q — Q (i.e. tel que o est égal a I'identité sur k) tel
que o(a) = f.

(b) Les polynémes minimaux fi, et pg sont égaux.
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2. De plus, si on note Auty(£2) le groupe des k-automorphismes du corps € alors pour tout « € €,
{o(a) | o € Aut(2)} = pg ' ({0}).

Démonstration. Montrons (a) = (b). Supposons qu’on ait un k-morphisme o : Q — Q tel que o(a) = S.
Si on note g, = > a; X" alors on aura : i (8) = Y. a;8° = 0(> a;a’) = o(pa(a)) = o(0) = 0 donc
8| tta- Ces polynomes sont irréductibles et unitaires donc égaux, d’ou (b).

Réciproquement supposons que i, = pg. Alors on obtient un k-isomorphisme de corps kla] ~ k[f]
(exercice) qui envoie « sur 3. Cet isomorphisme se prolonge en un k-morphisme k[o] — 2 (par inclusion)
puis en utilisant le 2éme théoréme de 3.4, on peut prolonger ce morphisme en un o : 2 — € ce qui
donne (a).

Montrons 'inclusion C dans (2). Soit donc 5 = o(a) avec a € Q et o € Auty(Q2). D’apres le point (b),
pa = pg annule 3 d’ot I'inclusion voulue. Réciproquement, soit 5 une racine de po alors pq|pg et par
suite po = pg donc, par (a) il existe o € Auty(Q2) tel que o(o) = 8 ce qui donne I'appartenance de 3 a

I’ensemble de gauche. O
Définition 3.26. Deux éléments «, 5 € Q tels que po = pg € k[X] sont dit conjugués sur k.
Exemple : v/2 et —/2 sont conjugués sur Q et leur polyndéme minimal est X2 — 2.

Proposition 3.27. Soit L. une extension finie de k contenue dans . Les assertions suivantes sont

équivalentes :
1. L’extension IL est galoisienne sur k.

2. L est le corps de décomposition d’un polynoéme séparable de k[ X].

Démonstration. Supposons (1). Alors par le théoreme de 5.2.1, il existe a € L séparable tel que L = k(«).
Soit P le polynéme minimal de « alors P divise un polynome séparable, il est donc séparable. De plus,
par la prop. précédente, toutes les racines de P sont dans L, i.e. P est scindé dans L[X]. Si on note
a1 = a,qa,...,q, les racines de P dans L, et si on note K = k(ayq,...,a,) le corps de décomposition
de P alors on a L = k(a) = K. D’ou (2).

Supposons (2). Par hypothese L = k(ay, ..., a,) avec P € k[X] séparable de racines les «;. L’extension
L est donc séparable. Soit o : L — Q un k-plongement. Alors P(o(«a;)) = o(P(a;)) = 0 donc o(«;)
est un des a; ce qui entraine o(IL) C L. Comme ci-dessus, étant en dimension finie sur k, cela entraine
o(L) =L et donc L est normale, d’ou (1). O

Voici résumé dans ce théoreme une partie de ce qu’on a dit ici auquel on ajoute d’autres résultats.

Théoréme 3.28. Soit L une extension finie de k contenue dans (). Les assertions suivantes sont équi-

valentes.
1. L’extension L/k est galoisienne.
2. Le corps L est le corps de décomposition d’un certain polynéme séparable de k[X].
3. |Gal(L/k)| = [L: k].

4. Pourtout a €L,onape = [[ (X —pB) ol Gal(L/k) - = {o(a) | o € Gal(L/k)}.
BeGal(L/k)-a
5. {a € L | Vo € Gal(L/k),0(a) = a} = k.
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Démonstration. Les équivalences (1) <= (2) <= (3) ont été démontrées.
Montrons (1) = (5). Soit a € L tel que pour tout ¢ € Gal(L/k), o(a) = . Supposons par ’absurde
a ¢ k. Soit P le polynome minimal de a. On sait que P est séparable. Comme « ¢ k, cela entraine
I'existence d’au moins une autre racine § de P. Il existe alors o € Gal(L/k) tel que o(a) = 8 (on peut
utiliser le point (2) du lemme précédent pour un tel o) ce qui est absurde.
Montrons (5) = (4). Soit a € L et posons @ = [[scqai(r/k)o(X — B). Le lemme ci-dessus nous dit que
chaque 8 € Gal(L/k) - « est une racine de p, donc @ divise p,. Puisque p, est irréductible, il suffit
de montrer que @ € k[X] pour avoir ) = p,. Comme souvent, on étend l'action de Gal(L/k) a k[X]
et 'hypotheése (5) nous dit alors qu'un polynéome de L[X] est dans k[X] si et s. si il est laissé fixe par
Gal(IL/k). Voyons que c’est bien le cas du polynome @ : soit o € Gal(L/k),

c@= I &-en= ]I &-m= ]I &-v=¢

BeGal(L/k)-o ~E(oGal(L/k))-a ~EGal(L/k) -

Ainsi @ € k[X] et par suite Q = pq.
Montrons (4) = (1). Soit @ € L. Par hypothese, 1, est a racines simples dans Q[X]. De plus, ses racines
sont dans IL car pour tout o € Gal(IL/k), o(«) € L. Ainsi p, est scindé & racines simples dans L. ce qui
entraine (1). O

3.4 Groupe de Galois d’un polynéme

Dans ce paragraphe, on suppose que toutes les extensions algébriques de k sont séparables (i.e. tout poly-
nome irréductible est séparable ou encore k est parfait). On sait que c’est le cas si k est de caractéristique
0 ou bien si k est fini.

() désigne toujours une cloture algébrique de k.

Définition 3.29. Soit P € k[X]. Soit L son corps de décomposition dans Q2. On appelle groupe de
Galois de P, noté Gal(P), le groupe de Galois Gal(L/k).

Proposition 3.30. Soit P € k[X]. Soit n le nombre de racines distinctes de P. On les numérote :
ai,...,0p. Alors pour tout o € Gal(f), o induit une bijection sur I’ensemble des «; et donc une
bijection s, de {1,...,n}.

L’application Gal(f) — Sy, 0 — s, est un morphisme injectif de groupe.

Démonstration. Soit o € Gal(f). Notons A I'ensemble des racines de P. On a 0 = o(P(«;)) = P(o())
donc o(o;) est une racine de P. On a donc une application A — A induite par 0. Mais o est injective
et A est fini donc cette application est bijective. On a donc une permutation s, € S, donnée par
o) = ag, ()

Soient 0,0" € Gal(f). Alors pour a; € A, ;) = 0'(0()) = ' (ag, 1)) = s, (s, (i)) 40U So7 0 55 =
So’os €t on a bien un morphisme de groupes. De plus si s, est 'identité alors pour tout «;, on aura
o(a;) = a; pour tout ¢ ce qui entraine o(«) = « pour tout a € L = k(ay,...,a,) d’ou Uinjectivité de

o+ Sg. ]

Remarque 3.31. Sion change la numérotation alors Gal(f) est transformé en un sous-groupe conjugué
de S,,.

En effet, un changement de numérotation correspond a faire agir un élément 7 € S,,, a faire agir Gal(f)
puis a faire agir 77! pour revenir & la numérotation initiale.

Les détails sont laissés en exercice.
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Exercice 3.32. Le polynéme P € k[X] est irréductible si et s. si Gal(P) permute transitivement les

racines de P.

Proposition 3.33. Soit P € k[X]| un polynéme séparable dont on note ay, ..., a, € 2 les racines. On

note 6 = H (i — a5). On rappelle que le discriminant de P est A = 52
1<i<j<n

1. Pour o € Gal(P), 0(0) = ¢(0)d et o(A) = A.

2. On a les équivalences :
Sek* «—= Ac (k) < Gal(P)C A,.

L’expression A € (k*)? signifie que A est le carré d'un élément non nul de k et rappelons que A, est le

groupe alterné (sous-groupe de S,, obtenu comme noyau de ¢ : S,, — {—1,1}).

Démonstration. Une fois la numérotation fixée, on identifie 0 € Gal(P) et s, € S,, et on alors

o(8) = [ [(oti) = aoiy) = [ [ sien(o (i) — o () (i — aj) = e(0)s.
i<j i<j

De cette égalité découle o(A) = (0(8))? = 62 = A (sinon on dit simplement que A € k, ce qui a été vu
dans le chapitre résultant/discriminant).

Si § € k* alors A est un carré dans k (trivial). Réciproquement si A = A\? avec A € k* alors 0 = 62— \? =
(0 —A)(0 4+ A) ce qui entraine que § € k*.

Si Gal(P) C A,, alors pour tout o € Gal(P), on a ¢(d) = ¢ donc par le point 5 du théoreme de 5.3, cela
signifie que 0 € k et donc ¢ € k* puisque les racines sont simples. Réciproquement si § € k* alors pour
tout o € Gal(P), 6 = o(d) = (0)d ce qui signifie o € A,,. O

Lemme 3.34. Soit P € k[X] séparable. On suppose P irréductible de degré p premier. Alors Gal(P)

vu comme sous-groupe de .S, contient un p-cycle.

Démonstration. Le corps de rupture K = k[X]/(P) est de degré égal au degré de P, i.e. [K: k] = p. Si
on note L le corps de décomposition de P alors [L : k] = [L : K] x p. Le point 2 du théoréme de 5.3
nous assure que L /k est galoisienne et donc l'ordre du groupe Gal(P) est égal a [L : k] ce qui entraine
que p divise cet ordre. Par le théoréeme de Cauchy sur les groupes, Gal(P) contient un élément d’ordre

p. Mais un élément d’ordre p dans S}, est un p-cycle d’ou la conclusion. O

Lemme 3.35. Soient 7 € S,, une transposition et o € S, un n-cycle. Alors {7,0} engendre S,.

Démonstration. Rappelons que si a = (ajas...ax) est un k-cycle et si § € S,, est une permutation
quelconque alors le conjugué Bef~! est le cycle (B(a1) ... Blag)).

Soit 7 = (i 7). Quitte a remplacer o par une de ses puissances, on peut supposer que o (i) = j.

Pour s =0,...,n— 1, 0°t0~% = (¢°(i)c*(j)) = (o°(i), o*T1(4)).

Soient 7 > s 4+ 1. On a alors la conjugaison suivante :
(0" @)a" (@) -+~ (o (1) a2 (1)) - (0°()o* T (0)) - (0°TH(@)o*F2(0)) - -~ (0" (§)o" (§)) = (0" (§)o*(4))-

Pour voir que cette égalité est vraie, on pense au rappel ci-dessus qui nous dit que cette conjugaison est
bien un 2-cycle et on voit que I'image de " (i) est 0°(7) ce qui donne la transposition voulue.
Par conséquent, on voit que toute transposition de S,, est dans le sous-groupe (7, 0) ce qui montre que

ce dernier est S,,. O
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Exemple 3.36. Le groupe de Galois de P = X° — 10X +5 € Q[X] est Ss.

Démonstration. Par le critere d’Eiseinstein, on peut montrer que P est irréductible dans Q[X]. Comme
on est en caractéristique nulle, cela entraine que P est séparable. Le groupe de Galois Gal(P) contient
donc un 5-cycle.

Son polynéme dérivé P’ = 5(X*—2) permet une étude des variations de P et montre que P a exactement
trois racines réelles et donc deux racines complexes (non réelles) conjuguées.

La conjugaison dans C, restreinte a Gal(P) est une transposition dans Ss. Ainsi, Gal(P) contient un

5-cycle et une transposition, c¢’est donc S5 tout entier par le lemme précédent. O

Remarque 3.37. On verra plus loin que ce polyome n’est pas résoluble par radicaux, i.e. qu'on ne
peut pas obtenir ses racines a partir d’éléments de QQ en faisant opérer ’addition, la soustraction, la

multiplication, la division et I’extraction de racine n-iéme un nombre fini de fois.
Voici un autre outil qui peut aider a déterminer le groupe de Galois d’un polynéme de Q[X].

Proposition 3.38 (Réduction modulo p). Soit p un nombre premier. Soit P un polyndéme unitaire
séparable de degré n dans Z[X]. Notons P € Z/pZ[X] le polynoéme obtenu en réduisant modulo p les
coefficients de P. On suppose P séparable.

t

Soit P = HH la décomposition de P en polynomes irréductibles dans Z/pZ[X].
i=1

Pour i = 1,...,t, notons n; le degré de P;.

Alors Gal(P), vu comme sous-groupe de Sy, contient un élément du type Hﬁzl o; ol les o; sont des

cycles & supports disjoints avec |o;| = n;.

Démonstration. Admis (car on ne l'utilisera pas directement dans ce cours). O
3.5 Quelques extensions galoisiennes particulieres

3.5.1 Rappels sur les corps et les groupes finis

Les résultats énoncés ici ont probablement été vus au semestre précédent. Dans le soucis d’étre complet,

nous décidons de revoir quelques résultats dont certains utiles pour la suite.

Définition 3.39. Etant donné un corps k, on appelle sous-corps premier de k I'intersection de tous les
sous-corps de k (c’est le plus petit sous-corps de k).
Proposition 3.40. Pour un corps k, on a deux cas :

1. Si car(k) = 0 alors k contient Z et donc contient Q qui est donc le sous-corps premier de k.

2. Si car(k) = p > 0 alors k contient F,, qui est le sous-corps premier de k.

Proposition 3.41. Soit A un anneau (commutatif) de caractéristique p. Alors 'application Fq : A —

A, a+ aP est un endomorphisme de Fj-algébres. On I'appelle endomorphisme de Frobenius de A.

Démonstration. Soient a,b € A. On a clairement (ab)? = aPb? et (a +b)F = Y 7_, (l;) aP=Fbk = aP 4 bP
(car les autres termes disparaissent modulo p); enfin pour a € F),, Fa(a) = a par le petit théoreme de
Fermat. 0

Remarque 3.42. Si ¢ : A — B est un morphisme entre deux anneaux de caractéristique p alors

poFy=Fpoop.
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Si k est un corps de caractéristique p, on note
k' = {z ek ; Fy(z) ==z}
I’ensemble des points fixes de Fy.

Lemme 3.43. L’ensemble k! est un sous-corps de k et on a : k' = Fp.

Démonstration. On montre uniquement l'inclusion non triviale. Soit donc = € k. Alors z est racine de
XP— X, ie X —z|XP - X.
D’autre part pour tout a € Fp, a” = a donc X — a divise X? — X ; ce qui entraine [] (X —a)

divise XP — X et lui est donc égal ( car polynémes unitaires de méme degré). Par unicité des facteurs

a€ly

irréductibles X — x est I'un des X — a avec a € [F, d’ou z € F,,. O

Pour r € N*, ’ensemble
kK" ={z ek ; (F)(z) =z}

des points fixes de Fy o --- o Fy, (r fois) est un sous-corps de k.

Proposition 3.44.
— Notons K une cloture algébrique de F,. Alors le corps K" est le corps de décomposition du
polynéme X?" — X sur Fp.
— Toute extension finie k de FF,,, de degré d = [k : F,], est un corps de décomposition de xr - x

sur .

Démonstration. Soit x € K. On a z € K" <= z est racine de X?" — X. Ainsi, KP" est 'ensemble des
racines de X?" — X. Comme c’est un corps, c’est le corps de décomposition de X?" — X.

Réciproquement, soit k une extension finie (qu’on peut supposer incluse dans K) de degré d. Alors k
est isomorphe a FZ comme [F-espace vectoriel ce qui entraine k| = p%. Son groupe multiplicatif k* est
donc de cardinal p® — 1. Donc tout élément = € k* satisfait 2" —1 = 0. Il s'ensuit que tout = € k est

racine de X (Xpd -1)=X »" _ X. Ainsi k est un corps de décomposition de ce polynome. ]

Remarque 3.45. Pour P € k[X], on a définit le corps de décomposition comme le sous-corps de k
engendré par les racines de P; on a vu que c’est le plus petit corps (& isomorphisme pres dans lequel P
est scindé).

Quand on dit un corps de décomposition, cela signifie un corps sur lequel P est scindé (c’est donc un

corps dans lequel s’injecte le corps de décomposition de P).

Corollaire 3.46.

1. Etant donné un nombre premier p et r € N*, il existe un corps IF,» de cardinal p", unique a

isomorphisme pres. Clest le corps de décomposition du polynéome XP" — X sur Fp.
2. Tout corps fini est de la forme F,r avec p premier et r € N*.
Démonstration. Le polynome P = XP" — X € F,[X] est séparable (car P’ = —1 est premier avec P)
Notons LL le corps de décomposition de ce polynéme. On a vu que L = (E)F " dont le cardinal est celui

des racines de P dans F,. Comme P est séparable, le nombre de racines distinctes de P est p”, c’est

donc le cardinal de K.
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Soit maintenant un corps fini k. Il est donc de caractéristique non nulle. Notons la p. Notons r = [k : F)].
D’apres la proposition ci-dessus, k est un corps de décomposition de XP" — X. Ainsi - s’injecte dans

k. Mais comme ils ont le méme cardinal p”, ils sont donc égaux (a isomorphisme pres). O

Proposition 3.47. On se donne p € N premier et r € N*,
L’extension Fy- /I, est galoisienne et Gal(F,-/F,) est cyclique d’ordre r engendré par le morphisme de

Frobenius F'.

Démonstration. L’extension est galoisienne car F)- est le corps de décomposition du polynéome séparable
XP" — X. Considérons F' I’endomorphisme de Frobenius de F,r. C’est donc un automorphisme (car F-
est de cardinal fini) et c’est donc un élément de Gal(F,-/IF,).

Remarquons que p" = |Fpr| = p? out d = [Fpr : Fp] = |Gal(F,r /F,)| donc d = r. On a F" = Id. De plus
pour tout s < r, le sous-corps des points fixes de F* est ’ensemble des racines de X?° — X, qui est
donc de cardinal < p". Par conséquent F' est bien d’ordre r. Ainsi F' engendre Gal(IF,- /F),) (car il est
de cardinal r). O

Encore deux résultats qu’on donne sans preuve.
Proposition 3.48. Soit k un corps et G C k* un sous-groupe fini de k*. Alors G est cyclique.
Proposition 3.49. Tout groupe abélien fini est un produit de groupes cycliques.

3.5.2 Extension cyclotomique

Définition 3.50. Etant donné un corps k et un entier n € N*, ’extension n-cyclotomique de k est le

corps de décomposition du polynome X™ — 1, qu’on notera k.
Nous allons montrer la proposition suivante.

Proposition 3.51.

1. Pour tout corps k, on a une injection de groupes

Gal(ky,/k) — (Z/nZ)*.
2. Si k =F, alors il existe r € N* tel que k,, = F)» et Gal(k, /k) est cyclique d’ordre 7.
3. Si k = Q alors on a un isomorphisme de groupes Gal(k,,/k) ~ (Z/nZ)*.

Démonstration. L’extension k,/k On sait que Gal(k,/k) induit une bijection de l’ensemble T',, des
racines de X™ — 1 dans k. L’ensemble I',, est en fait un groupe multiplicatif, sous-groupe fini de E*, il
est donc cyclique (voir les dernieres prop. de 5.5.1).

On sait que Gal(k, /k) induit une bijection de I';,. On a donc un morphisme injectif de groupes
Gal(ky/k) — Aut(I'y).

Soit ¢ un générateur de I'y,. Si o € Gal(k,,/k) alors o({) € Iy, donc il existe m, € Z unique modulo n,

tel que (my,n) =1 et 0(¢) = (™. On obtient donc une injection de groupes

x : Gal(k,,/k) — (Z/nZ)*, o+ (mys mod n).
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En effet pour 0,0’ € Gal(k,/k) et ¢ € Z, o'(c(¢?)) = o' (¢ ) = (¢/(())1™ = ({9)™'™> d’ott x(0'00) =
memeg = x(o)x (o).

Supposons maintenant k = [, alors on a vu que k, est nécessairement de la forme F,- et on conclut
avec une prop. ci-dessus pour dire que le groupe de Galois est cyclique d’ordre 7.

Supposons maintenant que k = Q.

Dans ce cas, k, = Q(e*™/™). Montrons que le morphisme x : Gal(Q,/Q) — (Z/nZ)* construit & partir

(= e2m/™ egt un isomorphisme. Comme on sait que ¢’est morphisme injectif, il suffit donc d’avoir

[Qn : Q] = @(n) = [(Z/nZ)"|

ol ¢ désigne l'indicatrice d’Euler.
On pose
o,(X)= [ &-emm= ] xX-6)eQlX]
0<a<n,(a,n)=1 6 d’ordre n
ou le second produit est indexé par les racines primitives de I'unité.

Onadonc X"—1 = H ®4(X) dans Q[X] (exercice). Pour tout o € Gal(Q,,/Q) et toute racine primitive
d|n
0 de 1, 0(0) est encore une racine primitive de 1 donc ®,(X) est fixé par tout o € Gal(Q,/Q). Cela

entraine ®,,(X) € Q[X] (voir dernier théo. de 5.3).

Supposons qu’on ait : ®,,(X) irréductible sur Q.

Alors le corps de décomposition L de ®,, s’injecte dans Q,, ainsi [L : Q] < [Qy, : Q] < ¢(n). Mais @,
étant irréductible, c’est le polynéme minimal de ¢ = €27/" donc [L : Q] = deg(®,) = ¢(n) ce qui
entraine 1’égalité voulue.

Il reste donc a montrer que ®,, est irréductible sur Q. O
D’abord un petit résultat intermédiaire :

Lemme 3.52. Soit A un anneau integre et K un corps contenant A. Soient F, G € A[X] avec G unitaire.
Supposons qu'il existe H € K[X] tel que F' = GH alors H € A[X].

Démonstration. Laissée en exercice (il s’agit de faire la division euclidienne de F' par G, qui a lieu dans
A[X] car G est unitaire). O

Lemme 3.53. Le polynéme ®,, est a coefficients dans Z. De plus, il est irréductible dans Z[X] (il est
donc irréductible dans Q[X]).

Démonstration. Montrons d’abord que ®,, est dans Z[X]. Cela se fait par récurrence sur n. On a ®; =
X — 1 € Z[X]. Soit n > 2 tel que pour tout m < n, ®,, € Z[X]. On a I'égalité suivante : X" — 1 =

P, - H ®,. Par hypohtese de récurrence, le produit des ®,4 est dans Z[X], on peut appliquer le lemme
d|n;d#n
précédent (avec K = C par exemple).

Montrons maintenant que ®,, est irréductible dans Z[X]. Soit P € Z[X] un facteur irréductible de ¥,
et soit @ € Z[X] tel que ®,, = PQ.

Soit a € C une racine de P et montrons que pour tout nombre premier p ne divisant pas n, on a of qui
est aussi racine.

On suppose, par I’absurde, que c’est faux. Soit donc p premier, premier avec n tel o n’est pas racine de

P. Mais oP est une racine primitive de 1 donc racine de ®,, et donc racine de (). Par conséquent « est
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racine du polynéme T'(X) = Q(XP). Comme P est irréductible, c’est le polynéme minimal de o donc
P|T = Q(XP). Modulo p, I'égalité ®,, = PQ s’écrit : ®,, = PQ dans F,[X].

De plus Q(X?) = Q”; comme P divise Q(XP), P divise Q" dans F,[X].

Par conséquent, il existe S € F,[X] qui divise P et Q. Ainsi, S? divise ®,, donc aussi X" — 1. Or la
dérivée de ce dernier dans F,[X] est nX"~! qui est premier avec X™ — 1 (car p ne divise pas n). Par
conséquent, X™ — 1 ne peut avoir un facteur carré non constant d’oti la contradiction. Autrement dit
aP est racine de P.

Maintenant pour tout entier k premier avec n, on écrit k = p|"'---p™ et on applique le résultat
précédent plusieurs fois pour montrer que o est racine de P. Cela montre que ®,, divise P, et P étant

irréductible, on conclut que ®,, = P. O

3.5.3 Extension radicale

Soit a € k* et soit n € N*. Notons I',, C k le groupe des racines n-iemes de 1.

Dans ce paragraphe, on suppose que I',, C k.

Considérons le corps de décomposition K de X™ — a € k[X].
Lemme 3.54. Si a € K est une racine de X" — a alors K = k(a).

Démonstration. En effet, on a k(o) C K. De plus si pour tout ¢ € T',,, aC est aussi racine de X" — a.
On les obtient toutes ainsi (car il y en a n) et elles sont toutes dans k(a) car I';, C k d’ou I’égalité
k(o) =K O

Dans la suite du paragraphe, on notera k[{/a] le corps de décomposition de X" — a.

D’apres ce qui vient d’étre dit, c’est une extension galoisienne de k.

Fixons ¢ € I',, un générateur et a € K une racine de X" — a.

Ce qu’on vient de dire entraine que pour tout o € Gal(k[{/a]/k), o(a) = a(, pour un certain (, € I'y,.
Lemme 3.55. L’application Gal(k[{/a]/k) — I';,, 0 — (, est un morphisme (injectif) de groupes.

Démonstration. Soient o,0” € Gal(k[{/a]/k). Alors
(0" 00)(a) = 0'(ags) = o' (a)¢s = alyCo
d’ou aCo’oa = aCa’Coy Le. Co’oo = CO’ICO' O

Comme conséquence de ce lemme, nous avons :
Gal(k[¢/a]/k) ~ I

pour une certain m divisant n (car tout sous-groupe de I'y est un tel T'y,). Ainsi Gal(k[{/a]/k) est
cyclique d’ordre m = [k[{/a] : k].

Proposition 3.56. En gardant les notations ci-dessus, I'extension k[{/a]/k est galoisienne engendrée
par une racine n-ieme de a et on a un isomorphisme

Gal(k[{/a]/k) — Ty, 0 a(aoz)

25



oll @ € k est une racine de X" — a fixée. De plus m est le plus petit entier tel que a™ € k.
Réciproquement, toute extension K/k de groupe de Galois cyclique d’ordre n est de la forme k[{/a]

pour un certain a € k.

Démonstration. Concernant la premiere partie de cette proposition, nous avons tout démontré sauf la
condition sur m.

Montrons d’abord que o™ € k. Soit v = [], o(«) (le produit se fait sur tous les o € Gal(k[{/a]/k)).
Alors pour pour tout o’ € Gal(k[{/a]/k), o’(7)[], o' (c(a)) = ], o(a) (car 'ensemble des ¢’ o o est
Gal(k[{/a]/k)). Ainsi v est fixé par tous les o' € Gal(k[{/a]/k), ce qui entraine v € k.

Or v=a" ][], (s dou a™ € k.

Montrons maintenant que m est le plus petit entier pour lequel o™ € k. Soit donc ¢ < m tel a? € k.
Soit o un générateur de Gal(k[{/a]/k). Notons 1) I'isomorphisme Gal(k[{/a]/k) — T',. Alors

o(0) ), _olo?) _a? |

o ad ad

(o) = (d(0))" = (

Remarquons que o(a?) = a? car a4 € k par hypothese. Le calcul précédent montrer que 0? = 1d, i.e.
Gal(k[{/a]/k) est d’ordre ¢ < m, absurde.

Montrons maintenant la seconde partie.

Soit donc K/k une extension dont le groupe de Galois est cyclique d’ordre n. Soit o un générateur
de Gal(K/k) de sorte que Gal(K/k) = {Id,0,02,...,0" 1} et soit ¢ une racine primitive n-itme de
I'unité. Par le lere lemme de 5.1, les éléments de Gal(K/k) sont linéairement indépendants sur K. Par
conséquent : Id + ¢("lo + --- 4+ ("o #£ 0. Ainsi il existe z € K tel que o := 2 + (" lo(z) +--- +
¢t 1(z) # 0. Alors o(a) = (a ce qui entraine o'(a) = (' pour tout i = 0,...,n — 1; et ces o'(a)

sont deux a deux distincts. Par le théoréme principal de 5.3 (point 4), on a :

n—1 n—1
o = [[(X = 0(a) = [](X = ¢la) = X" — ™.
i=0 i=0
En particulier a := o™ € k*. De plus k[a] C K mais comme les deux sont de dimension n, on a
égalité. O

Le corollaire suivant nous sera utile dans la suite.

Corollaire 3.57. Soit k un corps contenant I';,. Soit K/k une extension engendrée par des éléments

aig,...,a, tel que o € k. Alors K/k est galoisienne de groupe de Galois abélien.

Démonstration. L’extension est galoisienne car c’est le corps de décomposition du polynéme (X" —

ap) -+ (X™ — a,). Considérons 'application
Gal(K/k) — H Gal(k(ew)/K), 0 = (Tjk(ar)s - - > Tlk(a))-
=1

Elle est bien définie car chaque extension k(«;)/k est galoisienne. Elle est injective car les o; engendrent
K et c’est un morphisme de groupes. Ainsi Gal(K/k) est un sous-groupe d'un produit de groupes

cycliques, il est donc abélien. ]
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3.6 Correspondance de Galois

Dans cette section, on établit une bijection remarquable entre les sous-extensions d’une extension galoi-
sienne et les sous-groupes distingués de son groupe de Galois.

Notation. Etant donné un corps K et G un sous-groupe du groupe des automorphismes de K, on notera
K¢ ={z €K |Voe€aq, o) =2}

Proposition 3.58 (Lemme d’Artin). Soit G un sous-groupe fini du groupe des automorphismes d’un
corps K. Alors K& est un corps contenu dans K et 'extension K& C K est de degré fini et galoisienne
et son groupe de Galois est Gal(K/K%) = G.

Démonstration. k = K& est un corps : laissé en exercice; il est contenu dans K par définition. Soit

a € K et posons P = H (X — B). Pour tout 0 € G, 0*(P) = P ce qui entraine P € k[X].
BeEG-«
Dans ce cas, on a pi, qui divise P donc [k(«) : k] < deg(P) < |G]|.

Ainsi Pextension K/k est (algébrique) séparable et pour tout a € K, [k(«) : k] < |G|.
Choisissons a € K de telle sorte que [k(a) : k] soit maximal. Nous allons montrer que K = k(a).
Soit 5 € K. L’extension k(a, 5)/k est séparable (car tout v € k(a, ) C K est séparable) donc il existe
v € k(a, B) tel que k(a, B) = k(7). On a alors k(a) C k() mais par maximalité du degré de k(a)/k,
I'inclusion est une égalité. Autrement dit, k(a) = k(«, 8) i.e. § € k(a) et on a bien K = k(a).
On a trivialement G C Gal(K/k). On a donc les inégalités suivantes (la derniere provenant de ce qu’on
a fait juste avant) :

1G] < |Gal(K/K)| < [K: K] < |G].

On en déduit a la fois que K/k est galoisienne et que Gal(K/k) = G. O

Proposition 3.59. Soit K D k une extension galoisienne finie et soit k C K’ C K une sous-extension.

1. L’extension K’ C K est galoisienne et on a K’ = KGal(K/K"),

2. Pour tout o € Gal(K/k), on a :
0Gal(K/K')o~! = Gal(K/o(K')).

3. On a l’équivalence :
L’extension k C K’ est galoisienne <= Gal(K/K') est distingué dans Gal(K/k).

Dans ce cas, on a un isomorphisme :
Gal(K/k)/Gal(K/K') ~ Gal(K'/k).

Démonstration. 1. K est le corps de décomposition d’un polynome séparable P € k[X]. Alors c’est
aussi le corps de décomposition du méme polynoéme P vu dans K'[X]. Ainsi K/K' est galoisienne.

Le point 5 du théoreme de 5.3 entraine alors I'égalité K/ = KGal(K/ K.

2. Soit 7 € Gal(K/k). Onat € Gal(K/o(K')) <= (Va €K/, 7(c(a))) = (Va €K/, o l7r0(a) =
a) < o lro € Gal(K/K).
3. Remarquons déja qu’on a bien une inclusion Gal(K/K’) ¢ Gal(K/k) car si o est automorphisme

de K fixant les éléments de K’ alors il fixe ceux de k.
Supposons Gal(K/K’) dinstingué dans Gal(K/k). Alors par (1) et (2) :

Vo Gal(K/k), U(KI) _ KGal(K/J(K’)) _ KJGal(K/K’)Jfl _ KGal(]K/K’) - K.
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Ainsi K’ est normale sur k. Elle est aussi séparable (car pour tout @ € K' C K, o € k[X] est
séparable car K/k est galoisienne) et donc K'/k est galoisienne.
Réciproquement, supposons K'/k galoisienne. Alors pour tout o € Gal(K/k), o(K’') = K'. Par

conséquent, on a une application
Gal(K/k) — Gal(K', k) ; 0 — ojgs

et ¢’est un morphisme de groupes; son noyau est formé des o qui fixent les éléments de K/, i.e.
le noyau est Gal(K/K’) qui est donc distingué. Pour finir, voyons que ce morphisme est surjectif
(ce qui fournira, par passage au quotient, I’isomorphisme voulu). On a [K/k] = [K : K'][K’ : k] ou

K:k
encore |Gal(K'/k)| = [K' : k] = U[K : K}] = |Gal(K/k)/Gal(K/K')| ce qui implique la surjéctivité.
' O

Voici en conclusion ce que les deux propositions précédentes nous disent.
On fixe une extension galoisienne finie K/k et on note G = Gal(K/k).
On note SE(K) lensemble des sous-extensions K’ avec k C K’ C K et on note SG(G) I'ensemble des
sous-groupes de G. On considere les application suivantes.
o: SEK) —»  SG(G) ot U: SG(G) — SEK)
K = Gal(K/K') H ~ KHZ
Théoreme 3.60. Ces applications sont des bijections réciproques. Elles renversent les inclusions et elles

échangent sous-extensions galoisiennes et sous-groupes distingués.

3.7 Groupes résolubles et résolubles par radicaux

Dans ce paragraphe, nous allons caractériser les polynoémes de Q[X] qui sont résolubles par radicaux.

Pour cela, nous avons besoin d’une notion supplémentaire.

3.7.1 Cloture normale (galoisienne) d’une extension

La notion de corps de décomposition d’un polynéme a un analogue concernant les extensions de corps :

c’est la notion de cloture normale.

Proposition 3.61. Soient K/k une extension contenue dans k. Alors le corps engendré par les o(K)
oll o parcourt I’ensemble des k-automorphismes de k est une extension normale de k contenant K, et

c’est la plus petite.

Démonstration. Notons L I'extension en question. Soit 7 : . — k un morphisme. Soit € L. Alors par
définition, 2 dont le numérateur et le dénominateur sont des polynomes en les o(a) avec o € Auty (k)
et @ € K. Quand on applique 7 & x, on obtient un élément du méme type donc 7(x) € L. Ainsi L est
normale.

De plus soit L/ est une autre extension normale de k contenant K. Alors pour tout o € Auty(k),

o0(K) C o(L') C L' ce qui implique I'inclusion L C IL". O

Le corps L obtenu est appelé cléture normale de K sur k.
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Lemme 3.62. Soit K = k(a1,...,a;,) une extension séparable (finie) de k. Alors la coéture normale L

de K est égale a

,
L= k(U{o/ € k; o est conjugué a a;}).
i=1

De plus L/k est galoisienne.

Démonstration. Notons A = {o(cy) | i = 1,...,n, o € Auty(k)}. Alors L = k(A). En effet, pour tout

o, 0(K) C k(A). Et A est inclus dans la réunion des o(K) avec o € Auty (k). D’autre part, L /k est

normale. Voyons qu’elle est séparable. Soit 5 = o(«a;) pour un o € Auty(k) et i € {1,...,n}. L’élément
; est séparable donc P = pi,, est scindé dans k[X] et on a P(3) = P(o(y)) = o(P(;)) = 0 donc j3

est séparable. L’extension L/k est donc séparable. D’autre part, le petit calcul précédent montrer que

o(a;) est conjugué a ;. Réciproquement tout conjugué a un «; est du type o(«;) avec o € Autk(k)

(voir le lemme de 5.3 sur les conjugués). O

Un polynéme P € Q[X] est dit résoluble par radicaux si chaque racine de P peut s’exprimer par une
formule ne faisant intervenir que des nombres rationnels, les opérations arithmétiques usuelles (addition,
soustraction, multiplication, division) et I’extraction de racines.

Cette définition manque de précision. Voici une fagon plus rigoureuse de la formuler.

Définition 3.63. Une extension L/Q (avec L C C) est dite par radicaux s’il existe une suite d’extensions
Q=KogcK;cCc---CcK,=L
telle que pour tout ¢ > 1, il existe a; € K; et n; € N* tels que K; = K;—1(a) et o € K;_y.

Définition 3.64. Soit P € Q[X]. On dit qu'il est résoluble par radicaux s’il existe une extension L/Q

par radicaux telle que P est scindé dans L[X].

Définition 3.65. Un groupe fini G est dit résoluble s’il admet une suite décroissante
G=GyD>DGD---DG, ={1}

formée de sous-groupes de G tels que pour tout ¢ = 0,...,r — 1, G;41 est distingué dans G; et G;/G;11

est abélien.

Lemme 3.66. Soit H un sous-groupe d’un goupe fini G.
1. Si G est résoluble alors H 1’est.

2. Supposons H distingué dans G. Alors : G est résoluble si et s. si (H et G/H sont résolubles).
Démonstration. en exercice O
Lemme 3.67. Soit G un groupe fini résoluble alors il existe une chaine

G=Gy>G D---DG,={1}

formée de sous-groupes de G tels que pour tout ¢ =0,...,r — 1, G;11 est distingué dans G; et G;/Gi+1

est cyclique d’ordre premier.

29



Démonstration. Soit {1} = Gp C G; C -+ C G, = G une chaine comme dans la définition d’un groupe
résoluble. On suppose que cette chaine est la plus longue des chaines de ce type (c’est possible puisque
G est fini).

Supposons par ’absurde qu’un facteur F; := G;41/G; n’est pas un groupe cyclique d’ordre premier. Alors
F; possede un sous-groupe propre et par suite G possede un sous-groupe H tel que G; C H C Gjq1.
H est distingué dans Gyy1, car si * € Giy1 et y € H, alors T '57 = 7 (F; est abélien). Il en résulte
e lyzy ' € G C H et a7 lyx = (x lyzy )y € H.

D’un autre coté, H/G; est abélien (sous-groupe de F;) et G;11/G est abélien car nous avons G;y1/H ~
(Git1/Gi) | (H/G;) et (Gix1/G;) | (H/G;) est abélien car c’est un quotient du groupe abélien F;. Ainsi,

on peut insérer H entre G; et G; 11 et obtenir une chaine plus longue que celle du début. Absurde. [J

Une derniére remarque avant le théoreme.

Remarque 3.68. Pour tout polynome P € Q[X], 'extension Kp/Q est galoisienne ; ou Kp désigne le

corps de décomposition de P.

Démonstration. Ecrivons P = P™ ... P™e sous forme de produit de facteurs irréductibles dans Q[X].
Soit @ = Py --- P.. Alors Kp = Kg. Chaque P; est séparable (car Q est parfait car de caractéristique
0). De plus les P; sont premiers entre eux deux & deux donc n’ont pas de racine commune dans C. Ainsi

() est séparable. Par suite Kg/Q est galoisienne. O

Théoréme 3.69. Soit P € Q[X]. Alors P est résoluble par radicaux si et s. si Gal(P) est résoluble.

Démonstration. Supposons P résoluble par radicaux.

Notons Kp le corps de décomposition de P. Par hypothese il existe une suite de corps
Q=K cKycC:---CKk,

telle que pour i = 2,...,r, il existe a; € K; et n; € N* tels que K; = Kj—1 () et o € K;_; et telle que
Kp C K,.

Soit Ly = Q.

On pose n = ppcm{ni,...,n,} et L1 = Q,, le corps de décomposition de X™ — 1, et on définit o; comme
étant une racine primitive de X™ — 1.

Ensuite pour ¢ = 2,...,r, on définit L; = L;_1({a’ € C; o est conjugué de «;}). Ainsi chaque L;/Q
est galoisienne (on applique le lemme précédent). D’autre part chaque extension LL;/IL;_; est galoisienne
(par la correspondance de Galois) et de plus si a est un conjugué de a; alors il existe o € Auty (k) tel
que o (o) = . Par conséquent o = o(a;") € o(K;—1) C L;—1. On peut alors appliquer le corollaire de
5.5.3 et dire que Gal(L;/L;_1) est abélien.

Noton alors G; = Gal(L,/L;) pour i = 0,...,r. On a donc

Gal(L,/Q) =Gy D G1 D --- D G, = Gal(L,/L,) = {Id}.
Si on considere les extensions suivantes
@ = Lo C ]Li C ]LT,

alors la correspondance Galois nous dit que G; = Gal(L,/L;) est distingué dans Gy = Gal(LL/Q) ce qui

entraine que G; est un sous-groupe distingué de G;_1 et on a

Gi—l/Gi ~ Gal(]Li/Li_l).
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Ainsi le quotient G;_1/G; est abélien pour tout i. Par conséquent, le groupe Gy est résoluble. De plus,

onaQ C Kp C L, d’ou I"isomorphisme suivant :
Gal(P) = Gal(Kp/Q) ~ Gal(L,/Q)/Gal(L,/K,) = Go/Gal(L,,Kp)

Autrement dit, Gal(P) est un quotient de Gp. Par un lemme précédent, cela implique que Gal(P) est
résoluble.

Réciproquement, supposons que Gal(P) soit résoluble et montrons que Kp est inclus dans une extension
par radicaux de Q.

Notons Kp le corps de décomposition de P. Notons N = [Kp : Q]. On pose alors K’ = K(e*™/N) et on
note comme d’habitude Qy = Q(e27/N).

L’extension K’/Q est galoisienne (car K’ est le corps de décomposition de (X~ —1)P) et Kp/Q est aussi

galoisienne (comme corps de décomposition de P). Par la correspondance de Galois,
Gal(K'/K,) < Gal(K'/Q) et Gal(K'/Q)/Gal(K'/Kp) ~ Gal(Kp/Q).

Or Gal(K'/Kp) est abélien (voir (1) de la prop. de 5.5.2) donc est résoluble; de plus Gal(Kp/Q) =
Gal(P) est résoluble donc par le lemme ci-dessus Gal(K'/Q) est résoluble. Par conséquent, son sous-
groupe G := Gal(K'/Qy) est aussi résoluble.

Nous allons donc montrer que U'extension Qn C K’ est par radicaux (et comme Q C Qpn est, gela
entrainera que Q C K’ I'est aussi et on aura Kp C K’ ce qui conclura la démonstration).

Remarquons qu'on a : [K' : Qn] < [Kp : Q] = N. En effet (par le théoréeme de I’élément primitif)
on peut écrire Kp = Q(«). Notons f € Q[X] son polynéme minimal. Alors deg(f) = N. On a alors
K’ = Qn(a) et si on note g € Qn[X] le polynéme minimal de «, on aura g|f. Mais deg(g) = [K' : Qn]
et I'inégalité annoncée est vraie.

Par conséquent, Qx contient toutes les racines de 'unité d’ordre [K' : Qn]!.

Le groupe G est résoluble donc on a une suite de sous-groupes
G=GyrGi>--->G, ={Id}

ou les quotients G;_1/G; sont cycliques (voir lemme ci-dessus). Par la correspondance de Galois, on

obtient une suite d’extensions

Qv=KocK;C---CcK, =K

avec Gal(K;/K;_1) cyclique dont on note l'ordre n; = [K; : K;_;]. (Ces groupes sont bien cycliques; en
effet, on K;_; C K; C K’ donc G;-1/G; = Gal(K'/K;_1)/Gal(K'/K;) ~ Gal(K;/K;_1) et ce groupe est
cyclique).

On an; = [K; : K;—1]|[K" : Qn]! donc K;_; contient toutes les racines n;-iémes de 1 donc (par la prop.
de 5.5.3) 'extension K;_1 C K; est radicale, i.e. de la forme K_ %/a. L’extension Qy C K’ est donc bien

par radicaux. O

Terminons ce que nous avons commencé dans le paragraphe 5.4. Dans ce paragraphe, nous avons exhibé
un polynome de degré 5 dont le groupe de Galois est Ss. La proposition suivante permet alors de conclure

que le polyndéme en question n’est pas résoluble par radicaux.

Proposition 3.70. Lorsque n > 5, S, n’est pas résoluble.
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Démonstration. Si S, était résoluble alors son sous-groupe A, le serait. Il suffit donc de montrer que
A,, n’est pas résoluble ; en particulier montrons que A, ne possede aucun quotient abélien 2.

Montrons, pour commencer, que A, est engendré par les 3-cycles. 11 suffit de voir que le produit de deux
transpositions 7 = (ij)(kl) est un produit de 3-cycles. Si {i,5} = {k,l} alors 7 = Id. Si card({i,j} N
{k,1}) = 1, par exemple si j = k, alors 7 = (ijl). Enfin si {i,j} N {k,1} = 0 alors 7 = (ijk)(jkl).

L avec z,y € A,. On va

Notons D(A,) le sous-groupe de A, engendré par les commutateurs xyz 1y~
montrer que A, = D(A,,). Pour cela, il suffit de montrer que tout 3-cycle est dans D(A4,,).

On a (ijk) = (ij)(jk) = (i5)(ik)(ij) "1 (ik)~! ce qui montre que (ijk) est un commutateurs d’éléments
de S,,. Voyons qu’on peut ’écrire comme commutateurs d’éléments de A,. Comme n > 5, on peut
trouver | # m distincts de i, j, k. Alors (Im) commute avec (ij) et (ik) donc si on pose 7 = (ij)(Im) et
o = (ik)(Im) alors T 'o~! = (ijk) et (ijk) est bien dans D(A,).

Maintenant, supposons par 'absurde que A, possede un quotient abélien, i.e. il existe H sous-groupe
distingué propre de A, tel que A, /H est abélien. Alors pour z,y € A,, la classe de zyr~'y~! dans
ce quotient est alors triviale, i.e. xyz~ly~! € H. Mais alors D(A,) C H et donc A, C H ce qui est

absurde. O

4 Introduction a la géométrie algébrique : point de vue constructif
4.1 Noethérianité

Définition 4.1. Dans un anneau A, un idéal I est dit de type fini s’il admet un systeme fini de
générateurs.

Un anneau A est dit noethérien si tout idéal de A est de type fini.
En particulier tout anneau principal est noethérien ; ce qui est le cas de k[X] pour un corps k quelconque.

Proposition 4.2. Soit A un anneau. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.
1. A est noethérien.
2. Toute suite croissante d’idéaux est stationnaire.

3. Toute famille non vide d’idéaux admet au moins un élément maximal pour linclusion (i.e. la

famille contient un idéal qui n’est strictement inclus dans aucun autre).

Démonstration. (1) = (2) : soit [y C Iy C --- C I C --- une suite d'idéaux de A.

Soit alors I =), Ij, la somme des idéaux Ij. Alors I est un idéal et par hypothese, il admet un systeme
fini de générateurs fi,..., f,. Chaque fj est une somme finie d’éléments des I; donc il existe my € N
tel que fi € Ip,, .

Soit m = max{myi,...,m;}. Soit k > m + 1 alors I;; C I donc pour tout f € Ij, f est une combinaison
des f; et f est donc dans I,,,. Ainsi I}, C I,,, autrement dit I, = I,.

(2) = (3) : Soit F une famille non vide d’idéaux. Supposons par contraposée que cette famille n’a aucun
élément maximal, i.e. tout élément de F est inclus strictement dans un autre. Alors cela produit une
chaine strictement croissante d’idéaux ce qui montre que (2) est faux.

(3) = (2) : Soit I un idéal de A. Soit alors F' = {J C I | J idéal de type fini}. Cet ensemble est non vide
car {0} € F. Soit I’ un élément maximal de F. Si I n’est pas de type fini alors il existe z € I\ I’. Alors

'idéal I' + (z) est dans F et contient strictement I’ ce qui contredit la maximalité de ce dernier. O

2. Il y a un résultat plus fort qui dit que A,, est simple, i.e. ne possede aucun sous-groupe distingué
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Exemple d’anneau non noethérien : A = k[X;; i € N]. Dans cet annean, si on pose I; = (Xo, ..., X};)

alors les I; forment une suite strictement croissante.

Nous allons maintenant démontrer le

Théoréme 4.3 (Théoreme de la base de Hilbert). Soit A un anneau noethérien alors A[X] est égale-

ment.

Corollaire 4.4.
1. Si A est anneau noethérien alors A[X1, ..., X,] est noethérien.

2. Si k désigne un corps alors 'anneau k[X7, ..., X,] est noethérien

Démonstration. Le (1) se fait par récurrence. Et le (2) provient du fait que k[X;] est principal donc

noethérien. ]

Le point (2) de ce corollaire sera redémontrer a I’aide des bases de Grobner.

Afin de démontrer le théoréme, nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 4.5. Soit I un idéal de A[X]. Pour k € N, on note L(I) I’ensemble des coefficients dominants

des polynomes de I dont le degré est k, auquel on adjoint 0. Alors
1. Chaque Lg(I) est un idéal de A.
2. Pour tout k € N, L(I) C Lpi1().
3. Si I’ C A[X] est un idéal tel que I C I’ et Ly(I) = Lj(I') pour tout k € N, alors I = I'.

Démonstration (du lemme). 1. Soient aj,as € Li(I) les coefficients dominants de P; et P, et soit
a € A. Si aay + ag # 0 alors c’est le coefficient dominant de aP; + Py (qui est de degré k) donc
appartient & Ly(I); sinon aa; + ag = 0 € Li(I) aussi.

2. Sia € Lg(I) est le coefficient dominant de P alors X P a le méme coefficient dominant et donc
a < Lk+1([>

3. Il suffit de montrer que I’ C I. Soit g = > \_ya; X" € I' de degré r. Alors a, € L.(I') = L.(I).
Donc il existe f, € I de degré r ayant a, comme coefficient dominant. Par conséquent g — f,. € I’

et est de degré < r — 1. On réitere le procédé et on obtient finalement g = fo+---+ f, € 1.
O

On est en mesure de démontrer le théoréme.

Démonstration (du théoréme). Soit In C Iy C I C --- une suite croissante d’idéaux de A[X].

Soit F' = {L;(I;) | i,j € N}, c’est une famille d’idéaux de A.

Pour i fixé, la suite des L;(;) est croissante et pour j fixé également.

Montrons qu'’il existe j' € N tel que pour tout j > j', I; = I;. Pour ¢a, nous allons montrer que pour
tout i € N, L;(I;) = L;({;) ce qui conclura par le lemme.

Comme A est noethérien, F' admet un élément maximal L, (1,).

Par conséquent pour tout i > p et j > q, L;i({;) = Ly(1y).

D’autre part, toujours par noethérianité de A : pour i € {1,...,p — 1} fixé, la suite (L;(I;));jen est
stationnaire donc il existe j; € N tel que pour j > j;, Li(I;) = Li(I},).
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On pose alors j' = max{Jjo,...,Jp—1, ¢}

Soit alors j > j' et montrons que pour tout i € N, L;j(I;) = L;j(I;). Si ¢ € {1,...,p — 1} alors
Li(I;) = Li(I;,) et Li(I,) = Li(Ij) (car j" > jj); et si i > p alors L;(I;) = Ly(I4) et Li(I;) = Ly(1y)
(car j' > q). O

4.2 Ensembles algébriques affines

Dans toute cette section, sauf mention contraire, k désignera un corps (commutatif).
On adoptera la notation suivante : k[X] = k[X1,..., X,].

Définition 4.6. Soit n € N*. On appelle k™ I'espace affine de dimension n sur k, on le note parfois
Ay, (k).
Etant donné une partie S C k[X1,...,X,], on définit

V(S)={(a1,...,an) €K™ |VP €S, Pl(ay,...,a,) =0}

C’est le lieu des zéros défini par S. Un tel ensemble V() est appelé ensemble algébrique affine (qu’on

abrégera par EAA). On parle aussi de variété algébrique affine (d’ou le V).

Proposition 4.7.

—_

. SiS T Ck[X]alors V(T) c V(S) (Papplication V est décroissante).
2. V(k[X]) =0et V(D) = k"

3. Pour S C k[X], V(S) =V ((S)) ((S) désigne 'idéal engendré).

4. Soit I C k[X] un idéal et f1,..., f, des générateurs alors V(I) = V({f1,..., fr}).
Démonstration. (1) et (2) sont faciles et laissés en exercices. Le (4) est une application directe de (3).

Montrons (3). Comme S C (S), V((S)) C V(95). Soit a € V(S). Soit f € (S) alors f s’écrit comme
combinaison finie f =Y ¢;s; avec g; € k[X] et s; € S. Alors f(a) est clairement nul d’otta € V((S)). O

Exemple 4.8.

—_

. Dans R, V(X2 +1)=0; dans C, V(X2 +1) = {4, —i}.
. Dans R?, V(X2 + Y? — 25) est le cercle de centre 0 et rayon 5.

2
3. Tout sous-espace vectoriel de k™ est un EAA.
4. Pour a = (a1,...,a,) € k™, V{X1 —a1,...,Xn —an}) = {a}.

Proposition 4.9.

1. Soit (Ij)jes une famille d’idéaux de k[.X] (finie ou non) alors

viUn) =v(>_n)=Nvad.

Jj€J Jj€J Jj€J
2. Soient I, J C k[X] deux idéaux alors

V(InJ)=V(I)uV().

Démonstration.
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1. Pour tout jo, Ij, C >_; I; donc V(3 1) C V(I,) d'ou V(3_1;) C NV (L;).

Montrons NV (1) C V(UI;) : soit a € NV (I;). Soit f € UI;. Alors f € I; pour un certain j d’ol
f(a) =0.

Montrons V(UI;) C V(> I;) : soit a € V(UI;). Soit f € > I;. Alors f s’écrit comme une somme
finie f =" fj avec f; € I;. Alors f(a) =) fij(a) = 0.

2. OnalnJcIdonV(I)cCV(INJ). Deméme, V(J)C V(INJT) dou V(I)UV(J)CV(INJ).
Voyons l'inclusion inverse. Soit a € V(I N J) et supposons que a ¢ V(J). Soit alors f € V(I). Il
existe g € J tel que g(a) # 0. On a fg € INJ d’ou (fg)(a) = f(a)g(a) = 0 or g(a) # 0 donc
f(a) =0. Ainsi a € V().

O

Exemple 4.10. Regardons quels sont les EAA en dimension 1. Soit I un idéal de k[X]. Ce dernier
étant principal, on a V' (I) = V(f) pour un certain f € I. Si f =0 alors V(f) = k. Si f # 0 alors V (f)
est de cardinal fini (en effet, un polynome non constant possede un nombre fini de racines et si f est
constant alors V(f) est vide). Ainsi, tout EAA de k est ou bien égal a k ou bien vide ou bien un nombre
fini de points.

Réciproquement, toute partie finie A C k est un EAA car A est I'union des V(X — a) avec a € A et le
(2) de la proposition nous dit qu'une union finie de EAA est un EAA.

En conclusion, si A est une partie de k alors : A est une EAA si et s. si A est vide ou bien égal a k ou

bien est de cardinal fini.

Remarque 4.11. Dans le point (2) de la proposition, 1’égalité serait fausse (en général) si on prenait
une union infinie. En effet, prenons I’exemple d’un ensemble A C k infini tel que A # k.

Si (2) était vrai avec une union infinie alors on aurait : A = U V(X —a)=V( m ((X —a))) mais ceci

acA acA
contredirait ce qu’on vient de voir car A ne peut pas étre un EAA.

Une autre fagon de formuler ceci est de dire qu’une union quelconque d’EAA n’est pas nécessairement

un EAA.

Topologie de Zariski.
Notons &€ 'ensemble des V(I) ou I C k[X] est un idéal. La proposition précédente implique :
— & contient § et k.
— & est stable par réunion finie.
— & est stable par intersection quelconque.
Cela entraine que les éléments de £ sont les fermés d’une certaine topologie qu’on appelle la topologie
de Zariski de k.
Autrement dit, si on note T'={k" \V | V € £} alors T est une topologie sur k.

Exercice 4.12. Supposons que k = R ou k = C. Alors k™ peut-étre muni de la topologie euclidienne
(qui est donnée par n’importe quelle norme ; sachant que toutes les normes sont équivalentes) et il est

intéressant de comparer la topologie euclidienne et la topologie de Zariski. On peut montrer que
1. Si U est un ouvert de Zariski alors U est un ouvert dense dans k™ pour la topologie euclidienne.

2. Soient Uy, ..., U, un nombre fini d’ouverts de Zariski non-vides. Alors U; N --- N U, # (.

Nous allons maintenant introduire une nouvelle application qui est un peu “inverse” de ’application V.
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Définition 4.13. Soit £ C k™ un sous-ensemble. On définit
I(E) ={f €ek[X1,...,X,] | Va=(a1,...,a,) € E, f(a) =0}.
On l'appelle I'idéal défini par FE.

Démonstration (I(E) est un idéal). En effet, le polynéme nul appartient a I(E) qui est donc non vide.
De plus si f,g € I(E) et q € k[X] alors pour a € E, (¢f + g)(a) = q(a)f(a) + g(a) = 0 ce qui entraine
af +9 € I(E). O

La notion de radical d’un idéal va jouer un role importante dans la suite. Voici la définition.

Définition 4.14. Soit I C k[X]. On pose
VI={fek[X]|ImeN, fm"el}.

Cet ensemble est un idéal appelé le radical de I.

Un idéal I est qualifié de radical si on a I = /T (notons qu’on a toujours I C /).

Démonstration (VT est un idéal). /I contient I donc il est non vide. Soit f € VI et ¢ € k[X]. Par
hypothese, f™ € I pour un certain entier m > 1. Par conséquent (¢f)™ = ¢™ f™ € I.

Soient f,g € V/I. On a l’existence de deux entiers positifs non nuls m, p tels que f™ et g? soient dans I.

’L . .
Voyons que (f+¢)™? € I. Ona: (f+g)"? = Z >flg3. Dans chaque terme de cette
1,jENi+j=m+p m+p
somme on a nécessairement i > m ou j > p, donc chaque terme est dans I et donc (f +¢)""? € I. [

Proposition 4.15.
1. I(0) = k[X] et I(k™) = {0}.
Si By C Ey C k™ alors I(E2) C I(Eq).
Soit V' C k™ un EAA. Alors V(I(V)) =V.
Soit £ C k™. Alors I(FE) est radical.
Soit I C k[X] un idéal alors : I /T C I(V(I)).
Soit I C k[X] un idéal alors : V(I) = V (V).
Soit £ C k™ un ensemble. Alors V(I(E)) est égal a 'adhérence de Zariski de E.

R T i

Démonstration. On laisse (1) et (2) en exercice.

Montrons (3). On a trivialement V' C V(I(V)) (tout point de V est annulé par tout polynéme qui
s’annule sur V). Comme V est un EAA, il estiste un idéal J tel que V = V(J). On a alors trivialement
J C I(V). Dou par (2), V(I(V)) Cc V(J)=1V.

Voyons (4). Soit f € \/I(E). Alors f™ € I(E) pour une certain entier m > 1. Ainsi pour tout a € E,
f™(a) = 0 donc f(a) = 0 et donc f € I(E). D’ou l'inclusion /I(E)) C I(E). L’inclusion inverse est
vrai pour n’importe quel idéal ce qui donne I’égalité.

Voyons (5). La premiere inclusion est triviale. Notons J = I(V([)). On a trivialement I C J. Par
conséquent VI C v/ J mais J étant radical, on obtient VIcJ.

Voyons (6). On applique V' dans (5) ce qui donne : V/(I) D V() > V(I(V(I))) = V(I) (par le (3)).
Voyons (7). On a trivialement E C V(I(E)). Ainsi V(I(E)) est un fermé qui contient E. Montrons que
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c’est le plus petit. Soit V' un autre fermé de Zariski contenant E. Soit J un idéal tel que V' = V(J). On
a par hypothese, E C V =V (J). On applique I et on obtient I(V(J)) C I(E). On applique alors V et
on utilise (3) et cela donne : V(I(E)) C V(I(V(J))) =V (J)=V. Ainsi V(I(E)) est le plus petit fermé
de Zariski contenant E. O

Exemple 4.16. Si [ = (X2 + 1) C R[X] alors

Si I ={((X—1)2)cR[X] alors
V(D) =I({1}) =(X 1) =VT.

On laisse les détails en exercices. On verra un peu plus loin ce que donne I(V (1)) en général dans le cas

ou k est algébriquement clos. Si k n’est pas algébriquement clos, on ne contréle plus grand chose.
4.3 Théoreme des zéros de Hilbert

Commencgons par un petit lemme utile dans la suite.

Lemme 4.17. Tout corps algébriquement clos est infini.

Démonstration. Soit K un corps fini. C’est donc un sur-corps de F,, pour un certain nombre premier p.
On suppose (par l'absurde) que K algébriquement clos. Alors pour tout » € N*, K contient les racines
de XP" — X donc (voir le paragraphe 5.5.1) K contient F,-. Par conséquent le cardinal de K est > p”
pour tout r > 1 ce qui contredit la finitude de K. O

Remarquons aussi une chose :

Lemme 4.18. Si k est un corps infini et P € k[X;,...,X,, alors P est nul si et s. si la fonction

polynomiale associée fp : k™ — k est nulle

Démonstration. Se fait par récurrence sur n. Si n = 1, c’est trivial. Supposons le résultat vrai au rang

n et soit P € k[X1,..., X, 1] dont la fonction associée est nulle.
d
Ecrivons P = Z Qiniz—s—l ou Q; € k[X1,...,X,].
i=0

d

L’hypothese sur P nous dit que pour tout a = (ay,...,a,) € k™ et tout « € k, Z Qi(a)a’ = 0. Fixons
i=1

a = (ay,...,a,) € k™. On obtient alors une fonction polynomiale nulle donnée par k 3 a — P(a, ) € k

ce qui entraine que le polynéme P(a, X,+1) est nul d’ou, pour tout i, Q;(a) = 0. L’hypothese de

récurrence entraine que chaque polynéme @); est nul et donc P est nul. O

Lemme 4.19 (de normalisation de Noether). Soit n > 2 et k un corps infini. Soit f € k[X7,...,X,)]
de degré d > 1. Alors il existe (A1,...,A\p—1) € k"1 tel que le coefficient devant Xff dans

f(X1 =+ /\1Xn, - 7Xn—1 —+ >\n—1Xn7 Xn)

soit non nul.
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Démonstration. Ecrivons

f= Z iy.iy X' -+ Xi» (somme finie)

ilv-"yin

avec a;, ... i, € k. Posons alors

9= Z iy oin X1 X0

i1+ tin=d

Par hypothese f est de degré d donc g est non nul. Notons que g est homogene de degré d.
Montrons que g(X1,...,X,,1) € k[X1,...,X,] n’est pas nul.
Par ’absurde, supposons qu’il est nul. Alors g = (X,, — 1)@ pour une certain @ € k[Xy,...,X,] (en
effet, on peut faire une division euclidienne par X,, — 1 puis évaluer en X,, = 1; ou bien on peut aussi
écrire X,, = ((X,, —1) +1) dans le développement de g et développer, puis évaluer en X,, = 1). Ecrivons
Q = Qq-1 + Q" avec Q4—_1 homogene de degré d — 1 et Q' est de degré < d — 1. Cela donne

g=(Xn —1)(Qu1+Q)=  XoQi1 +XuQ —Qu1-Q.
———
homogene de degré d de degré <d

Comme g est homogene de degré d, on obtient :

0= XnQ/ - Qd—l - Q/ = (Xn - 1)Q/ - Qd—l

ou encore Qg1 = (X, — 1)Q'.
On obtient une relation identique a celle obtenu ci-dessus mais en ayant perdu un degré. On peut réitérer
le processus et obtenir

Q1 = (X, —1)Q avec Q; homogene de degré 1.

Mais ceci entraine @) constant et Q1 ne peut pas étre homogene d’ou ’absurdité. Finalement, le polynéme
9(X1,...,X,_1,1) est bien non nul. Le lemme précédent entraine que la fonction associée est non nulle.
Il existe donc (A1,..., \n—1) € k"1 tel que g(A1,...,A_1,1) # 0. Mais on se rend compte que ce
nombre n’est rien d’autre que le coefficient devant Xﬁf dans f(X14+MXn, ..., Xn—1+ A1 X0, Xp). En

effet si on développe
D i (X1 M X)) (Xpmg A+ Aama X)X

alors le terme devant X? sera

. . 7;1 .« e in71
E Qiy,in A Ay

i1+ Fin=d

qui n’est rien d’autre que g(A1,..., Ap—1,1). O

Proposition 4.20 (Nullstellensatz faible). Soit k un corps algébriquement clos et I C k[X] alors V' (I)

est non vide.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur n. Si n = 1 alors c’est trivial (tout polyndéme non
constant admet une racine).
Soit donc n > 2. Soit g € I alors, le corps k étant infini, par lemme précédent (quitte a diviser par le

coefficient non nul en question) on peut écrire
9 X1+ M, X1+ M1 X1, X)) = X+ 0(X0,. ., X0)
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avec r(X1,...,X,) de degré < d en X, ceci pour un certain (A,..., \,_1) € k" ! fixé. Notons J =
{f(X14+ A,y X1+ A1 X1, Xp) 5 f € I}, Alors J est un idéal de k[X] et J # k[X]. De plus :
VI)#0 < V(J)#0D.

Par conséquent, quitte & remplacer I par .J on peut supposer que I contient un élément du type X? +

r(X1,...,X,) avec r de degré < d en X,, que l'on peut écrire aussi
9=X2+ ga1 XT+ - + g0, gi €k[Xq,..., Xn 1]

On pose alors I' = I Nk[Xy,...,X,-1]. Cest un idéal de k[X1,...,X,—1] et qui est différent de
k[X1,..., X,—1] (car sinon 1 serait dans I’ C I). Par hypothése de récurrence, il existe a = (a1, ...,a,-1) €
V(I').
Soit alors J = {f(a1,...,an—1,Xy) ; f € I}; idéal de k[X,,].
— Si J € k[X,,] alors J = (P(X,,)) avec P non constant. Soit alors a,, € k une racine de P et on
obtient que (a1, ...,an—1,a,) € V(I) qui est donc non vide
— Si J =k[X,] alors 1 € J donc il existe f € I tel que f(ay,...,an-1,Xn) = 1.
Ecrivons f = fo+ fiXn+-+ fuXF avec f; € k[X1,..., X, 1]. Alors fo(a) =1et fi(a) = =
fr(a) =0.
Soit R le résultant de g et f par rapport X,,. Alors R € k[X1,...,X,—1] et R € I (car combinaison
de f et g) donc R € I’ et donc R(a) = 0.
D’autre part R(a) est le déterminant d’une matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la
diagonale (le premier paquet de 1 est celui qui est devant Xg dans g et 'autre paquet de 1
provient de fy(a)) ce qui donne R(a) = 1. D’ou une absurdité. Ce cas est donc impossible.
[

Théoréme 4.21. (Nullstellensatz fort) Soit k un corps algébriquement clos.
Soit I C k[X1,...,X,] un idéal. Alors I(V(I)) = /1.

Lemme 4.22. Soit I un idéal de k[X]; on ne suppose pas k algébriquement clos.
Soit {f1,..., fs} un systeme de générateurs de I et soit f € k[X]. Notons 7" un nouvelle indéterminée.
Alors

fevl = 1e{fi,....fs,1=Tf) CK[X1,...,Xn,T).

Démonstration.

— Sifm e Talors 1-T™fm = 1—(Tf)™ = (1-Tf)Q on Q € K[X,T]. D'ow 1 = T™ fm 4+ Q- (1—TFf)
appartient a I'idéal voulu.

< :Onécrit 1l =g(X,T)fi+ - +9s(X,T)fs +9(X,T)(1 =Tf). On évalue en T'= 1/ f et on obtient

1:gl(z,l/f)fl“‘"‘+98(X71/f)fs-

On chasse les dénominateurs dans le membre de droite en multipliant par une puissance de f assez
grande et on obtient f™ € [. O

Démonstration du théoréme. On sait déja que VI C I(V(I)).

Soit f € I(V(I)). Soient fi,...,fs des générateurs de I sur k[X]. Via le lemme, le but est donc de
montrer que 1 appartient a J = (f1,..., fs,1 —Tf) C k[X,T].

Montrons que V(J) = () C k™*L. Par I'absurde, soit (a1, ..., a,,7) € V(J).
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Si (ai,...,a,) € V(I) alors 1 — 7f(a) =0 ie. 1 =0. Absurde.

Si (ai,...,an) ¢ V(I) alors il existe il existe i € {1,...,s} tel que f;(ai,...,a,) # 0 mais alors
0 # fi(ar,...,an) = fi(a1,...,an,7) = 0. Absurde.

Par le Nullstellensatz faible, J = (1). O

Le théoréme suivant résume ce qui a été fait jusqu’ici.

Théoréme 4.23.

1. Ici k est un corps quelconque. Notons Z I'ensemble des idéaux de k[X] et £AA 'ensemble des

ensembles algébriques affines dans k™. Alors les applications
I1:EAA—T et V:Z - EAA

sont deux application décroissantes telles que V o I = Idg 4.4 ; en particulier V est surjective et I
est injective.
2. Ici k est supposé algébriquement clos. Notons ZR Iensemble des idéaux radicaux de k[X]. Alors

par restrictions, on obtient
I1:EAA—- TR et V:IR - EAA

et ces applications sont deux bijections réciproques I'une de l'autre.

Démonstration. Dans le (1), tout a déja été vu.

Concernant (2), on a vu que I est bien a valeurs dans ZR (voir point 4 dans la prop page 41). Le point
3 de cette méme proposition nous dit que V(I(V)) =V pour tout V € EAA et le Nullstellensatz nous
dit que I(V(I)) = VI = I (si I est radical). O

4.4 Dictionnaire Algebre-Géométrie

On a vu la correspondance entre idéaux radicaux et ensembles algébriques affines. On va affiner cette
correspondance d’une part et d’autre part voir ce que certaines opérations algébriques dans k[X] en-
trainent d’un point de vue géométrique et topologique dans k™. Certains résultats ne seront valables
qu’avec un corps algébriquement clos.

Tout d’abord un résultat assez naturel.

Proposition 4.24. Soit E une sous-ensemble de k™. Alors I(E) = I(E). Ici E désigne 'adhérence de
Zariski de E.

Ce résultat dit que si un polynéme s’annule sur F alors il s’annule sur son adhérence.

Démonstration. On a E C E donc I(E) C I(E).
Soit f € k[X] s’annulant sur E, i.e. f € I(E). Alors E C V(f). Or E est, par définition, le plus petit
fermé contenant E donc E C V(f) ce qui signifie que f € I(E). O

Rappelons qu’un idéal propre I C k[X] est premier si : pour f,g € k[X], fg € I implique f € I ou

g € I. 1l y a une notion tres proche du coté des ensembles algébriques affines.

Définition 4.25. Un EAA V C k" est dit irréductible si : pour tous EAA Vi, V5, si V = V7 UV, alors
V=ViouV =VW.
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Proposition 4.26. Soit V' C k™ un EAA. Alors V est irréductible si et seulement si (V') est un idéal

premier.

Démonstration. Supposons V irréductible et soient f, g € k[X] tels que fg € I(V). Alors V C V(f) U
V(g) ce qui entraine V= (VN V(f)) U (VNV(g)). L’hypothese entraine, par exemple, V =V m V()
ce qui implique f € I(V).

Réciproquement supposons I(V') premier et supposons qu’on ait V' = V3 UV, comme union de deux EAA.
Supposons, par exemple, que V # V5 alors Vo C V' ce qui entraine I(V) C I(V3) et montrons que V = V)
(sachant qu’on a déja Vi C V). L’inclusion stricte précédente implique 'existence de f € I(V2) \ I(V).
Soit g € I(V1). Alors fg € I(V) qui est premier donc g € I(V). Ainsi I(V;) C I(V') ce qui entraine (en
appliquant 'opération V) que V' C V;. ]

Corollaire 4.27. Supposons k est algébriquement clos. Alors les applications I et V' échangent idéaux

premiers et EAA irréductibles.

Démonstration. Si V est irréductible alors, d’apres la proposition précédente, I(V') est premier.
Réciproquement soit I un idéal premier. Montrons qu'il est radical. En effet si f € k[X] satisfait f™ € I
pour un certain entier m € N* alors f - f™! € I ce qui entraine f € I ou f™ ! € I. De proche en
proche, on arrive & f € I. Ainsi VI C I et donc I = +/T.

Si on note V.= V(I) alors I(V) = /I = I (par le Nullstellensatz) mais comme I est premier, la
proposition précédent nous dit que V = V(I) est irréductible. O

Remarque 4.28. Plagons nous dans le cas d’un idéal principal de k[X] avec k algébriquement clos.

Soit donc I un idéal propre et f un générateur de I. Dans k[X] qui est factoriel, on peut décomposer

m
f=c-fl..

avec ¢ € k*, m; € N* et f; premier.

Pour chaque i, (f;) est un idéal premier et on a V((f;)) = V(fi) = V(f]""). On obtient alors V(I) =
UV (fi) et puisque (f;) est premier, chaque V'(f;) est irréductible.

Nous allons voir que cette décomposition en variétés irréductibles est générale (avec un corps pas néces-

sairement algébriquement clos).

Définition 4.29. Soit V' C k™ (on ne suppose pas k alg. clos). On dit que V' admet une décomposition
en variétés irréductibles sion a: V =V, U--- UV, avec V; EAA irréductible.

De plus cette décomposition est dite minimale si pour tout i, j tels que ¢ # j, on a V; ¢ V;.

Proposition 4.30. On ne suppose pas k algébriquement clos. Soit V' C k™ un EAA. Alors V admet

une décomposition minimale en variétés irréductibles et elle est unique a ’ordre pres des termes.

Démonstration. Montrons l'existence pour commencer. Si V' n’est pas irréductible alors on peut ’écrire
V =V UV avec V1,V C V Si V; n’est pas irréductible alors on peut Iécrire V4 = Vo U V" avec
Vo € Vi, etc. On obtient alors --- C Vo C Vi € V ce qui entraine I(V) C I(Vy) C I(Va) C ---. De
plus ces dernieres inclusions sont strictes. En effet si on avait par exemple I(V;) = I(V3) alors on aurait
Vi = V(I(Vy)) = V(I(Va)) = Va. Ainsi, on construit une chaine strictement croissante d’idéaux. Par

noethérianité de k[X] une telle chaine est finie. Cela entraine qu’on finit par avoir des V; irréductibles
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dans une telle construction d’ou lexistence d’une décomposition. Montrons qu’on peut la rendre mini-
male. En effet, si ca n’est pas le cas, il suffit de retirer tous les V; qui sont strictement inclus dans un

autre et on obtient une décomposition minimale.
q r

Montrons son unicité. Soient deux décompositions minimales V = U Vi = U V/. Pour chaque V; on a
=1 i=1

Vi=VinV=Vv,n(V{u---uV)=WV;nV))u---u((V;NV)).

Comme Vj est irréductible, on a V; = V; N Vj’ pour un certain 7, i.e. V; C Vj’ . En faisant la méme chose
avec Vj’ on obtient Vj’ C Vi pour un certain k£ d’ou V; C Vj’ C Vi mais par minimalité, cela entraine
Vi = Vi puis V; = V. On a montré que chaque V; est égal a I'un des V. De fagon symétrique, chaque
Vj’ est égal a I'un des V; ce qui montre que ¢ = r et que ce sont les mémes décompositions écrites dans

un ordre éventuellement différent. O

Voici une conséquence immédiate d’une telle décomposition.

Corollaire 4.31. On suppose k alg. clos. Tout idéal radical I C k[X]| peut s’écrire comme intersection
d’idéaux premiers I = Py N --- N F,; avec P; ¢ P; sii # j; et cette décomposition est unique a ’ordre

pres des termes.

Remarque 4.32 (pour la culture). On peut se demander si on peut (comme dans le cas d'un idéal
principal, voir la remarque plus haut) décomposer un idéal (quelconque) comme intersection d’idéaux
plus "simples”. La réponse est oui. C’est ce qu’on appelle la décomposition primaire qu’on n’étudiera
pas ici.

Nous avons vu plus haut une correspondance entre idéaux premiers et EAA irréductibles. Il y en a une

autre qui concerne les idéaux maximaux et les points.

Proposition 4.33. Etant donné un point a = (aq,...,a,) € k™, on note my = (X1 —aq,..., X, —ay).
1. Pour tout a € k™, m, est un idéal maximal.
2. Pour tout a € k", I({a}) = m, et V(m,) = {a}.

3. Si k algébriquement clos alors tout idéal maximal de k[X] est de la forme m, pour un a € k™.
Comme conséquence immédiate, on a le corollaire suivant.

Corollaire 4.34. Supposons k algébriquement clos. Alors les applications I et V' échangent idéaux

maximaux (tous de la forme m,) et points.

Démonstration de la prop. 1. Par division par exemple, on peut montrer que tout polynome f s’écrit
sous la forme f = f(a)+> 1, ¢;i(X)-(X;—a;). Cela montre que le morphisme (surjectif) d’anneaux
k[X] — k, f — f(a) a pour noyau m,. Ainsi k[X]|/m, est un corps donc m, est maximal.
2. On a trivialement V(m,) = {a}. Pour lautre égalité, on a aussi trivialement Iinclusion m, C
I({a}). Par maximalité de m, cela implique I’égalité (car I({a}) # k[X]).
3. Soit I un idéal maximal. Alors par définition, I # k[X]. Par le Nullstellensatz faible, V' (I) contient
au moins un point a, i.e. {a} C V(I) ce qui implique par la version forte du Nullstellensatz,
VI =I(V(I)) ¢ I({a}) = mg. Or T étant maximal (donc premier) il est radical ce qui entraine

I C mg. Par maximalité de I, on arrive a I = m,,.
O
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Pour 1 < m < n, on notera
Tm K" —= K™ (a1,...,an) = (a1,...,am).

Etant donné un idéal I C k[X1,...,X,], Vensemble I Nk[X7,..., X,,] est un idéal de k[ X7, ..., X,,] et
a ce titre on peut regarder son lieu des zéros V(I Nk[X1,...,X;»]) € k™. On a alors le théoreme de

projection suivant.

Théoréme 4.35. Soit I C k[X1,...,X,] un idéal.
Notons V =V(I) C k" et I, = I Nk[X1,..., Xpn].
1. On a my, (V) C V().

2. Si k est algébriquement clos alors

Tm (V) = V(In)
ot 7, (V) désigne 'adhérence de Zariski dans k™.

Démonstration. 1. Soit @’ = mp,(a) avec a = (ay,...,a,) € V. Soit f € I,. Alors f(a’') = f(a) (car f
ne dépend pas des variables X,,41,...,Xy) et f(a) =0 car a € V = V(I). L’inclusion en découle.

2. L’inclusion du (1) entraine Uinclusion 7, (V) C V(I,) car m,,(V) est par définition le plus petit
fermé contenant m,,(V'). Montrons 'inclusion inverse.
Rappelons qu’étant donné un ensemble de points E, son adhérence de Zariski est E = V (I(E)).
Soit f € I(my(V)) (remarquons que f € k[X1,...,X,,]). Pour tout a € V, f(a) = f(mm(a)) = 0.
Par conséquent, par le Nullstellensatz, il existe un entier j > 1 tel que f/ € I et donc f7 € I,,.
Ainsi, I(m,(V)) € V/In ce qui entraine V(I,,) = V(v/Tn) C V(I (71 (V))) = 7 (V).
]

Remarque 4.36 (pour la culture). Dans le théoréeme précédent, on peut facilement construire des
exemples ou I’égalité m,,, (V') = V(I,,) n’a pas lieu donc I'adhérence est nécessaire pour atteindre 1’égalité
en général et ce qui “manque” pour avoir 1’égalité est petit dans le sens suivant :

il existe W C k™ un EAA tel que W C V(1) et V(L) N W C (V) C V().

Dans le résultat suivant, on s’intéresse a une autre opération. On se donne deux EAA V =V (I), W =
V(J) avec W C V. Peut-on trouver un idéal dont le lieu des zéros est V ~. W ?

Voici deux exemples triviaux.

Exemple 4.37. 1. Dans C?, V = V(X1X3) et W = V(X5). Alors V est I'union des deux axes de
coordonnées et W est ’axe des abscisses et donc V' ~. W est ’axe des ordonnées privé de ’origine.

Dans ce cas, V . W est égal a axe des ordonnées (pourquoi?) et est donc égal & V(X7).

2. Toujours dans C2, V = V(X;) et W = V(X3), i.e. V est 'axe des ordonnées et W celui des
abscisses. La différence V ~. W est encore ’axe des ordonnées privé de l'origine et I’adhérence est

laxe des abscisses et est égal a V(X7).

On voit dans 'exemple 1 qu’on a V(X1 Xs) \ V(X32) = V(X1) donc d’une certaine fagon on a “quotienté”
I'idéal de départ (X7 X5) par I'idéal (X5) pour obtenir I'idéal (X;) d’ou la notion qui suit.

Définition 4.38. Soient I, J C k[X] deux idéaux. On définit le quotient de I par J

I:J={fek[X];VgeJ, fgel}.
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Proposition 4.39. Soient I, J deux idéaux de k[.X].
L. OnaV(I)~\V(J)CV(:J).
2. Si k est algébriquement clos alors V(1) N~ V(J) = V(T : J).

Démonstration. 1. Soit a € V(I) N\ V(J) et soit f € I : J. Puisque a ¢ V(J), il existe g € J tel que
g(a) # 0. On a par définition de I : J, fg € I. Donc fg(a) = 0 mais g(a) # 0 donc f(a) =0 d’ou
I’égalité.

2. Comme V (I) = V(v/T), on peut supposer I radical et montrer que V(I) ~ V(J) = V(I : J). L’in-
clusion du (1) entraine, par passage a I’adhérence, l'inclusion gauche-droite. Montrons 'inclusion
inverse. Pour ¢a, soit f € I(V(I)\V(J)). Soit g € J alors fg s’annule sur (V(I)\V(J))UV(J) =
V(I) donc par le Nullstellensatz, fg € /T = I, ce qui montre que f € I :.J. On a donc I'inclusion
IVIDNV()cI:Jdou V(I :J)cVIVI)\V()))=VI)~V(J).

[

Exercice 4.40. Avec I = ((X —1)2(X —2)) et J = ((X — 1)), montrer que V(v :.J) # V(I : J). Une

des inclusions est-elle toujours vraie ?
Corollaire 4.41. Ici k n’est pas supposé alg. clos. Soient V, W C k™ deux EAA. Alors
I(V): IW)=1(V~W).

Démonstration. Pour une inclusion on utilise le (1) de la prop. et pour l'autre, il n’y a pas de difficultés.

On laisse les détails en exercice. O

Le tableau suivant résume ce qui a été fait jusqu’ici sur le lien entre algebre et géométrie. Dans la colonne

de gauche, tous les idéauz sont (supposés) radicauz et dans la colonne de droite on a des EEA.

Algebre Géométrie
I — V(D)
I(V) — \Y%
I+J — V() nV(J)
I(V)+ 1(W) — Vuw
1J — V(I)uV(J)
I(V)I(W) — Vuw
IinJ — V() UV(J)
I(Vyni(w) <— Vuw
1:J — V() \V(J)
I(\V):1(W) — V~w
VINK[X, ..o, Xm] +— Tm(V (1))
idéal premier <— EAA irréductible
idéal maximal — point

4.5 Bases de Grobner

Dans k[X] on a la division euclienne (on a d’ailleurs aussi une division suivant les puissances croissantes)
et cette division euclidienne permet entre autres, via ’algorithme de Bézout, de construire un générateur
d’un idéal dont on connait un systeme fini de générateur.

Ce qu’on va faire ici est analogue. Dans k[ X7, ..., X,,], on va définir une forme de division, cette division

dépendra de ’ordre choisi un peu comme dans le cas d’une variable ol on décide de diviser suivant les
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puissances croissantes ou décroissantes (Euclide) & la différence que dans le cas d’une variable, on n’a
que deux ordres possibles alors que dans le cas de plusieurs variables, on en a une infinité et seuls cer-
tains (qualifiés de bons) seront utilisés ici. On aura alors un analogue de 'algorithme d’Euclide qui sera
I’algorithme de Buchberger avec comme but : la construction d’une base de Gréobner d’un idéal donné
par un systéme fini de générateurs. Cette base n’est pas unique (on peut la rendre unique en imposant
des conditions supplémentaires mais elle dépendra toujours de l'ordre choisi pour les divisions). Elle
permet par exemple de répondre a la question de savoir si un polynoéme donné appartient ou bon a un

idéal donné; ou bien aussi elle rend constructive la notion d’élimination.

Notations. Dans la suite on notera fréquemment X* = X" --- X ot o = (ovy, ..., ) € N™.

4.5.1 Idéaux monomiaux

Lemme 4.42 (de Dickson). Tout idéal monomial admet un systeme fini de générateurs.

C’est une conséquence directe du théoreme de la base d’Hilbert.
Nous allons néanmoins en fournir une preuve directe. Pour cela, nous donnons quelques résultats sur les

idéaux monomiaux.

Lemme 4.43. Soit A une partie non vide de N Soit I I'idéal engendré par les X¢ avec o € A. Alors
pour tout 3 € N*, XP € I si et s. si il existe o € A tel que X¥| X7,

Démonstration. Seul le sens direct est & démontrer. Soit X un élément de I. Alors on peut 1’écrire sous
forme d’une somme finie X? = Y aeca 4aX®. En écrivant chaque g, sous forme de combinaison linéaire

de mondmes, on obtient que X”? est nécessairement un terme de la somme de droite d’ou le résultat. [

Lemme 4.44. Soit I un idéal monomial de k[X]. Soit f € k[X]. Les conditions suivantes sont équiva-

lentes.
1. fel
2. Tous les termes de f sont dans I.

3. f est une combinaison linéaire sur k de monomes de I.

Démonstration. Supposons (1). Ecrivons f = > gepX B (somme finie avec § € N*). Comme f appartient
a I, on peut écrire f = > . ¢; X% avec X% € I. Comme dans le lemme précédent, on voit que chaque
terme de gauche apparait a droite, i.e. appartient & I ce qui implique (2).

Les implications (2) = (3) = (1) sont triviales. O

Démonstration (du lemme de Dickson). La preuve se fait par récurrence sur n. Pour n = 1, c¢’est trivial.
Soit alors I un idéal de k[X7,..., X,,, Y] = k[X,Y]. Soit J I'idéal de k[X] engendré par les X tels qu’il
existe k € N tel que X*Y* € I.

Par hypothese de récurrence, soit a1, ...,y C N tel que {X*; i =1,...,q} engendre J.

Pour chaque i = 1,...,q¢, il existe m; € N tel que X*Y™ € I. Soit alors m = max{my,...,my}.

Pour chaque k = 0,...,m — 1, soit .J; C k[X] I'idéal engendré par les X® pour lesquels X*Y* ¢ I.
Encore par hypotheése de récurrence, J; a un nombre fini de générateurs : X1, ... X%%a,

Soit M = XYk ¢ 1.

Si k > m alors M est multiple d’'un X*Y"™ lui méme multiple de X*Y ™,

Si k < m alors M est multiple d’un X*.Y'*. ]
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Corollaire 4.45. Soit A C N" et I I'idéal de k[X] engendre par {X“; o € A}. Alors il existe B C A
fini tel que I = (X%; a € B).

Démonstration. Par le lemme de Dickson, I admet un systeme fini de générateurs aq,...,aq. Par le

deuxieme lemme du paragraphe, pour chaque i, il existe 8; € A tel que X% |X%. On pose alors B =

{B1,..., 084} O

4.5.2 Ordres monomiaux

Rappelons qu’une relation d’ordre < sur un ensemble A est une relation binaire qui est réflexive (z < x),
transitive (r < y et y < z implique = < 2) et antisymétrique (z < y et y < x implique = = y). Cette
relation est dite totale si deux éléments sont toujours comparables, i.e. pour tous z,y € A, x < y ou
y<uw

Deux exemples de base : R muni de la relation d’ordre usuelle est un ensemble totalement ordonné.
Pour un ensemble X, I’ensemble de ses parties A = P(X) muni de la relation d’inclusion C est un
ensemble ordonné mais la relation n’est en général pas totale. Question : a quelle condition sur X, cette

relation est-elle totale ?

Définition 4.46. Un ordre monomial sur N ou de fagon équivalente sur les monomes X< est une

relation d’ordre < totale qui satisfait la condition suivante :
Vo, B,y EN", a2 f=a+7=2 B+,

ou de facon équivalente : X® < X8 — X X7 < XBX7.

Un ordre monomial est dit bon si pour toute partie non vide de N” a un minimum.

Lemme 4.47. Soit =< un ordre monomial sur N, Les conditions suivantes sont équivalentes.
1. L’ordre < est un bon ordre.
2. Toute suite décroissante est stationnaire.

3. Pour tout o € N*, o = 0.

Démonstration. Supposons (1). Alors si une suite strictement décroissante existait alors ’ensemble de
ses éléments n’aurait pas de minimum ce qui contredirait (1). D’ou (2).

Supposons (2) et par 'absurde qu’il existe « tel que 0 = «. Alors pour k € N, ka =0+ ka > a+ ka =
(k + 1) et on obtient une suite strictement décroissante ce qui contredit (2). On a donc (3).
Supposons (3). Soit A une partie de N™. Par le corollaire du lemme de Dickson, il existe B C A fini tel
que pour tout « € A, il existe S € B tel que a € 4+ N"™. L’hypothese (3) entraine alors que o = 3.

L’ensemble B étant fini, il admet un minimum. C’est alors le minimum de A d’ou (1). t
Voici quelques exemples d’ordres monomiaux bons.
Exemple 4.48. 1. L’ordre lexicographique défini par : @« < f <= dans « — 3, la premiére compo-

sante non nulle est positive.

2. On fixe un bon ordre monomial <. Soit w € Z™ qu’on voit comme un systeme de poids. On définit
<w comme suit : a <y, f = (w-a<w-fou(w-a=w-Feta<ya)).
Iei w-a =), wjoy (c’est le produit scalaire canonique de R™).

Exercice : On pourra montrer que cet ordre est bon si et s. si w € N™.
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4.5.3 Bases de Grobner

Un ordre monomial < est toujours fixé. Il n’est pas supposé bon.
On introduit quelques notations. Soit f =) ¢, X* € k[X]| non nul.
C’est une somme finie, les a sont dans N” et les ¢, dans k.

On fixe un ordre monomial < sur N™. On note :

— Supp(f) = {a € N"; ¢, # 0} (le support de f)
— exp<(f) = max<(Supp(f)) (I'exposant dominant de f)
— Im<(f) =X xP=(f) (le monéme dominant = leading monomial)

— le<(f) = cexp_ () (le coefficient dominant = leading coefficient)

— 1t<(f) = le<(f) - Im<(f).
Dans la suite, si aucune confusion n’est possible, on enlévera < en indice et on écrira exp(f), lm(f), etc.

Voici quelques propriétés immédiates (laissées en exercice). Soient f, g € k[X] non nuls.

— oxp(f + g) = max{exp(f), exp(g)}-
— Siexp(f) # exp(g) alors exp(f + g) = max{exp(f),exp(g)}.
— exp(f - g) = exp(f) +exp(g) (ou de facon équivalente Im(f - g) = Im(f)lm(g)).

Définition 4.49. Soit I C k[X] un idéal non nul. On définit

Im(1) = ({lm(g); g € I~ {0}})
L’ensemble lm([/) est appelé I'idéal monomial associé a I (et l'ordre =<).

Définition 4.50. Soit I C k[X] un idéal non nul. On appelle base de Grébner (ou Groebner) de I
(relativement & l'ordre <) tout ensemble fini {g1,...,9,} C I tel que

Im(7) = (Im(g1),...,lm(g,)).

Le lemme de Dickson (plus précisément son corollaire) assure l'existence d’une base de Grébner.
Dans le paragraphe suivant, nous énongons un théoréeme de division (ou réduction) qui montrera qu’une
base de Grobner est un systeme de générateurs de 1’idéal en question et nous verrons par la suite les

propriétés particulieres qu’il possede.

4.5.4 Divisions

Dans ce paragraphe, on fixe un ordre monomial < et on le suppose bon.

Proposition 4.51. Soient f, f1,..., fs € k[X]. Il existe q1,...,qs,7 € k[X] tels que
Lf=q i+t +gs fs+r,
2. pour tout i = 1,...,s, si ¢; # 0 alors Im(f) = Im(q; f;),
3. si r # 0 alors pour tout monéme m de r et pour tout ¢ =1,...,s, Im(f;) ne divise pas m.
Le polynome r est appelé “un reste de la division de f par les f;” ou encore “une réduction de f modulo

{fla" . afs}”’

Dans cet énoncé, les g; et r ne sont pas uniques.
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Démonstration. L’énoncé se fait par récurrence sur Im(f).
Silm(f) = 1, autrement dit si f est un polynéme constant alors si I'un des f; est constant alors on peut
écrire f = % - fi, et sinon on pose r = f.
On se donne maintenant f tel que Im(f) = 1 et on suppose que pour tout f’ tel que lm(f") < lm(f), le
résultat est vrai pour f’. Notons qu’une récurrence est possible car, 'odre =< étant bon, le nombre de
monomes strictement plus petits que lm(f) est fini.
Ecrivons f' = f —1t(f). On a alors deux cas possibles.
— Cas 1 : Im(f) est multiple d’un des Im(f;).
Soit donc j tel que Im(f;)[Im(f). Notons lt(f) = c- X% et 1t(f;) = e- X" avec c,e € ket o, B € N*
et notons f; = f; —1t(f;). On a alors

fr+160f)
— iy gxﬁ—a ()
= [ X f))

_ € yB-a ¢ —a
= (f/—gX f]{)‘f‘gxﬁ - -

f

Notons f” le terme entre parenthese, ce terme satisfait lm(f”) < Im(f) (exo) et on peut lui
appliquer I'hypothése de récurrence. On peut donc I’écrire f” = 3. ¢} fi + ' avec les conditions

requises sur les ¢} et sur /. On obtient alors
& _
f=difit+ CXP0rg) i+ difo o

Il reste a vérifier que les conditions sont satisfaites (exo).
— Cas 2 : Im(f) n’est multiple d’aucun Im(f;).
On applique I’hypothese de récurrence & f’ et cela donne f' = 3" ¢! f; +r’. On obtient la décom-

position suivante
f=afi+-+afs+ 0 +16(f))

décomposition qui convient (& vérifier en exo).

O

Dans une telle division, rien n’est unique. Cependant nous avons un résultat plus précis dans le cas ou

on divise par une base de Grobner.

Proposition 4.52. Soit G = {g1,...,gs} une base de Grobner d’un idéal I C k[X]. Alors étant donné
f € k[X], il existe un unique couple (g,7) € k[X]? tel que

1. f=g+r,

2. gel,

3. si r # 0 alors aucun des monomes constituants r n’est divisible par un lm(g;) (i.e. on ne peut pas

réduire r modulo G).

Démonstration. L’existence est assurée directement par la proposition de division de f par G. Montrons
l'unicité. Soit (¢’,7’) un autre couple avec les propriétés demandées. Alors R = r — r/ appartient a I. Si
R n’est pas nul alors Im(R) est dans lm(/) et donc (voir 2éme lemme de 6.5.1) est divisible par I'un des

Im(g;) ce qui est impossible vues les conditions sur r et /. Ainsi R =0. Dour =1"et g=¢'. O
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Ainsi, grace a ce résultat on peut dire "le reste d’une division de f par G” car ce reste est uniquement
déterminé lorsque G est une base de Grébner de I (bien que la division en elle-méme n’est pas forcément
unique).

Comme premiere application des bases de Grébner, nous avons le test d’appartenance a un idéal.

Proposition 4.53. Soit G une base de Grébner de I. Soit f € k[X]. Alors
f €1l <= le reste de n'importe quelle division de f par G est nul.

Démonstration. Le sens “<” est trivial. Montrons le sens direct. Supposons f € I. Considérons une
réduction modulo G' : f = ). ¢;g; +r (on a noté g; les éléments de G). Alors 7 est dans I. Donc, s'il

n’est pas nul, lm(r) est divisible par 'un des lm(g;) ce qui est impossible par la division. O

4.5.5 Critere et algorithme de Buchberger

Dans ce paragraphe, un bon ordre monomial =< est encore fixé.
Nous savons que tout idéal admet une base de Grébner. Nous allons donner un algorithme de calcul d’une

telle base a partir d’un systeme de générateurs donné. Pour cela, nous avons besoin des S-polynémes.

Définition 4.54. Soient f, g € k[X] non nuls.
Notons It(f) = cX® et lt(g) = dX? avec ¢,d € k et a, 8 € N Définissons v = (71,...,7,) € N” en
posant v; = max{«;, 3;}. On définit le S-polynéme de f et g :

1o 1
S(f,9)= X7 = X7 g.

Ce S-polynome est construit de telle sorte qu’on annule les mondémes dominants de f et g de “facon

minimale”.

Théoréme 4.55 (Critére de Buchberger). Soit G = {g1,...,¢s} un systéeme de générateurs d’un idéal
I. Alors G est une base de Grobner de I si et seulement si : pour tout couple (i,7) € {1,...,s} tel que

i # j, la réduction de S(g;, gj) modulo G donne un reste nul.
Pour démontrer ce théoreme, nous avons besoin d’un lemme technique.

Lemme 4.56. Soient fi,..., fs des polynémes ayant le méme monéme dominant : Vi, Im(f;) = X°.
Soient ¢y, ...,cs € k tels que
S
lm<Zci . fz) < Xé.
i=1

s

Alors Z ¢; - fi est une combinaison linéaire sur k des S(fj, fx).
i=1
De plus pour tout 1 < j, k < s, Im(S(fj, fx)) < X°.
Démonstration. Voyons d’abord la derniére affirmation du lemme. Pour tout ¢, notons d; = lc(f;).

Etant donné que fj et fi ont le méme monéme dominant (& savoir X %), on obtient

SUfo =1

1
]f] - dkfk-
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Le monome d’exposant § disparait ce qui donne Im(S(f;, fx)) < X°.
Montrons la premiere partie du lemme & présent.

Pour tout ¢, ¢;d; = lc(c¢; f;) et 'hypothese entraine alors que
cidy + -+ csds = 0.

Pour tout 4, posons p; = d%- fi- Remarquons que S(f;, fv) = p;j — px. La somme télescopique suivante
permet alors de conclure la démonstration :

Y afi=) adipi = adi(pr—p2) + (c1di + cada)(p2 — p3) + -
=1 =1
+ (Cldl + -+ Csfldsfl)(psfl - ps) + (Cldl + -+ Csds)ps-

=0

O]

Démonstration du Théoreme. L’implication gauche-droite est une conséquence directe de la derniere
prop. de 6.5.4.
On suppose donc que chaque réduction de S(g;, gj) modulo G' donne un reste nul. Commengons par une
remarque : soient j,k € {1,...,s} et soient o, 3 € N" tels que Im(X“g;) = Im(X#gy) = X°. Alors

1

S(Xagj,Xng) _ X5—(a+exp(gj))X@gj _

1
le(g5) lc(gx)
1 1

_ X5—6Xp(gj)g. _ X5—6Xp(gk)g
le(g5) le(gr)

j
1 1
- x%. ( XVexp(gs) g
le(g)) 7 le(gr)

(ot v = (71,--.,7m) et v = max{exp(g;)i, exp(gr)i} )
= X°7S(gj,91)

x 0= (B+exp(gr)) x5

9k

k

X’Y_eXP(Qk)gk>

De plus, d’apres le lemme, Im(S(X%g;, XPg;)) < X°.

Soit f € I que I'on peut donc écrire
s
f=Y"higi
i=1

avec h; € k[X]. Le but est de montrer qu’on peut obtenir une telle écriture avec lm(f) > lm(h;g;). En
effet, si cette condition est remplie alors lm(f) est divisible par I'un des lm(g;) et cela montrera qu’on
a bien une base de Grébner.

On suppose donc que Im(f) < 0 := max{lm(hig1),...,1lm(hsgs)}. Notons e; = exp(hig;) (pour les
hi # 0). On peut écrire

f= Whi)gi + > (hi = 16(hi))gi + Y higs.
e; =0 e; =0

e; <0
Dans le membre de droite, les deux derniers termes ont un monéme dominant < X°. Comme Im(f) < §
cela implique dans le premier terme de droite, qu'on note h, le monoéme dominant est < X?. Ecri-

vons It(h;) = ¢; - X*®. On se retrouve avec lm(z ¢;X*®g) < 8. On peut donc appliquer le lemme
e; =0
précédent. On obtient alors que h s’écrit comme une combinaison linéaire a coefficients dans k des

S (X a(y) 9j, X a(k)gk) pour lesquels lm(X O‘(i)gi) = ¢§. En utilisant la remarque précédente, on peut ré-

écrire h comme combinaison linéaire de termes du type X°~7S (95, 9r) et pour lesquels le monéme
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dominant est < 6.

L’hypothese du théoréme nous dit qu’on peut réécrire h comme combinaison des g; avec des termes de
S

monomes dominants < § (cela vient des conditions d’une division). Au final on a réécrit f = Z hlg;

i=1
avec ¢' := max{lm(hjg1),...,lm(hlgs)} < 0. Si & > lm(f), on recommence de la méme maniere. Ce

processus s’arréte car 'ensemble {m ; m monoéme, Im(f) < m < 6} est fini car 'ordre < est bon. [
Ce critere permet de donner un algorithme de calcul d’une base de Grébner d’un idéal en partant d’un

systeme de générateurs donnés.

Algorithme de Buchberger

— On se donne I = (g1,...,9q)-

— Posons Go = {g1,...,9q}

— Pour chaque (4, j) tel que i # j, on considere le reste d’une division de S(g;, gj) par Go.

Des qu’on trouve un reste non nul, on le nomme g441 et on pose Gi = {g1,...,9q¢, 9g+1}-

— On recommence avec (G; et on construit ainsi une suite strictement croissante Gy C G1 C - - -.
Par construction, lm(gy+1) n’est divisible par aucun autre Im(g;). Cela donne une inclusion stricte
d’idéaux monomiaux Mo = (Im(g1),...,1m(gq)) € M; = (Im(g1),...,lm(gg+1)) < - - -. Par noethérianité
de k[X], cette suite est finie. Cela signifie qu'’il existe un s € N pour lequel toutes les réductions des
S(gi,gj) avec g;,9; € G5 donnent un reste nul. Le critere de Buchberger implique que G est une base
de Grobner de [.

4.5.6 Elimination de variables et quelques conséquences

On a vu dans la section précédente qu'une projection d’'un EAA correspond, dans le cas d’un corps algé-
briquement clos, a une élimination de variables. Nous allons voir comment se fait une telle élimination.
On considére un idéal I C k[X7, ..., X,] donné par des générateurs et on cherche a calculer des généra-
teurs de 'idéal I Nk[Xq,..., X, avee m € {1,...,n—1}.

Proposition 4.57. (Elimination) Soit < un ordre monomial tel que pour i € {m + 1,...,n} et pour
tout monome p en les variables X1, ..., X,, on ait X; > u.
Soit ¢g1,...,9, une base de Grobner de I relativement a <. Quitte a réordonner les g;, supposons
que g1,...,9s € k[X1,...,Xn] et gst1,-..,9- ¢ k[X1,...,Xp]. Alors g1,...,gs forment une famille

génératrice de I Nk[X7,..., Xy

Remarque 4.58.

1. Un tel ordre est appelé un ordre qui élimine les variables X,,,+1, ..., X,. On remarquera qu’on met

un poids plus grand sur les variables qu’on souhaite éliminer.

2. Pour un tel ordre, on a pour tout f € k[Xi,...,X,] : f € k[X1,..., X, <= Im<(f) €

k[Xy,...,X;n]. Je laisse ce point en exercice.

3. Il y a plusieurs fagons d’obtenir un tel ordre. Par exemple ¢a peut étre l'ordre lexicographique
inverse. On peut aussi prendre un ordre associé au systeme de poids suivant : w - (aq,...,ap) =

Omt1 + -+ oy
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4. Notons <’ la restriction de < aux monomes Xf‘l - Xom. Alors on a méme un résultat un peu
plus précis : g1, ..., gs forment une base de Grobner de I Nk[X7, ..., X,,] relativement & <’. Nous

allons démontrer ce dernier point dans la preuve a suivre.

Démonstration de la Prop. Nous allons, en fait, démontrer la proposition et le quatrieme point de la
remarque en méme temps. Pour cela, soit f € I Nk[Xy,...,X,,]. Considérons une division de f par
les g; relativement & lordre =, division dont le reste est nul puisque f € I : f = >0 | ¢;g; avec
Im<(f) = Im<(gig;) pour les i tels que ¢; # 0. Soit ¢ > s+ 1. Si, pour un tel 4, nous avons g; # 0 alors
(par le point 2 de la remarque) Im<(g;g;) = Im<(g;)lm<(g;) contient X; avec j > m+ 1, ce qui entraine
Im<(f) < lm<(g;g;) ce qui est impossible.

Par conséquent, on a une écriture du type f = >7 ;| ¢igi avec Im<(f) > lm<(g;g;) si ¢; # 0. De plus,

si ¢ ¢ k[Xq1,...,X,,] alors Im<(g¢;) contient un X; avec j > m + 1 ce qui est impossible encore une
fois. Par conséquent, tous les ¢; sont dans k[X1, ..., X,,]. Mais alors, Im</(f) = lm<(f) > Im<(g;g;) =

Le résultat suivant a déja été vu et démontré dans le paragraphe 6.3. Il permet de tester I’appartenance
d’un élément au radical d’un idéal donné via un calcul de base de Grébner. Nous le redonnons pour étre

complets.

Proposition 4.59. Soit I un idéal de k[ X1, ..., X,;] et T' une nouvelle variable et soit f € k[X1,..., X,,].
Alors
feVvl — 1ek[Xy,...,X,,T|- I +k[X1,...,X,,T]- (1 —Tf).

L’élimination de variables en plus d’étre liée géométriquement & la notion de projection possede d’autres

applications que nous donnons dans la suite.

Proposition 4.60 (Intersection d’idéaux). Soient I, J C k[X}, ..., X,,] deux idéaux. Soit T" une variable

supplémentaire alors
InJ= (T-I+(1—T)~J) AKX, ..., X,

Ainsi, on est réduit a éliminer la variable 7' d’un idéal de k[X},..., X, T]. Ici la notation T - I signifie
I'idéal engendré par T - g ou g parcourt un ensemble de générateurs de I. On peut aussi le voir comme
le produit des idéaux k[X1,..., X,,T|- I et k[Xq,..., X, T]-T.

Démonstration. Notons K 1'idéal de droite. Soit f € INJ. Alors f =T -f+(1—T)f- f et f appartient
alors a K. Réciproquement, soit f € K. Alors f est indépendant de T' d’ou f = fir—o = fir—1 ce qui

montre facilement que f € I N J (les détails sont laissés au lecteur). O

Nous avons vu que le quotient de deux idéaux I : J est directement lié & V(I) \ V(J). L’élimination

nous permet de calculer un tel quotient.

Proposition 4.61 (Quotients d’idéaux).
1. Soient I, Jy,...,Js C k[X] des idéaux alors

S S

(> ) =(T:%).

=1 i=1
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2. Soit I C k[X] un idéal et soit g € k[X]. Soient g1, ..., g, des générateurs de IN(g). Alors I’ensemble

{@,...,&} est générateur de I : (g).
g g

Démonstration. Laissée en exercice.

O]

Cette proposition permet de calculer I : J si on connait des générateurs de I et de J. Le point 1 de la

proposition permet de réduire le calcul & un quotient du type I : (g) ou g est un des générateurs donnés

de J.
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