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2. Z/nZ et Petit Théoréme de Fermat

Exercice 2.1 (Preuve élémentaire du petit théoreme de Fermat)

1. Montrer que pour tout couple d’entiers a et b et tout p premier, on a :

(a+b)P =aP +b” (mod p).

2. En déduire le petit théoréeme de Fermat :

n’ =n (mod p).

Exercice 2.2 Résoudre dans Z :

2% =5 (mod 23), 2% =2 (mod7),  7777-2°% =2222 (mod 13)

Exercice 2.3 (Théoreme de Wilson 1.) Soit p un nombre premier.
1. Quels sont les éléments du corps Z/pZ tels que a® =1 ?

2. Démontrer la premieére partie du théoreme de Wilson : p divise (p — 1)! + 1.

Indication : regrouper chaque élément avec son inverse dans (p — 1)! € Z/pZ.

Exercice 2.4 (Théoreme de Wilson 2.)

1. Soit p un nombre premier. On considere les polynémes suivants a coefficients dans
Z7/pZ :

PX)=(X—-(p-1))(X-(p-2) - (X-2)(X-1) et QX)=X""'-1L
Montrer que 1,2,...,p — 1 sont racines de @ et en déduire que P(X) = Q(X).
2. En déduire que (p — 1)! = —1 (mod p).
3. Réciproquement, soit n > 2 un entier tel que :
(n—1)!=-1 (mod n).

Montrer que n est premier.

Exercice 2.5 Déterminer le reste de la division euclidienne de :

a) 26! par 29, b) 26! par 58.
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Exercice 2.6
1. Calculer les tables d’addition et de multiplication dans Z/nZ pour n =5 et n = 6.
2. Lister les éléments inversibles dans chaque cas. Quels sont les indicateurs d’Euler
p(n) ?
Exercice 2.7 Calculer la valeur ¢(m) de I'indicateur d’Euler pour :

a) m=27 b) m =13 ¢) m = p® (p premier) d) m=12
e) m=my xmy telque PGCD(mi,mz) =1 f) m = 60.

Exercice 2.8
1. Quel est 'ordre du groupe multiplicatif (Z/13Z)* ?
2. Quels sont les éléments a du corps Z/13Z tels que :

a” =1, o? =1, a =1, o’ =1.

3. Soit (Z/15Z)* le groupe multiplicatif des éléments inversibles de l’anneau Z/15Z.
Quels sont les éléments de (Z/15Z)* ?
Quels sont les ordres des éléments de (Z/15Z)* ?

Exercice 2.9
1. Montrer que si a est premier avec n, alors :
a?™ =1 (mod n).

Que devient cette relation si n est un nombre premier 7 En déduire que pour tout
entier a et tout nombre premier p, on a :

a’? =a (mod p).

2. Soient a,n > 1 deux entiers tels que :

et
a"#1 (mod n)

pour tout diviseur strict [ de n — 1.
Montrer que n est premier.

Exercice 2.10 Enoncer I’analogue du petit théoreme de Fermat pour n = 12.

725

Exercice 2.11 Calculer le dernier chiffre de 72°. Méme question avec 700",



