Univ. Lyon 1 - Licence STS - Printemps 2009/2010
Controle continu n°1, Math IV Algebre

Ce document est écrit sur deux pages.

Durée : 2h00.

Documents et appareils électroniques interdits.
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Exercice 1.
Soit p un nombre premier et soit k = Z/pZ.
Soit v = (1,1,1) € k* et F = Vect(v) C k.
1. Quelle est la dimension de k*/F?
2. Donner une base de k3/F.
3. Quel est le cardinal de k*/F?
4. Quelle est la dimension de R?/Vect{(1,1,1)}? Quel est son cardinal ?

Exercice 2.
Dans (R?)* soient w; et wy donnés par
wi(z,y) =22 +y, wr,y)=2r—1y.
1. Justifier que w; et wy forment une base de (R?)*.

2. Calculer la base antéduale de (wy, ws).

Exercice 3.
Soit b : R? x R* — R I'application donnée par :
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Montrer que b est une forme bilinéaire.
Donner la matrice de b relativement aux bases canoniques de R? et R?,
Quel est le rang de b7
Soit u = (1,0,0) € R3. Montrer que I'orthogonal & u dans R? est R.
Soit v = (1,1) € R?. Donner une base de I'orthogonal & v dans R3 : {v}+.
b est-elle dégénérée ?
(Question plus difficile.) Existe-t-il une base B de R? et une base C de R3 telles que la
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matrice de b dans ces bases soit ( ) ? Si oui, cette base est-elle unique ?



Exercice 4.
Soit n € N. On note R, [X] I'espace vectoriel des polynomes d’une variable réelle de degré au
plus n.

1. Montrer que 'application

appartient a R, [X]*.

Pour ¢ =0, ...,n, on définit I'application

-
P~ P(%).
1 2

2. Pour chaque ¢ =0, ..., n, calculer wi<(X ——)(X—=) (X — ﬁ))
n n n

3. Montrer que la famille (wy, ..., w,) est une base de R, [X]*.

4. En déduire qu'’il existe un unique (ay, . . ., a,) € R™ tel que pour tout P € R, [X],

- i
P) = Pl —.
)= 0 ()
5. Dans le cas n = 2, calculer ag, a; et as.

Exercice 5.
Soit E un espace vectoriel. Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de E.
Soit u : F — (F + G)/G donnée par u(z) = T ou T signifie la classe de x dans le quotient

(F+G)/G.
1. Montrer que wu est linéaire et surjective.
2. Déterminer le noyau de u.

3. En déduire qu’il existe un isomorphisme

F/(FNG)~ (F+G)/G.



