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◦ Durée : 2h00.
◦ Documents et appareils électroniques interdits.
◦ Toute réponse doit être justifiée même si l’énoncé ne le demande pas explicitement.

Questions de Cours.

1. Donner la définition d’une matrice orthogonale.

2. Donner la définition d’une forme quadratique.

3. F étant un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E, donner la définition de l’en-
semble E/F .

4. Donner la définition d’un espace euclidien.

Exercice 1.
L’ensemble C∞(R, R) désigne l’espace vectoriel des fonctions de R vers R indéfiniment dérivables.
On considère l’équation différentielle

(⋆) y′′ + y = 0

d’inconnue y ∈ C∞(R, R).
Notons E l’espace vectoriel (réel) des solutions de (⋆). On admet que E est de dimension 2.

1. Soit B la famille (cos, sin) de C∞(R, R). Montrer que B est une base de E.

2. La famille B est-elle une base de C∞(R, R) ?

Notons B∗ = (cos∗, sin∗) la base duale de B.
Soient w1 : E → R, w2 : E → R et w3 : E → R définies ainsi :

w1(f) = f(0), w2(f) = f(
π

2
), w3(f) = f ′(0).

3. Montrer que w1 et w2 forment une base de E∗.

4. Montrer que w2 = w3.

5. Ecrire w1, w2 en fonction de cos∗ et sin∗.

6. Montrer que pour toute fonction f ∈ C∞(R, R) solution de (⋆), et pour tous a, b ∈ R tels
que a ≤ b, on a :

∫

b

a

f(t)dt = f(
π

2
) cos(a) + f(0) sin(b) − f(

π

2
) cos(b) − f(0) sin(a).

7. Déterminer annE(w2).



Exercice 2.
Soit q la forme quadratique sur R

4 dont la matrice dans la base canonique de R
4 est

M =









−2 0 −3 0
0 1 0 0
−3 0 −2 0
0 0 0 1









.

1. Calculer les valeurs propres de M .

2. Donner la signature de q.

3. Calculer une base de R
4 qui est orthogonale pour q et orthonormale pour le produit

scalaire canonique de R
4.

4. Existe-t-il une base B de R
4 telle que Mat(q,B) soit la matrice diagonale Diag(1, 2, 3,−1) ?

Si oui, en donner une.

5. Existe-t-il une base B de R
4 orthonormale (pour le produit scalaire canonique) telle que

Mat(q,B) soit la matrice diagonale Diag(1, 1, 1,−1) ? Si oui, en donner une.

Exercice 3.
Soit k = R ou k = C. Soit E un k-espace vectoriel non nul et soit q : E → k une forme
quadratique non nulle.

1. Montrer que pour x ∈ E et λ ∈ k, q(λx) = λ2q(x).

2. Montrer que q n’est pas injective.

3. Si k = R, montrer que q est surjective si et s. si q n’est ni positive ni négative.

4. Si k = C, montrer que q est surjective.

Exercice 4.
Soit q la forme quadratique sur R

2 donnée par :

q(x, y) = (2x + y)2 − 4(x + y)2.

1. Montrer que les formes linéaires w1 et w2 données par w1(x, y) = 2x+y et w2(x, y) = x+y
forment une base de (R2)∗.

2. Soit B = (b1, b2) ⊂ R
2 la base antéduale de (w1, w2). Soit v = (x, y) ∈ R

2. Exprimer les
coordonnés x′, y′ de v dans B en fonction de x et y.

3. En déduire la matrice de q dans la base B ?

4. Calculer le noyau et le cône isotrope de q.

Exercice 5.
Soit E un k-espace vectoriel de dimension 3.
Soit f : E → E un endomorphisme tel que f 6= 0 et f 2 = 0.

1. Montrer que Im(f) ⊆ ker(f) puis que rg(f) = 1.

2. Soit v un vecteur non nul de Im(f). Montrer qu’il existe w ∈ E∗ tel que pour tout x ∈ E,
f(x) = w(x) · v.


