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Un Corrigé du controéle terminal, Math IV Algéebre

Questions de cours

1. Etant donné un espace vectoriel E sur un corps k, rappeler la définition du dual de E.

Le dual de E est I’ensemble des formes linéaires sur E, i.e. 'ensemble des applications

linéaires de E vers k.

2. Donner la définition de la transposée d’une application linéaire.

Etant donnée une application linéaire wu :

tu: F* — E* donnée par ‘u(w) = w o u.

E — F, sa transposée ‘u est 1'application

3. Donner la définition d’une matrice orthogonale.

C’est une matrice carrée A telle que A - A est égal & la matrice identité.

Exercice 1
Sur R3, soit ¢ la forme quadratique définie par

q(z,y, 2) = 22% + 5y® + 52% — 4oy + Sxz — 14yz2.

1. Donner la matrice de g relativement & la base canonique.

La matrice en question est la suivante :

2
-2
4

-2 4
5 =7
-7 5

2. Utiliser 'orthogonalisation de Gauss et donner une base orthogonale pour q.

a(z,y,2) = 2a%+5y® +52° — day + 8xz — 1dyz
= 2(z% 4 2x(—y + 22)) + 5y + 522 — 14yz
= 2z + (—y+22))* — (—y +22)°] + 5y” + 52" — 14yz
= 2(z—-y+ 22)% — (y* +42% - dyz)] + 5y + 522 — 14yz
= 20z —y+22)? —|—3y2—32—6yz
= 2@ —y+22)2+3(y% — 2yz) — 322
= 20x—y+22)2+3[(y—2)? — 2% — 322
= 2@ —y+22)2+3(y—2)?— 622

Remarque : pour des raisons pratiques, je vais écrire les vecteurs sous forme de lignes au

lieu de colonnes comme habituellement.



Notons eq, es,e3 les éléments de base canonique de R® et notons by, by, b3 ceux de la
base recherchée. On peut obtenir les b; en remarquant qu’un vecteur (x,y, z) aura pour
coordonnées x — y + 2z, y — z et z dans la base formée des b;. Cette remarque donne lieu
aux relations suivantes :

€1 :bl,
ey = —by + bo,
ez = 2by — by + bs.

De ceci, on déduit que

b1 = €1 = (1,0,0),

by =eg+e1 = (1, 1,0),

bs = e3 —2b; + by = (—1,1,1).

3. Donner le rang et la signature de gq.

On a écrit
q(x,y, Z) = 2(1’ —y+ 22)2 + 3(y - 2)2 - 622‘
On en déduit que la signature de ¢ est (2,1) et son rang est 3.
4. Trouver un vecteur non nul v de R? tel que g(v) = 0.

Indication : on pourra chercher v dans Vect(w, w’) ott w,w’ sont deux vecteurs de la base
trouvée tels que g(w)g(w’) < 0.

Soient «, 5 deux scalaires et v = aby + (Bbs. Ainsi v a pour coordonées («,0,3) dans la
base des b;. En conséquence, on a :

2 0 0 «
qw)=(,0,8)- 0 3 0 |- 0 | =22>-6p%
00 —6 3

Par conséquent si @ = /3 et 8 = 1, on obtient 0 ci-dessus. Ainsi le vecteur v = v/3b; +b3 =
(v3—1,1,1) répond a la question.
Exercice 2
Soit ¢ un nombre réel. Soit F un espace vectoriel réel de dimension 3. Soit B = (b1, ba, b3) une
base donnée de E. Soit ¢ la forme quadratique sur E telle que sa matrice relativement a B est

0 ¢ 1
M = c —1 0
1 0 4

1. Donner ¢q(b1), q(b2) et q(b3) et en déduire que ¢ n’est ni définie ni positive ni négative.

Notons b la forme polaire de ¢. La matrice M a pour coefficients les b(b;, b;) ainsi g(b1) =
b(b1,b1) = 0. De méme, g(ba) = —1 et q(b3) = 4.



On a g(b1) = 0 et by est non nul (puisque c’est un élément d’une base) donc ¢ n’est pas
définie. De plus, puisque g(b2) < 0, g n’est pas positive et puisque q(bs) > 0, ¢ n’est pas
négative.

2. Calculer le déterminant de M. En déduire le rang et la signature de ¢ en fonction de c.

On calcule le déterminant en développant par rapport a la premiére ligne et on obtient :
det(M) =1 —4c? = (1 — 2¢)(1 + 2c¢).

Ainsi on a 3 cas :

(a) Casouc=1/2ouc=—1/2. Ici, det(M) = 0.

(b) Cas ot c>1/2ouc< —1/2. Ici, det(M) > 0.

(c) Casou —1/2 < ¢ < 1/2. Ici, det(M) < 0.

Puisque ¢ n’est ni positive, ni négative, sa signature appartient a {(1,1),(2,1),(1,2)}. Un
théoreme du cours dit que la signature de ¢ est donnée par le nombre de valeurs propres
(strictement) positives et négatives de M. Donc il y a au moins une valeur propre positive
et une négative. Enfin on sait que le déterminant est le produit des valeurs propres. On
en déduit que :

— dans le cas (a), sign(q)
— dans le cas (b), sign(q)
— dans le cas (c), sign(q)

(1,1) et rang(q) = 2
(1,2) et rang(q) = 3
3

(2,1) et rang(q)

Exercice 3
Soit f I’endomorphisme linéaire suivant :
f R3 — R3
(z,y,2) — (r+y+2z,2+2y+22,2x+2y+5z2).
On munit R? du produit scalaire canonique.

1. Justifier qu’il existe une base orthonormée de R? constituée de vecteurs propres pour f.

La base canonique de R? est une base orthonormée pour le produit scalaire canonique.
De plus la matrice de f dans cette base est

21 2
1 2 2
2 25

et cette matrice est symétrique. On en déduit que f est auto-adjoint ce qui par un théoreme
du cours permet de dire qu’il existe une base de vecteur propres de f qui est orthonormée.

2. En calculer une.

Notons A la matrice ci-dessus. On peut calculer le polynéme caractéristque de A mais on
peut aussi remarquer que 1 est une valeur propre “évidente” de M car

11
M-Id=1{|1 1
2 2

NN



est de rang plus petit que 3. En fait cette matrice est de rang 1 ce qui nous montre que
1 est une valeur propre de multiplicité géométrique au moins 2. (En fait, sa multiplicité
est forcément 2 puisque M est diagonalisable.) On peut obtenir I'autre valeur propre en
utilisant la trace. En effet, la trace de M (qui est 9) est égal & la somme de ses valeurs
propres (Math III) ce qui nous donne 7 comme autre valeur propre.

Calculons pour commencer Ey. C’est le noyau de la matrice suivante :

Par le calcul on trouve naturellement le vecteur v; = (1,1,2) € E7. Comme FE; est de
dimension 1, {v7} en est une base.

Calculons FE;. C’est le noyau de
11 2
11 2
2 2 4

Ainsi E; est I'ensemble des (z,y, z) € R3 tels que x4y + 2z = 0. En prenant par exemple
x = 1et y =1, on obtient le vecteur v; = (1,1,—-1)) € E;. Jaimerais maintenant un
vecteur v} qui soit dans Ej et orthogonal & v1. Notons v} = (z,v, z). On veut donc

r+y+2z2=0etx+y—2=0.

On en tire z =0 et £ = —y. On peut donc prendre v| = (1,—1,0).

Comme bilan, vy, v] et vy forment une base de vecteurs propres qui sont orthogonaux
entre eux : en effet vy et v] le sont par construction et vz est orthogonal & v et v} car
on sait par le cours que les espaces propres sont orthogonaux deux a deux. Ainsi, pour
conclure il suffit de normer les vecteurs obtenus. Une base voulue est donc la suivante :

1 1 1
{%(1, L=1), 75 (1, -1,0), —= (L1, 2)}-

Exercice 4
Soit E un espace vectoriel sur un corps k. Soit b une forme bilinéaire symétrique sur E. Soit F
un sous-espace vectoriel de E tel que F' C ker(b).

On aimerait définir une forme bilinéaire bp/p comme suit :

(X.Y) = b(zy)

ou x (resp. y) est un élément quelconque de X (resp. V) i.e. x € E est tel que z = X, &
désignant la classe de x dans E/F (resp. y =Y).

1. Montrer que bg,p est bien définie en tant qu’application (i.e. bg/p(X,Y’) ne dépend pas
du choix dun z € X et duny € Y).



Montrons que bg/p(X,Y) ne dépend pas du choix d'un z € X. De facon similaire, cela
ne dépendra pas du choix duny € Y.

Soient donc X € E/F et z,2’ € E tels que z,2’ € X, ie. = 2/ = X, le but étant de
montrer que pour tout y € E, b(x,y) = b(2',y). Autrement dit on veut b(x — z’,y) = 0
pour tout y. Mais ceci découle du fait que x — 2’ € F' C ker(b).

2. Montrer que bg/r est une forme bilinéaire symétrique.

Montrons la linéarité & gauche. Soient X, X' Y € E/F et A € k. On s’intéresse a b(AX +
X")Y). Soient x € X, 2/ € X' et y€Y.Ona:

A + X' = o+ 2 = e + 2

ce qui signifie que Az +2" € AX + X’ donc par définition de by, on a bg p(AX +X',Y) =
b(Ax + 2/, y). Par suite, on aura :

Ab(z, y) + b(', y)
= Nog/p(X,Y) +bg/r(X,Y)

d’ou la linéarité a gauche de bgp.
La symétrie est triviale (laissée en exercice) et entraine la linéarité a droite.

3. Rappelons que par hypothese, F' C ker(b). Montrer I’équivalence suivante :
F = ker(b) <= bg/p est non dégénérée.

= : On veut montrer que le noyau de bg/r est nul. Soit donc X dans ce noyau, le but
étant de montrer que X = 0 (dans E/F). Par hypothese sur X, bg/p(X,Y’) = 0 pour
tout Y € E/F.
Soit x € X. Alors pour tout y € E, b(z,y) = b(X,y) = 0. Ceci implique que x est dans
le noyau de b.
Or par hypothese, ker(b) = F, donc x € F et par conséquent X =7 = 0p = Op/F-

<« : Puisque F est contenu dans ker(b), il suffit de montrer I'inclusion inverse.
Soit donc x € ker(b). Alors pour tout y € E, b(z,y) = 0. Ceci a pour conséquence que
pour tout Y € E/F, bg/p(Z,Y) = 0 ce qui signifie que ¥ appartient au noyau de bg,p.
Or par hypothese, b/ est non dégénérée, i.e. ker(bg/p) = {0}, donc T est nul. On en
conclut que x € F.

Quelques remarques : Dans le cours j’ai défini une forme bilinéaire comme étant non dégénérée
si les applications associées ¢ et v sont injectives. Lorsque la forme bilinéaire est symétrique,
on a § = . Dans ce cas, la non dégénérescence revient a dire que si z est tel que b(z,y) = 0
pour tout y alors x est nul.



