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Questions de cours

3pts
Soit (X,d) un espace métrique. Donner la définition d’un ouvert de X pour la
topologie métrique. (1pt)

Soit (X,7) un espace topologique et A C X non-vide. Montrer que = appartient
a 'adhérence de A si et seulement si tout voisinage de x posseéde une intersection
non-vide avec A. (2pts)

Exercice 1

Tpts
On considere ’ensemble de parties de R suivant :
T = {ACRJ||A?] < oo} U{D}
ou |A€| désigne le nombre d’éléments dans le complémentaire de A.
1. Montrer que 7 est une topologie. (1pt)
2. Montrer que tout ouvert de (R, 7) est un ouvert de R muni de la topologie usuelle.
Laquelle de ces deux topologies est la moins fine 7 (1,5pts)
3. Montrer qu’il n’existe pas de distance sur R qui induise la topologie 7.
(Indication : la topologie est-elle séparée ?) (1pt)
4. Soit (z,)n une suite qui converge pour la topologie usuelle. Est-ce qu’elle converge
pour la topologie 7T ? (1pt)
5. # Soit x,, = n. Montrer que la suite (z,,), converge vers tout point 2 de R pour la

topologie 7. La suite (yp)n, ol y, := (—1)", est-elle convergente pour 7 ? (2,5pts)



Exercice 2

10pts

Soit X; = R. Pour tous z,y € R, on pose : di(x,y) = 0 si & = y et pour z # y,
di(z,y) =z —y|siz,y € —1,1], et di(x,y) = 1 sinon.

1. Montrer que (X7, d;) est un espace métrique. (Remarque : Pour I'inégalité triangu-

laire il suffit de prendre trois points distincts.) (2pts)

2. Lessingletons {0} et {1} sont-ils ouverts dans (X1, d;) 7 Sont-ils fermés ? Déterminer

ladhérence A de A =]0,1[ dans (X1,dy). (2pts)

Soit X2 = R muni avec la distance usuelle da(z,y) = |x — y|. Sur le produit X = X; x X5

on considere I'application d : X — RT définie par

d((z1,72), (y1,y2)) := max {d1(z1,y1), d2(z2,92) }-

3. Montrer que d satisfait l'inégalité triangulaire. (Donc elle definit aussi une distance.)

(1pt)
4. Déterminer et dessiner les boules ouvertes B((0,0), 1), B((2,0),3), B((1,0), 3) et
la boule fermée B((2,0), 1) dans (X, d). (2pts)
5. Les suites {(1 — 2,0)} et {(1 + 1,0)} sont-elles convergentes? (Justifier votre
réponse.) (2pts)
6. On considéere A = {1} x R C X. Déterminer la topologie induite 74. (1pt)



