UCBL 2010/2011 - Semestre d’automne
L3 Mathématiques, Topologie

Fiche de TD 1 : Révisions sur R

Exercice 3. Soit f : [a,b] — R une fonction continue.

2*. Montrer que f est uniformément continue.

Soit € > 0 fixé. La continuité de f entraine ceci : Pour tout = € [a, b], il existe d, (il dépend de =

d’ott la notation) tel que si y € [a, b] satisfait y €|z —0,, x+3,[ alors f(y) €]f(x)—e/2, f(x)+e/2]

(on applique la continuité de f en z avec £/2).

On a [a,b] C U |z —6./2,x + 0, /2[. La compacité de [a, b] entraine qu’il existe z1,...,z, €
z€[a,b]

[a, b] tels que [a,b] C U |Ti — 00y /2,25 + 0g; /2]

1<i<n
Soient maintenant =,y € [a, b] tels que |z —y| < 0 le but étant de montrer que |f(z) — f(y)| < e.
Soit i € {1,...,n} tel que = €]z; — d4,/2,x; + 0,,/2] (un tel i existe par le recouvrement fini
obtenu précédemment). On a alors |f(z) — f(z;)| < €/2.

D’autre part, |y —z;| < |[y—z|+ |z —a;] < I+0dg,/2 < d5,. Par conséquent, |f(y) — f(zi)| < /2.

Finalement, on obtient :

(@) = F)l = If(2) = flaa)l + |f (@) = fly)l =25 =e.

Exercice 6.

1. Soit (I,) une suite d’intervalles fermés bornés telle que pour tout n, I,,+; C I,,. Montrer que
I'intersection des I, n’est pas vide.

Notons, pour chaque n, I, = [an,by] (avec bien siur a, < b,). La relation I,,1; C I, entraine
ap < ap+1 < bpy1 < by, Ainsi, la suite (ay,) est croissante et la suite (b,) est décroissante. De
plus (ay) est majorée, par exemple, par by. De méme (b,,) est minorée par ag. Ces deux suites
sont donc convergentes. Notons a et b leur limite respective.

Pour tout n (fixé) et pour tout k > n,
an < ap < by <b,.
Quand k tend vers l'infini, on obtient :
an <a<b<b,.
Ceci étant vrai pour tout n, on obtient que a et b appartiennent a l'intersection des I, qui est
donc non vide.
2. Montrer de plus que cette intersection est un singleton si la longueur des I, tend vers 0.

Soit z dans l'intersection des I,,. Alors pour tout n, a, < x < b,. Dire que la longueur des I,
tend vers 0 signifie que la suite (b, — a,) tend vers 0. Cela entraine que a = b.

Passons a la limite. Les inégalités a, < x < b, donnent alors b = a < z < b = a. Cela entraine
le résultat voulu.



Exercice 7.

n k+1
-1
1. Montrer que la série (sy,) définie par s,, = (=1 est convergente mais non absolument.

k=1

Pour commencer montrons que la série n’est pas absolument convergente, i.e. la suite de termes
th =Y 5y % n’est pas convergente. Pour tout n > 1,

2n 2n
1 1 1 1
bn=tn= DL 32 D 5, =5 =g
k=n-+1 k=n+1

Cette inégalité entraine que la suite (¢,) n’est pas de Cauchy et ne converge pas.

La convergence de la suite (s,) est une application directe du critére de convergence des suites
alternées : en effet notre série est de la forme > (—1)¥ay ou (a,) est une suite decroissante qui
converge vers 0.

2. Calculer s = lim s,.
n—-+00
n—1 1 1 1
Pour commencer on remarque que : S, = kZO(—l)kM. D’autre part, Pl /0 thdt.
Ainsi,
1 n—1
sw= [ (-
0 k=0
n—1

1—(=t)"
Or Z(—t)k = 1=(=0" (formule donnant les premiers termes d’une suite géométrique) donc

k:O 1+t
1 1
1 —t)"
oo = ﬁ—/( i
o 1+t o 1+t

1
1
On a :/ mdt =In(1+1) —In(1 4+ 0) = In(2). Par conséquent,
0

1(—t)n 1 tn
—In(2)| = dt| <
sn =@l = | [ < [

On conclut que (s,,) converge vers In(2)

1 1 1 1
3. Montrer que s’ =1+ - — —~+ -+ - — — +--- existe et satisfait s’ > s (on pourra montrer que

1 1
dtg/t"dt: .
0 n—i—l

1
3 2 5 7 4
s'>2>5).
Remarque : dans s’ on a réordonné les termes de la premiere série en prenant deux termes
positifs suivis d’'un terme négatif.

Pour n > 1, notons
n

1 1 1
z"_2_314k—3+4k—1_2k'




n

1
On remarque que z, = s4,. De plus z, = Z - (8k + 3). Ainsi (z;,) est une

— (4k — 3)(4k — 1)2k
suite croissante et le terme général est un O(ﬁ) donc (zy) se comporte comme la série bien
connue Y IT12 Donc (zy) (i-e. (s,,)) converge.

1
/ 1
D’autre part sz, = zn + preun ] et 83,40 = S5,41 T T3
Comme bilan, on obtient que la suite (s},) a trois sous-suites (s3,), (s5,41) et (s5,4) qui
convergent toutes vers une méme limite. Cela entraine (a vérifier en exercice) que (s))
converge vers cette méme limite. Notons s’ cette limite.

On voit alors facilement que :
p 5 5
s> s3= 8 > In(2) car ke 0,83 et In(2) ~ 0,69

Ainsi (sy,) et (s],) convergent vers deux limites distinctes.

Exercice 8. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Pour tout entier n > 1, on pose

FO)+ f(5)+ f(2) +---+f(”7‘1).

n

Unp,

1. Montrer que la suite (uy) est convergente (on pourra utiliser 'exercice 3).

On va montrer que la suite (u,) est de Cauchy ce qui montrera qu’elle converge. On fixe donc
e > 0. Par l'ex. 3, on sait que f est uniformement continue sur [0, 1]. Ainsi il existe § > 0 tel
que pour z,y € [0,1], si v —y| < § alors | f(z) — f(y)| < €/2 (on comprendra plus loin pourquoi
on coupe € en deux).

Soit N € N tel que % < 0 et soient n, m deux entiers tels que n > N et m > N. Nous allons
montrer que |u, — U] < €.

Soit ¢ = mn (en fait, la suite de I’exercice fonctionnerait aussi bien en prenant pour ¢ n’importe
quel multiple commun de n et m). Par inégalité triangulaire, on a : |uy, — U] < |up — ug| +
|um — g, ainsi pour atteindre notre but il suffit de montrer que |u, —uq| < €/2.

iy — |_|f(0)+f(%)+...+f(n7—1) f(0)+f(§)+...+f(q%q1)|

On peut écrire ce qui précede comme suit :

1 n—1 ] n—1m—1 my—i—k
i =gl = = Soms(l) = 30 37 p(EEE)
7=0 7=0 k=0
D’ou la majoration suivante :
n—1 ] m—1 j k
< CAA o
[un —11g) < — > Imf() = D fC+ )
§=0 k=0
et enfin
1 n—1m-—1 ] ]
_ < SN oL
el 2033~ )



Or (% + %) - % = % <1/n <1/N < 4. Ainsi pour tous j et k de la somme précédente, on
alf(L) — f(L+-£) <e/2 dot la conclusion : |u, — ug| < £/2.

mn

2. Que calcule-t-on lorsqu’on passe a la limite ?

1
On calcule I'intégrale suivante : / f(t)de.
0

Exercice 9.

1. Soit (uy) une suite de réels positifs ou nuls telle que pour tous n,m, Up1m < Uy - Uy, Montrer

que la suite ((un)%) est convergente.

Remarque : dans cet exercice je vais utiliser la notion de limite sup, notion traitée dans ’exercice
10.

Soit n € N fixé pour le moment et soit m > n. Via une division euclidienne, écrivons m = gn+r
avec 0 <r<mn. On a
U = Ugntr < Ugnlly < u%ur-
D’ou
ul/m™ < @y tm
1 r

;. q N
On peut écrire — = — — — d’ol
m n nm

1/n, —r/nm, 1/m
U, <, U, u,/ .

Remarquons que 7 ne prend qu’un nombre fini de valeurs et que n est fixé. En passant a la

"< u,ll/ " et ceci pour tout n. Maintenant on prend

la limite inf sur n et on obtient lim sup url/ " < liminf u,l/ " ce qui (voir ex. 10) implique la

convergence voulue.

limite sup sur m on obtient lim sup u}n

. [ a b
2.801tA—<C d

(||A"H%) admet une limite et que celle-ci est max{|\|; A € Spec(A)}.

) € My(C), on pose [|A|| = max{|a|] + ||, |c| + |d|}. Montrer que la suite

(a) Montrons pour commencer que pour deux matrices A, B € M3(C), on a : ||AB| <
D
Laissé en exercice (faire une étude des cas possibles).

(b) Il existe une matrice triangulaire supérieure 7' et une matrice inversible P telles que
P71AP = T (En math III Algebre, on voit quune matrice est trigonalisable si son
polynéme caractéristique est scindé.)

Ainsi T peut prendre deux formes :

g\ )(\), ) avec A et \' qui

o Cas 1: Si A est diagonalisable, alors on peut supposer T = <
peuvent étre égaux.

1
o Cas 2 : Si A n’est pas diagonalisable, alors on peut supposer T = < 3 \ )

4



(¢) Par (a), on obtient facilement que les suites (|| A™||'/™) et (||T7||'/™) satisfont les conditions
de la question 1. Par conséquent, ces suites convergent. Montrons qu’elles ont méme limite.

Pour tout n > 1, 7" = P~ A"P. Par (a), on obtient
1T < (1P~ A™M 1P
puis
T | < P AT P
Quand on fait tendre n vers +oo on obtient lim || 77['/™ < 1 -lim || A™||*/™ - 1.

De facon symétrique on obtient 'inégalité inverse. D’ou 1’égalité annoncée.

(d) Grace a (c), il suffit de montrer que lim ||77||"/" = max{|A|; A € Spec(A)}.

Supposons que ’on soit dans le cas 1.

A0
0o "
77"/ = max{|X|,|N|}. D’ott la limite voulue.

Dans ce cas, on a : |T"| = < ) Par conséquent, ||[T7] = max{|\|",|\|"} et

Supposons que 'on soit dans le cas 2.

On peut supposer que A # 0 car sinon pour tout n > 2, 7™ = 0 ce qui implique trivialement
le résultat recherché.

A pan-t
Ici, on a T" = < 0 A" > Par conséquent, ||T”H1/” = (JAI" —|—n|)\|n—1)1/n‘ On
obtient ||T™|Y/™ = |\ - (1 + ﬁ)l/n. La limite de (1 + ﬁ)l/" est 1 (il s’agit d’un cas bien

connu ou l'on écrit (1 + ﬁ)l/n = exp(Z In(1 + ﬁ)))

Exercice 10. Soit (u,) une suite réelle. On définit

limsupu, = lim sup{ux; k> n} € RU {400, —0c0},
n——+o0o

liminfu, = lim inf{ug; k> n} € RU{+o0, —c0}.
n—-+00

1. Justifier Pexistence des ces limites.

Notons dans la suite,

ul = sup{ug; k> n} et u, =inf{uy; k> nl.

=
Ce sont des suites prenant leurs valeurs dans R U {400, —00}.

La suite (u,") est ou bien constante égale & +o00 ou bien décroissante dans R. De méme pour

(u;,) qui est croissante. De plus pour tout n, u,; > u,, donc ces deux suites convergent.
2. Calculer limsup(—1)"(1 + 1) et liminf(—1)"(1 + 1).
On trouve facilement limsup u,, = 1 et liminf u,, = —1.

3. Montrer que limsup u,, est la valeur d’adhérence maximale de la suite (uy,).
Remarque : une valeur d’adhérence de (uy,) est la limite d’une sous-suite convergente de (uy,).



Ici il y a deux choses a montrer. En premier lieu, il faut montrer que lim sup u,, est une valeur
d’adhérence. En second lieu, il faut montrer que toute valeur d’adhérence de (u,) lui est
inférieure ou égale.

Commencgons par montrer que limsup u, est bien une valeur d’adhérence de (u,). Notons
[T = lim sup u,.

Nous ne traiterons que le cas olt [T est fini (je vous laisse en exercice le cas oul [T = +00).

Soit k un entier positif. Posons € = ﬁ Par définition de la limite [T, il existe un entier N}, tel
que pour n > Ny, |uf — | < e = 5, autrement dit :
Vn > N, lJr—fs<u;LF <t +e

Posons ng = 0 et supposons construit (par induction) un entier ng_; > 0 tel que |u,, , —I7| <
1

2h—1)"
Soit alors n > max{Nj, ng_1}. Par hypothese, u; = sup{u;|j > n}. Donc, par définition du
sup, il existe ny > n > ni_1 tel que

+

+
Uy — € < Upy, < U, -

En conséquence,
1

Ainsi donc on a construit une sous-suite (uy, ) de (uy) qui converge vers [T et ce dernier est
donc bien une valeur d’adhérence de (uy,).

Montrons maintenant que [T est supérieur ou égale & toute autre autre valeur d’adhérence de
(up). Soit donc o une valeur d’adhérence de (uy,). Soit (uy, ) une sous-suite de (u,) qui converge
vers a.

Pour tout entier & > 0, on a ng > k (car ny est une suite d’entiers strictement croissante) d’ou
Un, < sup{u;lj > k} = ;.
En passant & la limite lorsque k tend vers l'infini, on obtient o < I.

. Montrer que (uy) converge (dans R U {+00, —0co}) si et s. si limsup u, = liminf u,,.

Supposons que les limites inf et sup coincident. On a de maniere triviale que pour tout n,
Uy < up < uy

d’ou 'on conclut que (u,) converge.

Réciproquement, supposons que (u,) converge. Notons [ sa limite. Alors toute sous-suite de
(up) converge également vers [. Donc par la question précédente, lim sup u, = [. Comme dans
la question précédente on peut montrer que liminf u,, est la plus petite valeur d’adhérence de
(uy,). On en déduit comme précédemment que [ = lim inf u,,, d’ou la conclusion voulue.



