UCBL 2010/2011 - Semestre d’automne
L3 Mathématiques, Topologie

Fiche de TD 1 : Révisions sur R

Exercice 1. Montrer que la suite (u,),>1, donnée par u,, = \/Lﬁ, est convergente.

Exercice 2.
1. Montrer que toute suite réelle convergente est bornée
2. Montrer que toute suite réelle de Cauchy est bornée.
3. Montrer que toute suite réelle convergente est de Cauchy.
4. Montrer qu'une suite réelle de Cauchy ayant une sous-suite convergente est convergente.

5. Q est-il complet ?

Exercice 3. Soit f : [a,b] — R une fonction continue.
1. Montrer que f est bornée.
2*. Montrer que f est uniformément continue.

Exercice 4. Soit (a,) une suite réelle telle que > |a,| converge (on dit que la série des a,, est
absolument convergente). Montrer que la série ) a,, converge.

Exercice 5. Soient f,g : R — R deux fonctions continues telles que f(x) = g(z) pour tout z
rationnel. Peut-on conclure que f =g ?

Exercice 6.

1. Soit (I,) une suite d’intervalles fermés bornés telle que pour tout n, I,.1 C I,. Montrer que
I'intersection des I,, n’est pas vide.

2. Montrer de plus que cette intersection est un singleton si la longueur des I,, tend vers 0.

Exercice 7.

n
-1 k+1
1. Montrer que la série (s,) définie par s, = Z (Gt est convergente mais non absolument.
k=1
2. Calculer s = lim s,.
n—-+00



1
3. Montrer que s’ =1+ = —

1+1+1
3 2 5 7

1 + -+ existe et satisfait s’ > s (on pourra montrer

que s’ > 2 > ).
Rappel : dans s’ on a réordonné les termes de la premiere série en prenant deux termes positifs
suivis d’un terme négatif.

Exercice 8. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Pour tout entier n > 1, on pose

FO) + G+ G+ + f5)

n

Up =

1. Montrer que la suite (u,) est convergente (on pourra utiliser I'exercice 3).

2. Que calcule-t-on lorsqu’on passe a la limite ?

Exercice 9.

1. Soit (u,) une suite de réels positifs ou nuls telle que pour tous n,m, t,1m < Uy, - Uy, Montrer
1

que la suite ((u,)») est convergente.

) a b
2. SmtA—(C d

(||A"||%) admet une limite et que celle-ci est max{|\|; A\ € Spec(A)}.

> € My(C), on pose ||A|| = max{|a| + |b],|c| + |d|}. Montrer que la suite

Exercice 10. Soit (u,) une suite réelle. On définit

lim sup u,, = lir+n sup{ux; k> n} € RU{+o00, —o0},

liminfu, = lm inf{ux; k> n} € RU{+o0, —oc0}.

n—-+00

1. Justifier 'existence des ces limites.
2. Calculer lim sup(—1)"(1 + %) et liminf(—1)"(1 + %)

3. Montrer que limsup u, est la valeur d’adhérence maximale de la suite (u,).
Remarque : une valeur d’adhérence de (u,,) est la limite d'une sous-suite convergente de (u,).

4. Montrer que (u,) converge (dans R U {400, —oo}) si et s. si limsup u,, = liminf w,.



