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Fiche de TD 5 : Compacité

Exercice 1. Dans un espace topologique X (séparé), une partie A est dite compacte si pour toute
famille d’ouverts Ui de X si A ⊂

⋃
i Ui alors A est inclus dans une réunion finie de ces Ui.

Montrer que A est une partie compacte si et s. si A, muni de la topologie induite, est un espace
compact.

Exercice 2.

1. Dans un espace topologique X (séparé), soit (xn) une suite convergente vers l. Montrer que
{xn|n ∈ N} ∪ {l} est compact.

2. Les ensembles ]0, 1] et [0, 1]∩Q, munis de la topologie induite par celle de R, sont-ils compacts ?

3. Soit (X, d) un espace métrique. Montrer que si X est compact alors pour tout x0 ∈ X, il existe
r > 0 tel que X = B(x0, r) = B(x0, r). La réciproque est-elle vraie ?

4. Un espace vectoriel normé réel ou complexe non nul peut-il être compact ?

Exercice 3. SoitX un espace topologique séparé. Soient A et B deux parties disjointes et compactes
de X. Montrer qu’il existe deux ouverts disjoints U et V tels que A ⊂ U et B ⊂ V .
Indication : on pourra commencer par le cas où A est un singleton.

Exercice 4. Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que la boule unité fermée est compacte si
et s. si la sphère unité est compacte.

Exercice 5. Soit E un espace vectoriel normé réel ou complexe. Montrer l’équivalence entre :
(a) E est de dimension finie.
(b) La boule fermée unité B(0, 1) est compacte.
Indication pour b⇒a : Recouvrir B(0, 1) par les boules ouvertes B(x, 1/2) avec x ∈ B(0, 1). En
déduire l’existence d’un sous-espace vectoriel de dimension finie F tel que B(0, 1) ⊂ F + 1

2
B(0, 1).

En déduire que B(0, 1) ⊂ F .

Exercice 6. DansMn(R), l’ensemble des matrices de déterminant 1 est-il un compact ? Est-il fermé
dans Mn(R) ? Montrer que l’ensemble On(R) des matrices orthogonales (i.e. telles que tA ·A = Id)
est compact.

Exercice 7. Soient A,B deux parties compactes d’un espace topologique (séparé). Montrer que
A ∪B est compact.

Exercice 8. Dans un espace vectoriel normé E, soient A et B deux parties compactes. Soit K la
réunion des segments [a, b] avec (a, b) ∈ A×B. Montrer que K est compact.
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Exercice 9. Soient (K, d) un espace métrique compact et f : K → K une fonction telle que
d(f(x), f(y)) < d(x, y) pour tous x, y ∈ K tels que x 6= y.

1. Montrer que f a au plus un point fixe.

2. Montrer qu’il existe un élément a ∈ K tel que d(a, f(a)) ≤ d(x, f(x)) pour tout x ∈ K.

3. Montrer que a est le point fixe de f .

4. Pour x0 ∈ X, on définit (xn)n≥0 par xn+1 = f(xn), n ∈ N. Montrer que (d(xn, a))n≥0 converge
vers une limite l ≥ 0.

5. Montrer que l = 0. Conclusion ?

Exercice 10. Soient (K, d) un espace métrique compact et f : K → K tels que d(f(x), f(y)) =
d(x, y) pour tous x, y ∈ K.

1. En considérant la suite (fn(x))n, montrer qu’il existe une sous-suite (nk)k de N telle que
(nk+1 − nk)k est une suite strictement croissante et limk→∞ fnk(x) existe.

2. En déduire que limk→∞ fnk+1−nk(x) = x.

3. En déduire que f est surjective

4. Montrer que f est bijective.

Exercice 11 (Compacité et complétude). Soit (X, d) un espace métrique. Montrer que les deux
assertions qui suivent sont équivalentes.

(a) X est compact.

(b) X est complet et pour tout r > 0, X peut être recouvert par un nombre fini de boules ouvertes
de rayon r.
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