(Exercice 3 fiche 4)

Partie B

i =i : la famille /a7, I C {1,...,n},est génératrice et contient 2" = [/ : Q] éléments, ¢’est donc une
base.

4 => 1% : solution : il y a au plus 2" automorphismes de K. Ils sont tous de la forme 5 pour une certaine
application ¢ : {1,....,n} — {—1,1}. Il y a exactement 2" telles applications.

Or, |Autg(K)| = [K : @ = 2". Donc tous les morphismes ¢ existent.

@i = v : Soit ¢ tel que (1) = ... = ¢p(i) = 1 et (i +1) = —1. Alors (Z(\/m) = —/ait1 et & est
lidentité sur Q[y/ax, ..., \/a;]. Donc /a1 ¢ Q[y/ar, ..., /ad-

=it [K:Q) = ey [Qar, - yaD)lVa : Qyar, .. /3] = 2"

(Ezercice 3 fiche 4 parties C,D)
Partie B.

i,
MONTRONS QUE Q(y/@1, -, v/@n) =%, Qy/ar.

11 suffit de montrer qu’un monéme (/a;...../a,""
ou les a; € N est une combinaison linéaire des \/a;.

C’est évident car si «; est pair, /a;% € Qsia; est impair c’est dans Q./a;.

Partie C.

D’aprés la partie B, les a;zm, Ic{l,...,5}, forment une base du @) — espace vectoriel szQ(\/pT,...., \/IT])
Donc si /pjr1€K;, on peut trouver des rationnels 7, I C {1,..., 5} tels que :

VPjit1 =Y, trar. Mais alors o(\/pj11) =Y, tio(ar) =+ /P;+1 pour tout automorphisme ode K.

Or, d’aprés la partie B, il existe o; automorphisme de K tel que o3(\/pr) =/Presik ¢ I, —\/pisik=i.

Alors Ui(\/pjﬂ) =2 pier —trar +ZI:1‘¢I trar.

Obtenir une contradiction s’il y a au moins deux coefficients ¢; non nuls .
en effet si Iy 415 sont tels que tret t7,#0, alors on peut choisir un iely tel que ¢ ¢ Iy (ou bien un i € Iy tel que i ¢ I).
Alors (77;(‘ /D1 ) =...—tpan—.. +. . ttpan+..... #Fx (> tag) ...

D’oti la contradiction. Donc /pj11 = ¢+/Dk,----Pk; pour un certain ¢ € Q et un certain I'={k; Kk} C{l,.....7}.

Partie C.

D’apres la partie B, les ar=/T,; pi, I C{1,..., j}, forment une base du Q —espace vectoriel K;=Q(\/p1,-..,/P;)-
Donc si \/pj+1€K;, on peut trouver des rationnels ¢7, I C {1,..., 7} tels que :

V/Dj+1 = tiar. Mais alors U(\/m) =) ;tio(ar) =+ /Pj+1 pour tout automorphisme ode K.

Or, d’aprés la partie B, il existe o; automorphisme de K tel que o;(y/pr) = /Desik &1, —/pisik=1i.

Alors (rl-(1 /p]-_H) =3 1.e —trar +ZI;1‘¢I tiag.

Obtenir une contradiction s’il y a au moins deux coefficients ¢; non nuls .



en effet si [;,I> sont tels que tjet t7,#0, alors on peut choisir un iels tel que i ¢ I (ou bien un i € Iy tel que i ¢ Ih).

Alors 0’,‘(‘ /pj+1) =....—tpap—.. +. +tan+.... %:‘: (EI t]a[)

Mais ceci est absurde : on aurait p; ;= @*Pk,....pr, impossible car les py. sont 242 distincts

partie D.

Indication. Le nombre de plongements de Q(u) dans C =[Q(u): Q).

Soient 0,0’ € Gal(K/Q). Si o(u)=0"(u), alors o (ki\/P1 + .... + kny/Pn) =0"(k13/D1 + -... + kny/Pn)
Skio(\/p1) +... kno (VDn) = k10" (\/P1) +... kno' (/Pn)-

Or J(\/ﬁ):i\/@ =+0'(,/pi). Comme les ,/p; sont Q — linéairement indépendants, si les k; sont

non nuls, alors o(,/p;) = o’(y/D;)pour toutiet o =0’
Done [Q(u): Q] 2 |Gal(K/Q)| = [K: Q]=> [Q(u): Q)= [K: Q] = Qu)=K.

Pour le 2. raisonner

par récurrence sur n.

On peut supposer qu’aucun a; n'est un carré d’entiers. Montrer qu’il existe o : K — C tel que o(x) # z. ot K =Q(\/a1, ..., Van) et

r=ki/ai+....4+ kn\/an.

Notons p; les nombres premiers qui apparaissent dans la décomposition des a; avec un exposant impair. Supposons par exemple que

a1=n3p1q ot nyet g€ N. Tl existe o € Gal(K /@) tel que o(\/P1)=—+/Preto(y/pi) = /pi st i# 1. Alors o(y/ay) = —ay.

Donc o(z) = —kiy/a1 +.... + kn0(y/@n). Or 0(y/a;) ==£/a; Donc o(x) = —ki\/a1 +.... + k,0(/@n) < ka1 +ka/az + ... + kpy/an
—_—
BN
—_——

<x. Donc o(z)#z et ¢ Q.

3.
K = Q[10, 42] = Q + QV10 + QV42 + QV420 = Q + QV10 + QV42 + QV105. Et 1, /10,v/42, v/105 forment une base de K comme

@Q — espace vectoriel.
Supposons par I'absurde que v/15¢Q[10, 42]. Alors il existe a, b, ¢, de@ tels que v/15 = a + bv/10 + cv/42 + dv/105. Soit ceGal(K /Q) tel que
J(ﬂ) — \/§7 5(\/3) =3, J(\/E_)) = \/5, s(\ﬁ) = 7 , alors U(\/ﬁ) =V15=a + bv10 — ¢v/42 — d\/105. Donc ¢ = d = 0. Mais

V15 =a+bv/10 = 15=a? +10b? + 2aby/10 = ab=0 car V10 ¢ Q. Si a =0, alors v/15 = bv/10 = 3.5 = b%.2.5 absurde. Si b=0, alors
V15eQ absurde aussi.

Conclusion /15 ¢ Q[10,42]. q.e.d



