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Introduction

Dans ce travail de these, nous allons nous intéresser au polynome de Bernstein

et aux idéaux de Bernstein-Sato. Nous allons les décrire. Soit f = (f1,..., fp) une
application polynomiale ou les f; appartiennent & k[z1,...,z,] (k étant un corps)
ou analytique et dans ce cas les f; sont dans C{z1,...,2,}. Soient si,...,s, des

indéterminées. Considérons I’équation suivante :

s s s sp+1
(%) b(S15- -+ 8p) 11"'fpp:Pf11+1‘--fpp+.

On note A, (k) l'algebre des opérateurs différentiels & coefficients dans k[xy, ..., z;,]
et Ap(k)[s] = An(k) @k k[s1,...,sp]. De plus on note D,, 'anneau des opérateurs
différentiels a coefficients dans C{x1,...,z,} et Dy[s] = D, ®c Clsu1, ..., sp).

Lorsque f est polynomiale (resp. analytique), on note By, (resp. Bgy,) I'idéal de
k[s1,...,sp] (resp. Cl[s1,...,sp]) constitué des polynomes b(s) satisfaisant a (x) avec
P appartenant & A, (k)[s] (resp. Dy[s]). L'idéal By, est appelé idéal de Bernstein-
Sato algébrique associé a f et By, idéal de Bernstein-Sato analytique associé a f.
Maintenant lorsque p = 1, on note by le générateur unitaire de By, (resp. Ban) et
on I'appelle le polynéme de Bernstein algébrique (resp. analytique).

C’est I.N. Bernstein dans l'article [Be] tant de fois cité qui démontra la non
nullité de By dans le cas p = 1. Puis J.E. Bjork le démontra dans le cas analytique
dans un preprint non publié. Ensuite M. Kashiwara [K] publia la preuve de la non
nullité de B, dans le cas p = 1 en montrant de plus que le polynéme de Bernstein
est a racines rationnelles négatives. En ce qui concerne le cas ou p est plus grand que
1, la preuve donnée par I.N. Bernstein s’adapte facilement pour By;,. Pour ce qui est
de Ban, le fait qu'il soit non nul est dit & C. Sabbah (voir [S1] et [S2]). Signalons ici
la contribution de A. Gyoja [G] qui démontra un résultat supplémentaire, a savoir
que B, contient un élément rationnel (signalons aussi que C. Sabbah connaissait ce
résultat mais ne 1’a pas publié).

Les idéaux de Bernstein-Sato (appellation qu’on réserve au cas p > 2) n’ont
aucune raison d’étre principaux. Et en effet, J. Briangon et H. Maynadier [Br-May]
ont fourni un exemple d’'un germe d’applications analytiques pour lequel I'idéal de
Bernstein-Sato n’est pas principal.

Historiquement, le polynome de Bernstein (associé a un polynéme) trouve son
origine dans une question posée en 1954 par .M. Gelfand au congres internatio-
nal d’Amsterdam. Etant donné une fonction polynomiale positive sur R", peut-on
prolonger la distribution s — f* (& priori holomorphe sur le demi-plan Re(s) > 0)
en une fonction méromorphe sur C 7 Deux preuves indépendantes mais utilisant la
résolution des singularités par H. Hironaka ([Hi]) ont été données par I.N. Bernstein
et .M. Gelfand en 1969 ([Be-G]) et par M.F. Atiyah en 1970 ([At]). Dans ces deux
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2 INTRODUCTION

articles, il a été démontré que la distribution f® se prolonge méromorphiquement
sur C avec des poles contenus dans {—1/N,—2/N,...} ou N est entier dépendant
de f. En 1972, I.N. Bernstein trouve une autre preuve du prolongement de f* en in-
troduisant le polynéme de Bernstein et en montrant son existence. Ce prolongement
montre que les poles sont contenus dans I’ensemble des A — k ou A est une racine de
by et k un entier positif ou nul. Signalons que 'existence du polynéme de Bernstein
(algébrique) se prouve par des moyens peu onéreux, par contre pour montrer que les
poles du prolongement sont rationnels, autrement dit pour montrer que les racines
de by sont rationnels on a besoin a nouveau d'utiliser la résolution des singularités.

Introduit dans la théorie des distributions, le polynoéme de Bernstein occupe
maintenant une place importante dans la théorie des singularités depuis que B. Mal-
grange (dans [Mal]) a montré le lien étroit qui existe entre les racines du polynoéme
de Bernstein et 'action de la monodromie sur la cohomologie de la fibre de Milnor
du germe de fonctions (& singularité isolé) auquel le polynéme de Bernstein est at-
taché. A coté de ce point de vue topologique et algébrique, il y a aussi le souci de
calculer explicitement le polynome de Bernstein associé a une fonction polynomiale
ou analytique. On sait facilement calculer le polynome de Bernstein associé a une
singularité quasi-homogene, on sait depuis [Br-G-M-M] calculer le polynéome de
Bernstein d’une singularité semi quasi-homogene et d’une singularité non dégénérée
(au sens de Kouchnirenko). T. Oaku a donné un algorithme de calcul du polynéme
de Bernstein associé a un polynome dans le cas le plus général. L’algorithme en ques-
tion est fondé sur la théorie des bases de Grobner, théorie dont le point de départ
est la thése de B. Buchberger qui ft un éleve de W. Grobner. L’algorithme de T.
Oaku dont nous parlons se trouve dans [02]. Cet article a été le point de départ de
la présente thése. En effet, mon premier travail a été de tenter une généralisation
de cet algorithme. Ce travail a donné lieu a un article paru au J. Symb. Comp. en
2001 et qui fait 'objet du dernier chapitre de cette thése. Nous en dirons plus un
peu plus loin.

Une fois ce travail accompli. Nous nous sommes intéressés a l'article [L] de
A. Leykin qui a pour sujet d’étudier le comportement du polynéme de Bernstein
(algébrique) lorsque les coefficients bougent. Nous avons alors tenté une généralisation
a p fonctions de son travail. Néanmoins, les méthodes utilisées ne peuvent donner
au premier abord qu’une contructibilité en un sens plus faible que dans le cas d’une
fonction, la raison étant que pour p > 2, on ne sait pas s’il existe des génétateurs
rationnels de B,,. Entre temps, nous nous étions penchés sur la démonstration de
C. Sabbah de la non nullité de B,,. Il s’est avéré que dans la preuve, il y avait une
proposition cruciale (prop. 2.2.3 de [S1]). Cruciale car le reste de la preuve est dans
un certain sens similaire a celle de M. Kashiwara dans le cas p = 1. L’étude de cette
proposition nous a permis d’en trouver une autre preuve plus constructive et aussi
plus simple car ne s’appuyant sur rien de plus que la théorie des bases de Grobner.
Signalons cependant que la proposition en question est constituée de deux assertions
et que nous redémontrons la premiere dans le cas p quelconque en évitant la notion
délicate d’éventail de platitude (ou éventail adapté) mais la deuxiéme uniquement
pour p = 2 a l'aide d’un récurrence sur les pentes de 1’éventail de Grébner. Cette
redémonstration fait 'objet du chapitre 2 de cette these.

Apres cela et a 'aide du résultat de rationalité de A. Gyoja, nous avons pu
nous lancer de maniere plus significative dans une tentative de généralisation du
résultat de A. Leykin (citons [Br-Mai] ou les auteurs démontre le méme résultats
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par d’autres moyens). Ceci a donné lieu au chapitre 5 dans lequel on démontre
I’existence d’un polynéme de Bernstein-Sato générique rationnel sur une variété af-
fine irréductible sur n’importe quel corps k (resp. sur un germe de variété analytique
irréductible) dans le cas "algébrico-algébrique” (resp. ”algébrico-analytique”), nous
entendons par 1a que les f; dépendent polynomialement de z1,...,x, et dépendent
polynomialement (resp. analytiquement) du systéeme de parametres. Signalons que
par ce résultat, nous généralisons un résultat de H. Biosca [Bi] qui a démontré ce
méme résultat dans le cas ou la variété est I’espace affine tout entier (resp. (C™,0)).
Signalons aussi que H. Biosca n’évoque pas la question de la rationalité. Cependant,
un examen détaillé de son travail permet de conclure a la rationalité du polynome
de Bernstein-Sato générique qu’elle construit.

Contenu et résultats principaux

Dans ce qui va suivre, nous allons décrire chapitre par chapitre le contenu de la
these et nous énoncerons les résultats principaux.

Chapitre 1 : Quelques rappels

Dans ce chapitre, nous rappelons trois notions. La premiere est celle des bases
de Grobner (ou bases standards, bien qu’usuellement les bases standards concernent
les ordres qui ne sont pas bons, nous ne distinguerons pas les deux appellations).
Nous distinguons le cas algébrique du cas analytique et nous soulignons le fait qu’un
théoreme de division n’est possible, dans le cas algébrique, que si ’ordre qu’on utilise
est un bon ordre. Dans ce cas, nous rappelons I’algorithme de Buchberger qui permet
de calculer effectivement une base standard. Pour ce qui est du cas analytique nous
voyons dans quelles conditions une division est possible et on se rend compte que
pour la plupart des cas qui nous importent elle n’existe pas. C’est ainsi (comme dans
[C-N]) que nous introduisons I’anneau homogénéisé (isomorphe a 'anneau de Rees
associé a la filtration par le degré total) qui permet dans les deux cas de faire des
divisions.

La deuxiéme notion que nous voyons est celle d’éventail de Grébner vu I'impor-
tance qu’il aura dans le chapitre 2.

Enfin nous rappelons (en termes de coordonnées) la V-multifiltration vu le role
qu’elle jouera dans les chapitres 2 et 7.

Partie I : Etude des polynémes de Bernstein-Sato

Chapitre 2 : Preuve constructive de l'existence de polynémes de Bernstein-Sato
pour plusieurs fonctions analytiques

Ce chapitre constitue 'un des coeurs de la these. Dans une premiere section, on
rappelle la preuve de la non nullité de I'idéal de Bernstein-Sato de C. Sabbah en y
isolant un résultat important (théoreme 2.9) dont nous envisageons de fournir une
formulation et une démonstration différentes. Il s’agit du théoreme 2.10, le voici.
On rappelle d’abord comment faire opérer D, 1, sur f* (en suivant B. Malgrange
[Mal]) puis on considere I I'annulateur de f¢ dans D,,y, et on note M le module
Dy+p/I. On note Uy 'ensemble des combinaisons linéaires des filtrations Vi,...,V,
a coefficients positifs, ainsi Uy ~ R’;O et V; est en termes de coordonnées la V-
filtration associée & la variable ¢;. On note V la multi-filtration (V4, ..., V,) indexée
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par ZP. On définit la filtration V(M) indexé par ZP par

V(M) = (1) Vi (M),
Lely

ol VL est la filtration naturelle associée & L € Uy .
THEOREME (2.10).

(1) Notons Ey(h(I)) Uéventail de Grébner de h(I) C Dyyp(z) associé a la
filtration V(Dp4p). Si on note L(Ey(h(I)) les éléments primitifs de son
1-squelette alors pour tout w de ZP,

VoM)= () Vi, M)
LeL(Ev (h(1))

(2) Pour p = 2, il existe k € NP qui dépend de Ey(h(I)) tel que pour tout
w € ZP,
Vi (M) C V(M) C Vipyrs(M).

Pour dire les choses de maniere plus simple, la premiere assertion nous dit que
la filtration V est ”finiment engendrée” et la deuxiéme que la filtration V est bonne.

La deuxieme section a pour objet la démonstration de ce théoréme. Arrétons
nous sur le deuxiéme paragraphe de cette section. Il consiste en 1’énoncé et la
démonstration de ce que nous appelons ”une proposition clé” (prop. 2.14). En effet
la preuve de I'assertion 2 du résultat de C. Sabbah (& savoir que la filtration V est
bonne) est basée sur une modification torique associée a un éventail dit ”"adapté” et
une certaine proposition ([S1] prop. 2.2.1) que nous décrivons : soit ¥ un éventail
subdivisant le premier quadrant de (QP)*. Pour tout céne o de dimension maximale,
soit V(M) la filtration sur M indexée par ZP définie par :

m € V(M) <= 3P € “Vi(Dutyp) = (| Vi) (Pntp) m = [P],
Leo

ou [-] désigne la classe dans M = D,,/I. Notons L(o) les éléments primitifs du
1-squelette de o. Alors la proposition 2.2.1 de [S1] affirme que si ¥ est 1’éventail
adapté alors pour tout cone o de dimension maximale de X, on a :

() VM) = (] ViwM).
LeL(o)

Notre proposition clé affirme qu’en prenant pour X ’éventail &y (h(I)) alors pour
tout cone o on a (t).
Voici le bilan que I'on peut dresser sur les deux premieres sections de ce chapitre :

— Nous démontrons 'assertion 1 du résultat de C. Sabbah par des moyens rela-
tivement élémentaires en evitant 'usage de 1’éventail dit adapté.

— Nous démontrons ’assertion 2 du méme résultat de C. Sabbah dans le cas
p = 2 avec les mémes techniques que précédement.

— Dans la preuve de C. Sabbah de I’assertion 2, on peut grace a notre propo-
sition clé, remplacer I’éventail adapté par l'eventail de Grobner Ey (h(I)) ce
qui permet de démontrer ’assertion 2 en toute dimension en évitant la notion
d’éventail adapté.
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Nous terminons ce chapitre par la troisieme section dans laquelle nous reprenons
la preuve par I.N. Bernstein ([Be] qu’on trouve aussi dans [Bj]) de la non nullité
de Byg pour p = 1 en la généralisant au cas p quelconque. Il se trouve que cette
généralisation est facile mais dans un souci d’étre complet nous I’avons incluse dans la
these. Signalons que cette preuve ne démontre pas ’existence d’un élément rationnel
dans B,y mais seulement d’un élément non nul. Cette section est une introduction
au chapitre suivant dans lequel on montre ’existence d’un élément rationnel non nul
dans Byg.

Avant de passer a la suite, décrivons de maniere succinte comment C. Sabbah
montre que By, est non nul. Pour chaque L € NP C Uy ~ R’;O, il démontre qu’il
existe un polynéme by, non nul d’une variable complexe qui vérifie :

Pour tout k € Z, b(L(—dst) — k)V;L(M) c VL' [ (M).
Il vient alors grace au théoreme précédent que le polynéme suivant appartient a
Ban :

b(s1,... ) = || 11 br(L(s1,...,sp) — k),

LEF —L(k+(1,...,1))<k<0

ou F' = L(Ey(h(I))) et L(s1,...,8p) = Z?:l ajs; o a € NP est le vecteur coor-
donné de L.

La contribution de A. Gyoja a consisté a montrer que les racines de chaque by, sont
dans Q¢ ce qui permet d’en déduire la rationalité du polynéme ci-dessus.

Chapitre 3 : Polynomes de Bernstein-Sato algébriques rationnels et étude algo-
rithmique

Dans ce chapitre le but est de démontrer que pour tout corps k, I'idéal de
Bernstein-Sato algébrique contient un élément non nul de Q([s, . .., sp]. Nous aurions
pu nous contenter de dire que lorsque k = C, l'idéal By, contient un élément
rationnel (en effet B, est I'intersection de I’ensemble (fini) des idéaux locaux et
chacun d’entre eux en contient un, par suite le produit de tous ces polynoémes est
rationnel et dans Bg,) puis d’utiliser un argument de relevement des équations
fonctionnelles de C a k. Nous avons décidé de nous y prendre autrement. En effet la
voie que nous choisissons nous permet de mieux connaitre les briques qui servent a
construire un élément non nul dans B,,, a savoir les polynomes b;. Nous montrons
d’abord que pour tout corps k, il existe de tels polynémes non nuls, nous donnons
aussi un algorithme de calcul du polynoéme by, L étant donné. Nous montrons grace a
cet algorithme que by, (algébrique) est aussi a racines dans Qg quelque soit le corps
k, ceci permet de montrer que By, contient un élément non nul dans Q[s1, ..., sp|.

Partie II : Etude générique des polynémes de Bernstein-Sato et des éventails de
Grobner

Chapitre 4 : Spécialisation des bases de Grobner

Dans la partie II, nous étudions certains objets d’un point de vue générique
et comme nous les étudions a ’aide des bases de Grobner, nous sommes amenés
a nous intéresser a la spécialisation de ces derniers. C’est donc naturellement que
ce chapitre introduit cette notion. Nous y trouverons deux versions d’un lemme
dit de spécialisation : une version dite faible et I'autre forte. Chacune des versions
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étant traitée dans deux cas I'un algébrique et ’autre analytique. L’idée du lemme de
spécialisation faible est la suivante. On considere un idéal I C A, (k)[a] = A, (k) ®k
k[a] (resp. I C A,(C){a} = A, (C) ®c C{a}) ot a = (a',...,a™) est un systeme
de variables vues comme parametres. Nous considérons pour chaque a € k™ (resp.
a appartenant & un petit voisinage de 0 dans C™) l'idéal I o Spécialisé de I en a
(En fait dans le cas analytique la spécialisation sera définie de fagon précise dans le
chapitre en question). On peut se poser la question naturelle suivante : existe-t-il un
systeme de générateurs G de I tels que pour tout a, G|, engendre I, ? La réponse
est oul mais génériquement, c’est-a-dire qu’il existe une hypersurface algébrique de
k™ (resp. un germe d’hypersurfaces de C™ en 0) en dehors de laquelle la réponse
est affirmative. L’idée générale du lemme de spécialisation forte est de répondre a
cette méme question mais au lieu de spécialiser en un point a de k™ (resp. C"™), on
spécialise en un point du spectre de k[a] (resp. C{a}). De ce point de vue, la version
faible apparait comme un cas particulier de la version forte si on se restreint aux
idéaux maximaux. On verra d’ailleurs que la spécialisation forte est plus naturelle
que la faible en ce qui concerne le cas analytique.

Chapitre 5 : Polynéme de Bernstein-Sato générique

Dans la premiere section, nous considérons f = Z gala)z® vu dans kz][d]
|a|<d
ou dans C[z]{a} ot a = (a',...,a™). On cherche & étudier le comportement du

polynoéme de Bernstein (algébrique) lorsque a parcourt k™ ou un petit voisinage de
0 dans C™. Ce probleme a été résolu par A. Leykin (voir [L]) par des méthodes tres
proches pour le premier cas i.e. algébrique ol @ € k™. Le résultat est que l'espace
des parametres k" (resp. un voisinage de 0 € C™) se partitionne en une union
finie d’ensembles localement fermés (resp. localement fermés analytiques) telle que
sur chaque élément de cette partition le polynéme de Bernstein du spécialisé est
constant. Citons [Br-Mai] dans lequel les auteurs démontrent ce résultat par des
voies différentes qui utilisent des anneaux que 'on peut qualifier d’intermédiaires.
Dans la deuxieme section, nous nous intéresserons au deux situations suivantes.

cas algébrique : fi,..., f, € k[z][a]

cas analytique : fi,..., f, € Clz|{a}

ot z = (z1,...,m,) et a = (a',...,a™). Nous pourrions aussi considérer le cas ot

les f; sont analytiques par rapport a x mais cette situation n’est pas abordable avec
les outils que nous avons (les lemmes de spécialisation n’étant pas valables dans ce
cas). Etant donnée un variété affine V(Q) irréductible (resp. un germe de variétés
analytiques) donnée par un idéal premier @ de kla] (resp. C{a}), on considere
I’équation suivante :

(o) h(@b(st, e sp) i S = PR T T

Dans le cas analytique : si b(s) € C[s] \ 0 satisfait une telle équation avec h(a) €
C{a}\Q, P € D,[s]ocC{a} et T € D, [s]®cQ alors on dit que c’est un polynéme de
Bernstein-Sato générique sur V(Q). Dans le cas algébrique, c¢’est la méme définition
ou on remplace C[s| par k[s], C{a} par k[a], D, [s]@cC{a} par A, [s][a] et Dy [s]@c@
par A, (k)[s] ® Q. H. Biosca [Bi] montre dans les deux cas (le cas algébrique avec
k = C) qu'il existe un polynéme de Bernstein-Sato générique sur C™ (resp. (C™,0))
c’est-a~dire avec Q = (0). Dans le théoreme 5.8, nous améliorons ce résultat en
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montrant que dans les deux cas (avec k quelconque dans le premier) et pour tout
idéal premier @ de k[a] (resp. C{a}) il en existe un sur V(Q) qui soit rationnel.
Pour cela, nous utilisons les lemmes de spécialisations et le chapitre 3. Notons que
les méthodes de H. Biosca ne semblent pas permettre pas d’arriver a ce résultat pour

un idéal @ # (0).

Chapitre 6 : Constructibilité de I’éventail de Grobner

Ce chapitre répond a une question naturelle qui est la suivante. Comme pécédement,
on considére deux cas. Soit I un idéal de A, (k)[a] (resp. A,(C){a} = A,(C) ®¢c
C{a}). Comment se comporte I’eventail de Grébner (algébrique) du spécialisé 1, de
I lorsque a parcourt k™ (resp. un petit voisinage de 0 dans C{a})? La réponse est
la suivante :

THEOREME. [ existe un partition de K™ (resp. un voisinage de 0 dans C™)
constituée d’ensembles localement fermés (resp. localement fermés analytiques) W
telle que sur chaque W l’éventail de Grébner de h(l),) est constant.

Partie III : Aspects plus calculatoires

Chapitre 7 :

Comme nous 'avons dit précédement, ’objet de ce chapitre est un article paru au
J. of Symb. Comp. Nous I’avons inclus dans une partie dont le titre évoque 1’aspect
calculatoire des D-modules car la principale raison d’étre de cet article est la notion
de complexité algorithmique. En effet, avant cet article, T. Oaku avait déja trouvé
un algorithme général de calcul de B,,. Ce que nous proposons dans cet article
est un algorithme probablement plus rapide que celui de T. Oaku (signalons quand
meéme que nous n’avions a I’époque pas trouvé un algorithme pour By, mais pour
deux autres idéaux de Bernstein-Sato) puisque ce dernier se fait a 1’aide de calcul
de bases de Grébner sur 2n + 4p variable, alors que le notre n’en utilise que 2n + 3p
(Remarquons que cette borne est baissée a 2n + 2p dans [Br-Mai] avec des calculs
qui se font dans d’autres anneaux).

L’article en question est suivi d’une courte section ou nous énongons certains
résultats qui a ’époque ne nous avait pas frappés, signalons par exemple le fait
que nous sommes capables effectivement de détecter les éléments non réguliers (i.e.
dont le diagramme de Newton est sans pentes) d’un idéal par rapport & un certain
nombre de formes linéaires ou bien aussi de calculer le gradué associé a plusieurs
formes linéaires.

Annexe : Calculs sur Kan

Comme le titre I'indique, il s’agit essentiellement de calculs réalisés en utilisant
le logiciel Kan de N. Takayama [T|. Dans une premiére section, nous avons calculé
les idéaux de Bernstein-Sato absolus (par opposition a ”génériques”) de I’exemple
de J. Briangon et H. Maynadier dont 1'idéal B analytique est non principal (voir
[Br-May]|). Nous constatons que 'idéal By (algébrique) n’est pas principal alors
que B et By le sont. Dans une deuxiéme section nous calculons sur deux exemples
(dont le précédent) des idéaux de Bernstein-Sato génériques avec un parametre.
Dans la troisieme section, nous calculons sur plusieurs exemples les idéaux B, ainsi
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que les polynomes by, intéressants et nous regardons le lien entre ces derniers et les
idéaux de Bernstein-Sato B, B et By. Nous répondons notamment a une question
naturelle qui est de savoir si le procédé par lequel la preuve de C. Sabbah construit
un élément de BY permet d’obtenir des générateurs. Nous verrons que non.



CHAPITRE 1

Quelques rappels

1. Divisions et bases standards

Le but de cette section est d’introduire les anneaux avec lesquels nous allons
travailler, de rappeler les théoremes de division et les notions de bases standards
d’un idéal par rapport & un ordre < sur N2”. Nous verrons dans un premier temps ce
qui se passe sur 'algebre de Weyl A,, = A, (k) (anneau des opérateurs différentiels &
coefficients polynomiaux) pour laquelle nous distinguerons deux cas selon que I'ordre
< est bon ou non. Ainsi nous verrons que si l'ordre < est bon nous avons un théoreme
de division dans A,,. Dans un deuxieme temps nous nous placerons dans le cas ou
l'ordre < est subordonné & une forme linéaire L : R?® — R, on le notera alors <j,.
Dans ce cas 'ordre <, est bon si et seulement si L est a coefficients strictement
positifs. Dans un troisiéme temps, nous nous intéresserons a l’anneau D,, (anneau
des opérateurs différentiels & coefficients analytiques sur R ou C) et nous verrons
dans quelles conditions sur L nous avons un théoreme de division.

Dans le cas de A, nous verrons que si 'ordre <z, (ou plus généralement <) n’est pas
bon alors comme dans [C-N], nous travaillerons dans un nouvel anneau A,,(z) avec
un nouvel ordre <’£ qui sera bon. De méme en ce qui concerne D,,, si la restriction
de L a R™ x {0}" n’est pas nulle, nous travaillerons dans D, (z). Remarquons que
demander que la restriction en question soit nulle limite les possibilités.

Mon but ici n’est pas de donner des démonstrations que 'on peut trouver dans
[C-G] mais d’insister sur les points qui me semblent importants, par exemple savoir
dans quelles situations on a une division, dans quels cas une base standard est un
systeme de générateurs de 1'idéal en question, de savoir contourner le probleme en
travaillant avec I’lhomogénéisé de I'idéal.

1.1. Sur Panneau A,. Ce paragraphe qui concerne essentiellement les cha-
pitres 7 et 3 est aussi une introduction au cas plus délicat des bases standards de
D,, dont nous nous servirons des le prochain chapitre.

Soit < un ordre total sur N?* compatible avec I'addition c’est-a-dire vérifiant la
propriété suivante :

Vo, B,y e N o< = a4+~ < [+7.

On dit que < est bon si toute partie de N2" admet un plus petit élément. Dans le
cas ol < est compatible avec I'addition nous avons 1’équivalence suivante

< est bon <= Va e N?" a>0.
On dit que < est un ordre différentiel si pour tout i =1,...,n
(0,...,0,1,0,...,0,1,...,0) > (0,...,0)

ou dans I’écriture ci-dessus les 1 sont placés respectivement en i-ieme et (n+i)-ieme
positions. On voit que tout bon ordre est différentiel.

9
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Soit maintenant P non nul dans A, (k). Ecrivons P = Z Papr? avec pa 5 € k.

a,fEN™
On définit alors :

— Le nuage ou diagramme de Newton de P :
N(P) = {(, 8) € N*| po 5 # 0},
— L’exposant privilégié de P par rapport a < :
exp (P) = max N (P),

— le monéme privilégié de P par rapport a < :

mp_(P) = (w,9,) <),
— le coefficient privilégié de P par rapport a < :

CP< (P) = Pexp_(P)>

— le terme privilégié de P par rapport a < :

tp< (P) = cp(P)mp(P).

Remarquons qu’ici le nuage de P est fini contrairement a ce qui se passera dans D,,.

PROPRIETE 1.1. Soit P et Q deux éléments non nuls de A, (k) et < un
ordre différentiel total compatible avec Uaddition sur N2" alors

- exp<(PQ) = eXp<(P) + expo (Q),

=t (PQ) = tp(tp(P) - tp(Q)),

— si exp.(P) # exp(Q) alors exp (P + Q) = mazr{exp_(P),exp_(Q)}.

REMARQUE. On wvoit facilement la nécessité de supposer que l’ordre ést
différentiel. A partir de maintenant et sauf mention contraire, tout ordre sera sup-
posé différentiel.

A un g-uplet (el,... e?) d’éléments de N?" nous associons une partition
Aq,...,Ay A de N*" de la fagon suivante (certains des A; pourront étre vides). On
pose

— Al = 61 + N2n,

—Pouri>1, Ajyq = (f + N2?) (AL U---UA,),

- A =N (nglAi)'
On est maintenant en mesure d’énoncer le premier théoreme de division.

THEOREME 1.2. Supposons que l'ordre < soit bon. Soient Py,..., P, des
éléments non nuls dans A,,. Notons Aq,..., Ay, A la partition de N?" associée au
q-uplet (exp_(P1),...,exp<(P,)). Alors pour tout P € A,,, il existe un unique (¢+1)-
uplet (Q1,...,Qq, R) dans AT qui vérifie les propriétés suivantes :

(1) P=Q1Pi+ -+ Q¢P;+R.

(2) Pouri=1,...,q, exp.(P;) + N(Qi) C A; si Q; #0.

(3) N(R) CA si R#0.
On appelle R le reste de la division de P par Pi,..., P, par rapport a <.
REMARQUE 1.3. Dans les conditions du théoréme, on a

exp_(P) = maz{exp(Q;P;), i =1,...,q; exp_(R)}.



1. DIVISIONS ET BASES STANDARDS 11

Soit maintenant I un idéal de A,,, on définit son exposant (on dit aussi escalier)
par rapport a < :
exp.(I) = {exp(P)| P € I ~ {0}}.
Grace aux propriétés de I'exposant on a

exp. (I) + N*" = exp_(I).

Rappelons qu'un tel ensemble admet un systéme fini de générateurs ce qui est
l'objet du

LEMME 1.4. (de Dickson) Soit E C N" tel que E+N" = E alors il existe un
sous-ensemble fini F' de E tel que

E=|]J(e+N).
ecF

Ce lemme assure l'existence d’une base standard (ou de Grébner) d’un idéal I.
En voici la définition.

DEFINITION 1.5. On dit qu'un systéme Py,..., P, d’éléments d'un idéal 1
est une base standard de I par rapport a l'ordre < (non nécessairement bon) si
q
exp(I) = | J(exp(P) + N™).
i=1
Dans le cas ot 'ordre < est bon, nous avons les deux conséquences suivantes.

COROLLAIRE 1.6. Soit Pi,..., P, une famille d’éléments d’un idéal I alors
les deux conditions suivantes sont équivalentes.

(1) Pr,..., P, est une base standard de I par rapport a <.
(2) Pour tout P € I, le reste de la division de P par (Pi,...,P,) est nul.

COROLLAIRE 1.7. Soit Pi,..., P, une base standard de I par rapport <
(supposé bon). Alors pour tout P € I, il existe Q1,...,Qq € Ay, tels que :

- P=Q1Pr+--+Q4F,,

— pour tout i tel que Q; # 0, exp(P) > exp_(QiF;).
En particulier, les P; engendrent l’idéal I.

DEFINITION 1.8. Soit < un ordre non nécessairement bon. Nous dirons
qu’une famille Py, ..., P, déléments d’un idéal I est une base standard génératrice
de I par rapport a < si pour tout P € I, il existe Q1,...,Qq qui satisfont auzr deux
points du corollaire précédent.

Une premiere remarque est que quelque soit la nature de 'ordre <, une base
standard génératrice est une base standard. Nous venons de voir que la réciproque
est vraie si 'ordre < est bon.

Comme premier bilan, nous pouvons dire que si 'ordre < est bon alors les
notions de base standard et base standard génératrice coincident.

Algorithmique

Dans ce paragraphe, nous allons discuter de la possibilité d’obtenir en un nombre fini
d’étapes une base standard d’un idéal I en partant d’un systeme (fini) de générateurs.
Mais d’abord, donnons un critere pour qu’'un systeme de générateurs soit une base
standard.
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DEFINITION 1.9. (Le S-opérateur)

— Soient vy et y2 dans N” (en ce qui concerne ce paragraphe r = 2n). On définit
le p.p.c.m. de vy, et vy comme Uélément p = (p1, ..., 1) € N” avec p; égal au
mazimum de y1,; et Y2, on note pr = ppem(y1,Y2).

— Soient Py et Py dans A,,. On définit S(P1, Py) € A,, de la fagon suivante :

~ = ppem(e XP<(P1) exp(P2)),

—my = ep_(Po) (2, By )H exp (P1)

- ma = ep_ (Py)(a, 0y op<(P),

- S(Pl, P2) m1P1 T)’LQPQ.
En résumé les m; sont les "plus petits” mondmes tels que dans S(Pi, Py) les
exposants des P; aient été éliminés.

LEMME 1.10. Soit Py,..., P, une famille génératrice d’un idéal I de A, et
s0it < un bon ordre sur N". Supposons que pour tout i et j dans {1,...,q}, le reste
de la division de S(P;, Pj) par (P1,...,Py) par rapport a < soit nul alors la famille
des P; est une base St(mdard de I pour <.

Grace a ce critere nous pouvons donner un algorithme explicite de calcul d’une
base standard a partir d’un sytéme de générateurs donné. Il s’agit de ’algorithme
de Buchberger.

ALGORITHME 1.11. Soit < un bon ordre sur N?". Soit F un famille génératrice
d’un idéal I de A,,. Nous construisons une suite croissante Fy de familles génératrices
de I :

- On pose Fy = F.

— Pour l > 0, Fi41 est définie comme l'union de F; et de ’ensemble des restes
obtenus par division des S(P, P"), P et P’ étant dans Fy, par la famille F} par
rapport a l'ordre <.

Nous affirmons qu’il existe un rang ly tel que Fy, est une base standard de I pour <.

DEMONSTRATION. Pour chaque [, notons E; = U (exp_(P) + N?™). Pour
PeF,
chaque I, E; est un escalier, c’est-a-dire qu’il vérifie E; + N2 = E;. Il en est de
méme de I'union E des Ej. Par conséquent il existe eq,...,e,. € E tels que :

T

E = U(e, + N2n).

=1
Pour chaque i € {1,...,r} il existe /; tel que e; appartienne & E;,. Notons Iy le plus
grand élément de {l1, ..., }. Alors pour | > ly, Ej41 = Ej. Maintenant, en utilisant
le critére précédent, il est facile de voir que Fj, est une base standard de I. O

Et si I’ordre n’est pas bon...

Dans ce cas, le théoreme de division n’est plus valable, ce qui conduit au fait qu’une
base standard d’un idéal n’est plus nécessairement génératrice comme le montre
I’exemple suivant.
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EXEMPLE 1.12. Considérons l'idéal I = Ay C Ay (on note x la variable).
Soit P =1+ x € I. Soit < ordre sur N? définit par :

j—i<yjg =7
(i,5) < (I",5)) = {ou
j —i= j/ - i, et (27]) <o (ilvj/)
ot <o est bon ordre compatible avec Uaddition sur N2. Alors < est un ordre com-

patible avec l'addition mais n’est pas bon (puisque (1,0) < (0,0)). On a exp_(P) =
(0,0) ainsi {P} est une base standard de I mais P n’engendre pas I.

Cependant il est quand méme possible de construire une base standard qui soit
génératrice.
La solution vient dans lintroduction de I'anneau A, (z). Il est définit comme la
k-algebre engendrée par z1,...,2Tp, 0y, ..., 0q,, 2 avec les relations suivantes :

Vi, j, [T, 5] = [Or;, O] = [24, 2] = [Op,, 2] = 0,

Si on note RT(A,,) P'algébre de Rees de A,, associée a la filtration par 1'ordre total
en z; et dg,, on voit qu’elle est isomorphe a l’algebre A, (z).

Parlons d’homogénéisation.
En effet on dira que H € A,(z) est homogene de degré (ou d’ordre) d si dans
I’écriture
H = Z hm@kma@g’?zk,
a,B,k
les hq g,k sont non nuls seulement si |a|+ |3+ k = d (signalons que « et 3 sont dans

N"™ et k dans N).
Maintenant pour P € A, on définit son homogénéisé h(P) dans A, (z) : écrivons

P = Zaﬂ paﬁmaaﬁ? et notons d le degré total de P en x et 0;, c’est le maximum
des |a| + | 8| pour lesquels p, g est non nul, on pose alors :

h(P) = Zpaﬂxaagzdf(\alﬂﬂ\)‘
a?/g
Par définition, h(P) est homogene d’ordre d.
Réciproquement si H € A, (z) s’écrit Zaﬁ’k haﬁkxa@gzk, on note H,—; € A,
I'opérateur :
H|z:1 = Z haﬂ,kxo‘@f.
a)ﬂ7k

L’'un des intéréts de 'anneau A, (z) et de la procédure d’homogénéisation réside
dans le fait que ’homogénéité est préservée par le produit :

PROPRIETE 1.13. Si Hy et Hy, éléments de Ay, (z), sont homogénes d’ordre
respectif di et do alors HyHo est homogene d’ordre dy + do.
De plus si P et Q sont A, alors h(PQ) = h(P)h(Q).
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L’ordre homogénéisé
Maintenant donnons nous un ordre < sur N?" qui n’est pas bon. On définit I'ordre
<h sur N2+ par :

lal + (8] +k < |o/| + |5 +
(o, B, k) <" (O/aﬁ/ak/) <~ {ou
laf + (8] + k= |o/| + |3 + K et (o, B) < (o, )

ot a,, 3,3 sont dans N™, k, k' dans N, le premier signe < désigne 'ordre usuel
sur R et le deuxieme l'ordre de départ sur N27.

Le point important est que ce nouvel ordre est bon et compatible avec I’addition
(pour cela il suffit de remarquer que 0 est le plus petit élément de N?7+1).
Maintenant pour un élément de A, (z), nous avons les notions d’exposant privilégié,
de monéme privilégié et de coefficient privilégié par rapport & < qui sont définies de
la méme manieére. Nous avons aussi un analogue de la propriété 1.1 (sur ’exposant
privilégié).

Nous allons, dans ce qui suit énoncer un théoreme de division dans ’anneau
A, (z).
Comme précédement, & un g-uplet (e!, ..., ed) d’éléments de N?"T1 nous associons
une partition Aq,..., Ay, A de N2+l dont on ne détaille pas la construction.

THEOREME 1.14. Soient Hi,...,H, des éléments non nuls dans A,(z).
Notons Ay, ..., Ay, A la partition de N?"T1 associée au q-uplet
(expon(Pr),...,expn(Fy)). Alors pour tout H € Ay(z), il existe un unique (¢+1)-
uplet (Q1,...,Qq R) dans Ap(2)TTY qui vérifie les propriétés suivantes :

(1) H=QiHy + -+ QuH, + R.
(2) Pouri=1,...,q, expon(H;) + N(Qi) C A; si Q; # 0.
(3) Si R+#0, N(R) C A.

De plus si H et les H; sont homogénes d’ordres d et d; respectivement alors Q; est
homogéne d’ordre d — d; et R homogéne d’ordre d.

Retour sur A,

Nous avons vu qu'une base standard d’un idéal I par rapport a un ordre < qui n’est
pas bon n’est pas nécessairement une base standard génératrice. Dans ce qui suit
nous montrons ’existence d’une base standard génératrice et comment la construire
explicitement si on part d’un systeme quelconque de générateurs.

Donnons nous 51, ..., S, une famille génératrice d’un idéal I de A,. Supposons

que < n’est pas un bon ordre sur N7, Considérons l'idéal I" de A, (z) engendré
par les h(S;). Il ne s’agit pas de h(I) I’homogénéisé usuel de I auquel nous aurons a
faire par exemple dans la section suivante mais il est suffisant pour atteindre notre
but.
Soit alors Hi, ..., H, la base standard de I h par rapport & lordre <" construite &
partir des h(Q;) en suivant I’algorithme de Burchberger. Par construction on sait
qu’elle est constituée d’éléments homogenes. Si nous notons P; = H;|,—; alors nous
affirmons que
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PROPOSITION 1.15. L’ensemble des P; est une base standard génératrice
de I par rapport a <.

Avant de prouver ce résultat, énongons un lemme élémentaire.

LEMME 1.16. Si P, Py, ..., P. sont dans A,, et si P= P, + ---+ P, alors il
existe des entiers positifs 1,11, ..., 1, tels que

2h(P) = 2"h(Py) + - + 27 h(P,).
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Tout d’abord, il est clair que pour tout
i=1,...,q, P, = Hj,— est dans I.
Maintenant soit P € I. Ecrivons P = ). ¢;S;. Par suite, grace au lemme précédent,
il existe [ tel que z'h(P) soit combinaison des h(g;S;) et comme h(q;S;) = h(q;)h(S;),
2'h(P) appartient & I". On peut donc le diviser par les H; ce qui donne :

q
Zh(P) =) GiH;
=1

avec exp_n(z'h(P)) >" exp_n(G;H;). Notons que dans cette écriture, tout est ho-
mogene. Notons e = exp_(P) et ¢’ = exp_(Gj|,—1Hjj.—1) alors il n’est pas diffi-
cile de voir qu’en notant exp_u(2'h(P)) = (e, k) et exp_n(GiH;) = (¢/,k'), on a
le| + k = |¢/| + k. Par conséquent et par définition de 'ordre <”, nous avons e > ¢’.
Conclusion, nous obtenons

q
P=) Gi..\P;
i=1
avec exp_(P) > exp_(Gi,—1 F;). O

Ce que nous pouvons conclure de ce paragraphe, c’est que dans A,,, quelque
soit ’ordre qu’on se donne, nous pouvons toujours calculer explicitement une base
standard génératrice quitte a travailler dans A,,(z). Avant de passer & 1’étude des
bases standard dans D,,, nous allons introduire un certain nombre de notions et de
notations attachées & une forme linéaire L sur R?”. Les notations introduites ici
seront considérées comme canoniques dans les chapitres suivants et ne seront pas
rappelées en détail a chaque fois.

Avec une forme linéaire L

Donnons nous une forme linéaire L : R*® — R compatible avec la structure d’anneau
de A,,. C’est-a-dire qu’on suppose que L est de la forme suivante : L(a, 8) = ) e;a;+
> fiBi avec e; + f; > 0 (cette condition fait que 'ordre <y, suivant est différentiel).
A une telle forme, nous associons un ordre sur N2” noté <, défini par :

L(y) < L(Y)
v<rvy <= { ou
L(y) = L(Y) et v <o
oll <g est bon ordre sur N?" compatible avec I’addition fixé un fois pour toutes (par

exemple 'ordre lexicographique).

DEFINITION 1.17. — A un élément P de A, on associe son L-ordre
défini par ord”(P) = max L(N(P)) (ici ¢’est le mazimum d’un sous-ensemble
fini de R).
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~ Soit la filtration F¥ = FE(A,,) indezée par L(N*") donnée par :
FE={Pec A,|ord"(P) < k}.
On note F<Lk les éléments d’ordre strictement inférieur a k.
- On définit gr*(An) = €D g1(An) ou gr{(An) = Ff(An)/Fh(An)
ke L(N2n)
comme étant le gradué associé & la filtration F*.
— Pour P € A, et pour k > ord”(P) nous notons oL (P), que nous appelons
symbole d’ordre k de P par rapport a L, la classe de P dans FkL/F<Lk (qui

est nulle si k > ord”(P)) et nous notons o= (P) = UoerL(P)(

P) son symbole
principal par rapport a L.

— Pour un idéal I de A, mous avons la filtration induite FL(I) = (FL(I)) =
(I NFF(Ay)) ainsi que Uidéal gradué associé gr(I) = @ gri(I) avec

ke L(N2n)

gri(I) = FE(I)/FE,(I). Cet idéal est engendré par les o™ (P) avec P € 1.

~ Si H € A,(2) on définit ord“(H) comme le mazimum des L(a, 3) pour les-
quels (o, B,k) € N(H). Ceci permet d’étendre la définition de FL(A,) en
une filtration qu’on note FL(A,(z)) sur A,(z). Il en découle les mémes no-
tions, a savoir le gradué associé a Ay (z) noté grt(A,(z)), le symbole prin-
cipal P (H) € gr'(A,(2)) de H dans A, (z). Et pout un idéal J de A,(z),
on a aussi le gradué gr(J) qui est engendré par les symboles principaus des
éléments de J.

Terminons ce paragraphe en signalant que 'ordre <, est bon si et seulement si
L est a coefficients positifs ou nuls.

Elimination

Soit I un idéal de A,,. Soit uy, ..., u2, une permutation des variables x1, ..., 2y, Oz,
.., 0y, . Etant donné un systeéme fini de générateurs de I et k € {1,...,2n — 1},

il est possible a 'aide d’un calcul de base standard d’obtenir des générateurs de

INkugiq, ..., uz,]. Cest ce qu’on appelle I’élimination des variables u1, ..., ug. Un

ordre sur N?" qui donne un tel systéme de générateurs, on dit de lui que c’est un

ordre qui élimine les variables u, ..., ug.

Comment fait-on ?

Il suffit pour cela qu’il privilégie les variables t1,...,tx, c’est le cas par exemple de

l'ordre lexicographique en ti,...,ts,. Nous n’entrons pas dans les détails qui nous

sont inutiles. Il faut simplement savoir que c’est possible. Pour plus de détails, le

lecteur peut consulter [C-G] ou encore [C-L-O].

Dans ce qui suit, nous rappelons ce qui nous est nécessaire de savoir concernant
D,, et les éventuelles divisions par rapport & une forme L. Nous introduisons ’anneau
D, (z) qui est 'analogue de A, (z).

1.2. Sur 'anneau D,. Ici nous nous travaillerons sur le corps des complexes
mais nous pourrions aussi bien travailler sur R ou sur tout autre corps valué com-
plet.

Nous noterons C{z} = C{x1,...,z,} Panneau local des séries convergentes & 1’ori-
gine et D, 'anneau des opérateurs différentiels a coefficients analytiques i.e. dans
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C{zx}.
Nous noterons U l'espace des formes linéaires L : R*® — R, L(a,8) = Y7 e;o +
>°1 fifi vérifiant e; + f; > 0 et e; < 0 pour tout i = 1,...,n.
Pour P € D, s’écrivant P =3_, 5 220 nous noterons comme précédement N (P)
son nuage i.e. ’'ensemble des (a, ) € N?" pour lesquels Da,3 est non nul. Maintenant
pour un tel P, nous noterons ord”(P) son ordre par rapport & L (ou L-ordre) défini
comme le maximum de L(N(P)). Remarquons & titre d’exemple que si la restric-
tion de L & N™ x (0) envoie (a, 0) sur || alors pour tout f(x) € C{z}, ord?(f(x))
n’est rien d’autre que la valuation usuelle de f(z). Nous avons aussi la filtration Fp,
indexée par L(N?") définie par :

FE = FE(D,) = {P € Dy|ord"(P) < k}.
On note gr”(D,,) 'anneau gradué @keL(Nzn)F,f/ka. Nous verrons dans la section
2 qu’a isomorphisme pres, I'ensemble des gr”(D,,), L parcourant U, est fini.

Introduisons dés & présent 'anneau Dy, (z). Il s’agit de 1’algebre
C{z1,...,2n}[O0uys- -, 0n,, 2]
avec, pour a,b € C{z} et i,j = 1,...,n, les relations suivantes :
da
ox;
L’anneau D, (z) est muni d’'une graduation donnée par le degré total en 0, et z :

Dn(2) = @) Dn(z)a o

d>0

zZ.

[z,a] = [2,04,] = [a,b] = [0x;,0:,] = 0 et [0y, a] =

Dn(z)a= P C{az}olz".
k+|8|=d
Un élément H € D, (z) est dit homogene d’ordre (ou de degré) d si H appartient a
Dyn(z)4, on note deg(P) = d.

Pour P =} 4 pg(:c)af dans D,, (pg(z) étant dans C{x}), on appelle degré le
maximum des |3| pour les (3 tels que pg(x) est non nul, on le note deg(P).
Pour un tel P, on définit h(P) € D, (z) par

W(P) =Y ps(x)og=1"1"
5

ou d désigne le degré de P. Ainsi h(P) est homogene et de méme degré que P. On
dira que c’est ’homogénéisé de P.
Pour un idéal I, on appelle homogénéisé de I et on note h(I) l'idéal de D, (z)
engendré par {h(P)| P € I}. Il s’agit d’un idéal homogene de D, (z) au sens précisé
ci-apres.
Pour H € D,(z), il existe une écriture unique H = ), _, H}, avec les H}, presque
tous nuls et pour tout k, Hy € D, (z)x. L’ensemble des Hj, est appelé ensemble des
composantes homogeénes de H. Un idéal J de A, (z) est dit homogene s’il est
engendré par des éléments homogenes ou de fagon équivalente si pour tout H dans
J, les composantes homogenes de H sont dans J.

Avant de passer & la suite, nous étendons la filtration F'* & D, (z) en considérant
que L(e, 8, k) = L(a, B). Ainsi nous avons les notions de gradué gr’’(D,,(z)) associé
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a D, (z) ainsi que gr’(J) associé & un idéal J de D, (z), nous avons aussi la notion
d’ordre par rapport L d’un élément H que nous notons ord” (H), les notions de
symboles d’ordre d et de symbole principal.

Des ordres...

Fixons <o un bon ordre sur N?" compatible avec 1’addition (par exemple I'ordre
lexicographique). Maintenant pour une forme L de U, nous introduisons deux ordres
<y et <" le premier sur N?" et le second sur N2"+1,

L(a,B) < L(d/, 3)
(a,8) < (!, ') <= {ou ( = et |0] < \ﬁ’])
ou ( = et = et (a,3) >0 (O/,ﬁ'))

1Bl + k< |6+ K
ou ( = et (aaﬁ) <L (O/aﬁ/))
Les ordres <y, et <’£ sont des ordres compatibles avec ’addition, nous avons

donc les notions d’exposant privilégié :
Pour P € D, on note exp_, (P) le maximum de N(P) par rapport a <z, et pour

(a, B,k) <} (/. B, K) <= {

H € D,(z), on note exp<Z(H) le maximum de A'(H) par rapport & <. Pour un
idéal I de D,, (resp. J C Dy (z)) on note et on appelle exp_, (1) = {exp_, (P)| P € I}
lexposant (ou escalier) de I (resp. exp <h (J) avec une définition similaire). L’esca-
lier d’un idéal I C D,, (resp. J C Dy(z)) est stable par addition, on peut donc lui
appliquer le lemme de Dickson ce qui nous donne la notion et ’existence de bases
standards.

On dit qu'une famille P, ..., P, d'un idéal I de D,, est une base standard par

rapport a <y, si
q

exp<L(I) = U (exp<L (PZ) + N2n)‘
i=1
Il en est de méme pour un idéal J de D, (z).

...aux divisions

Etant donnée une forme linéaire L, nous avons vu que dans le cas de A,, nous avons
besoin d’homogénéiser et de travailler (ie diviser) dans A, (z) avec l'ordre <? des
que L n’est pas & coefficients positifs. Dans le cas présent (i.e. dans D,,), Pordre <p,
est un ordre qui permet de faire des divisions uniquement dans le cas ou la restriction
de L a R™ x {0}" est nulle. En effet dans le cas contraire, on peut imaginer une
”division” dans laquelle les restes intermédiaires ont un exposant privilégié qui baisse
alors que le degré en 9, augmente. Maintenant dans le cas ou la restriction de L a
R"™ x {0}" est nulle, une base standard G d’un idéal I C D,, est telle que pour tout
Pel,onaP =3, Qp-P avec ord“(P) > ord“(QpP) (cela reste & préciser) ce
qui revient & dire que le degré de P en 0, (par rapport a L) majore celui des QpP.
Une telle base standard est intéressante par exemple si L(«, ) = || auquel cas le
symbole principal (usuel) de P est combinaison linéaire des symboles principaux des
éléments de G autrement dit ces derniers engendrent le gradué de I pour la filtration
par Pordre ce qui fournit des équations pour la variété caractéristique de D,,/I (ceci
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a été étudié dans par F. Castro dans [C], voir aussi [C-G]). Ceci étant dit, si on
veut aller plus loin et obtenir une base standard (génératrice) de I pour n’importe
quelle forme L dans U, on a besoin de travailler dans un autre anneau D, (z) et avec
un autre ordre <’L‘.

Dans ce qui va suivre, nous allons donc rappeler le théoreme de division dans
Dy (z) et ses conséquences. Nous rappellerons les définitions de base standard mini-
male et base standard réduite.

A une g-uplet (e!,. .., e9) d’éléments de N?"*! nous associons comme précédement
une partition Aq, ..., Ay, A de N2

THEOREME 1.18. ([A-C-G 2]) Soient H, Hy, ..., H, dans D, (z) et L dans
Uu.
Notons Ay, ..., Ay, A la partition de N*"*1 associée a (exp<%(Hl), e ,exp<;LL(Hq)).
Il existe un unique (g + 1)-uplet (Q1,...,Qq, R) d’éléments de Dy (z) vérifiant :
(1) H=Q1H1+ - ,Q.H; + R,
(2) Pour tout i, si Q; # 0 alors N'(Q;) + exp<;i(H,~) C A,

(3) Si R# 0 alors N(R) C A.

REMARQUE 1.19. Si H et les H; sont homogénes de degrés respectifs d et
d; alors R est homogene de degré d et pour tout i, QQ; est homogéne de degré d — d;.

COROLLAIRE 1.20. Nous avons
exp_n (H) = maz_r, {expdz (Q1Hy),... ) €XP_n (QqH,), expn (R)}.

COROLLAIRE 1.21. Pour tout i, ord"(H) > ord"(Q;H;) et ord"(H) >
ord"(R).

COROLLAIRE 1.22. Soit J un idéal de Dy(z) et Hy,...,H, € J. Alors les
H; forment une <}L”—base standard de J si et seulement si pour tout H € J, le reste
de la division de H par les H; est nul. Dans ce cas, pour tout i, on a (avec les
notations du théoreme) :

exp<% (H) 2% eXp<’LL (QzHl)

Soit I un idéal de D,. Soit Hy,..., H, une <”-base standard de h(I). Quitte a
garder pour chaque 7 la composante homogene qui a méme exposant que H;, on peut
supposer que H; est homogene. Maintenant prenons P dans I. En divisant h(P) par
les H;, puis en spécialisant z = 1, on peut montrer que pour ¢ = 1,...,q, il existe
¢ € Dy, tel que P =}, qiH;,—; avec exp_, (P) >, exp_, (qiH;|.—1)-

Autrement dit :

COROLLAIRE 1.23. Si Hy,...,H, est une <’£—base standard homogeéene de
h(I) (il en eziste toujours une) alors les H;.—; forment une <r-base standard
génératrice de 1.

Bases standards réduites et minimales
Dans ce qui suit, nous rappelons les définitions de base standard réduite et base
standard minimale. J’ai décidé d’adjoindre les démonstrations pour la commodité
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du lecteur et dans un souci détre complet.

D’abord précisons un peu le lemme de Dickson. Soit E un sous-ensemble de N”
stable par addition. Nous avons vu qu’il existe un sous-ensemble fini F' de FE tel que

E=|]J(e+N).
ecF
On dit que F' engendre E.
On dira que F est minimal si I'implication suivante est vraie pour tout F’' C E :

(F" engendre F) = F C F'.

LEMME 1.24. Pour tout E C N" stable par addition, il existe un unique
sous-ensemble générateur minimal de E.

DEMONSTRATION. L’unicité vient de la définition méme de la minimalité.

Existence :

Soit Fy un ensemble générateur de E. On pose F = {e € Fy|Ve' € Fy, si e # €
alors e ¢ ¢ + N"}. Montrons que F est générateur. Soit e € E, il existe ey € Fy
tel que e € eg + N". Si eg ¢ F alors il existe e; € Fy tel que eg € e; + (N" N 0).
Sie; ¢ F alors il existe es € Fy tel que e; € ea + (N” N 0), etc. On construit ainsi
une suite eg, e, es,... d’éléments distincts deux a deux dans Fy. Par finitude de
Fy, ce processus s’arréte, c’est-a-dire qu’il existe j tel que e; soit dans F' et comme
e € e; + N", on en conclut que F' engendre . Montrons que F' est minimal.

Soit donc F’ générateur de E. Soit e € F, il existe ¢/ € F’ tel que e € ¢/ + N" et il
existe e; € F tel que €’ € e; + N". Ainsi e € e; + N” et par définition de F on a
nécessairement e = eq. Par suite, e égale ¢/, c’est-a-dire que e appartient a F'. [

Soit J un idéal de D, (z) (la définition serait la méme pour un idéal de D,, ou
A,). On dit que Hy,...,H, est une <%-base standard minimale si I’ensemble
des exp_n (H;) est générateur minimal de exp <h (J).

Soit H € J (il en serait de méme pour H € J C A,(z) ou P € I C A,, pourvu
que l'ordre soit bon) on dit que H est réduit par rapport a <’£ si

(N(H) ~ exp_n (H)) C (N2 exp_n (J)).
Nous avons le résultat d’unicité suivant dont la preuve triviale est omise :

LEMME 1.25. Si Hy, Hy € J sont réduits et ont méme exposant privilégié par
rapport a <2 alors ils sont égaux (a un multiple scalaire pres).

On dit qu’une base standard de J est réduite si elle est constituée d’éléments
réduits.

LEMME 1.26. Pour tout idéal J de Dy(z) et pour tout L € U, il existe une
UNLQUE <%-base standard réduite minimale de J (a une multiplication par un scalaire

pres).

DEMONSTRATION. L’unicité est assurée par les deux lemmes précédents.
Maintenant soit Hy,..., H, une base standard minimale de J (dont le lemme 1.24
assure l'existence). Pour chaque i, on écrit H; = tp <h (H;) + H]. Soit alors R; le
reste de la division de H| par les Hy. En posant G; = mp<Z(Hi) + R;, on obtient
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que G, ...,G, est une base standard réduite (et minimale) de J ce qui démontre
I’existence. U

REMARQUE 1.27. Si lidéal J C D,,(z) est homogéne alors la base standard
réduite minimale de J est homogene.

DEMONSTRATION. En effet si on part d’un base standard Gy minimale de J, on
a vu que pour chaque H € Gy, si on prend la partie homogene de H qui contient le
monome privilégié et si on note G; ce nouvel ensemble alors G; est une base standard
minimale homogene de J. Maintenant appliquons a cette nouvelle base le procédé
de réduction du lemme précédent et appelons G ’ensemble obtenu. Alors G est la
base standard réduite minimale de J et par construction elle est homogene (puisque
les divisions conservent I’homogénéité). O

Pour finir, énoncons un résultat qui permet de voir I'utilité des bases standards
réduites minimales. Nous ['utiliserons dans le prochain chapitre.

LEMME 1.28. Soient < et <9 deuz ordres sur N>" 1 qui permettent de faire
des divisions dans Dy(z) (par exemple <i:<fLLi avec Ly et Ly deuz formes). Soit G
la base standard réduite minimale d’un idéal J C Dy(z) par rapport a l'ordre <.
Supposons que pour tout Q € G, exp,(Q) et exp_,(Q) soient égaux. Alors G est
aussi la base standard réduite minimale de J par rapport a <o.

DEMONSTRATION. Notons Ej (resp. F2) lescalier de J par rapport a <j (resp.
<2). Montrons d’abord que E; = Es. Pour cela, il suffit de montrer l'inclusion
suivante :

By € | (exp, (@) + N).
Qeg
Soit P un élément de J. Effectuons la division de P par G par rapport a l'ordre <;.
Par hypothese, cette division est aussi une division par rapport a ’ordre <s. Par
conséquent exp_, (P) appartient a exp_,(Q) + N” pour un certain @ de G. On en
tire donc I’égalité des escaliers Fy et Fs. On en déduit alors facilement que G est
une base standard de J par rapport a <s, qu’elle est minimale et réduite. O

2. Eventail de Grobner

2.1. ...analytique. Suivant les notations de la section précédente, considérons
I'ensemble U des formes linéaires qui permettent de diviser dans D, (z). Pour L
parcourant U, on a dit qu’a isomorphisme pres il existe un nombre fini de gradués
grl(D,,) ce que nous rappelons un peu plus bas. Maintenant si on se donne un idéal
I de D,,, on peut se demander comment se comporte I’ensemble des gr’(I) quand
L sillonne Y. Comme nous le verrons, la réponse est qu’a isomorphisme pres on a
un nombre fini de gradués de I. On peut méme répondre plus précisement a cette
question en disant que I'espace U se partitionne en un nombre fini de o pour lesquels
grl(I) ~ grl’ (I) dés que L et L' sont dans un méme o. On peut montrer en fait que
de tels o sont des unions finis de cones rationnels convexes. En fait il faut donner
un sens au signe ~ qui sépare les deux gradués ce qui sera précisé plus bas.

Pour mener & bien cette étude, il est nécessaire de travailler dans D, (z) avec
I'idéal h(I). On dit que L et L’ sont dans la méme classe si gr”(h(I)) ~ gr’’ (h(I)).
On peut alors montrer que 'ensemble des classes d’équivalences dans U est une
partition formée de cOnes rationnels convexes. L’ensemble de ces cones est appelé
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éventail de Grobner (analytique) de h(I) bien que ce ne soit pas au sens propre du
terme un éventail. On parle aussi d’éventail de Grébner étendu de D), /1.

L’intérét de considérer les classes associées a h(I) plutot que celles associées a I
vient du fait que ces derniéres ne sont pas nécessairement convexes (voir par exemple
[A-C-G 1]). De plus c’est dans D, (z) que l'on sait diviser en général.

Montrons que I’ensemble des gr¥(D,) est fini (& isomorphisme pres) quand L
décrit U. Pour cela, écrivons L(a, 3) = >, e;o; + Y, fi3i et quitte a réordonner les
variables, supposons que :

—pouri=1,...,p1,e; <0et e+ f; =0,

—pouri=p1+1,...,p2, € <0ete+ f; >0,

—pouri=po+1,...,p3, ¢ =0et f; >0,

—pouri=ps+1,...,n,¢e = f; =0.

Dans ce cas gr’”(D,,) est isomorphe &

C{pr2+1, .. .,xn}[xl, ce ,$p2,am1, .. .,8$p1,£p1+1, e 7€p318wp3+17- . ,8xn]

On voit donc qu’a isomorphisme prés, le nombre de gradués gr”(D,,) est majoré par
le nombre de partitions de {1,...,n} en quatre ensembles.

Soient maintenant L et L’ dans Y. On dira qu’elles sont équivalentes si

(~) e (Dul2) = g (Da(2)) et gr"(W(I)) = gr (W(T)).
En effet pour pouvoir comparer les gradués de h(I), il faut que les gradués de D,,(z)
soient isomorphes. La relation que ’on vient de définir est une relation d’équivalence.
Maintenant nous sommes en mesure d’énoncer le théoréeme principal da a A.
Assi, F. Castro et M. Granger :

THEOREME 1.29. [A-C-G 2| La partition sur U donnée par la relation
d’équivalence précédente est constituée de cones polyhédraux rationnels convexes.
Cette partition qu’on note E(h(I)) est appelée éventail de Grébner (analytique) de
h(I).

De plus pour chaque cone o € E(h(I)), il existe Q1,...,Qr € h(I) homogénes tels
que :

- pour toute L, L' € o, o1(Q;) = o' (Q;) et exp<;£(Qj) = exp<;LL/(Qj) pour tout

J-
— pour tout L € o, l'ensemble {Q1,...,Q.} est la base standard réduite minimale
de h(I) par rapport ¢ <".

Remarquons que la deuxieme condition nous montre que sur un cone o, I’escalier
de h(I) par rapport & <” est constant lorsque L parcourt o.

Une conséquence de ce résultat est qu’en effectuant la spécialisation z = 1, on
obtient un résultat similaire pour I C D,, sauf que les classes d’équivalence ne sont
pas nécessairement convexes (un exemple est donné dans [A-C-G 1]) mais sont des
unions de cones polyhédraux rationnels.

2.2. ...algébrique. Ici on se place sur A, (k) dans lequel on se donne un idéal
1. A la différence du cas analytique, on peut prendre dans U n’importe quelle forme
linéaire sur R?" & condition qu’elle respecte la structure de d’anneau de A, (k).
Ainsi U est constitué des formes linéaires L : R*" — R, L(a, 8) = Y. eic; +>.1 fil3i
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vérifiant e; + f; > 0 pour tout ¢ = 1,...,n (mais la condition e; < 0 est inutile ici).
En effet, quelque soit une telle forme, I'ordre <% permet de diviser dans A,,(k)(z).
Mis a part cette modification pour U/, le théoreme est le méme.

3. V-multifiltration et éventail de Grobner

Les filtrations V;
Dans les chapitres suivant nous aurons affaire a un idéal I de D,4, (dans
le cas analytique) ou de A, , (dans le cas algébrique). D’abord, fixons les no-

tations. Notons = (x1,...,2,) et t = (t1,...,tp) deux sytemes de variables
alors Dy, est anneau des opérateurs différentiels & coefficients dans C{z,t} =
Clzi,...,xn,t1,..., tp} et Apyp = Ay p(k) désigne 'anneau des opérateurs différentiels
a coefficients dans k[z,t] = k[z1,...,zp,t1,...,1p).

Pour tout j = 1,...,p, notons V; la forme linéaire sur R?>"t2 = R™ x R" x
R? x RP définie par Vj(a, 3, 1, ) = v; — ptj. On obtient ainsi p filtrations (indexées
par Z) que I'on note aussi Vi,...,V}, sur A,4p et Dy

Par exemple un élément de {V;}, (D) sera de la forme

Z Cavﬂuufzuxaagtuaé/
OL,,B,/L,V

avec v; — pij < k si ¢q g, est non nul dans C.
Nous noterons Uy C U le sous-ensemble des formes linéaires de la forme

p
L= wVi+-+wl,
j=1

avec w = (wi,...,wp) € (R>0)P. Ainsi nous prendrons I’habitude lorsque les nota-
tions ne préteront pas a confusion d’identifier Uy et (R>0)P. Notons que quelque
soit L dans Uy, le gradué grl(D;,1,) est isomorphe & D,,[t, 9] ainsi pour un idéal I,
tous les gradués gr”(I) vivront dans le méme espace (& isomorphisme pres). Dans
le cas de A,,, on a grL(Anﬂo) isomorphe & A, ,. Pour finir, nous noterons, suivant
[S1], VL au lieu de FL la filtration (indexé par L(N?*"*2P)) sur D, et A, (pour
bien signifier que L € Uy ).

La multifiltration V
Il s’agit de la filtration V' = (V4,...,V}) indexée par Z” sur Dy, et A, définie
pour tout 7 € ZP par

VT(Dn+p) = m {Vj}Tj (Dner)’
j=1

la définition étant identique sur A, 4.
Etant donné P € D4, ou P € A, 1, nous définissons :
— Le V-ordre de P noté ord” (P) € ZP, il s’agit du p-uplet dont la j-itme com-
posante est ord"’ (P).
— Le symbole principal de P noté o (P) € Dy, (vesp. A,4p) définit comme
suit :
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On écrit P =3, puv(x, 0;)t"0¢, on pose
o' (P)=" > pulz, o)ty

pu—v=ord" (P)

Remarquons qu’il est possible que O’V(P) soit nul sans que P le soit, par
exemple pour P = t; + t3. Nous reviendrons sur ce genre de choses dans le
dernier chapitre.
Nous nous servirons de cette filtration essentiellement dans les deux prochains cha-
pitres ainsi que dans le chapitre 7.

Eventail de Grobner

Dans presque tout ce qui va suivre, nous nous intéresserons aux formes linéaires
qui sont dans Uy, ainsi pour un idéal I de D,,, ou de A,,1,, nous considérerons
la restriction de l'eventail E(h(I)) a l'espace Uy, nous la noterons &y (h(I)). Bien
entendu, le théoreme 1.29 reste valable si on remplace U par Uy et € par Ey :

THEOREME 1.30. La partition sur Uy donnée par la relation d’équivalence
précédente (~) est constituée de cones polyhédrauz rationnels convexes. Cette parti-
tion qu’on note Ey (h(I)) est appelée éventail de Grobner (analytique) de h(I) associé
a (la filtration) V(Dp4yp).

De plus pour chaque cone o € E(h(I)), il existe Q1,...,Qr € h(I) homogénes tels
que :

- ;(.)our toute L, L' € o, o1(Q;) = o' (Q;) et exp<;LL(Qj) = exXpn, (Qj) pour tout

7.

— pour tout L € o, l'ensemble {Q1,...,Q,} est la base standard réduite minimale

de h(I) par rapport a <}L‘.

On voit que pour chaque cone o, il existe des Q); qui, pour tout L de o, forment
la base standard réduite minimale de h(I) par rapport & <”. S’il n’y pas de confusion
possible, on 'appelle la base standard de h([) associée a o.

Pour finir, nous allons définir le 1-squelette de &y (h(I)) et ses éléments
primitifs £(Ey (h(]))).

Etant donnée une forme linéaire L € Uy rationnelle. On appelle élément primitif
de L la forme (entiere) proportionnelle & L dont les coordonnées sont des entiers
premiers entre eux.

Si 3 est un éventail (au sens propre du terme), son l-squelette est simplement
l’ensemble de ses faces de dimension 1. En ce qui concerne £y (h(I)), son 1-squelette
est I'union, sur chaque cone o, des sommets de 'adhérence de o. On note alors
L(Ey(h(I))) 'ensembles de éléments primitifs du 1-squelette de Ey (h(I)).

Donnons un avant-gotiit de ce qui nous attend dans le chapitre suivant : si L est
dans le 1-squelette d’un cone o de Ey (h(I)), on peut avoir o*(Q;) # o' (Q;) pour
L' dans o et pour un @; dans la base standard de h(I) associé & o (c’est le cas
justement quand L n’appartient pas & o). Par contre, nous verrons qu’il est possible
de construire un ordre < sur N2 +2p+1 (qui privilégie le L-ordre) tel que pour tout
VE

expn (@) = expg (@),
ce qui nous dira que les @; forment quand méme une L-base standard de h(/) en
un sens que l’on précisera.
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CHAPITRE 2

Preuve constructive de ’existence de polynomes de
Bernstein-Sato pour plusieurs fonctions analytiques

Dans ce chapitre, nous nous consacrons a 1’étude des idéaux de Bernstein-Sato.
Dans un premier temps (sections 1 et 2), nous nous intéressons au cas analytique.
Nous savons depuis un travail (non publié) de J.E. Bjork et depuis article [K]
de M. Kashiwara que dans le cas d’une fonction analytique, I'idéal de Bernstein-
Sato est non nul. Dans le cas de plusieurs fonctions, c’est C. Sabbah dans [S1] et
[S2] qui démontra la non nullité de I'idéal de Bernstein-Sato. La preuve se déroule
essentiellement en deux étapes : la premiere consite a montrer qu’un certain module
est holonome et la seconde & montrer deux assertions concernant la filtration V (M),
la premiere assertion est une condition de finitude préalable a la deuxieme qui a
pour objet le caractere bon de cette filtration.

Dans la section 1 nous donnons une description de la preuve de C. Sabbah
(reprise par A. Gyoja), description dans laquelle nous dégageons les points cruciaux
de la preuve et ou nous isolons sous forme du théoreme 2.9 la seconde étape de
la preuve. Ce résultat est le point de départ de ce chapitre car nous en donnons
un énoncé différent que I'on peut qualifier d’élémentaire et constructif, il s’agit du
théoreme 2.10 qui est le résultat principal du présent chapitre. Dans ce théoreme et
en n’utilisant que la théorie des bases de Grobner et des éventails de Grébner, on
montre que la filtration V(M) est décrite par un nombre fini de formes linéaires et on
montre qu’elle est bonne dans le cas ou p = 2. Néanmoins, grace a la proposition 2.14
(appelée proposition clé), il est possible (en reprenant la preuve de la proposition
2.2.3 de [S1] en y remplacant ’éventail adapté par 'éventail &y (h(I))) de montrer
que la filtration V(M) est bonne pour tout p, ce qui permet d’éviter la notion délicate
d’éventail de platitude.

Dans la section 3, nous donnons une preuve de la non nullité de l'idéal de
Bernstein-Sato dans le cas algébrique (ou les fonctions de départ sont polynomiales).
Cette preuve est une généralisation facile de celle d'une fonction donnée par I.N.
Bernstein [Be] (reprise par J.E. Bjork dans [Bj]). Nous l’avons incluse dans cette
these car il semble qu’elle ne soit écrite nulle part.

1. Un rappel de la preuve

Fixons deux entiers p > 1 et n > 1.
On se donne fi,..., f, des éléments de C{z} = C{x1,...,x,} autrement dit des
germes de fonctions analytiques sur C" en 0 tels que f;(0) = 0 pour tout j. Soient

$1,...,8p des indeterminées. On se donne un symbole qu’on note f5 = f;'--- f,7.
On considere le module libre engendré par f* :
1
L=C{z}—F,51,...,5) f°.
oty v

27



28 2. IDEAL DE B.-S. ANALYTIQUE EST NON NUL : UNE PREUVE CONTRUCTIVE

En notant D, [s] 'anneau D,, ®c C[s1,. .., Sp], on peut voir que £ a une structure
naturelle de D, [s]-module. En effet, les éléments de C{x}[s] agissent par multipli-
cation alors que 0, agit naturellement en dérivant formellement. Nous avons donc
les inclusions naturelles :

Cls]f® C Dy[s]f* C L.

Etant donné v = (v1,...,vp) dans NP, on considere la relation suivante :

(1) b(s1, ..., sp)f* = Pfoto,

Lorsque les f; sont des polynomes (ne s’annulant pas nécessairement en 0), on note
BY(f) I'idéal des b(s) € C[s] qui vérifient (1) avec P € A,[s]. Et si les f; sont
analytiques, BY(f) désigne 'idéal des b(s) € C[s] tels quune égalité du type (1) ait
lieu avec P dans D, [s]. L'idéal BY(f) est appelé idéal de Bernstein-Sato. Lorsque
p = 1, I'idéal BY(f) est principal et on appelle polynéme de Bernstein son générateur
unitaire.

Historiquement, c’est I.N. Bernstein qui a montré dans [Be] que dans le cas poly-
nomial et pour p =1 (et pour v = 1) I'idéal B*(f) n’est pas nul. J. E. Bjérk donna
une preuve dans le cas analytique toujours pour p = 1 dans un preprint non publié.
M. Kashiwara publia la preuve (voir [K]) dans le cas analytique & une fonction en
montrant en plus que le polynome de Bernstein est a racines rationnelles. En ce
qui concerne le cas de plusieurs fonctions analytiques, c’est C. Sabbah qui a montré
dans [S1] et [S2] que 'idéal de Bernstein-Sato est non nul. Dans [G], A. Gyoja re-
prend la preuve de C. Sabbah en montrant un résultat supplémentaire de rationalité.
Signalons que C. Sabbah avait démontré mais pas publié ce dernier résultat.

1.1. Les annulateurs de f°. D’abord clarifions un peu les termes utilisés. Les

fonctions f1,..., f, étant données. Nous dirons qu’on est dans le cas

— algébrique ou polynomial ou global si les f; sont des polynomes de Clz]. Nous
verrons dans le chapitre suivant que nous travaillerons avec un corps quel-
conque qui n’est pas forcément C.

— analytique ou local (sous-entendu en 0) si les f; sont dans C{z}. Il n’est pas
indispensable a priori d’imposer que tous les f; s’annulent en 0 mais pour les
besoins de la preuve, c’est ce que nous ferons (voir la remarque suivante) donc
a partir de maintenant et sauf mention contraire, lorsque nous nous placerons
dans le cas analytique, nous supposerons que les f; ne sont pas des unités.

REMARQUE 2.1. Etant donnés fi,..., f, dans C{z}, supposons que
fi,..., fq soient inversibles dans C{z} et pas les p — q suivants. Soit v = (vh,v?)
dans N7 x NP~ alors l’idéal de Bernstein-Sato BV(f) est égal a lidéal engendré

par B”Q(fqﬂ, s fp)

DEMONSTRATION. Nous démontrons le résultat seulement pour ¢ = 1, en effet
par une induction facile sur ¢ on peut prouver le résultat pour ¢ quelconque.
Soit b(s1,...,sp) dans BY(f). Alors il existe P(s1,...,sp) € Dylsi,...,sp] tel que
b(s)f$ = P(s)f*T". Maintenant pour tout s; = \ fixé dans C, on a

— +
b(A7827'-‘7SP) 52 psp:(fl /\P()‘7827'-‘78p) 1)\+U1)'f252+1}2"'f;p ’Up'

Or l'opérateur du membre de droite entre parentheses est dans Dy, [s2, . .., sp]. Ainsi,
pour tout A € C, b(\, s2,...,sp) appartient a BUQ(fQ,...,fp). Il n’est alors pas
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difficile de voir que b(s1,...,sp) est un polynoéme de la variable s; dont les co-
efficents sont dans 8”2( f2,..., fp), autrement dit, il est dans 'idéal engendré par
BU2(f27 R fp)‘

Réciproquement, soit b(s2, ..., sp) dans BY* (f2,...,bp). Il existe donc P(sa,...,sp) €
Dplsa, ..., sp) tel que b(sa,...,8p)f3% - fof = P(sa,...,s,)f32T" -+ Fr En re-
marquant que fi'P(sg,...,sp)f; ™7 est dans Dn[sl, ..., Sp| et en 'appliquant &
[517, on obtient b(s2, ..., s,) f*, ce qui montre la relation : b(sa, ..., sp) € BY(f). O

Nous avons vu que D,[s] agit naturellement sur £, nous définissons une ac-
tion de D,4, (anneau des opérateurs différentiels & coefficients dans C{z,t} =
C{z1,...,xn,t1,...,tp}) sur L. Il s’agit d’une généralisation & plusieurs fonctions de
celle définie par B. Malgrange dans [Mal]. Pour g(s) € C{z}[s,1/f1--- fp] et pour
j=1,...,p, on pose :

ti-(g()f*) =g(s1,....s5+ 1, 8p) fif°,
atj (g(s)f?) = _Sjg(31, . T sp)fj_lfs,

On voit que si on fait agir un élément de C{t¢} alors on obtient une série en fi,..., f,
qui converge puisque les f; sont supposés s’annuler en 0. Cette action fait de £ un
D,,+p-module.

Il est facile de voir que les relations suivantes sont satisfaites :

(1) —0,t; - (g(s)f°) = sjg(s)f° pour tout j.
(2) (t; — fj) - f® =0 pour tout j.

) (O, + Z 0l (9t] = 0 pour tout 7.

Grace a la premiere relation, on peut écrire :
Dols]f* € Duspf* C L.

LEMME 2. 2 Soz't I l'idéal de D) engendré par lest; — fj avec j =1,...,p

et les Oy, + Z] 1 ax f)t] aveci=1,...,n. Alors I est mazximal.

DEMONSTRATION. Par le changement de coordonnés suivant

(@1, @yt tp) = (X1, Tt — f1(2), .t — fp(),

on est ramené a étudier la maximalité de I'idéal Iy engendré par les t; et les 0,,. Soit
P € Dy+p Iy, nous allons montrer que I’ = Iy + Dy, 1, P est égal & D,,4,,. D’abord,
on voit qu’on peut supposer que P appartient & C{z}[0;]. Pour un j tel que le degré
de P en 0, est non nul, on considere le commutateur [atj,P] qui d’une part est dans
I’ et d’autre part a un degré en O, strictement inférieur a celui de P, on voit donc
qu’en un nombre fini de telles opérations on construit un élément a(x) qui est dans
I' N C{z}. Maintenant prenons (s’il existe) un ¢ pour lequel la valuation de a(x)
en x; est non nulle, alors le commutateur [Jy,,a] est dans I’ et de valuation en x;
strictement inférieure. Ainsi, en un nombre fini d’opérations de ce type, on obtient
dans I’ une unité de C{z} et par suite 1 appartient a I’. O

COROLLAIRE 2.3. L’déal I est l’annulateur de f* dans Dp4p.
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En effet par les relations 2 et 3 décrites plus haut, on voit que I est inclus dans
l'annulateur de f* (qui n’est pas Dy, tout entier) et par maximalité de I, nous
avons |'égalité.

COROLLAIRE 2.4. Soit P(s) € Dy[s]. Alors :
P(S) . fs =0 P(—atltl, .. -7_8tptp) el

On prendra I'habitude d’écrire P(—0;t) au lieu de P(—0t1,..., 0, tp).
La preuve de ce corollaire est triviale. Elle utilise directement la relation 1 et le
corollaire précédent.

De ce qui précede on peut remarquer qu’on connait explicitement ’annulateur
de f* dans Dy,4,. Par contre 'annulateur de f* dans D, [s| (et finalement c’est celui
qui nous intéresse le plus) est beaucoup plus difficile & attraper et on n’en connait
pas de générateurs explicites bien qu’on puisse décrire un processus qui permette de
le calculer (du moins dans le cas algébrique) : nous verrons comment par exemple
dans les chapitres 5 et 7.

1.2. Description de la preuve. Comme nous 'avons dit, c¢’est C. Sabbah
([S1] et [S2]) qui a donné une preuve de existence de polynémes de Bernstein-
Sato dans le cas analytique aprés quoi A. Gyoja ([G]) a repris la preuve donnée
par C. Sabbah en démontrant un résultat supplémentaire de rationalité. Dans ce
paragraphe, nous donnons les grandes lignes de la preuve décrite par A. Gyoja.

Dans cette preuve, nous adopterons des notations particulieres. Soit X le germe
en 0 de la variété analytique C". Nous noterons donc Dx au lieu de D,,. Soit £ = CP,

nous noterons Dg = A, (C) lalgebre de Weyl en les variables t1,. .., t,. Nous note-
rons donc Dx«gp = Dx ®c Dg les opérateurs différentiels analytiques en x1, ..., x,
et polynomiaux en t1,...,t,.

En contemplant la définition de 1’idéal I donnée dans le lemme 2.2, on constate
que I est en fait définit dans Dx«g.

Reprenons les notations introduites dans la derniere section du chapitre précédent,
nous y avons définit Uy ~ (R>0)? les formes linéaires obtenues comme combinaisons
linéaires de V1,..., V), a coefficient dans R>¢. Fixons donc une forme linéaire non
nulle L dans Uy entiere, c’est-a-dire dans NZ;O (nous verrons pourquoi seules les
formes entiéres sont intéressantes). -

Puisque les filtrations V; ne concernent que les variables ¢; et 9y, on peut

considerer I'algébre de Rees de Dg qu'on note RE(Dg) (au lieu de RV (Dg)) et
qui est définie par :
R*(Dp) = P ViH(Dp) - u”.
keZ
Remarquons que puisque L est entiere, la somme directe précédente est indexée

par Z ce qui simplifie les notations. D’autre part il est clair que R (Dxxg) =
Dx ®c R*(Dg). Soit a € NP tel que L(u,v) = (a|(v — p)). Soit E' x C une

copie de CP x C ou les variables sont (¢, ... 7%7’”)- Considérons le changement de
coordonnées suivant :
¢o: ExC — E'xC

(t1, . tpu) (8] =tiu™ ., = tu™ v = u).
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Il induit un isomorphime ¢* entre R*(Dg) et Dg/[v] = Dpr ®c Clv] donné par :

RL(DE) e DE/[’U]
VH(DE) > trofuk  — Moyl

ou rappelons que, par définition de VkL(DE), onaL(v—u)<k.

Maintenant, notons M = Dxyg/I (nous avons vu que I est bien dans Dx ). En
notant RY(I) = @ (VL (Dx«p) N I)u” Dalgebre de Rees induite sur I et RY(M) =
®rV,E(M)u* celle induite sur M, on constate que RY(M) ~ RU(Dxyg)/RE(I). Par
I'isomorphisme ¢*, on voit que R*(M) est un module sur Dy g ® C[v]. Soit v’ une
nouvelle variable et soit N donné par :

N = RMM) Q)(Cl, ][u]/Clu, Dy ][u] - (u — u)).
Clu]

L’isomorphisme ¢* confere & N une structure de Dx«prxc[v]-module ou ici le C
qui est en indice fait référence & la variable u’. Cette structure donne en particulier
a N une structure de D xy grxc-module.

LEMME 2.5 ([S1] 3.1 et [G] Lemme 2.2).

— N est un Dxyprxc-module sous-holonome (c’est-a-dire dont la variété ca-
ractéristique a pour dimension (n+p+1)+1).

— N/uN est un Dx x grxc-module holonome (c’est-a-dire que sa variété caractéristique
variété a pour dimension (n+p+1)).

Maintenant considérons le Dy-endomorphisme C' de R¥(M) donné par :
ViE(M)uF 5 mub — (L(=8,t) — k)ymu®.

On peut alors montrer que C est Dy g linéaire sur R%(M). Notons P = Clu, d,/]
(les deux variables commutent entre elles) alors on peut identifier P avec

C[v/, Oy][u]/Cu!, Byr)[u] (u—u'). On définit alors Cp(u/d',) = —jul 8!, qu’on étend &
P par linéarité. On pose alors Cy = C®1+1®Cp. On peut alors montrer que Cy est
un endomorphisme D x x grxc-linéaire de N et induit sur N/Nu un endomorphisme
DXXE’ Xc—linéaire.

THEOREME 2.6 ([K] 4.5). Les endomorphismes D-linéaires d’un D-module
holonome forment un espace vectoriel de dimension finie.

M. Kashiwara énonce ce résultat dans le cas o D est “completement” analy-
tique, ici Dxxpxc est analytique en 21, ..., 2y, u’ et polynomial en t7,. .., ¢, mais le
résultat est encore vrai. Comme conséquence, 'endomorphisme Cy de N/Nwu admet
un polynéme annulateur minimal. On note by, ce polynome (ici L fait référence a la
forme linéaire fixée au départ).

PROPOSITION 2.7 (|G] section 3). Le polynome by, est a racines dans Q<o.

Pour la preuve, nous renvoyons le lecteur a 'article de A. Gyoja en question.
Disons simplement que I'argument consiste comme dans le cas d’une fonction traité
par M. Kashiwara, a désingulariser pour se ramener au cas monomial que I'on traite
a part.

Notons ¢ la classe de 1 dans M = Dxyg/I.
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LEMME 2.8 (|G| Lemme 2.10 pour les trois premieres équivalences).
Soit b(\) € C[A] un polynéme d’une variable. Alors les conditions suivantes sont

équivalentes.

(1) b(Cn) = 0 en tant qu’endomorphisme de N/Nu.

(2) b(C) = 0 en tant qu’endomorphisme de RE(M)/RY(M )u.
(3) Pour tout k € Z, b(L(—0yt) — k)VE(M) C V£ | (M).

(4) D(L(=04t))d € VI (Dxxp)d (C VE(Dpp)).

(5) b(L(3))f* € VA (Dnip) f*.

DEMONSTRATION.
— (1) = (2). Soit m € R¥(M). Considérons m®1 dans N. Il est facile de voir que

b(C) - (m®1)=(b(C)m)®1 qui par hypothese est dans Nu. Par conséquent
b(C)m est dans Mu.

- (2) = (1). Soit n € N. On peut l'écrire comme somme finie d’éléments de

la forme m ® 9],. Pour montrer b(C)n € Nu, il suffit de le montrer pour
n = m ® 0,,. Or laction de C est telle que b(C)n égale (b(C)m) ® 0,,. La
conclusion est alors immédiate.

(2) = (3). Soit m € V;L(M). Alors (b(L(—0st) — k)m)u* = b(C)(mu”) et ceci
est dans RY(M)u donc s’écrit comme (3 myul)u avec m; € Vi;E(M) et par
identification, seul mg_1 est non nul et égale m qui est donc dans ViZ | (M).
(3) = (2). Soit m € RE(M) que l'on éerit m = >, myu® avec my, € VL (M).
Alors b(C)m = Y, (b(C)my)u®, or pour tout k, b(C)my, est dans VL' (M)
donc on peut écrire b(C)m = (3, (b(C)my)ur~1)u. L’assertion est démontrée.
Les implications (3) = (4) = (5) sont triviales. Montrons (4) = (3). Soit P €
ViE(Dx «E), on doit montrer que b(L(—0;t) —k) P appartient a Vi | (Dxxg)é.
Un calcul élémentaire montre qu’il existe ) € VkL (Dxxp)et Q' € VkL_ 1(DxxE)
tel que b(L(—0it) — k)P = Qb(L(—04t)) + @Q'. On en tire immédiatement le
résultat voulu.

— Pour finir, 'implication (5) = (4) est une conséquence directe du lemme 3.5

(que nous démontrons indépendamment au chapitre suivant).

g

A partir de maintenant et sauf mention contraire, nous noterons M = Dy, 1,/

au lieu de Dy g/I. Le symbole § représente la classe de 1 dans M.

Maintenant pout w € NP, considérons le polynéme de Clsi,...,s,| (en fait de

Q[s| puisque L est entiere) :

cow(s)=  J[ bo(L(s)—k)

—L(w)<k<0

On constate pour tout L € Uy que cr,,,(—0t)d appartient a VLL(,w) (M) en appli-

quant le lemme précédent, et pour un sous-ensemble fini F' de Uy :

(1T cew)s € () Vi) (M).

LeF LeF
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Introduisons la (multi)filtration (V,,(M)) indexée par ZP :

V(M) = () Vi (M).
Lely

Remarquons que si I = (0) i.e. si M = Dy, alors V(M) = Vo(M).
Dans [S1], C. Sabbah démontre le résultat suivant (formulé d’une autre maniere) :

THEOREME 2.9.

(1) 1l existe un sous-ensemble fini F' de Uy NINP tel que pour tout w € ZP,

V(M) = () Vi (M).
LeF

(2) 1l existe k € NP tel que pour tout w € ZP,
V(M) C V(M) C Vipyr(M).

Ce résultat est le point de départ du présent chapitre, j’en ferai donc quelques
commentaires.
D’abord, donnons quelques précisions au sujet de 1’énoncé et de sa preuve donnés
dans [S1]. Soit ¥ un éventail subdivisant le premier quadrant de (QP)*. Pour tout
cone o de dimension maximale, soit 7V (M) la filtration sur M indexée par ZP définie
par :

m € V(M) <= 3P € "Vio(Dnyp) = (| Vi) (Pnsp) m=1[P),
Leo

ou [-] désigne la classe dans M = D,,/I. Notons L(o) les éléments primitifs du
1-squelette de o. C. Sabbah démontre en appendice et en collaboration avec F.J.
Castro-Jiménez ’existence d’un éventail dit adapté a la filtration a V(M ). Dans la
proposition 2.2.1, il montre que si ¥ est un éventail adapté a V(M) alors pour tout
cone o € ¥ de dimension maximale, on a :

() VM) = () Vi)
LeL(o)

En prenant pour F' le 1-squelette de X, on obtient trivialement l’assertion 1 du
théoreme 2.9. En ce qui concerne 'assertion 2, C. Sabbah montre que la filtration
V(M) est bonne ce qui par un lemme usuel de comparaison entre bonnes filtrations
fournit I’assertion 2. Pour montrer que la filtration V(M) est bonne, il utilise des
arguments du type modification torique associée & un éventail (adapté) X ou bien
conservation de la cohérence d’un module par image directe mais le fait remarquable
c’est qu’en observant la démonstration en question, on s’apercgoit qu’on peut utiliser
n’importe quel éventail pourvu que tout céne o vérifie la condition (}), nous y
reviendrons.

Ce que je propose est une formulation constructive et (plus) élémentaire du
théoreme précédent : constructive en ce sens que l'on connait explicitement 1’en-
semble F' de I’assertion 1 et le k de I’assertion 2 (pour p = 2 uniquement), élémentaire
car repose sur la théorie des éventails de Grobner analytiques.

THEOREME 2.10.
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(1) Notons Ey(h(I)) léventail de Grébner de h(I) C Dyyp(z) associé a la
filtration V(Dy4p). Si on note L(Ey(h(I))) les éléments primitifs de son
1-squelette alors pour tout w de ZP,

V(M) = (N Vi)
LeL(Ev (h(1)))

(2) Pour p = 2, il existe kK € NP qui dépend de Ey(h(I)) (nous serons plus
précis dans la section suivante) tel que pour tout w € ZP,

Vo (M) C V(M) C Vigyn(M).

Nous verrons dans le chapitre suivant que dans le cas algébrique (ot nous avons

un résultat similaire) et dans le cas de deux fonctions, on est en mesure de ”tout”
calculer : c’est-a-dire I’éventail de Grébner Ey(h(I)), le vecteur x, mais aussi les
polynémes by, pour L € &y et finalement le polynéme de Bernstein-Sato que I'on va
construire a partir de tous ces objets.
Disons encore un mot au sujet de l'assertion 2. Nous avons dit plus haut que la
preuve donnée par C. Sabbah reste valable pourvu que I’éventail qu’on utilise ou
plutot ses cones vérifient la condition (f). En fait les cones de £y (h(I)), éventail
de Grobner associé a la filtration V| vérifient (1), c’est ce que nous verrons dans la
section suivante dans ce qu’on appelle la ”proposition clé”.

Revenons maintenant a la preuve de ’existence de polynéme de Bernstein-Sato.
Considérons le polynome suivant :

b(s1,...,8p) = H CLv+r(8)s
LeF
ou F est 'ensemble des éléments primitifs du 1-squelette de ’éventail de Grobner de
h(I) associé a la filtration V(D) et k est celui du théoreme de C. Sabbah. Alors
par définition, on a F C N? C RY, ~ Uy i.e. les formes L de F sont & coefficients
entiers positifs. Alors en utilisant le point (2) du théoréme 2.9 on a les inclusions :

b(—8t)8 € V_y_ (M) C V_y(M).

Autrement dit, il existe P € V_,(Dy+p) tel que b(—0t) — P soit dans I. En utilisant
le fait que t; — f; soit dans I, on peut dire que modulo I, P égale Q(—0st)f" ou
Q(s) € Dy[s]. Par conséquent b(s)f$ = Q(s)f*T". Comme conclusion, on peut dire
qu’il existe dans BY(f) un élément non nul de Q[sy, ..., sp|.

2. Preuve du théoréme 2.10

Dans cette section, nous donnerons une premiere preuve de l’assertion 1 du
théoreme 2.10. Comme nous le verrons il s’agit d’'une preuve essentiellement bidi-
mensionnelle i.e. on se rameénera par projection au cas p = 2 ce qui est pratique pour
faire des dessins et comprendre ce qui se passe.

Dans un deuxiéme temps, nous énoncerons et démontrerons une proposition
clé. Elle est importante pour deux raisons. D’une part elle permet de donner une
deuxieme preuve de 'assertion 1 du théoreme 2.10 et d’autre part elle permet une
démonstration de lassertion 2 du théoréme 2.9 en utilisant 'éventail &y (h(I)) a la
place d’un éventail adapté a V(M).

Dans un dernier temps, nous démontrerons I’assertion 2 du théoreme 2.10.

Dans cette section, nous noterons £y au lieu de &y (h(1)).
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2.1. L’assertion 1. Pour m dans M, L dans Uy et w € ZP, on dit que L vérifie
la condition (m,w) si m € VLL(w) (M). En d’autres termes, L vérifie (m,w) s'il existe
P € Dy, tel que m = P§ et ord?(P) < L(w). Pour un sous ensemble F de Uy, F

vérifie (m,w) si tout L de F' vérifie (m,w).

On peut reformuler ’assertion 1 de la fagon suivante :
Pour tout w € ZP et pour tout m € M, si L(Ey) vérifie (m, w) alors Uy vérifie (m, w).

Pour Li,...,Ly € Uy, on notera )Lq,..., Ly le cone ouvert engendré par les
Li :
>L1,...,Lq<: {7‘1L1 + - —|—7’qu;TZ‘ > 0}

Rappelons que pour tout L € Uy, le gradué gr” (Dp4p) est isomorphe & un sous-
anneau de Dy4,. En effet soit L = r1Vq + ... 4+ m,V), avec les 7; > 0 non tous nuls.
Quitte a réordonner les indices, on peut supposer que L = a1V1 + ... + a4V, avec
g <peta;>0. Alors

gI‘L(Dn+p) = Dn Kc C[tl, c. ,tq]<at1, PN ,8tq> Xc C{tq+1, PN ,tq}<8tq+1, ey 8tp>-
Ainsi dans la suite nous considérerons que tous nos calculs se font dans D,,4p.
Pour P € Dy, et L1, Ly € Uy, on dit que P est Li-homogene (resp. (L1, La)-
homogene) si P = o%(P) (resp. P = o¥1(c¥2(P))). Ces définitions s’appliquent &
un élément de Dp1p(2).

LEMME 2.11. Soit H € h(I). Soit L €)L1, La( avec )Li, Lo( inclus dans un
cone de Ey. Alors les composantes (L1, La)-homogénes de o™ (H) (notons les Uy,)
sont en nombre fini et s’écrivent Uy = o* (Vi) avec Vj, € h(I).

DEMONSTRATION. La finitude des composantes (L1, L)-homogenes de o (H)
découle immédiatement du fait que o*(H) appartient & Dx .
Maintenant, considérons L' €) Ly, Lo( différente de L. Soit Q1, ..., Q, la base stan-
dard de h(I) associée au cone de £y qui contient le cone ouvert engendré par L; et
Ls. Les ()j forment une <}L‘—base standard de h([), on peut diviser H par les ); par
rapport a ’ordre <}£ ce qui donne :

H = Zuij avec ord”(H) > ord®(u;Q;) si uj # 0.

j=1
Si on note J C {1,...,r} les j pour lesquels l'inégalité précédente est une égalité,
on obtient :
L L L
ol (H) = o"(u;)o™(Q;).
je€J

Considérons, pour chaque j € J, la décomposition de ol (u]) en composantes L'-
homogenes (qui sont en nombre fini) : o (u;) = Z ujk et notons K = U K;.
keK; j€J
Maintenant si on note J, = {j € J /u; # 0}, on obtient :
L L
oh(H) = (Y wine™(@Q))-
keK jeJg

Par 1.30, on a : o (¢%(Q;)) = o%(Q;), ainsi pour k € K fixé, les termes de la
somme ZjeJk uj ol (Q;) sont (L1, Ls)-homogenes d’ordre constant par rapport a
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L1 et Ly, ces sommes sont donc les composantes (L1, Lz)-homogenes de o”(H). On
note Uy, = > e uj kol (Q;). On constate alors que :

Up = 0"(> ujnQ;)
J€Jk
ce qui acheve la preuve du lemme. O

Le lemme suivant est trivial et ne sera pas démontré.

LEMME 2.12. Soit L1 # Lo deux formes dans Uy et L appartenant au cone
ouvert YLy, Lo(. Soit w € ZP.
ord“(R) < Lij(w) i=1,2

Alors, il n’existe pas R dans Dy, tel que : {ordL(R) > L{w)

Le lemme suivant est un cas particulier de notre assertion 1 dans le cas de la
dimension p = 2 :

LEMME 2.13. Soit 0 un cone de Ey. Soient L1,Lo € Uy tels que le cone
ouvert YLi, Lo( soit inclus dans o. Supposons que Ly et Lo vérifient (m,w) alors
tout L de )Ly, La( vérifie (m,w).

DEMONSTRATION. Pour i = 1,2, soit P; € Dy, tel que ordX(P;) < Li(v) et
Pid = m et ord"(P;) > L(v) (sinon le lemme est trivialement vrai). Il est facile de
voir qu'il existe k,l1,ls € N tels que 2z*h(P; — Py) = 21 h(P;) — 22h(P,), notons
alors H; = 2'h(P;) et H = Hy — Hy. Puisque P, — Py € I, H € h(I).

Considérons o*(H) = Y, . Uk, les Uy, étant les composantes (L1, L2)-homogenes
de oF(H). D’apres 2.11, les Uy, sont en nombre fini et chaque U, = o(V}) avec
Vi € h(]).

Soient Q1,...,Qr € h(I) la base standard de h(I) correspondant au cone de &y
contenant ) L1, Lo (. Divisons chaque V}, par les Q; relativement & <" on obtient :

Vi = Z v, ;Q; avec ord®(V;,) > OrdL(Uk;,ij) si vg,; # 0.

Jj=1,...,r
Notons Ji C {1,...,7} les j pour lesquels I'inégalité précédente est une égalité,
alors :
L L L
(Vi) = o™ (ve)o"(Q)).
J€Jk

Pour k € K, notons Wy =3, ;. ol (vp ))Qj, Wi € h(I).
D’apres 2.12, on peut écrire K en une union disjointe K = K U K5 telle que pour

i=1,2:
oF(H;) = Y (-1
keK;
Considérons, pour i = 1,2, H] = H; — Z Wy, élément de h([).
keK;

On constate que ord”(H!) < ord”(H;).

De plus, par construction, les UL(vk,j) sont (Lj, Ly)-homogenes et par 1.30,
ord"(Q;) = ord%(¢"(Q;)) donc pour k € K;, ord"i (o (v, ;)Q;) = ordi(Uy) <
ord%i (H;), par conséquent, ord™ (H!) < ord™i(H;).

Enfin, notons P/ = H] on a P, — P! € I (cest-a-dire P/§ = m), ord"(P/) <

i|z=1>
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ordX(P;) et ord (P}) < L;(v).
Maintenant, on recommence ce processus avec P/ & la place de P;, et en un nombre
fini d’étapes, on démontre le lemme. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat annoncé.

DEMONSTRATION DE L’ASSERTION 1. Soit m € M et w € ZP.

Nous allons montrer par récurrence sur ¢ que pour tout ¢ de {1,...,p}, on a:
Pour tout L € Uy, s'il existe L], ... ,Lfl € Uy vérifiant (m, w) tels que L appartienne
au cone ouvert )L, ... ,Lg( et que ce cone soit inclus dans un élément de &y alors
L vérifie (m,w).

Il est clair que la propriété au rang 1 est vraie. Supposons acquise la propriété au
rang ¢ — 1 et montrons la au rang q.

Considérons le cone ouvert ) L,_1, Ly(. Il se peut qu’il ne soit inclus dans aucun cone
de &y . C’est pour cela qu’on considere la trace &y (Ly—1, L) de Ey sur le cone ouvert
engendré par L, et L,. Cette trace est un éventail dont le 1-squelette est contenu
dans celui de Ey. Si on note L' le projeté de L sur )L,_1, Ly( alors L' appartient a
un cone de &y (Lg—1, L,) dont on note Lf]_l et Lf] le 1-squelette. Ce qu’on a obtenu,
c’est la situation suivante :

L=mrLi+ -+rgoLs2 —H"q_lLf]_l + qu’q et les deux cones ouverts 'un engendré
par Li,...,Lg—2, Ly 4, Ly et 'autre par L;_;, Lj sont inclus chacun dans un cone
de & . On peut alors appliquer le lemme 2.13 & L' €)L;_;, L;( et dire que L’ vérifie
(m,w). Ensuite, puisque L = r L1 +---+7rq_2Lg2+ (rg—1+74)L’, on peut appliquer
I’hypothese de récurrence et dire que L vérifie (m, w). La propriété au rang ¢ est donc
démontrée. Une fois acquise cette propriété, le résultat devient trivial. En effet, soit
L € Uy alors il existe Ly,..., L, dans L(Ey) avec 1 < g < p tels que le cone ouvert
engendré par les L; contienne L et soit inclus dans un cone de &y. On applique alors
la propriété précédente et on obtient que L vérifie (m,w). O

2.2. Une proposition clé. Pour un cone quelconque de Uy, on note L(o) les
éléments primitifs du 1-squelette de o. C’est 'ensemble minimal des L € Uy qui
engendrent o et tels que L soit & coefficients entiers sans facteurs communs. A priori
nous ne savons pas si £(o) est contenu dans o. On appelle (de maniere naturelle)
adhérence (resp. intérieur) de o les combinaisons linéaires des éléments de L(o) a
coefficients dans R>¢ (resp. dans Ro).

Soit ¢ un cone de Uy . Définissons une nouvelle filtration sur M = Dj1,/1
indexée par ZP :

V(M) = > Vi (M).
{w'€Zr;L(w")<L(w)VLEc}
Par définition, m appartient a 7V, (M) si et seulement il existe P dans
"V (Dn—i-p) = Z Vi (Dn+p)
{w'eZr;L(w')<L(w)VLEc}

tel que m = PJ. Pour voir a quoi ressemble un tel P, le lecteur est prié de se référer
a la figure 1 (page suivante) o p =2 et o = (L1, La).
Pour tout cone o C Uy et w € ZP, nous avons des inclusions évidentes :

V(M) € () Vi) € () Vi (M),
Leo LeL(o)
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F1G. 1. V(M)

Il est clair que si M = D, (i.e. si I était nul) alors pour tout cone o C Uy, les
inclusions précédentes seraient des égalités. On se propose ici de montrer :

PROPOSITION 2.14 (Proposition clé). Soit o € Ey alors pour tout w € ZP,

V(M) = () Vi),
LeL(o)

Avant de prouver cette proposition, nous en tirons une

DEUXIEME DEMONSTRATION DE L’ASSERTION 1. D’abord remarquons que
L(Ey) = U L(c). Soit m € M et w € ZP. Alors, avec les notations du paragraphe
oely
précédent, nous devons montrer que si £(Ey) vérifie (m,w) alors il en est de méme
de Uy . Soit donc L € Uy et soit ¢ € &y contenant L. Alors par la proposition
clé, il existe P € “V,y(Dpyp) tel que m = P6. Pour un tel P, on a clairement
ord?(P) < L(w). Par conséquent L vérifie (m,w). O

Pour démontrer la proposition clé, nous avons besoin de revenir un peu sur
Péventail Ey (h(I)). Soit o un cone de Ey. Nous avons vu dans le théoreme 1.30 qu’il
existe une famille Q1,...,Q, de h(I) qui est la base standard réduite minimale de
h(I) par rapport & <fLL et ce pour tout L dans o. Maintenant que se passe-t-il pour
une forme linéaire L appartenant a I’adhérence de o si, par exemple, on suppose
o ouvert (ce qui peut arriver pour un élément de L£(0))? Bien entendu les @; ne
forment pas une base standard de h(I) pour l'ordre <? (car sinon le gradué de
h(I) par rapport a L serait égal a celui de h(I) pour n’'importe quelle forme de o,
autrement dit L appartiendrait & o). Par contre il est possible, et c’est le but du
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résultat suivant, de construire un ordre que nous noterons <1 (car il dépend de L
et de o) pour lequel les @); forment une base standard de h([). L’ordre en question,
voici comment on le définit :

D’abord on fixe une forme linéaire L, dans l'intérieur de o et pour (a,pu,b,v, k) et
(a', 1/ b, v/ k') dans N PHnHPH+L on pose

(a,p,byv, k) < (a, 1/ V'V k) —
E+b+v| <k + |0+
ou (= et L(a,p,b,v) < L(d, 1/, b/, V"))
ou (: et = et (a,u,b,v)<p, (a’,u’,b’,y’)).

Rappelons pour mémoire que I'identification R, ~ Uy C U nous fait parfois noter

L(a,pu,b,v) = L(v — p).

PROPOSITION 2.15. Soit L € Uy appartenant a l'adhérence de o € Ey et
soit Q1,...,Qy la base standard de h(I) associé au cone o. Alors pour tout j =
1,...,7 et pour tout L' dans )L, Ly) :

expn (@) = expgg (Qj)-

Comme conséquence de cette proposition, nous obtenons que les (); forment
la base standard réduite minimale de h(I) pour I'ordre <7. En effet il suffit
pour cela d’appliquer le lemme 1.28.

DEMONSTRATION. Par le théoréme 1.30,
expe (@) = eXqu(UL(Qj))
= expoy (c%(Q;)) par définition de <7
= expoy (07 (0H(Q))
= expoy (O’L/(Q]’)) car (); n’a pas de "pentes” entre L, et L :
Voir figure 2 page suivante.
= ey (077(Q)))
= SXPn (@5)
= expon (@)

Soit o un cone de Ey. Notons Ly, ..., L, les éléments de L(o).

LEMME 2.16. Soit ig € {1,...,q}, m € V,"°(M) avec Aiy € Q et P € Dy
20

tel que P§ =m et ord o (P) > X\;, alors il existe P' € Dy, tel que :
- P— P eI cest-a-dire P'6 =m
— ord¥o (P") < ord"o (P)
— ord“i(P") < ord™(P) pouri € {1,...,q} ~ {io}.
En d’autres termes, il est possible de faire baisser ’ordre par rapport a I'un des

L; sans augmenter 'ordre par rapport aux autres L;. Avec ce lemme, nous sommes
en mesure de donner une
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FiG. 2. Diagramme de Newton d'un @; associé a o =)L, L1)

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION CLE. Soit m € (1ez(s) VL(U)( ) alors

pour i = 1,...,q, il existe P; € Dy4, tel que FP;0 = m et ord"i (P, (P < (v)

pose P, = P;. En apphquant un nombre fini de fois le lemme avec o = (la
premicre fois avec P = Py et A, = ord%o(Py)), on construit Py tel que Pod = m et
ordli(Py) < L;(v) pour i = 1,2. On recommence le processus avec ig=3et P= Py,
etc. Aprés un nombre ﬁnl d’étapes on obtient P € Dyyp tel que P 6 = m et pour
tout i =1,...,q, ord™ (P, ( w) < Li(v). Ceci montre bien que m € "Vv( ). d

Pour finir ce paragraphe, il ne reste plus qu’a démontrer le lemme précédent :

DEMONSTRATION. Pour simplifier les notations, nous ferons la démonstration
avec i9 = 1, A = N, et <, = <7 . Notons Q1,...,Q, la base standard de h(I)
associée au cone o.

Par hypothese, il existe Py € Dp4,p avec P16 = m et ordLl(Pl) < A. 1l existe
lo, 1,11 € N tels que z°h(P — P;) = 2'h(P) — 2 h(Py). On pose alors H = z'h(P),
Hy = 2M"h(Py) et Hy= H — Hy et comme P — Py € I, on a Hy € h(I).

Considérons la division de Hy par les @); relativement a ’ordre <1z, :

T
Ho = qjQ; avec N(gj) + expg, (Qj) C A; pour tout j
j=1

ot les A; C N?"2P+1 forment la partition de N?"T2PF1 associée & aux exposants
privilégiés des @Q); (voir les théoremes de division du premier chapitre).
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Comme pour tout i, j, les exposants equLl(Qj) et exp, (Q;) sont égaux, la di-
vision précédente est aussi une division par rapport aux ordres <f,,...,<r,. Par
conséquent, pour tout 1 =1,...,qet 5 =1,.

ordi(Hy) > ordl (quj).

Notons J 'ensemble des j € {1,...,r} pour lesquels ord™ (Hp) = ord* (¢;Q;), nous
avons alors :

M(Ho) = o™ (H) =) o™ (q5)0™ (Q)).
jeJ
On considere et on note W = Z o™ (g;)Q;. Clest un élément de h(I).
jeJ

Posons H' = H — W. Nous allons montrer les deux assertions suivantes.
(1) ord™ (H') < ord™ (H),
(2) ordi(H') < ord¥ (H) pouri=2,...,q.
(1) On a clairement o*!(H) = ol (W). Par conséquent,
H' =(H—-co"(H))— (W -l (W).

On voit alors facilement que les deux termes entre parentheses ont un Li-
ordre strictement inférieur a celui de H.

(2) Fixons i entre 2 et g.
Par 1.30, pour tout j :

(2) expy, (ULl(Qj)) = expg, (Q))-
On a ¥ Z ot (g)ot( (Qj).
JjeJ

Comme equL_(aLl(qj)aLl(Qj)) C Aj et que les A; sont disjoints deux a
deux , on a nécessairement

expg, (o7 (W) = max{expg,, (0™ (q;)0™ (Q)}-
De la méme maniere, on peut montrer que

eXPqp, (ULI (W)) = I}lea}{equLi (ULl (q])QJ)}

Grace a la relation (2), on obtient 1’égalité expy, (et (W) = eXpy, (W)
donc en particulier ord™ (W) = ord?i (X1 (W). D’ot1 les égalités et inégalités
suivantes :
ordli(W) = ordbi(glr(W))
= ordli(c™(H)) car o1* (W) = o1 (H)
< ordli(H).
Par conséquent, ord” (H') < ord%(H). Les deux assertions sont démontrées.

Maintenant, posons P’ = H"Zzl =P —~W_.,_;.OnaW € h(I) donc W._; € I
et P'6 = m. En spécialisant z = 1, les assertions 1 et 2 deviennent : ordX(P’) <
ordL"(P) pour tout ¢ = 1,...,q avec inégalité stricte pour ¢ = 1. Le lemme est

démontré. O
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2.3. L’assertion 2. Dans ce paragraphe nous allons démontrer 1’assertion 2
du théoreme 2.10. Nous allons dans un premier temps énoncer plus précisement
I’assertion en question. Puis nous écrirons la preuve. Nous verrons qu’elle consiste
essentiellement en une analyse raffinée du lemme précédent 2.16, en effet nous de-
vrons faire ce qu’on pourrait appeler un “controle de la montée de l'ordre” par
rapport a la forme V.

Nous rappelons que dans ce paragraphe, p égale 2.

NOTATION 2.17.

— Soient Ly, Ly deux formes de Uy . Ecrivons L; = a;V1+b;Va avec a;,b; > 0. On
dit que Ly est inférieure (resp. strictement inférieure) a Lo si by/a; < by/as
(resp. bi/ar < ba/az). On abrégera cette notion en notant L; < Lo (resp.
Ly < Ly). Par convention b/0 = 400, toute forme L est inférieure a Vs.

— Soit L une forme dans Uy. Nous noterons <y, lordre sur N2(+2+1 donné
par :

(a, p, byv, k) <y (a4, b,V k) =
E+b+v| <k + v+
ou ( = et L(a,u,b,v) < L(a’,u’,b’,y’))
ou (= et = et (a,pbv) <y (d pub,1)).
Nous remarquons qu’en adoptant les notations du paragraphe précédent et en
posant o =)Vi, L( (avec L # V1) alors on a : <y, = <. Si par contre L =V
alors <, =<}“/1.

Soit ¢ un cone de & de dimension 2 (maximale) et {Li, Lo} = L(o) avec
Ly < L. Notons Qq,...,Q, la base standard de h(I) associée & o. On définit
kL € N par :

ke = max{ord"*(Q;) — ord"* (¢2(Q;)), i = 1,...,7}.

o=

Avec les notations précédentes, nous avons (voir figure 3 page suivante) :
Vi( L 1%
ord™ (072(Q;)) = ord™ (exp g, (Q;))-

Maintenant on définit k! € N comme le maximum des k. pour les cones o € &y
de dimension 2. Dans ce paragraphe, on se propose de montrer le résultat suivant :

PROPOSITION 2.18. Pour tout w € Z? :
Vw(M) C Ver(nl,O) (M)

2.3.1. Controle de la montée de l'ordre par rapport V1. Soit o € £y un cone de
dimension maximale et soient L; < Lo ses générateurs primitifs. Soit m € V,(M)
avec w dans Z2, en particulier m € (VLLll(w) (Dp42)0) N (VLL;(U)) (Dp+2)0). Supposons

donné P € D, tel que P§ = m et ord" (P) < Li(w) et tel que ord™(P) > La(w).
Alors nous avons montré dans le lemme 2.16 comment construire, en un nombre fini
d’étapes, un élément P, tel que ord™*(P,) < ord™*(P) (i.e. Pordre par rapport &
L1 n’a pas augmenté) et ord“?(P,) < Lo(w) (i.e. Pordre par rapport & Ly a baissé
le plus possible). Le probleme est de savoir ce qui se passe pour lordre V; de P,
par rapport a celui de P. Nous pouvons montrer que cet ordre peut monter mais de
maniere controlée. C’est ’objet du lemme suivant :
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Fic. 3. ordVl(Qj) —ord" (exp<,L2 (Q5))

LEMME 2.19. Soit o un céne de dimension mazimale de Ey(h(I)) et L1 # Lo
ses générateurs primitifs (il est possible que L; ¢ o). Supposons Vi < L1 < Ly < Vj.
Soient w € Z? et m € VLL22(w)(M). Soit P € Dyyo tel que P6 = m et ordLl(P) <
Li(w) alors on peut construire Py, € Dyio a partir de P tel que :

(): P,—Pel
(ii): P, € “Vi(Dpya), en particulier : ord"?(P,) < Ly(w)
(iii): ord"*(P,) < max{ord*(P), w + rL}.
C’est (4i7) qui justifie Pintitulé de ce sous paragraphe.
DEMONSTRATION. Par hypothese il existe P, € D,.o vérifiant Pod = m et
ord?(Py) < Ly(w). On définit Hy = 200h(P — Py) = 2'h(P) — 22h(P), H = 2'h(P)

et Hy = 22h(P). On reprend le début de la preuve du lemme 2.16 & la différence
qu’on travaille avec la forme Lo au lieu de L;. On considere donc la division de Hy

par la base standard @1, ..., Q, relativement a ’ordre <, ce qui donne :
Hy = 37"_, q;Q; avec ord2(Hp) > ord?2(g;Q;). On note J Iensemble des j dans
{1,...,r} pour lesquels I'inégalité précédente est une égalité. On pose alors :

W = ZjEJUL2<Qj)Qj et H = H—-W.
Maintenant, ce qui nous intéresse, c’est la différence entre ord"*(H) et ord"*(H').
C’est 'objet de ce qui suit :

AFFIRMATION.
(a): ord (W) — ord" (expg, (W) < K

[
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(b): ord ' (W) < wy + Kl
Démontrons ces affirmations :
(b) : Nous avons ord"! (equL2 (W) = ord"1 (aX2(W)) = ord"1 (¢L2(H)) et ce der-
nier est majoré par wy donc si (a) est vrai il en est de méme pour (b).
(a) : Par I'égalité expy, (W) = expg, (Ho), il existe ji € J tel que expy, (Ho) =
expy, (m1Qj,) ot my est un mondme. De plus,

ord"* (W) < max{ord"*(¢"2(¢;)Q;);j € J}.

Soit alors jo € J tel que ord" (c2(g;,)Qj,) = max{ord"*(c"2(¢;)Q;);j € J}. Il
existe alors un monéme my tel que ord"* (W) < ord"* (m2Q;, ), en effet il suffit pour
cela de prendre un monéme de oV (o2 (g;,)).

Fi1G. 4. Tustration des affirmations

Remarquons qu’il est possible que j; = j2 mais dans ce cas il est facile de montrer
que laffirmation (a) est vraie. Par contre on a toujours :

AFFIRMATION.

(c): ord” (exp<]L2 (m2Qj,)) < ord"t (exp<]L2 (m1Qj,))-
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En utilisant cette affirmation, nous avons :

ord* (W) = ord"*(W) — ord"* (m2Q;,)

Tord" (maQ;,) — ord" (exp_,, (ma@y))

tord" (expo, (ma@)) — ord" (expo, (miQ,))

+ord" (expg, (W)

ord"? (maQj,) — ord"? (exp<]L2 (m2@Qj,)) + ord" (exp<]L2 (W)
< /{i + ord" (exp<L2 (W)

IN

Ceci démontre le point (a). Il ne reste plus qu’a démontrer le point (c).
Puisque exp, (m1Qj,) et expy,, (m2Qj,) sont (L1, La)-homogenes donc (Vi, Va)-
homogenes, il suffit de montrer la chose suivante avec £ égal a expy, (m2Qj,) —

expa,, (MiQy,) -

Si L1(§) <0 et Ly(§) =0 alors V4(§) <0.

Puisque Va2 > Ly > L1 > Vi, on peut (sans perte de généralité) écrire Ly = Vi + bV,
et Lo = aV1+ V5 avec a,b > 0. La condition Ly > L; se traduit par 1—ab > 0. Par un
calcul élémentaire on montre que nos conditions se traduisent par (1 —ab)V; (&) <0,
par suite V1 (§) < 0. Le point (c) est démontré.

Voyons maintenant comment 'affirmation (b) permet de montrer le troisieme point
du lemme. Nous sommes partis de H et nous avons construit H' = H —W. Par (b),
nous avons ord"* (H') < max(ord"* (H),w; +L). La suite consiste & faire les mémes
opérations avec H' & la place de H. Le dernier élément H, ainsi construit vérifie :
H, — H € h(I) et ord"*(H,) < max(ord"' (H),w; + }).

On pose alors Py = Hy|,—1,on a bien P, —P € [ et ord"1 (Py) < max(ordv1 (P),w;+
k%). Le lemme est démontré. O

2.3.2. Fin de la preuve.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.18. Notons Lo = Vi < --- < Ly = V3
les éléments primitifs du 1-squelette de £y,. Pour chaque ¢ =1, ..., q, notons o; € &y
le cone contenant le cone ouvert engendré par L;_; et L;.
Soit m € V,(M).
Montrons par récurrence sur ¢ que pour tout ¢ = 0,...,q, il existe T; € Do
vérifiant :

- Tid=m

= Ty € Vi (M)

— ord"(T3) < wy + !

Pour i =0 : m € V,, donc en particulier m € V‘Zl(w)

il existe Tp tel que Thd = m et ord" (Ty) < wy < wy + kKL

Supposons ’hypothese vraie au rang ¢ — 1.

On applique alors le lemme 2.19 avec 0 = o; et P = T;_1. On pose alors T; = P,
(notations du lemme). D’apres ce méme lemme, T; vérifie :

(notons que Vi(w) = w;) done

-~ Tid=m
-T; € VLI;i(w)(M)

— ord" (T;) < max(ordv1 (Ti—1), w1 + k') = wy + K
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L’hypothese est donc vraie pour tout ¢. En particulier pour ¢ = ¢, on a : m = 1,0,
ord"2(T,) < wy et ord"*(T,) < wy + w!, cest-a-dire m € Vit (1,0 (M). O

REMARQUE 2.20. Le procédé de construction de (k*,0) montre qu’un tel k
n’est a priori pas unique, par exemple on aurait pu construire en inversant les roles
de Vi et Vo un k de la forme (0, K2).

3. Existence de polynémes de Bernstein-Sato dans le cas algébrique

Dans cette derniere section, nous nous proposons, dans le souci d’étre aussi
complet que possible d’écrire la preuve de I'existence de polynémes de Bernstein-Sato
associés a p polynomes. En effet et a ma connaissance, il ne semble pas qu’'une telle
démonstration aient été écrite. Nous avons décidé de mimer la preuve donnée par I.N.
Bernstein (voir aussi [Bj]) qui est facilement généralisable. Nous ne donnerons pas
tous les détails mais insisterons sur les points qui nous semblent importants. Cette
section permet en méme temps de faire une transition avec le chapitre suivant ou
l’on se penchera plus en détail sur des questions de rationalité du (d’un!) polynoéme
de Bernstein-Sato.

On se donne ici un corps k quelconque et fi, ..., f, € klz] = k[z1,...,z,]. Soient
s1,...,8p des variables. On note £ = k[z,1/f1 - fp, s] - f* le module libre engendré
par le symbole f* que 'on note aussi f;' --- f,”. L’anneau A,,(k) agit naturellement
sur L. Pour v € N?, on consideére ’équation :

b(s1,. .., 8p)f° = P(s) - f5.
Si on note BY(f) 'idéal des b(s) € k[s] tels qu'il existe P(s) € A, (k)[s] satisfaisant
a I’équation précédente alors le but est de montrer que cet idéal, que I'on nomme
idéal de Bernstein-Sato associé a f = (fi,..., fp), est non nul. Disons un mot de
plus du chapitre suivant : nous y montrerons que non seulement cet idéal n’est pas
nul mais contient un élément rationnel qui s’écrit comme produit de by (L(s) — k)
comme dans le cas analytique.

3.1. Bonne filtration et noethérianité. On note F' = (Fj(A,(k)))kren la fil-
tration sur A,,(k) par I'ordre total en z et d,. Le gradué associé grf' (A, (k)) est alors
isomorphe a k[z,¢] = k[z1,...,2n,&1,...,&n]. Signalons que c’est en considérant
grf’(A,,(k)) qui est noethérien qu’on montre la noethérianité de A, (k). Soit M un
module sur A, (k). Une filtration de M est la donnée de k-sous-espaces vectoriels
de M de dimension finie (My)ren tels que :

— My C My41 pour tout k

- M = UM,

— Fi(A,(k)) M), C M4 pour tout k,1
A une filtration I" de M est associé un gradué gr' (M) = @renMy/My_1 avec par
convention M_; = 0. Ce gradué est un module sur grf (A, (k)).

Etant donnée une filtration I" sur M, on dit qu’elle est bonne si gr' (M) est de type
fini sur gr’ (A, (k)). Il existe une caractérisation combinatoire des bonnes filtrations :

PROPOSITION. Soit I' = (My) une filtration sur un A, (k)-module M. La
filtration T est bonne si et seulement si il existe kg € N tel que pour tout k € N on
ait Fi(An (k) My, = M1k, -

En ce qui concerne A,,(k), pour tout k,l € N,

Fi(An(k))Fi(An(k)) = Fiti(An(k)).
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Les bonnes filtrations permettent de caractériser les module de type fini (donc
noethériens) sur A, (k) comme le montre le résultat suivant :

PROPOSITION. Soit M un A, (k)-module. Alors :
M admet une bonne filtration si et seulement si M est de type fini sur A, (k).

Nous avons un lemme de comparaison entre deux bonnes filtrations. Ce lemme
est utile pour la suite.

LEMME (de comparaison). Soit M un module sur A, (k) et soient " et T deuz
bonnes filtrations sur M alors il existe ky et ko dans N tels que pour tout k € N, on
ait :

Lhp, CTk C T,

3.2. Polyndéme de Hilbert, dimension et multiplicité. Considérons les
polynémes de Q[A] (d'une variable) suivants :

Hy =1 et pour r > 1, Hy(\) = {=D=t=rtl)

Soit H € Q[A], H est dit numérique si pour A € N assez grand H () appartient &
Z.

LEMME. Soit H € Q[\], les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) H est numérique.
(2) H(Z) C Z.
(8) il existe cq,...,cq € ZL tel que H = coHp + -+ + cqHy.

Remarquons que dans la condition 3, les ¢, sont uniques. Par conséquent, on
peut dire que I’ensemble des polynomes numériques est le Z-module libre engendré
par les Hy,.

Une autre conséquence de la condition 3 est qu'un polyndéme numérique a son terme
dominant de la forme m%cll avec m € Z.

THEOREME (de Hilbert). Soit M = ®&renMy unklzq,. .., x,] module gradué
de type fini alors il existe H € Q[\| de degré inférieur ou égal a n et il existe N € N
tels que pour tout k > N,

k
k=0
Le polynome H est dit polynome de Hilbert de M. Son terme dominant est de
la forme m% avec m € N et d < n. On dit que d et m sont respectivement la
dimension et la multiplicité de M.

Soit maintenant M un A, (k)-module de type fini. Soit I" une bonne filtration
sur M. Alors gr'' (M) est un grf’ (A, (k)) ~ k[z1,..., 2, &1, . .., &]-module gradué.
On appelle alors dimension et multiplicité de M et on note d(M) et m(M)
ceux de gr!' (M). Si I’ est une autre bonne filtration de M alors par le lemme de
comparaison, on voit que pour k assez grand les polynomes de Hilbert H et H’
respectivement de gr' (M) et gr!” (M) vérifient H'(k — k1) < H(k) < H'(k 4 k). 11
est alors facile de voir que les termes dominant de H et H' sont égaux. Autrement
dit les définitions de dimension et multiplicité d'un A,,(k)-module ne dépendent pas
de la bonne filtration choisie.

Remarquons que par le théoreme précédent, la dimension de M est majorée par
2n.
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3.3. Modules holonomes.

THEOREME. (inégalité de Bernstein) Soit M un A, (k)-module de type fini.
Alors d(M) > n.

On dit d'un module M qu’il est holonome si d(M) = n.

PROPOSITION. Un module holonome est artinien (i.e. toute suite décroissante
de sous-modules stationne).

THEOREME. Soit f € k[z1,...,xy,] non nul.
Alors le A, (k)-module k[z1,...,zy,,1/f] est holonome.

Ce théoreme ainsi que la proposition qui le précede sont les points de départs
du théoreme d’existence d’'un polynome de Bernstein.
Tout ce qui a été dit jusqu’a présent se trouve dans [Bj].

3.4. Polynéme de Bernstein-Sato.

THEOREME 2.21. Soient fi,...,fp € k[z1,...,2,] et soit v € NP alors il
existe b(s1,...,sp) € k[s1,...,sp] non nul tel que :

b(s1,- -, 5p)f* € An(k)[s1,..., 5[
DEMONSTRATION. La preuve est une généralisation élémentaire de celle de J.E.
Bjork.
Si on note k(s) le corps des fractions rationnelles en sy, ..., s, alors par le théoreme
précédent, le module k(s)[z1,...,zy, ﬁ] est holonome sur A, (k(s)) ce qui a
pour conséquence ’holonomie de k(s)[x1, ..., zy, ﬁ] f? qui est donc artinien. Par
conséquent la suite suivante est stationnaire :

k(s)|z, 177 2 Au(k($)) " 2 An(k(s)f* 2 Au(k(s)) [ 2 -

_
i f
En particulier, il existe k € N tel que f*t*¥ appartienne & A, (k(s))f**#*Dv Donc
il existe Q(s) € A, (k)[s] et c(s) € k[s] tels que :

C(S)fs+kv _ Q(S)fs+(k+1)v.

Nous avons vu que £ = k[z, ﬁ] [s] ¢ était muni d’une structure de A, ,-module.
Pour j =1,...,p, soit uj : L — L définie par :

Uj ~9(8)f7wf5 — 9(817 cey S5 — 17 . "Sp)f*wfj—lfs’

avec g(s) € klz, s] et w € NP. On constate alors que ujot; =t;ou; =id. Or t; est
A, (k)-linéaire donc u; 'est aussi. De plus pour tout 7' € £, pour tout ¢,j entre 1
et p:

- thiT = Sith = ’LL]'SZ'T = SinT sit 75 j,

- thjT = (Sj + 1)th et Sjth = tj(Sj — 1)T,

— u;s;T = (s; — 1)u;T et sju; T = uj(s; +1)T.
Une jolie facon de démontrer ces formules de commutations est de se rappeler que
s; agit comme —0yt; sur T' ce qui revient & travailler dans A,4,(k). Ce qui nous

intéresse dans ces formules, c’est que u; appliqué a Q(s) f* estkégal aQ(st,...,s5—
1,..., sp)fj_lfs. Par conséquent, si nous appliquons ulfvl coeup ™ A e(s) R nous
obtenons :

c(s1—kvi,...,sp—kvp) f* = Q(s1— kv, ..., sp — kvp) f5.
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Autement dit le polynoéme c¢(s — kv) est un polynome de Bernstein-Sato. g






CHAPITRE 3

Polynomes de Bernstein-Sato algébriques rationnels et
étude algorithmique

Si on se donne f1,..., f, des polynémes dans Clz1, ..., zy,], il est possible de les
voir aussi comme germes en un point quelconque xg de C™. Aussi cela donne lieu a
deux visions des choses I'une locale en g et I’autre globale. Le but de ce chapitre est
de mieux connaitre les polynémes by, dont nous avons parlés au chapitre précédent.
Ce sont les briques a partir desquelles on construit un polynéme de Bernstein-Sato
(rationnel!). Rationnel sera le maitre mot de ce chapitre puisque le but est de mon-
trer qu’il existe un polynéme de Bernstein-Sato algébrique rationnel non nul sur
n’importe quel corps k (i.e. associé a fi,..., f, € klz1,...,x,]). Nous avons déja vu
une preuve de ’existence en généralisant la preuve de J.E. Bjork. Pour ce qui est de
la rationalité, nous pourrions nous baser sur le cas local traité par C. Sabbah (avec le
résultat supplémentaire de A. Gyoja) et la montrer par des arguments relativement
succincts en faisant un passage du local au global puis un passage de C a k (voir
ci-dessous). Cependant, la voie que nous choisissons ici permet de mieux connaitre
les objets avec lesquels on travaille, a savoir les polynémes by,. Nous ’avons choisi
aussi parce qu’elle est constructive comme nous le verrons.

Dans un premier temps, nous ferons un examen de passage du local au global
en ce qui concerne les polynomes by, en imitant [Br-Mai2|. C’est-a-dire que nous
étudierons le lien entre polynomes by, analytiques et algébriques.

Dans un deuxieme temps, nous introduirons pour chaque L un idéal que 'on
note By, qui a deux propriétés algorithmiques remarquables : la premiere c’est qu’il
est calculable (du moins dans le cas algébrique) et la deuxieéme est qu’il contient le

polynéme br,(L(s1,...,5sp)) ce qui permet aussi de calculer br,.
Dans un troisieme temps, nous nous placerons dans le cas ot f1, ..., f, sont dans
k[z1,...,2,]. Nous utiliserons les algorithmes de calcul de By, et by, pour montrer

que ce dernier n’est pas nul dans ce cas. Nous nous ramenerons au cas ou k = C.
Pour finir, nous expliciterons ’existence d’un polynéome de Bernstein-Sato ra-
tionnel associé a des f; de klx1, ..., zy].

Tout d’abord, voici une premiere preuve non constructive de ce résultat :

— Premiere étape : les f; sont dans Clz].
Dans ce cas, on sait par [Br-Mai] que I’ensemble des idéaux de Bernstein-
Sato locaux B, ., sont en nombre fini lorsque zo parcourt C" et que leur
intersection est BY = B .

— Deuxieme étape : les f; sont dans k[z]. Notons K le corps Q(cy,...,cn) ou
les ¢; € k sont les coefficients intervenant dans ’écriture des f;. Il existe alors

él,...,en € Cet un morphisme injectif de corps ¢ : K — C tel que ¢(¢;) = e;.

51
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Notons fi,..., f, les polynémes de C[z] (en fait de ¢(K)[z]) obtenu en rem-
placant ¢; par e; dans I’écriture des f;.

D’apres le point précédent, il existe b(s) € Q[s] tel que b(s) f'* € A, (C)[s]f**".
Il est alors possible de montrer comme dans [Br] que b(s) f’* € A, (¢(K))[s]f* .
Par suite en utilisant ¢!, on obtient b(s)f* € A, (K)[s]f* C An(k)[s]f*.

1. Etude des polynémes by ...

1.1. ...sur C : passage du local au global. Dans cette section nous al-
lons travailler sur C, i.e. les polynomes fi, ..., f, sont supposés étre dans Clz] =
C[z1,...,2,]. Nous fixons une forme linéaire L € Uy entiere. Soit o € C", nous
notons Dy, 5, (resp. Dy yp.z,) 'anneau des opérateurs différentiels & coeflicients dans
Oz = C{z1 — w0,1,...,%n — Topn} (resp. dans Oy 0y = Cl{r1 — 201,..., 70 —
Zon,t1,-..,tp}). On définit le polynoéme by, g1y (resp. br an,z,) comme le générateur
unitaire de 'idéal des polynémes c(A\) d’une variable complexe A qui vérifient

(3) c(L(s1,...,8p))f=Pf°

avec P € VL (A,1p) (resp. P € VI (Dhipao))-
Remarquons qu’il n’y a aucune ambiguité & écrire V.E (Dy4p4,) car L appartient a
Uy (i.e. ne concerne que les variables t; et 0y).

THEOREME 3.1. Le polynome by, an ., est non nul et ses racines sont dans
Q (en fait dans Q).

11 s’agit simplement du théoréme de C. Sabbah (avec le complément de A. Gyoja)
en zo. Nous nous proposons de montrer que :

PROPOSITION 3.2.
— L’ensemble des by, an.z, est fini quand xo parcourt C™.
— Leur p.p.c.m. est b, q14.

Nous en tirons comme conséquence immédiate :
COROLLAIRE 3.3. Le polynome by, 414 est non nul et a ses racines dans Q<q.

Nous allons mettre en place la preuve de la proposition 3.2. Pour xy € C" on
définit by, rq¢,0, comme le générateur unitaire des polynomes qui vérifient I’équation
(3) avec P = Q/q ou Q appartient a V(A ,) et ¢ = g(z) est un polynéome qui
ne s’annule pas en xg. En fait P est dans I’anneau des opérateurs différentiels a
coefficients dans le localisé¢ C[z](,,) de C[z] en (zo).

On voit aisement que les différents polynomes by, vérifient les relations de division
suivantes :

bran,zo | VL rat,eo | UL alg-
PROPOSITION 3.4. Pour tout xg € C™,
bL,an.xo = DL rat,zo-
Pour démontrer cette proposition, nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 3.5. Soit L € Uy NNP et P € VL (Dy4p) alors il existe Q € VL (D, ®
A,(C)) tel que P—Q € I c'est-a-dire Pf* = Qf*.
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DEMONSTRATION. Quitte & permuter les indices, on peut supposer que L =
agVy+--+a,V, avec ¢ > 1 et les o tous dans N5g. On écrit P = Zp,w(:r, Oz )tHoy .

I’I‘7V
Pour tout j, si u; > v; alors

570, = (0 — pj + 1) (00, — pj +2) - (400, — pj + )t~
Soit P’ construit en remplacant, pour chaque j entre 1 et g, t?j 8;/] 7 par

(00, — pj + 1) (50, — pj +2) - (00, — pj +v5) f17 7
dans ’écriture de P pour chaque couple (u,v) tel que pj > v;. Alors P’ est égal &
P modulo I et appartient a Clz, 0;][t1,...,tq—1]{tq, .., tp}[0:]. De plus les ordres
ord(P) et ord®(P’) sont égaux. On est donc amené & étudier le cas olt ¢ = 1 c’est-
a-dire que L = ) a;V; avec tous les a; non nuls, ce que nous faisons.
Ecrivons P = 3" pl, (v, 0;)0;t" (il s’agit de I'écriture a droite) alors il est facile de
voir que le maximum des L(v — ) = (a|(v — p)) est strictement négatif (autrement
dit lordre par rapport & L ne dépend pas de I'écriture de P).
Notons e le maximum des (a|v) pour les (u,v) tels que pj, ,(z,0;) # 0. Soit alors

Q= Zpiz,,u(za aﬁv)ang(uv V) o 'Tp(/'ba 1/) ol
t sipy < [£] 41
J J = laj
Tj(pv) =\ 51 w11
i ; sinon,

et ou [-] désigne la partie entiere. Alors @ égale P modulo I et appartient a D, ®
A,(C). Tl reste & vérifier que ord”(Q) < 0. Nous avons :

ord™(Q) < max{ord™ (9 Ty (s, v) -+ Tp(11. v)) 1 P}, (%, Ou) # 0}
Soit (u,v) tel que pl, (x,0;) # 0 alors deux cas peuvent se présenter :
— Pour tout j=1,...,p, p; < [i] + 1. Dans ce cas,
ord (Y Ty (u, v) -~ Ty (1, v)) = ord® (97 t") < ord™(P) < 0.
— Il existe j tel que p; > [a—e]] + 1. Alors,
e
ord O Ti (1, ) Ty, ) < (al) — 05[] +1) < (aly) e < 0.

J
g

Pour les besoins de la preuve de la proposition 3.4, nous introduisons un certain
nombre d’objets. Pour j =1,...,p et pour [ € N, on pose

— o (q. A 851
Tjg=sj(s; = 1)+ (s5 =1+ 1)f;
et pour w € NP, on note 7y = 71w, ** * Tpw,. Considérons les Dy, »,-modules :

1
Dner,xofS C @ OmoTw C Emg = Omg[ﬁ
weNP 1 p

Pour j = 1,...,p, notons 1; = (0,...,0,1,0,...) € NP avec le 1 placé & la jm°
place. Nous avons les relations suivantes :

— O, Tw = 9, T+
7

3 STy - ‘,Sp]fs.

j=1
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- thTw = ~Tw+1;,-
— tTw = WjTw—1; + fjTw-
- S8jTw = WjTy + ijw+1j.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.4. La preuve s’inspire de celle de
([Br-Mai2], prop. 1).
Pour simplifier les notations, nous supposerons que xg = 0.
Nous allons démontrer un résultat un peu plus général :
Soit c(s) € C[s1,...,s,] tel que c(s)f* = Pf* avec P € VL (D,4,) alors il existe
P' € VE(Clz)()[0:] ® Ap) tel que c(s)f* = P'f*. La proposition en découle en
prenant ¢(s) = br, an,0-
Soit c(s) tel que c(s)f* = Pf* avec P € VL (D,,p) alors par le lemme précédent,
on peut supposer que P soit dans V<LO(Dn ®A,).
Notons d le maximum entre le degré du polynome c(s) et le degré total en ¢, 0; et
0, de P. Alors par les relations explicitées plus haut Pf* = c(s)f* appartient a

Bu|<dOoTw. Ecrivons P =35 Vgu,,(ac)agt“(?f avec Vg, (x) € Op. Ecrivons aussi :

c(s)ff = Z Wy et O2tHY f* = Z‘Zsﬁuvvﬂ'w'

lw|<d

Notons N le nombre de w de longueur inférieure a d et K le nombre de (3, u, ) de
longueur inférieure a d. On peut écrire Pf* = > (> éguvwVauw)Tw si bien que
Pégalité c(s)f® = Pf® peut étre traduite par la relation ®(V) = W ou ® est
la matrice (¢guw) appliquée au vecteur V. = (V) € (Op)K et W est le vec-
teur W = (W,) € (Op)". On note par le méme symbole ® : (Og)% — (Op)¥
I’application linéaire induite. Le point important de la preuve est que ® est a
coefficients dans C[z] donc dans C[z]). Considérons donc I'application linéaire
P’ : (Clz] o)) — (C[z](0))" définie par la méme matrice. Maintenant soit k un en-
tier positif. Tronquons V a l'ordre k, c’est-a-dire, écrivons V' = Vi + V; avec Vj poly-
nomial de degré au plus k et Vy dans (m*)% ot m* est la k-itme puissance de 1'idéal
maximal m de Op. Appliquons ® & V' = Vj + Vi. On obtient W = &(1) + ®(11).
Puisque W et ®(1}) sont dans (C[x](o))N il en est de méme de ®(V7) qui est donc
dans (m*)N 0 (Clz] o))"
Par conséquent, si on note m’ I'idéal maximal de Oy, alors

W € Imd’ + (m'k)N

et ce pour tout k£ € N. Par le théoreme de Krull, on en déduit que W appartient a
I'image de ®'. Autrement dit, il existe @ € Clz](o)[0z][t, Oi] tel que c(s)f* = Qf°.
Pour finir, il est facile de voir que 'opérateur () ainsi construit fait intervenir les
méme multi-indices (3, i, v) que P et donc ord®(Q) < 0. O

LEMME 3.6. Soit A une partie non vide de C™ alors il existe U un ouvert de
Zariski non vide de A tel que Uapplication U — C[\] qui a xo associe b, gn z, €st
constante.

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition précédente, nous faisons la preuve
avec br, rat zo-
Soit xg € A alors il existe () € V<L0(An+p) et ¢ € C[x] ne s’annulant pas en x tels que
b ratzof* = (1/q)Qf°. Par conséquent pour tout z € AN (C™ N\ V(q)), le polynome
br, rat,z divise br, rat z,- S'il existe 21 dans AN (C™ NV (q)) pour lequel by, rqt 2, n'est
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pas égal & by, rqt 2, alors par les mémes arguments, il existe ¢; ne s’annulant pas en
x1 tel que pour tout € AN(C"\V(q1)), br rat,z | 0L rat., - Sil existe zo pour lequel
on n’a pas égalité, on recommence avec x2. En continuant ainsi, on construit une
suite de polynoémes qui se divisent strictement ce qui force le processus a s’arréter,
ie. il existe ¢ € C[z] tel que pour z € AN (C" \ V(¢'), le polynéme by, yqt 5 €st
constant, ce qui donne l'ouvert U = AN (C" \ V(¢'). O

De ce lemme, on déduit le résultat suivant qui est similaire aux résultats de
([Br-May]| section 3).
On appelle ensemble localement fermé de A C C" toute différence de deux fermés
de Zariski de A. On dit que A C C™ est constructible si ¢’est une union (finie) d’en-
sembles localement fermés. Signalons que les sous-ensembles constructibles forment
la plus petite classe contenant les fermés de Zariski de C" et stables par union finie,
intersection finie et complémentaire.

PROPOSITION 3.7. Il existe une partition finie de C™ en ensembles locale-
ment fermés telle que sur chacun d’eux lapplication x + by qn . est constante.

DEMONSTRATION. Montrons par une double récurrence sur la dimension dim Y’
de Y et sur le nombre de composantes irréductibles de Y que pour tout Y C C"
constructible il existe une telle partition. Si dimY = 0, le résultat est trivial. Soit
Y de dimension non nulle. Supposons acquis le résultat pour tout Y’ de dimension
strictement inférieur & celle de Y ou de méme dimension mais dont 1’adhérence
a moins de composantes irréductibles que Y. Par le lemme précédent, il existe un
ouvert U de Zariski de Y sur lequel by, 4y, . est constant. On applique alors I’hypothese
de récurrence au complémentaire de U dans Y qui est aussi constructible. O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.2. Le premier point découle immédiatement
de la proposition précédente. Montrons la deuxiéme assertion. Soit b(A) le p.p.c.m.
des br ane(A). Pour tout x € C”, il existe d () tel que b(A) = dz(N)br anz(N).
D’aprés ce qui a été dit plus haut, pour tout x € C" il existe Q, € V<LO(An+p)
et g € Clz] ne s’annulant pas en z tel que br, gn(L(s))f* = (1/¢2)Q.f°. Par le
théoreme des zéros de Hilbert, on peut écrire 1 =) u.q, ot F' est un ensemble
fini de C”. Par conséquent :

DL = Y g e dal(L(5)) bLoana £

zeF

= (D uada(L(s)) Qu) f*.
zeF
Ainsi le polynoéme b(\) vérifie une équation du type b(L(s))f* = Qf° avec @ €
V<LO (Ap4p)- Donc le polynome by, 414 n’est pas nul et divise b. Il en est aussi multiple.
La proposition est démontrée. O

1.2. ...par les idéaux Bj, : une étude algorithmique. Ici nous nous place-
rons dans le cas ou les f; sont dans k[z]. Dans ce paragraphe nous allons introduire
de fagon assez naturelle, pour chaque forme linéaire L € Uy, un idéal de k[s1, ..., sp]
que 'on note By,.. Nous verrons que cet idéal posséde deux propriétés intéressantes :

— bL,alg<L(S)) € By

— L’idéal By, est calculable.

En réunissant les deux points, cela nous permettra de donner un algorithme de calcul
de b L,alg-
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by, sur un corps k
On se donne un corps k quelconque et on suppose que les f; sont dans kz].
Considérons I'idéal de A, ,(k) engendré par :

P
. of; ,
ti—fjj=1,...,pet Oy + g 87;8”’2:1"”’”'
(2
J

)

Nous avons vu que si k = C et si on considere I'idéal de D,,, engendré par ces
éléments alors il est maximal et est 'annulateur de f°. Dans le cas qui nous intéresse
ici, c’est également vrai (la preuve étant tres semblable). On note donc I 1'idéal de
A, 1, (k) engendré par les éléments précédents. L’idéal I est alors 'annulateur de f*
dans A, 4, (k).

Soit L € Uy entiere donnée. Nous avons un premier lemme qui va nous permettre
de (re)définir les polynémes by, :

LEMME 3.8. Soit ¢(s) un polynéme de k[s1,...,sp|, alors les deuzx propriétés
sutvantes sont équivalentes.

(1) Il existe P € VL (A, 4,(k)) tel que c(s)f* = Pfe.
(2) c(—04t) appartient a gr(I) Nk[—0yt].

DEMONSTRATION. Supposons que ¢(s) vérifie la premiere propriété. Notons @ =
c(—0st) — P qui est alors dans I. Il est facile de voir que c(—d;t) = o%(Q) € gr™(I).
Réciproquement supposons ¢(—0t) dans gr”(I). Puisque ¢(—0;t) est L-homogene
d’ordre 0, il existe Q € I tel que ¢(—0st) = c*(Q). Notons P = c(—t) — Q. Alors
P =o"(Q) — Q, par conséquent P appartient & V<LO(An+p(k)) et vérifie la relation
c(s)fs = Pfs. O

DEFINITION. On note By, C Kk[s1,...,sp] l'idéal des c(s) qui vérifient l'une
des deux propriétés précédentes.

Dans le cas ou k = C, voici un point important & voir (méme s’il est évident) :

br,alg(L(s)) € Br.

Maintenant dans le cas ou k est quelconque on définit by, (le terme alg est superflu)
comme le générateur unitaire des b(A) € k[A] qui vérifient b(L(s)) € Br. Le but de ce
paragraphe et du suivant est de montrer que by, est non nul et a racines rationnelles.

REMARQUE. Bien que cela ne nous sera pas utile, il est possible (sur C)
de définir Uidéal B, anq, pour lequel nous aurions by, an z,(L(s)) € BrLan,z,- Nous
aurions des résultats trés similaires a ceux connus au sujet des idéaux de Bernstein-
Sato algébriques et analytiques. Par exemple, la preuve de la proposition 3.4 nous
permettrait de montrer que l'intersection des idéauz By, an .z, €5t Bl alg.- Nous aurions
aussi un résultat de constructibilité du type de la proposition 3.7.

Nous avons un résultat de finitude concernant les idéaux By, :

LEMME 3.9. Soit 0 un céne de l’éventail de Grébner associé a h(I). Alors
pour tout L € o, l'idéal By, est constant.
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Ceci découle du fait que gr”(I) est constant si gr”(h(I)) 'est et du point 2
du lemme précédent. Une conséquence de ceci est qu’il y a un nombre fini de By,
différents.

Voici un autre résultat qui répond & une question naturelle que voici : Soit by, le
polynome de Bernstein de la fonction f;. Que peut on dire de By, et by, 7 Eh bien
non seulement le polynome by, (s;) appartient a 'idéal By, mais il est égal a by, (s;).

PROPOSITION 3.10. Les polynomes by, et by, sont égauz.

DEMONSTRATION. Etant donné un polynéme b d’une variable, il suffit de mon-
trer ’équivalence suivante :
; 1
b(s;) € By, <= b(s;)f;" € An(k)[s;] /7"
Pour simplifier, on fait la preuve avec j = 1.
<~
Soit P(s1) € A, (k)[s1] tel que b(s1) f5* = P(s1)f*1. Nous savons que P(s1)fi' T =
P(—=0 t1)t1 f*. 1 est aussi facile de voir que P(—0y,t1)t1 = t1 P(—0,t1 —1). Notons
Q(s1) = P(s1 — 1). Ecrivons

Q(s1) =Y _ sipar(r)0s.
ok

Nous allons montrer par récurrence sur la longueur |3| de 3 que pour tout § €
N™ on a:

(6) 0L S Sy e O N TV Ay (K)) - 7 S

I est clair que si 8 = (0,...,0) alors la relation (x) est vérifiée. Supposons que
pour un 3 donné, (%) est vraie. Soit donc R € VSV(I)(A,Hp(k)) tel que 92 - f5 =
(85 SO fyf + R £ Alors

050, f* = 0, - ((aﬁ V5 ) On R S

— (0@ )i s
P of;
81 “JJ 1 .. £5p . fS
+j§::2 ) 3057 o7+ Oy R f
Ié] S1\ £8 E ¢ 3  rs 8f] s E
- (@:azi' 11) 2 pp_Z(ax' 11)%6%" 2 St O R ST
j—2 '
= (070.,- 1) 252"'fp3p—( ]5%) (07 - fi 32 fo")
=2
+0z, R - f?, car 9y; n’agit pas sur 85‘
0
= (@00n - F) I (Z oo -m) 1 +o,n g
8 51 £82 Sp afj B s
= (axaxz 1 ) 2 ""Jp T [( axlatj)(ax_R)_atczR] f .

=2
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On constate que lopérateur entre crochets dans la derniére ligne est bien dans
VS‘%(Aner(k)). Ce calcul montre que Q(s1) vérifie une relation du type (x), plus
précisement on a :

Q(s1)f* = (Q(s1) - i) 3>+ fo" + RS,
avec R € Vév(l) (Ap4p(k)). Par conséquent, en multipliant par ¢; la relation précédente,
on obtient : b(s1)f* = Tf* avec T € VS5 (Anip(k)).
=
Soit P € VY1 (Anip(k)) tel que b(s1)f* = Pf*. Ecrivons P = Q1+Q20s,++ - -+Qp0k,
avec Q1 € A, (k) ® V_V{(k[tl,tg, .., tp)(0,)). Modulo I, on peut supposer que (1

ne dépend pas de to,...,t,. Autrement dit il est dans VYII (A,,+1). Utilisant Paction
de 9, sur f°, on obtient :

-1 -1

b(si)fit - St = (Q1— Qafylsa— - = Qpfy tsp) fit - [
Faisons s3 = - - - = s, = 0 dans cette équation. Le résultat est que b(s1) f;* appartient
a (V1)-1(Ap41)f°. En utilisant les relations t; f;* = f1+1 et =0, t1fit = s1f7t, on
montre que b(sy)f5! appartient & A,[s]f5 T O

REMARQUE. Cette proposition est encore vraie dans le cadre analytique (la
preuve est la méme).

Calcul de By, et by,

Nous allons donner un algorithme de calcul du polynéme b7,. Dans un premier temps
nous calculons gr” (7). Puis nous donnons un algorithme qui permet de calculer I'in-
tersection entre un idéal J (ici J = grl(I)) de A+, et le sous anneau k[s] = k[—0t]
ce qui nous fournit un algorithme de calcul de Br. On verra ainsi que By, se calcul
par un simple processus d’élimination. Ensuite par le changement de coordonnées
(87, 8p) = (81, -+, 8ig—1, L(8), Sig 41, - - - , Sp), le calcul de by, revient a éliminer les
variables autres que s .

Soient y1, . .., yp des indéterminées. On note A,,1,(k)[y] = Apip(k)Qkk[y1, ..., ypl-
Soit P € A, 1p(k), on définit BV (P) € A,1,(k)[y] de la facon suivante. On écrit
P =3, puw(x,0;)t"9;. On note d; = ord"i(P) et d = (dy,...,d,) € ZP. On pose
alors

WY(P) = pula, 0n)t oy~ =),
%
Soient y' = (y1, - - -, ¥,) un nouveau systeme de variables. On notera A1, (k)[y, '] =
Ansp(l] @ Kly |

Soit P € A,4p(k), on définit ¢(P)(s) € Ap(k)[s1,...,sp] comme suit. Pour
7 =1,...,p, notons
V.
{7 ) g ordVi(P) > 0
Sj - J V.
8, "7 ) ginon
tj .
L’élément S ---S,P est alors d’ordre exactement (0,...,0) par rapport a V. Soit

alors ¢ (P)(s) définit par :
Y(—t) = " (S1---S,P).
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ALGORITHME 3.11 (calcul de By, et by,).

(1) Soitgy,...,gr une <p-base standard de I alors I’ensemble {c"(g1),...,0%(g,)}
engendre gr*(I). (Notons qu’une telle base standard s’obtient algorithmi-
quement a partir des n+ p générateurs qui définissent I.)

(2) Soit J un idéal de A, ip(k), on cherche J Nk|s].
Soient q1,...,qr un systeme de générateurs de J.
Soit K l’idéal de Ay 1p(k)[y,y'] engendré par l'ensemble {hY (¢;),i =1,...,7}U
{1-yy;,i=1,...,p}

Soit alors Gy, ...,G; une base standard de K par rapport a un ordre qui
privilegie d’abord le degré total en y,y' puis le degré total en x,0,. Quitte
a renuméroter, soient G1,...,Gy les G; indépendants de y,y', x, O,.
L’idéal J NK[s] est alors engendré par {{(G1),...,¥(Gg)}.

(C’est ainsi qu’on peut calculer By,.)

(3) Notons F un systéme fini de générateurs de By,.
Ecrivons L = diVi +---+dpV), (rappelons que les d; sont entiers). Puisque
L # 0, il existe iy tel que d;, soit non nul. Pour chaque b(s) € F, soit

V(815 8p,) € K[s'] défini par la relation
V(s1,...y L(s),...,8p) = b(s).
ig-ieme
Notons alors F' C k[s'] l’ensemble des b’ pour b € F et < F' > l'idéal qu’il
engendre.

Le générateur unitaire de l'idéal < F' > ﬂk[sgo] est alors le polynome by,.
(Ce dernier idéal s’obtient par un calcul de base standard de lidéal < F' >
par rapport a un ordre qui élimine les variables s1,...,8; 1,85 (1555,

Signalons que le processus utilisé au point 2 de cet algorithme est da a T. Oaku
et N. Takayama (voir par exemple [O-T1).

Jusqu’ici nous ne savons pas si 'idéal By, et le polynéme by, sont non nuls (sauf
si k = C). Dans le paragraphe suivant, nous répondons & cette question.

1.3. ...sur un corps quelconque.

Notation :
Pour fi,..., fp € k[z], et pour K D k, nous noterons by, i (resp. bz, k) le polynéme
by, ”algébrique” sur k (resp. sur K puisque les f; peuvent étre vus dans Klz]).

PROPOSITION 3.12. Pour tout corps k, le polynome by, est non nul et ses
racines sont dans Q.

DEMONSTRATION. Notons K = Q(c1,...,¢q) ol les ¢; € k forment 'ensemble
des coefficients des f;. Il est clair que by, x divise by, x donc
(a): Si bz k est non nul alors by, i est non nul.

En examinant point par point I’algorithme qui permet de calculer by, i, on constate
que tous les calculs se font avec des coefficients dans K, ainsi

(b): brk et bk égaux.
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On peut inclure K dans C, c’est-a-dire qu'’il existe eq,...,e, € C et un monomor-
phisme de corps ¢ : K — C qui envoie ¢; sur e;.

Pour j = 1,...,p, notons f]' € Clz] le polynéme obtenu en remplagant ¢; par e;.
Considérons alors les polynomes by, ¢ et by, ,(k) associés a I'application polynomiale
f"=(f1,.-., f;)- Nous savons par le premier paragraphe que b, c est non nul et que
ses racines sont dans Q«¢. L’analyse qui a été faite ci-dessus pour k et K s’applique
encore & C et ¢(K) donc

(c): br (k) est non nul et ses racines sont dans Q<.

On peut étendre de maniere naturelle p de A1, (K) 8 A, ,(C) et de K[z, s, Tl.fp]fs
a Clz, s, f,ilf,] f'® en isomorphisme d’anneau pour la premiere fleche et de module
1Jp

pour la deuxieme. On voit alors que by, x s’obtient en remplacant e; par ¢; dans
Pecriture de by, k) ainsi bz, x est non nul et puisque, d’apres (c), br.o(k) est a co-
efficient dans Q, nous pouvons conclure que by, k) = brx. Il ne reste plus qu’a
invoquer (a) et (b) pour conclure. O

2. Polynome de Bernstein-Sato algébrique rationnel
sur un corps quelconque

Dans cette section, on se propose de montrer le

THEOREME 3.13. Soit v € NP Soient f1,..., f, € k[z] alors il existe b(s) €
Q[s1,...,8p) ~ (0) et il existe P(s) € Ay, (k)[s] tels que :
b(s)f* = P(s)f*+".
Pour ce faire, nous aurons besoin de deux résultats.
On note comme précédement I 'annulateur de f* dans A, (k) et M = A, ,(k)/I.
PROPOSITION 3.14.

(1) Notons Ey(h(I)) l'éventail de Grébner algébrique de h(I) C Anip(k)(2)
associé a la filtration V(Ay,ip(k)). Si on note L(Ey(h(I))) les éléments
primitifs de son 1-squelette alors pour tout w de ZP,

VuM)= [ Vi),
LeL(Ev (h(1)

(2) 1l existe k € NP tel que pour tout w € ZP,
V(M) C V(M) C Vipyn(M).

Pour le premier point, la preuve se fait presque mot a mot comme dans le cas
analytique traité dans le chapitre précédent. Pour le deuxieme point et pour p = 2, la
preuve analytique du chapitre précédent s’adapte sans difficultés au cas algébrique.
Pour le cas p > 3, nous nous référons au résultat de C. Sabbah dont la preuve dans
le cas algébrique ne semble pas poser de difficultés supplémentaires.

LEMME 3.15. Pour L entiere dans Uy, le polynome by vérifie : pour tout
ke€Z, br(L(—0t) — k:)VkL(M) C VkL_l(M).

La preuve de ce lemme a été faite dans le chapitre précédent, il s’agit d’un calcul
facile.
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Maintenant considérons le polynéme suivant :

b(si- )= ][ I bu@(s) k).

LEL(Ey (h(I))) —L(v+r)<k<0

D’apres ce qui a été montré plus haut, ce polynome est non nul et appartient a Q[s].
Par la proposition et le lemme précédents,

b(s)f* = Qf°,
avec Q = Q't}" --- 1,7 et Q' € A, (k)[—0:t][t]. En utilisant le fait que ¢; — f; annule
/%, on obtient Qf* = P(s)f*™" avec P(s) € A,(k)[s]. Le théoréme précédent est
démontré.

Pour finir, disons quelques mots de conclusion. La raison pour laquelle ce théoreme
est intéressant (outre le résultat lui-méme) est que ’on s’en servira dans la suite pour
fabriquer un polynéme de Bernstein générique rationnel sur n’importe quel corps k.

Nous tenons aussi a faire remarquer que dans le cas ou p = 2, il est possible de
tout calculer. C’est-a-dire qu’il est possible de construire en un nombre fini d’étapes
Péventail de Grobner de h([), de trouver un k qui réponde au point 2 de la proposi-
tion ci-dessus et comme nous I’avons vu de calculer pour chaque L de L(Ey (h(I)))
le polynome by,.

Il est intéressant de demander si l'idéal BY(f) possede des générateurs de la
forme du b construit plus haut. Autrement dit :

QUESTION (voir A.1 dans 'annexe). Etant donné v, l’idéal BY est-il engendré
par des polynomes s’écrivant [ [ 1000 (L(s) + k) 7

La réponse est non en général comme nous le verrons dans I’annexe. Néanmoins
on peut se demander si tout idéal BY admet des générateurs rationnels : la question
reste ouverte.
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CHAPITRE 4

Spécialisation des bases de Grobner

Dans ce court chapitre, nous allons présenter les outils nécessaires aux deux cha-
pitres suivants. Voici le probleme que nous allons aborder. On se donne un idéal J de
A, (k)[a] (resp. de A,,(C){a} = A,,(C)®C{a}) k étant un corps et a = (a',...,a™)
un systéme de variables mais vues comme des parametres. Ces parametres seront dit
algébriques ou analytiques selon que J dépendant analytiquement ou polynomiale-
ment de a. Soit V' = V(Q) une variété algébrique de k™ (resp. un germe de variétés
analytiques en 0 de C™) donnée par les zéros d’un idéal () que nous supposerons
premier dans kla] (resp. dans C{a}). Pour tout ag € k™ et pour f € A, (k)[a], on
notera fq, € Ap(k) le spécialisé de f en a. Voici une définitions plus précise : on
berit f =35 cag(a)$a6§, on pose alors flu, = > .5 cag(ag)xa(?g. Pour un idéal
J C An(k)[a], on note Jj, le spécialisé de J en a € k™ qui n’est rien d’autre que 'en-
semble des spécialisés des éléments de J (ils forment un idéal). En ce qui concerne la
spécialisation d’un idéal & coefficients dans C{a}, nous verrons dans un paragraphe
qui lui est consacré comment on peut se contenter de spécialiser un représentant de
J en tout point d’un petit voisinage de 0 dans C™.

Pour des raisons techniques (que nous comprendrons plus facilement dans la
suite), nous supposerons que J contient ). Soit maintenant G' une base de Grobner
de J par rapport a un certain ordre < sur N2"*™ dont on note < la restriction &
N?" (tous les ordres sont supposés bons dans le cas algébrique et seront des ordres
avec lesquels on peut diviser dans le cas analyique).

Il est naturel de se demander comment se comportent les spécialisés G|, de G
lorsque a parcourt V. Forment-ils une base de Grobner de Jj, par rapport a <7
C’est la question a laquelle nous allons répondre. Décrivons le déroulement de ce
chapitre.

Dans un premier temps, nous allons introduire un certain nombre de notations qui
malgres leur relative lourdeur seront nécessaires pour ce chapitre et pour les deux
suivants.

Dans un deuxieme temps, nous répondrons a la question de départ dans ce que ’on
va appeler le lemme de spécialisation faible.

Pourquoi faible ? Car nous donnons dans un troisieme temps une version qualifiée
de forte de ce lemme. J’ai décidé de séparer les deux versions car la premiére est me
semble-t-il plus facile & appréhender et finalement méme si elle ne constitue qu’un
cas particulier de son homologue ”forte” elle est en soi un résultat intéressant.
Pour étre plus précis, nous verrons que la spécialisation faible consiste en une
spécialisation aux points fermés alors que la version forte est une spécialisation
en tout point d’un sous-schéma de k™ (resp. (C™,0)) et nous verrons que la ver-
sion forte de la spécialisation d’un idéal dépendant de C{a} se définit de fagon plus
naturelle que son homologue faible.
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Nous finirons ce chapitre par des résultats auxiliares (lemme de réduction et
application aux polynémes de Hilbert) qui nous seront utiles dans la suite.

A ma connaissance, une des premieres références concernant et contenant les
lemmes de spécialisations fortes et faibles (dans le cas algébrique) est [Lej-P] (citons
aussi [Lej-P2] qui est la version publiée de la précédente).

1. Notations génériques

Dans le souci d’étre aussi général que possible, donnons nous un anneau C qui soit
commutatif, unitaire et integre (il faudra penser a C comme l’anneau des coefficients,
pour nous ce sera k[a] dans le cas algébrique et C{a} dans le cas analytique). On
écrira A,,(C) pour désigner 'anneau des opérateurs différentiels a coefficients dans
C.

On se donne un bon ordre < compatible avec I’addition sur N?*, on se donne
aussi f € A,(C) qu'on écrit :

f= Z Capr®dl,
af

avec cqg € C.

On note N9¢*(f) et on appelle nuage générique de f 'ensemble des (o, 3) € N?"
tels que cop est non nul. Si aucune confusion n’est possible, on notera cos(f)
I'élément c,5(a) de 'écriture précédente, ce sera le coefficient de f indexé par (a, ).
On notera aussi coef(f) C C I’ensemble des coefficients de f.

On note exp_(f) le maximum pour < de N9¢"*(f). S’il n’y a pas de confusion on dit
que c’est exposant privilégié générique de f. Le coefficient cey,_( £ (f) jouera
un role suffisement important dans la suite nous 'appelons le coefficient privilégié
générique de f et on le note cp_(f). Rappelons qu’il vit dans C. On notera aussi
mp_(f) = (x,0;)"P<) le monéme privilégié générique de f. Enfin on note
tp(f) = cp(f)mp_(f) le terme privilégié générique de f.

Maintenant, soit () un idéal premier de C. Soit J un idéal de A, (C) contenant
Q. Nous allons définir les notions d’escalier générique et de base standard générique
(sur V(Q)) de J par rapport a <.

On définit I’escalier générique de J (sur V(Q)) par rapport & < par :

exp.(J) = {exp.(f); f € J et cp.(f) ¢ Q}.

Il est clair que cet ensemble est un escalier, en ce sens qu’il est stable par translation
dans N?7. Ainsi par le lemme de Dickson, cet escalier admet un systeme fini de
générateurs.

Soit G un sous-ensemble (fini) de J, on dit que G est une base standard
générique (sur V(Q)) de J par rapport & < si :

Vg€ G, ep(g9) ¢ Q et exp_(J) = ] (exp(g) + N*").
geG

Dans ce qui suit, nous allons énoncer le premier lemme de spécialisation, mais avant
cela nous apportons une petite précision sur la notion de spécialisation dans le cas
analytique (ou C = C{a}).
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2. Lemmes de spécialisation

2.1. Spécialisation analytique. Dans le cas algébrique (évoqué plus haut) il
n’y a aucun probléme a définir le spécialisé d’un idéal J C A, (k)[a] en un point
a € k™. C’est simplement I’ensemble des spécialisés f|, de f en a avec f qui parcourt
J. Mais lorsque J est un idéal de A,,(C){a}, il faut étre plus précis. C’est le but de
ce paragraphe.

Dans le souci d’étre général soit A un anneau (il faut penser a A = A, (C) ou
bien A = CJzy,...,%y], en tout cas A est une C-algebre de type fini). Soit J un
idéal (a gauche) de A{a} = A ®c C{a}. Dans ce qui suit, nous allons définir, non
pas le spécialisé de J en a mais une application nommée spécialisation. Ce sera un
germe d’application spy de (C™,0) dans ’ensemble des idéaux de A.

Pour un ouvert U de C™, on note O(U) les fonctions analytiques de U vers C.
Soit R (sous-entendu ’ensemble des représentants d’un idéal de A{a}) défini
comme ’ensemble des couples (F,U) ou U est un voisinage ouvert de 0 dans C™ et
F est un sous-ensemble fini de A ® O(U).
Soit ~ la relation définie sur R par :
(F1,U1) ~ (F3,Us) si et seulement si il existe un ouvert U tel que 0 € U C U1 NUs
et tel que les idéaux < Fy |y > et < Fyy > de A ® O(U) soient égaux (la notation
Fly désigne I'ensemble des restrictions fi; de f a U lorsque f parcourt F).
Clairement, la relation ~ est une relation d’équivalence dont I’ensemble des classes
s’identifie naturellement & ’ensemble des idéaux de A{a}.

Si E est un ensemble, on note F((C™,0), F) ’ensemble des germes d’applica-
tions de (C™,0) dans E.

Etant donné un idéal J de A{a}. On définit sp; € F((C™,0),{idéaux de A})

comme le germe dont un représentant est :
U — {idéaux de A}
a — < Fl‘a >,

ou (F1,Uq) est un représentant de J.

Montrons qu’une telle application est bien définie. Pour cela, soit (Fy,U;) et
(F»,Us) deux représentants de J. Soit alors (pour i = 1,2) ¢; : U; — {idéaux de A}
donnée par ¢;(a) =< Fj, >. Notons Fy = {f1,...,fr} et Fo = {g1,...,9r}. 1l
n’est alors pas difficile de voir qu’il existe un voisinage U C Uy N Uz de 0 € C™ et il
existe s}, et t? dans A® OU) avec j =1,...,r1 et k=1,...,79 tels que pour tout
7 et pour tout k :

72 T1
j k
fj\U = ngggk\U et gyl = thfjw-
k=1 j=1

Par conséquent, pour tout a € U, les idéaux < Fy|, > et < Fp, > sont égaux, i.e.
o1y = P2 Autrement dit ¢ et ¢o représentent le méme germe. L’application spy
est bien définie.

Maintenant que la spécilisation analytique est définie avec plus de rigueur, nous
sommes en mesure d’énoncer le premier lemme de spécialisation.

2.2. Les énoncés.
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2.2.1. La wversion faible. Nous allons énoncer le lemme de spécialisation faible
dans le cas algébrique en faisant des remarques concernant le cas analytique mais les
différentes assertions sont encore valables en écrivant respectivement C{a}, A,,(C){a}
et A,(C) ala place de kla], A, (k)[a] et A, (k).

On se donne un idéal @ premier dans k[a]. Soit J un idéal de A,,(k)[a] contenant
Q. Soit G une base standard générique de J par rapport a <. Posons

h = H cp<(9),

geG
il s’agit d’un élément de k[a] \ Q.
LEMME 4.1 (de spécialisation faible). Pour tout a € V(Q) \ V(h),

exp (Jia) = | (exp<(ga) + N*").
geG

REMARQUE 4.2 (Cas analytique). Au vu de ce qui a été dit dans le para-
graphe précédent, il suffit de travailler avec des représentants et de prendre a dans
un petit voisinage de 0 € C™.

REMARQUE. — Nous voyons que J =< Q > si et seulement si G = ()
auquel cas h =1 (la notation < Q > désigne l’idéal engendré par Q).

— Pour tout a € V(Q) \ V(h), le spécialisé G|, de G en a est une base stan-
dard de J|, dont lescalier exp(J|,) est constant égal a exp(J). Ceci justifie
Uappellation de base standard générique et d’escalier générique sur V(Q).

Construction effective d’une base standard générique
En effet, nous avons vu l'existence théorique d’une <-base standard générique
de J sur V(Q) (par le lemme de Dickson) mais on peut se demander comment en
construire une algorithmiquement. Dans ce paragraphe, nous allons répondre a cette
question.
On se donne donc J un idéal de A, (k)[a] (resp. A, (C){a}) contenant un idéal
premier @ de k|a] (resp. C{a}) et < un bon ordre sur N?" compatible avec I'’addition.
— Dans le cas algébrique, soit <®9 un bon ordre sur N™ compatible avec I’ad-
dition (rappelons que a est un systéme de m variables).
— Dans le cas analytique, soit <®* un ordre qui permette de faire des divisions
dans C{a}, par exemple :

Il > ||
n<an 7,’/ —
ou(|n| = || et n <9 7.

On définit un nouvel ordre < sur N2t par :
(a, B) < (o, B)
(a,8,m) = (¢, 8',1) <= qou
(a,8) = (o, 3) et n <o 1/,
ol < est égal & <9 dans le cas algébrique et <" dans le cas analytique.
Clairement, < est un ordre compatible avec I’addition dans N?"* : il est bon dans le

cas algébrique et permet de faire des divisions dans le cas analytique. Maintenant soit
G une <-base standard minimal de J. Un tel ensemble peut se construire (du moins
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dans le cas algébrique) effectivement si on connait un systéme fini de générateurs
de 'idéal J (ceci se fait par 'algorithme de B. Buchberger). Avant d’aller plus loin,
montrons que les trois assertions suivantes sont équivalentes pour tout g € G (on
fait la preuve uniquement dans le cas algébrique).

(1) ge@.
(2) ge< @ >.
(3) Cp<(9) €Q.
— Montrons 2 = 3. Par hypothese g = >, ¢i(a) P; ot g;(a) € Q et P; € A, (k)|a].

Ainsi
=3 (Z qi(a)cag(Pi)>xa05.
af 7
Par identification, tous les coefficients de g sont dans @), c’est le cas en parti-
culier de cp_(g).
— Montrons 3 = 1. Ecrivons g = cp<(g)a:a8£ + -+ ou (a, f) = exp_(f). Ainsi,
puisque cp(g) € Q C J :
exp.(g) = exp4(cp<(9)) + (o, 5,0)
et
eXp-<(Cp<(g)) = eXp-<(gl) + (ahﬂla 771)7
avec ¢’ € G. Par minimalité de G, on a (a, 8,0) = (a1, B1,m) = (0,0,0). Par
conséquent g = cp.(g) € Q. L’implication 1 = 2 étant triviale, la preuve est
terminée.

AFFIRMATION 4.3. Considérons G = G~ Q. Alors G est une <-base stan-
dard générique de G sur V(Q).

Avant d’écrire la preuve, remarquons qu’il est possible (toujours dans le cas
algébrique) d’obtenir effectivement G & partir de G, il suffit pour cela d’avoir une
base standard de Q par rapport & <o et de diviser chaque élément de G N k|a] par
cette base pour savoir s’il appartient a Q.

DEMONSTRATION. On écrit la preuve dans le cas algébrique, en effet la seule
chose dont nous aurons besoin est une division dans k[a] (resp. C{a}).
Par les trois équivalences décrites plus haut, pour tout g € G, le coefficient cp_(g)
n’appartient pas a . Il ne reste donc plus qu’a montrer que pour tout f € J tel
que cp_(f) ¢ Q, il existe g € G tel que exp_(f) € exp.(g) + N?". Par élimination,
'ensemble G Nkla] est une <9-base standard de J Nk[a]. Nous allons traiter deux
cas :

(1) Cas ol Q est inclus strictement dans .J Nk[a] : dans ce cas, il existe g € G
qui soit dans k[a] \ Q. Il est alors facile de voir que G est une <-base
standard générique de J sur V(Q).

(2) Cas ou @ = J Nkal.

Dans ce cas, G N Q = G Nk[a] et cet ensemble est une <*9-base standard
de Q. Soit f € J tel que cp(f) ¢ Q. Ecrivons f = cp_(f)mp(f) + f et
divisons cp_(f) par G N Q par rapport & <9, Notons r le reste (qui est
non nul). Posons

fr=r-mp_(f)+f.
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On a alors : exp_(f) = exp(f1), f1 € J et cp_(f1) = r ¢ Q. Maintenant,
par définition de G, il existe g € G tel que exp_(f1) € exp_(g) + N?+m
donc aussi exp_(f1) € exp.(g) + N?*. Par I'absurde, si cp_(g) € Q ou
encore (par la série d’équivalences précédente) si g € Q alors exp_a, (1) €
expaig(g) + N ce qui est impossible par construction de r. Bilan :

exp.(f) = exp_(f1) € exp_(g) + N*",
avec g e GNQ =G.
O

Nous n’écrirons pas de preuve directe du lemme de spécialisation faible car
comme nous le verrons, ce lemme est un cas particulier du lemme de spécialisation
forte qui suit.

2.2.2. La version forte. Afin d’énoncer le lemme suivant, nous avons besoin d’in-

troduire quelques notations supplémentaires.
Soit P un idéal premier de k[a] (resp. C{a}). On note [-]p la classe d’un élément de
k[a] (resp. C{a}) dans le quotient k[a]/P (resp. C{a}/P). On note k(P) (resp.
C(P)) le corps des fractions de k[a]/P (resp. C{a}/P). Ce corps peut étre vu
comme le corps des fractions rationnelles (resp. des fonctions méromorphes) a pole
ne contenant pas V' (P). Pour ¢ € k[a], on notera op(c) = ¢ € k(P) (la définition
étant identique dans C{a}). On prolonge cette définition aux éléments de A, (k)[a]
(resp. A, (C){a}) de la fagon suivante : on écrit g = 3 5 cag(g)xaag et on définit
op(g) € A, (k(P)) (resp. A,(C(P))) par :

7p(g) = 3 AN gy
ap

Maintenant si J est un idéal de A, (k)[a] (resp. A,(C){a}), on définit I'idéal
op(J) comme l'idéal de A, (k(P)) (resp. A,(C(P))) engendré par les op(g) pour
g € J. C’est le spécialisé de J en P. Ceci nous montre que de ce point de vue, la
spécialisation forte est plus facile a définir dans le cas analytique.

Enoncons le lemme de spécialisation forte dans A,,(k)[a] (les choses étant iden-
tiques dans A, (C){a}). Les hypotheses de départ sont les mémes que dans la version
faible, & savoir la donnée d’un idéal J de A, (k)[a] contenant un idéal premier @ de
k[a], une <-base standard générique G de J et h € k[a] défini comme précédement.

LEMME 4.4. (de spécialisation forte) Pour tout idéal P C kl[a] premier tel
que h ¢ P2 Q,

exp_(op(])) = | (exp_(op(g) + N>").
geG

DEMONSTRATION. Afin d’étre aussi général que possible, nous allons travailler
avec J dans A,,(C) ou C est un anneau commutatif, intégre et unitaire (non nécessairement
noethérien) ; on voit A,,(C) comme la C algebre engendrée par les x; et les 0,, avec
des relations de commutations identiques a celles de A, (k) et ot C est dans le centre
de A,,(C). Pour nous C est égal a k[a] ou C{a} mais nous appliquerons aussi le lemme
avec C = O(U) ou U est un petit voisinage ouvert connexe de 0 dans C™.

Comme au dessus, pour P C C premier, nous noterons [-]p la classe dans C/P et
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op() = HTP vu dans le corps des fractions de C/P. Nous étendons ces définitions a

un élément de A,,(C).
Avant d’entamer la preuve proprement dite, faisons une remarque. Pour tout
feA,(C),ona:

exp.(op(f)) =exp.(f) < cp(f) ¢ P.
Ainsi pour tout P tel que h ¢ P et pour tout g € G, on a :

exp.(op(g)) = exp_(g).

Soit maintenant f’ € op(J) \ 0. Le but est de montrer I'existence d'un g € G
tel que exp_(f') € exp.(g) + N?". Par définition, on peut écrire :

;o Lile [filp
d _ZL.: [vilp 17

avec I'; € A, (C), v € C . Q et f; € J, par suite il est facile d’obtenir :

y=tle
VP’
oufedJetyel Q.
Puisque J contient @, on peut supposer que cp(f) n’appartient pas & @). Ainsi par
définition de G, il existe g € G tel que exp_(f) € exp_(g) + N?". En utilisant le

caractere bon de <, nous allons montré qu’il existe f € J tel que :

(1) il existe ¢ € C N\ Q tel que f' = op(c)op(f),

(2) cp(f) & P.
Supposons que cp(f) € P.
Soit A = cp_ (f)mo avec mgy = (z, d,,)>*P<)=exP<(9) Nous avons :

mp_ (f) = momp.(g9) + A avec exp_(N) < exp_(f).
Ecrivons : f = cp_(f)mp_(f) + v et g = cp.(9)mp_(g) + w (par définition, on a
exp_(v) < exp_(f) et de méme pour g et w). Posons :
fi=cp(9)f — cp(f)mog.
Ona: f; € Jet op(fi) =op(cp(9))op(f) ainsi f' = op(c1)op(fi) avec ¢1 ¢ P.
De plus nous avons :
fi=cp(flep<(9)(v+X) = ep(f)mow,

ce qui implique que exp_(f1) < exp(f). Comme @ C J, on peut supposer cp_(f1) ¢
Q. Si le coefficient privilégié cp_(f1) de fi est dans P, on applique & f; le méme
procédé qu’a f. Comme < est un bon ordre, un tel processus doit s’arréter. Ainsi il
existe f € J qui satisfait au deux conditions écrites plus haut. Soit donc g € G tel
que exp_(f) € exp(g) + N

Pusique cp_(f) ¢ P, on a : exp_(f) = exp_(op(f)). De plus comme h ¢ P, on
a exp_(§) = exp(op(7)). Comme op(c)op(f) = f', on peut conclure :

exp_(f') € exp(op(7)) + N>".
Le lemme est démontré. O

Nous avons dit que le lemme de spécialisation faible est un cas particulier de son
homologue forte, en effet :
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REMARQUE 4.5. (Comment retrouver le lemme de spécialisation faible)

— Cas algébrique. Pour ag € k™ on considére mq, l'idéal mazimal de kla] centré
en ag (i.e. engendré par les a' —aly pouri=1,...,m). On aag € V(Q)\V(h)
si et seulement si h ¢ mq, 2 Q. De plus k(mg,) = k. On voit donc qu’en
appliquant le lemme fort a des P de la forme mg,, on retrouve le lemme faible.

— Cas analytique. Soit G" une famille de représentants des éléments de G et soit
U un ouvert (connexe) de C™ contenant 0 tel que (G',U) représente l’idéal J.
Notons J' C O(U) lidéal engendré par G'. Soient Q' et h' des représentants
respectifs de Q et h. Par le lemme de spécialisation forte (nous avons vu dans
sa prewve que nous pouvons lappliquer ici), on a : pour tout idéal premier P’
de O(U) tel que ' ¢ P' O Q'

exp(op(J) = | J(exp_(op(g) + N*").

Cm

i=1
En prenant pour chaque a € U, P' égal a 'idéal maximal de O(U) centré en
a, on obtient ’énoncé du lemme de spécialisation faible analytique (en effet

l’énoncé consiste a travailler avec un représentant et nous avons vu dans le
paragraphe 2.1 que le resultat ne dépend pas du choix du représentant).

REMARQUE 4.6. Nous avons décidé d’exposer cette section avec un idéal de
A, (k)[a] (dans le cas algébrique pour fixer les idées) mais il faut néanmoins dire
que tous les résultats sont encore valables dans le cas d’un idéal de A, (k)(z)[a] ou
de k[x][a] pourvu que 'ordre de départ soit bon.

3. Résultats complémentaires

Dans cette section, nous incluons une application facile du lemme de spécialisation
(faible), a savoir la constance générique du polynéme de Hilbert (introduit dans le
chapitre 2) associé a un idéal de ky1, . .., yn][a] dépendant du systeme de parametres
a, il en résulte la constance générique de la dimension et du degré de la variété
algébrique définie par 1’idéal en question dans le cas ou k est algébriquement clos.
Nous y ajoutons un autre joli résultat que nous avons baptisé ”lemme de réduction”.
Il s’agit d'un résultat crucial dans la preuve de la constructibilité de 1’éventail de
Grobner. Mais avant cela, voyons un lemme dit de constructibilité qui bien que
trivial introduit I’esprit dans lequel vont se dérouler les deux chapitres suivants.

3.1. Lemme de constructibilité. Dans ce court paragraphe, nous montrons
un lemme que nous utiliserons assez fréquement. Les hypotheses du lemme sont as-
sez générales pour englober la majorité des cas que nous traiterons.

Rappelons qu’étant donné A C k™, un ensemble localement fermé de A est la
différence de deux fermés de Zariski de A. De méme, soit A inclus dans un voisi-
nage de 0 € C™, un ensemble localement fermé de A est une différence de deux
fermés de Zariski de A. Si A C k™, un constructible de A est une union finie d’en-
sembles localement fermés de A et de méme dans le cas analytique. Signalons que
les constructibles forment la plus petite classe des parties de A stables par union
finie, intersection finie et complémentaire et contenant les fermés de Zariski de A.

Soit @ = (al,...,a™) un systeme de parametres algébriques (resp. analytiques).
Supposons donnée une application O qui & a de k™ (resp. d’un voisinage de 0 dans
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C'™) associe un objet O, de la catégorie des ensembles (éventuellement un singleton,
par exemple un polynéme). Et supposons que pour tout idéal @ premier de k[a] (resp.
de C{a}), il existe h € k[a] \ Q (resp. h € C{a} \ Q) tel que I'application O soit
constante sur V(Q) ~ V(h), voici I’énoncé du lemme dans le cas algébrique.

LEMME 4.7. [l existe une partition finie K™ = UW en ensembles localement
fermés telle que sur chaque W la restriction de O est constante.

REMARQUE. Dans la version analytique du lemme il faut remplacer K™ par
un voisinage de 0 € C™ et "localement fermés” par ”localement fermés analytiques”

Nous écrivons la preuve dans le cas algébrique mais elle se fait a I'identique dans
le cas analytique.

DEMONSTRATION. Démontrons le résultat (& priori) plus général suivant :

Tout fermé de Zariski Y C k™ s’écrit comme union de localement fermés sur lesquels
la restriction de O est constante.
La preuve de ceci se fait par récurrence sur la dimension de Y dimY. Si dimY = 0,
le résultat est trivial. Supposons donc dimY > 1. Ecrivons Y = V(Qq)U---UV(Q,)
ou chaque Q; est un idéal premier de kla]. Pour chaque i, soit h; € k[a] \ Q; tel que
la restriction de O & V(Q;) ~ V (h;) soit constante. L’ensemble Y s’écrit de la fagon
suivante :

Y = ( |i| V(Qi) V(hi)) ||’
i=1

,
avec Y/ = |_| (V(Qi) N V(hi)) pour lequel dimY”’ < dimY car, rappelons le, pour
i=1

chaque i, h; ¢ Q;. En appliquant ’hypotheése de récurrence a Y’, on obtient le
résultat cherché.

Appliquons ce résultat a Y = k™, on obtient une écriture de k" en une union finie de
localement fermés W' telle que sur chaque W', la restriction de O est constante. Pour
obtenir la partition recherchée, il suffit de réorganiser I’écriture précédente sachant
que les ensembles constructibles sont stables par intersection et réunion finie. O

3.2. Polynéme de Hilbert générique. Voici les donnés qui comme précédement
se divisent en deux cas : algébriques et analytiques. On se donne un systeme de pa-
ramétres a = (al,... a™), des coordonnées y = (y1,...,y,) et un idéal J de k[y][a]

(resp. de Clyl{a}). Voici les résultats auxquels on veut arriver.

PROPOSITION 4.8. Soit Q un idéal premier de k[a] (resp. C{a}) contenu
dans J. Il existe h € kla]\Q (resp. h € C{a}\Q) tel que pour tout a € V(Q)\V (h),
le polynome de Hilbert de k[y]/J), est constant.

COROLLAIRE 4.9. Dans le cas ot k algébriquement clos (dans le cas analy-
tique, k = C) , la dimension et le degré de la variété définie par J)a sont constants
sur V(Q) ~ V(h).

COROLLAIRE 4.10. [l existe une partition finie de K™ (resp. d’un voisinage
de 0 € C™) en ensembles localement fermés (resp. localement fermés analytiques)
telle que sur chaque strate de cette partition, le polynome de Hilbert soit constant.
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Pour ce dernier corollaire, il suffit pour chaque @ de poser Jg = J+ < @ >
de lui appliquer la proposition 4.8 et de remarquer que pour tout a € V(Q), les
spécialisés J), et JQ|a sont égaux. On est alors dans les conditions du lemme de
constructibilité. Pour le corollaire précédent, le lecteur est prié de se reporter a la
proposition suivante.

DEFINITION. Soit I un idéal de kly] et E C N" un escalier (i.e. E =
E +N").
— On définit la fonction de Hilbert de I, HFy : N — N par

HF;(r) = dimy (K[y)</I</)

ot Klyl<, = {P € K[y] / deg,(P) <r} et I<, = I NK[y]<,.
— On définit la fonction de Hilbert de E, HFg de N dans N par HFg(r) =
card{a € N" /|a| <7r et a« € N" \ E}.

PROPOSITION 4.11. (¢f [C-L-0])

— I existe un polynome HP; € Qlr] tel que pour tout entier r assez grand
HF(r) = HP;(r). De plus le terme dominant de H Py est de la forme suivante
%rd ot e et d sont des entiers positifs. On appelle H Py le polynome de Hilbert
de I.

— Supposons k algébriquement clos. Dans ce cas la dimension et le degré de V (I)
sont respectivement d et e.

Sur N”, introduisons l'ordre <’ suivant qu’on appelle 'ordre total :

laf <|d]
a<ld = { ou
la| = || et a <g &
ol < est un bon ordre quelconque compatible avec + sur N”.

LEMME 4.12. Soit I un idéal de k[y] et E = exp_r(I) alors HF; = HF.

DEMONSTRATION. Fixons un entier r positif. Notons A, = {a € N"~exp_r(I) /
la] < r}et A(r) = {[y*] € klyl<,/I<r/a € A} ou [-] désigne la classe dans le

quotient k[y|<,/I<,. Par définition, nous avons H Fg(r) = card(A,). Montrons que
A(r) est une base de kly|]<,/I<,.

Libre : soit Z Aaly®] = 0alors P =) Aqy® est dans I. Si un des A\, est non nul
€A,

alors exposant de P par rapport <! est dans A, ce qui est impossible.

Générateur : soit P € k[y]<,. Divisons P par une <”-base standard de I et notons

R le reste, on a [P] = [R]. Par division, on a exp_r(R) <r exp(P)_r donc en

particulier deg,(R) < r, on a aussi N(R) C N” \ exp_r([). Par conséquent [R]

s’écrit comme combinaison linéaire des éléments de A(r).

Bilan : HF;(r) = card A(r) = card A, = HFexp_p (1) (r). O

COROLLAIRE 4.13. Si deuz idéauz I) et Iy de k[y] ont méme escalier par
rapport a <T alors ils ont le méme polynéme de Hilbert.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition 4.8.
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DEMONSTRATION DE 4.8. Nous faisons la preuve dans le cas algébrique mais le
cas analytique ne présente aucune difficulté supplémentaire. D’aprés le lemme de
spécialisation faible, il existe h € k[a] \ @ tel que sur V(Q) \ V(h) U'escalier de J,
par rapport & <7 est constant ce qui donne la constance du polynome de Hilbert. [J

3.3. Lemme de réduction. Il s’agit d’un résultat dont on se servira dans le
chapitre consacré a la constructibilité des éventails de Grobner algébriques. L’idée de
ce lemme est qu’étant donné un idéal J de A, (k)[a] (on se place par exemple dans
le cadre algébrique) contenant un idéal premier @ de k[a], un élément g € A,,(k)|a]
et un ordre < sur N?", on aimerait réduire ¢ par rapport & l'escalier générique de
J, c’est-a-dire que pour tout a tel que cp_(g)(a) # 0, le spécialisé de g en a est
réduit par rapport a l'escalier de générique de J. Ce procédé de réduction sert par
exemple a fabriquer des éléments de J qui pour un a générique se spécialisent en la
base standard réduite minimale de J}, (c’est ce que nous verrons dans le chapitre 6).
Voici les hypotheses du lemme.

— J est un idéal de A, (k)[a] (resp. A, (C){a}) contenant un idéal premier ) de

k[a] (resp. C{a}).

— < est un bon ordre compatible avec I’addition sur N2",

— FE = exp_(J) l'escalier générique de J.

— g est un élément de A,,(k)[a] (resp. A, (C){a}).

LEMME 4.14 (de réduction). Il existe § € Ay(k)a] (resp. An(C){a}) et
cla) ¢ Q tels que :

(i): c(a)-g—geJ

(i): tp(9) = c(a) - tp(9)

(iif): N9°(3) ~ {exp(3)} € N> < E

(iv): V(a, 8) € N9"(g) ~ {exp(9)}, cap(d) ¢ @

DEMONSTRATION. On écrit la preuve dans le cas algébrique.

Soit {g1,...,9-} une <-base standard générique minimale de J (i.e. ensemble
{exp_.(gr), k =1,...,7} engendre de facon minimale 'escalier E).
Nous allons construire une suite (g;) finie par récurrence sur i. Posons gy = g et

pour un ¢ € N supposons contruit g;.
Considérons I’ensemble suivant :

A = (Nge”(gi) ~ eXp<(§i)) NnE.
Si A; est vide, la construction s’arréte sinon soit (a, ) le maximum de A; pour
lordre <. I existe alors k tel que (o, 8) = exp_(gx) + (o, 8') avec (o/,3') € N?".
On pose alors :
Giv1 = P (gk) - Gi — Cap(@i) - ¥ 0 - gi.

On obtient :

(a): tp<(9:)/tp<(git1) € Kkla] ~ @

(b): max< Aj11 < (., B) si Aiy1 # 0
Par (b), la suite des g; s’arréte, on note g son dernier terme. Il est clair que g vérifie
(i) et (ii) grace a (a) et (iii) parce que A; est vide. Pour avoir (iv), il suffit d’enlever
a g tous les termes c,gz® f pour lesquels c,g est dans Q. O






CHAPITRE 5

Polynome de Bernstein-Sato générique

Dans ce chapitre nous allons considérer la situation suivante. On se donne
fi,..., fpdépendant de x = (z1,...,2,) et a = (a',...,a™). Les a’ seront considérés
comme des parametres et les f; dépendront polynomialement ou analytiquement de
a. Il est naturel de se demander comment se comporte 1’idéal de Bernstein-Sato B
du spécialisé en a dans k™ (k étant un corps qui est C dans le cas ou le parametre
a est analytique) lorsque a parcourt k” (ou un petit voisinage de 0 € C™ quand
a est analytique). Il se trouve que cette question est tres proche de celle de l'exis-
tence d’un polynéme de Bernstein-Sato générique ou relatif. Mais la voie que nous
empruntons qui est celle de 'utilisation des bases de Grobner et plus précisement de
la spécialisation des bases de Grobner conduit naturellement a celle de 'existence
d’'un (ou ”du” dans le cas p = 1) polynome de Bernstein-Sato générique. En effet
les lemmes de spécialisation se résument en disant qu’une base de Grobner global se
spécialise génériquement en une base de Grobner dans la fibre.

Dans I’étude de 'existence de polynome de Bernstein-Sato générique, il faut distin-
guer plusieurs cas selon que les f; sont analytiques ou polynomiaux en z ou en a.
Rappelons les faits connus :

— Si la variable x est analytique, alors dans le cas d’une fonction (i.e. p = 1), le
polynéme de Bernstein générique existe si f(z,0) est a singularité isolée (voir
[Br-Ge-M]). Dans le cas de plusieurs fonctions, H. Biosca [Bi] a montré sous
I’hypothese d’intersection complete a singularité isolé de toutes les familles
(fj(x,0),..., fj(x,0)), quil existe un polynoéme de Bernstein-Sato générique.
Signalons encore ’exemple suivant da & H. Biosca [Bi] :

f(z1, 22,0, a2, a3) = 22 sin(xs) — a'xy — a’xy — a?,

pour lequel il n’y a pas de polynome de Bernstein-Sato générique. Cet exemple

montre que quand x est analytique, il n’y a pas nécessairement de polynéme

de Bernstein-Sato générique.

— Si la variable x est polynomiale. Alors il existe toujours un polynéme de

Bernstein-Sato générique. Ce résultat est démontré par H. Biosca dans [Bi].

C’est ce cas qui est l'objet de la section 2 du présent chapitre dans laquelle

nous précisons et généralisons le résultat de H. Biosca (voir plus bas).
Comme il vient d’étre dit, dans ce chapitre nous étudirons la question dans le cas ou
les f; dépendent polynomialement de x. En fait dans le cas oli « est analytique, notre
approche de la question ne nous permet pas d’aboutir (voir la remarque 5.7 pour
plus d’explications) et c’est normal puisque I'on sait que le polynéme de Bernstein-
Sato générique n’existe pas en général.
Nous avons scindé le chapitre en deux sections. Dans la premiere, nous traitons le cas
d’une fonction a part car nous pouvons répondre de maniere complete a la question
de départ (sur 'etude du comportment de BY). Dans la seconde partie, nous obtenons

7
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des résultats partiels comme par exemple que I'idéal de Bernstein-Sato générique se
spécialise génériquement en 'idéal de Bernstein-Sato "en bas” (voir la proposition
5.11) et nous obtenons aussi 'existence d’un polynome de Bernstein-Sato générique
rationnel sur un germe de variété analytique irréductible dans le cas analytique
(i.e. ou le systeme de parametres a est analytique) et sur une variété algébrique
irréductible dans le cas algébrique sur n’importe quel corps k et ceci grace aux
chapitres précédents.

1. Cas d’une fonction

Nous allons nous intéresser au probleme suivant. On se donne un polynéme f

que 'on écrit :
0 F=3 gal@a,
la|<d

Comme dans le chapitre précédent, on va traiter deux cas (algébrique et analytique).
Ainsi f est vu respectivement dans k[z][a] ou dans C[z]{a} ou z = (x1,...,2,), d
est un entier positif et a = (a',...,a™) est un systéme de parametres. Pour chaque
a € k™ (resp. a dans un voisinage de 0 € C™), on note f|, € k[z] le spécialisé de f
en a et bf|a le polynome de Bernstein global de f|,.

On se propose d’étudier le comportement du polynéme b fia lorsque a parcourt
k™ (resp. un petit voisinage de 0 dans C™).

11 est facile de voir que dans le cas algébrique, on peut supposer que f soit de la

forme suivante :
(1) f= Z aaz®,
loo|<d
olt @ = (@a)aeNn/|a|<d €6 ™ est le nombre de a, présents dans I'écriture de f. Dans
le reste de la section, dire que nous sommes dans ”le cas algébrique” signifiera que
f aura sera de la forme (). Nous dirons qu’on est dans le cas analytique si f est de
la forme (f) avec des g, qui sont dans C{a} ou a est un systéme de m variables.
On se propose de montrer la chose suivante.

THEOREME 5.1 (dans le cas algébrique). Soit Y un fermé de Zariski de k™
défini par des polynomes de Qla]. Il existe une partition finie Y = U(V V') telle
que :

— Chaque V et V' est un fermé de Zariski défini par des polynomes de Q|a].

— Sur chaque ensemble V . V', le polynéme de Bernstein bf\a est constant.

REMARQUE 5.2. Si on prend Y = kK™, on retrouve le résultat démontré
par A. Leykin dans [L]| par des méthodes similaires a celles que nous adoptons ici.
Signalons aussi le papier de J. Briangon et P. Maisonobe [Br-Mai| dans lequel les
auteurs démontrent ce méme résultat par des méthodes différentes.

Comme conséquence, on obtient ’enoncé dans le cas analytique :

COROLLAIRE 5.3 (dans le cas analytique). Soit Y un germe de variétés
analytiques en 0 € C™. II existe alors une partition finie Y = U(V V') telle que :

~ Chaque V et V' est un germe de variétés analytiques.

— Sur chaque ensemble V . V', le polynéme de Bernstein bf\a, est constant.

Voyons comment obtenir ce corollaire a partir du théoreme précédent.
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DEMONSTRATION DE 5.3. Soit f' = 37, <40a vu dans C[b] ou b= (b',...,0™)
et m est le nombre de @ € N™ de longueur majorée par d. Considérons le changement
de coordonnées suivant :

ac (Cm,O) — b= (ba = ga(a))m‘gd e C™.

Par le théoreme précédent , il existe une partition de C”™ = UW en localement
fermés algébriques W = V ~ V'. Par image réciproque, cela donne une partition de
(C™,0) = Up~1 (W) en localement fermés analytiques ¢~ L(W) = ¢~ 1 (V) ¢~ (V).
De plus, pour chaque W, le polynome de Bernstein de f"b est constant lorsque b
parcourt W ce qui entraine que le polynome de Bernstein de f|, est constant sur
¢~ (W) (rappelons qu’on travaille avec un représentant de ¢~ (W) et que le résultat
est indépendant du choix de ce dernier). Cela démontre le corollaire lorsque Y =
(C™,0). Pour un germe de varieté quelconque Y, il suffit de prendre la trace sur Y’
de la partition obtenue sur (C™,0). O

Pour démontrer le théoreme 5.1, nous allons nous baser sur un algorithme de
calcul du polynéme de Bernstein, 'algorithme de T. Oaku (voir [O]). Nous allons
donner la version de T. Oaku qui calcule le polynome de Bernstein ”absolu” c’est-
a~dire pour un polynéme f € k[z] puis nous donnerons une version qualifiée de
générique.

1.1. L’algorithme de T. Oaku absolu. Ici nous supposons donc que f ap-
partient a k[z].
(1) Soit I =<t — f, 0u, + Lo i=1,...,n>C Ap1(k),
(2) Soit It =< 1—y1ya, y1t— f, 1105, + L0 i = 1,...,n >C Anp1(K)[y1, 2],
(3) Soit Iy = 1IN A,(k)[-0it] C Ap(k)[s] ou s = —0Oyt.
On calcule I» a partir de I; de la fagon suivante :
— Soit G une base standard de I; par rapport & un ordre qui élimine
les variables y; et ys.
— Soit Go = G1 N An+1(k).
Affirmation : G5 est V-homogene i.e. tous ses éléments le sont.
— Pour chaque P € G3, notons ¢(P)(s) € A, (k)[s] I’élément obtenu de
la maniere suivante : v
Notons P’ = S.P ou S = tord"(P) gi ordV(P) > 0 et S = Gt_ord
sinon.
P’ est alors V-homogene d’ordre 0 et peut donc s’écrire dans A, (k)[—0t].
P(P)(s) € A, (k)[s] est alors défini par i (P)(—0it) = P'.
— L’idéal I, est engendré par I'ensemble ¢(G3) des 1 (P) pour P € Go.
(4) Soit Is = Io + Ap(K)[s] - f € An(k)]s].
(5) Soit Iy = I3 N k[s]

(6) by est le générateur unitaire de Iy.

(P)

Cet algorithme est un moyen parmi d’autres (voir [Br-Mai2] pour une autre
approche) de déduire du résultat fondamental de M. Kashiwara et B. Malgrange
que le polynoéme de Bernstein est a racines dans Q donc en particulier appartient a

Qls].
PROPOSITION 5.4. Soit f € k[z]. Les racines de by sont dans Q.
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Remarquons qu’on a vu un résultat similaire dans le cas de p polynomes dans
le chapitre 3 (en utilisant les Bz, et les by). En fait la preuve écrite ci-dessous fait
appel aux mémes arguments.

DEMONSTRATION. Notons c1, ..., ¢, € k les coefficients de f, et soit K le corps
Q(ci,...,¢p). Puisque K C k, by divise bx mais en observant chaque étape de
I’algorithme de T. Oaku, on constate que tout les calculs se font dans K, donc
bk = bk.

D’autre part, on peut inclure K dans C. En utilisant les mémes arguments, on
montre que bx = bc. En utilisant le résultat de Kashiwara [K] sur la rationalité
des racines du polynome de Bernstein locale et sachant que bc est le ppcm de tous
les polynomes locaux (voir par ex. [Br-Mail, voir aussi la preuve de la proposition
dans laquel on montre que le ppecm des by, locaux est égal au by, global), on conclut
que by est a racines rationnelles. O

1.2. L’algorithme de T. Oaku générique. Comme dans le chapitre précédent,
soit  un idéal premier de k[a] et soit f € k[z]|[a] comme décrit plus haut. Considérons
les idéaux suivants.

(1) Ig=<t—f 0+ 5L0i=1,...,n >+ <Q>C Apy1(kK)[d]

(2) II,Q =< 1_y1y27 ylt_fa ylamz +387£0t112 1,...,7’L >+ < Q >
C Ay, y2)(k)[a]

(3) Io g = Ig N Ayn(k)[—0it][a] C A, (k)[s][a] ot s = —0Oht

(4) I3 = Iz + An(k)[s][a] - f C Ay (K)]s][a]

(5) I, = I3 Nkls][q]
Remarquons que tous ces idéaux contiennent Q).
Pour un idéal J dépendant de a, on note comme d’habitude J|, son spécialisé en
a € k™ ainsi on notera IQ\av I17Q|a7 etc. D’autre part, nous avons les idéaux I, I,
etc, correspondants & fi,, nous les noterons I(f|4), 11(fia); -
Par ailleurs, considérons une base standard minimale G de I ¢ pour un ordre < qui
élimine les variables y1, y2 (plus précisement il privilégie d’abord les monémes en
Y1,Y2 puis en x;, t, 0z, O; et enfin en a), nous avons vu que dans ces conditions, G\ Q
est une base standard générique de I1  par rapport a < qui est la restriction de <
a N27+2+2_ Qoit alors hy € k[a] le polynéme donné par le lemme de spécialisation
faible (remarquons que ce lemme est énoncé dans A, (k)[a] mais il fonctionne aussi
bien ici dans A, 11(k)[y1,y2][a]). De méme soit he € k[a] le polynome obtenu en
appliquant le lemme de spécialisation & une base standard minimale de I3 o pour un
ordre qui élimine les variables z; et 0,,. Enfin notons h = hjhs.

PROPOSITION 5.5. (1) Pour touta € V(Q), I(fja) = Ig|, et Ii(fla) =
ILQ\Q
(2) Pour tout a € V(Q) \ V(h1), Ig(f|a) = IQ’Q|a et Ig(f|a) = I3’Q|a
(3) Pour tout a € V(Q) N V(h), 14(fia) = 14q,

DEMONSTRATION. (1) 11 est clair que (ﬂ)‘a = %Q?,

ox;
découlent.

les deux égalités en
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(2) 1l est clair que si on a I’égalité pour I3 alors on I’a pour Is. Montrons donc
la premiere.
Soit < l'ordre (introduit ci-dessus) sur qui élimine les variables
Y1, y2 et soit G une <-base standard minimale de I; . Si on étend la
définition du symbole ¢ a des éléments dépendants de a, nous avons que
Y(GNA,41]a]) engendre I ¢ et par suite @/}(GﬁAnH[a])‘a engendre IQ7Q|a.
D’autre part, pour tout a € V(Q) \ V(h1), G|, est une <-base standard
de I1(f|,) si on note < la restriction de < & N?""2+2_ Ainsi (G|, N Apy1)
engendre I5(f|,)-
Nous avons G|, N Apy1 = (G N Ayq1]a])),. En effet pour g € G, g dépend
de y; si et seulement si son terme dominant tp_ en dépend. Pour conclure,
il est clair que ¥((G N Apt1la))ja) = P(G N Apyifa])je- Par conséquent les
idéaux IQ’Q‘G et I2(f|,) admettent un méme systeme de générateurs.

N2n+2+2+m

(3) Notons G une base standard minimale de I3 ¢ introduite plus haut. Comme
au point précédent, les ensembles G|, Nk[s] et (G Nk[s][a])|, sont égaux
sur V(Q) \ V(h) et engendrent I4(f|,) et 14,Q),-

(|

1.3. La preuve du résultat principal. Nous allons démontrer le théoréme
5.1. Tout d’abord, voici un lemme nécessaire a la preuve, nous ’avons baptisé lemme
de rationalité.

Soit c(y) = >, cala)y® danskla][y] oty = (y1,...,yn), @ € N*,a = (a},...,a™).
Soit @ un idéal premier de k[a]. Soit ap un multi-indice quelconque intervenant dans
Iécriture de c. Soit h € k[a] tel que V(Q) € V(h) 2 V(cqy)-

LEMME 5.6 (de rationalité). Supposons que pour tout a € V(Q) ~ V(h), le
spécialisé (c(y)/Cag)|a s0it dans Q[y. Alors il existe p(y) € Q[y| tel que pour tout a

de V(Q) N\ V(h) on ait ¢jo(y) = Cag|,P(Y)-

Pour dire les choses plus simplement, si ¢(y) se spécialise génériquement sur Q[y]
alors & un multiple scalaire pres, c’est génériquement le méme spécialisé.

DEMONSTRATION. Pour un « fixé, notons d(a) = cy(a)/cq,(a) définie sur en-
semble V(Q)~\V (h) que nous noterons W dans cette preuve. D’apres ([Ha], Théoreme
3.16), I'image par d(W) est constructible dans C, or par hypothese d(W) C Q, par
conséquent d(W) est une union finie de points rationnels. Par lirréductibilité de
V(Q), d(W) est un singleton. O

Voici maintenant la preuve du théreme 5.1.

DEMONSTRATION. Comme pour lemme de constructibilité, elle se fera par récurrence
sur la dimension dimY de Y.
Si dimY = 0, le résultat est trivial. Supposons donc dimY > 1. Ecrivons Y =
V(Q1) U---UV(Q,) ou chaque Q; est un idéal premier de Qla]. Pour chaque
Q= Q1,...,Q,, appliquons l'algorithme de T. Oaku générique décrit précédement
et notons h; le h correspondant. Du fait que les Q; sont dans Qlal, chaque I; g, est
défini sur Q et par conséquent, les polynoémes hq, ..., h, sont aussi dans Q|a].
Avant d’aller plus loin, fixons i € {1,...,r} et montrons que sur V(Q;) \ V(hs), by,
est constant.
Notons G la base standard utilisée pour calculer I4 ;. Puisque tous les 14,Qi, sODY



82 5. POLYNOME DE BERNSTEIN-SATO GENERIQUE

principaux et ont un escalier constant (en dehors de V(h;)), il existe g; € G tel
que g;|, engendre I47Qi|a qui est égal a Iy( f|a) d’apres ce qui précede. Rappelons
que g € Qlal[s]. Notons c(a) € Qa] son coefficient privilégié. Alors pour tout
a € V(Qi) N V(hi), (gi(s,a)/c(a))q est le polynome de Bernstein by, . Puisque le
polynome de Bernstein de chaque f|, est dans Q[s], on peut appliquer le lemme de
rationalité ce qui montre qu’il existe un polynéme b;(s) € Q[s| tel que pour tout
a € V(Q;) \ V(h;) on ait by = b;.

Reprenons le fil de la preuve. L’ensemble Y s’écrit comme réunion finie sous la forme

suivante :
T

Y = (l_l V(Qi) V(hi)> LY’
=1

avec Y/ = |_|(V(QZ) NV (h;)) pour lequel dimY’ < dimY car, rappelons le, pour

=1
chaque 4, h; ¢ @Q;. Il ne reste plus qu’a appliquer ’hypothese de récurrence a Y/ qui
est bien défini sur Q et le théoreme est démontré. O

2. Cas de plusieurs fonctions

Dans la section précédente et dans le cas d'une fonction f, nous avons pu
répondre de maniere complete a la question de savoir comment se comporte 'idéal
de Bernstein-Sato B( f|a) lorsque le systeme de parametres parcourt k™ (resp. un
voisinage de 0 € C™). Ici nous essayons dans la mesure du possible de répondre a
la méme question dans le cas de p polynomes dépendant d’un systeme de parametre
a. Le probleme est que nous savons peu de choses sur I'idéal BY. Nous savons par
[Br-May]| qu’il n’est pas principal en général. En fait la seule chose connue dont on
peut se servir est I'existence pour toute fonction polynomiale f = (f1,..., fp) € k[z]?
d’un élément rationnel non nul dans BY(f) (ce qui a été démontré dans le chapitre
3). Ceci limite sérieusement ’espoir d’apporter une réponse exhaustive a la question
de départ, néanmoins nous sommes capable de montrer ’existence d’un polynome
de Bernstein-Sato générique rationnel dans les cas :

— algébrique ou fi,..., f, appartiennent a k[z][a].

— analytique ou f1,..., f, appartiennent & C[z]{a}.

Rappelons encore une fois que H. Biosca démontre 'existence d’un polynéme de
Bersntein-Sato générique dans ces situations et avec k = C.

REMARQUE 5.7. Dans le cas ou les f; dépendent analytiquement de x,
les méthodes que nous utilisons (lemmes de spécialisation) ne nous permettent pas
d’aboutir car en regardant bien ’algorithme de T. Oaku, il faut & un certain moment
faire un calcul de base standard qui élimine les variables x; et O0,,. Or lorsque l'idéal
dépend analytiquement des x;, il n’est semble-t-il pas possible de les éliminer.

Avant d’aller plus loin, nous rappelons la notion de polynéme de Bernstein-Sato
générique et énoncons les résultats principaux de cette section.

Etant donné v € NP et @) premier dans k[a] (resp. C{a}), considérons les deux
situations suivantes :
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Cas algébrique: Supposons fi,..., f, dans k[z][a] et @ premier dans k]a]
et supposons qu’aucun f; ne soit dans klz] ®x Q.
S’il existe b(s) € k[s] \ 0 et h(a) € k[a] \ Q tels que :
s S v S U 1 S
h@b()fi" -+ f5 € An(IQ)ls]lal 17 - fo 1 4 (i, s @x Q)
P
alors b(s) est dit polynome de Bernstein-Sato générique de f = (f1,..., fp)
sur V(Q).
Cas analytique: Supposons fi, ..., f, dans Clz]{a} et ) premier dans C{a}

et qu’aucun f; ne soit dans C{z} ®c Q.
S’il existe b(s) € C[s] N\ 0 et h(a) € C{a} \ Q tels que :

h(@)b(s) fi* - 137 € An(C)[s[{a} {50 - fr 7 4 <c{wHM

alors b(s) est dit polynéme de Bernstein-Sato générique de f = (f1,..., fp)
sur V(Q).
Reprenons les notations du lemme de spécialisation forte, le but de la présente
section est de montrer le théoreme suivant.
THEOREME 5.8.
Cas algébrique: Soit QQ un idéal premier dans kla]. Alors il existe h € k[a]~

Q et b(s) € Q[s] ~ 0 tel que pour tout idéal premier P C Kk[a] tel que
h¢ P2Q on ait
b(s)(op(f))” € An(k(P))[s](op(f))**".

Cas analytique: Soit Q un idéal premier dans C{a}. Alors il existe h €
C{a} \ Q et b(s) € Q[s] \ 0 tel que pour tout idéal premier P C C{a} tel
que h ¢ P 2 Q on ait

b(s)(ap(f))” € An(C(P))[s)(ap(f))*"".

COROLLAIRE 5.9. Sous les hypothéses du théoréeme précédent, pour tout
a € V(Q)\V(h), b(s) appartient a B*(f|q)-

Comme autre corollaire, nous avons aussi :

COROLLAIRE 5.10. [l existe une partition finie de K™ (resp. d’un voisinage
de 0 € C™) constituée d’ensembles localement fermés W (resp. localement fermés
analytiques) telle que pour chaque W, il existe b(s) € Q[s| qui appartient a B°(f,)
pour tout a dans W.

8l ®c Q) f?,

Ce corollaire se démontre de maniere similaire au lemme de constructibilité.

La preuve du théoreme 5.8 va s’étaler sur trois paragraphes. Dans les deux
premiers, nous allons décrire la version absolu et générique de 'algorithme de T.
Oaku du calcul de l'idéal de Bernstein-Sato et dans le troisieme, nous ferons la
preuve proprement dite mais avant cela, voyons comment 1’énoncé du théoreme 5.8
est équivalent & la notion de polynéme de Bernstein-Sato générique sur V(@) (notion
rappelée plus haut).

Montrons I’équivalence dans le cas algébrique, le cas analytique se traite de la
méme maniére. Etant donné @) premier dans k[a], il s’agit de montrer ’équivalence
entre :
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(i): 11 existe b(s) € Q[s] \ 0 et h(a) € kla] \ @ tels que :

h(@)b(s) f7 - fy? € An(R)[sllal 77 T (ko s] @1 Q) f°.

1
i fy
et

(ii): Il existe b(s) € Q[s] ~ 0 et h(a) € kl[a] ~ @ tels que pour tout idéal
premier P tel que h ¢ P D @, on ait :

b(s)(op(f))" € An(k(P))[s](op(f))".

L’implication (i)=-(ii) est triviale, montrons I'implication réciproque. Pour cela, pre-
nons P = (). Cela donne :

b ([flo) = e

s+v
[h ( )]Q ([f]Q) ’

ou encore, en chassant les dénominateurs, ho(a)b(s)f* — U(a,s) 5TV est nul pour
tout a € V(Q) avec U(a, s) € Ap(k)[s,a] et ho(a) € kla] Q. Comme aucun f; n’est
dans k[z]®y Q, cela signifie que L(a) = ho(a)b(s ) U(a, s)f¥ s’annule génériquement
sur V(Q) (rappelons que L(a) € k[z,s,1/f1 - fp]la]). Comme @ est premier, L(a)
est dans k[z,s,1/f1--- fp] @k Q. L’ 1mphcat10n (il)=(i) est démontrée.

2.1. L’algorithme de T. Oaku absolu. On se place dans le cas ou les f; sont
dans k|z]. La référence pour 'algorihtme qui suit est [O-T].

0
(].) 801tI:<tj—fj,]:1,,p,@xl—l—z fj(?t = ..,’I’L>CAn+p(k),

p
. : of;
(2) SOIt Il =< 1_yjy;7yjt] _f]7j = 17"'7p7 ylypal‘z_'_z ]at]7

L...,n>C Ay p(K)y,v] = Ay (®)[y1, - Ypy U1, - - - ,yp},
(3) Soit Iy = I N Ay (k)[04 t1,..., =0 tp] C An(k)[s] = An(k)[s1,...,5p] ol
SJ = —Otjtj.
On calcule Iy a partir de I de la facon suivante :
— Soit G; une base standard de I; par rapport a un ordre qui élimine
les variables y; et y/.
— Soit G9 = G1 N An+p(k).
Affirmation : G5 est V-multihomogene i.e. tous ses éléments le sont.
— Pour chaque P € G2, notons ¢ (P)(s) € A, (k)[s] I'élément obtenu de
la maniere suivante :
/ . ord P .y
Notons P' = S1---Sp - P ot S = 5 si ordj (P) > 0 et Sj =

V;(P)
_ j .
Btj ord sinon.

P’ est alors V-multihomogene d’ordre 0 et peut donc s’écrire dans
An(k) [_8tt]'
»(P)(s) € An(k)[s| est alors défini par ¢(P)(—0t) =
— L’idéal Iy est engendré par I’ensemble ¢(G3) des ¢(P) pour P € Ga.
(4) Soit I3 = Iy + A (k)[s] - f{* - 7 C An(k)[s].
(5) Soit I; = I3 N k[s].
(6) I4 est 'idéal de Bernstein-Sato BY(f1,..., fp).
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2.2. L’algorithme de T. Oaku générique. Ici on reprend I’hypothese sur
les fj, a savoir f; appartient a k[z][a] (resp. C[z]{a}). Soit @ un idéal premier de
k[a] (resp. C{a}).

L’algorithme qui suit est écrit dans le cas algébrique, les modifications dans le
cas analytiques sont évidentes.

u)Qg:<tj—fhj:1,”4gah+§:ah@, =1...,n> 4+ < Q >C
An-i—p(k)[a]
ofj
(2) Il,Q :< 1 y]y]’ y] f]7 - 7' . 7p7 3/1 ypaxz + Z at
1wwn>+<Q>CAmNm%MM:Amﬂmew%WW~WMM
(3) I2,g = IgNAL (k)[04 t1, ..., =0 tplla] C An(k)[s]a] = An(k)[s1,...,sp)[d]
ou Sj = _8tjtj

(4) I3 = Lo + An(K)[s]a] - f1* -+ fp" C An(k)[s][a]
(5) I1,q = I3, Nk[s][a]

PROPOSITION 5.11. (1) Soit G une base standard de Iyq C kla][s]
par rapport & un ordre qui privilégie les variables sj. Il existe hy € kla] \ Q

tel que pour tout P C k[a] premier tel que h ¢ P 2 Q, op(G) est une base
standard de BY(op(f)).

(2) 1l existe ho € kla] \ Q tel que pour tout a € V(Q) \V (ho) on ait B'(f|,) =
I47Q‘a.

(8) 1l existe hy € k[a] \ Q tel que le polynome de Hilbert de I4:Q|a soit constant
sur V(Q) N~V (hy).

La preuve des deux premiers points est identique a celle de la proposition 5.5 a
part que pour le premier point on utilise le lemme de spécialisation forte au lieu du
faible. Pour le troisieme point, on se référe au paragraphe consacré au polynoéme de
Hilbert générique (du chapitre précédent).

Remarquons que le point 1 donne une sorte de constructibilité en un sens faible.
En effet, comme dans le lemme de constructibilité, on peut partitionner k™ en
ensembles localement fermés W de telle sorte que sur chaque W il existe un ensemble
Gw C kla][s] tel que pour tout a dans W, le spécialisé Gy |, engendre BY(f|,). Dit
autrement, I'idéal BY(f|,) est continu par rapport a a sur chaque W. Nous avons
employé le terme de constructibilité faible car on ne sait pas si BY(f|,) est constant
sur W (comme c’est le cas quand p = 1).

REMARQUE 5.12. En remplagant k[a] par C{a} dans la proposition précédente,
on obtient la version analytique de cette méme proposition.

En combinant les deux points de la proposition précédente, c’est-a-dire en se
placant sur V(Q) \ V(hoh1), on est en mesure d’appliquer le lemme de constructi-
blité, ce qui donne :

COROLLAIRE 5.13. L’espace K™ (resp. Un voisinage de 0 € C™) se par-
tionne en ensembles localement fermés (resp. localement fermés analytiques) W de
fagon telle que sur chaque W le polynéme de Hilbert de BY(f|,) est constant.
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2.3. Preuve du théoréme 5.8. La voici dans le cas algébrique. Il n’y pas de
plus de difficultés dans le cas analytique.

DEMONSTRATION. Revenons & I’algorithme générique de T. Oaku du paragraphe
précédent. En appliquant deux fois le lemme de spécialisation forte (d’abord dans
A, p(K)[y, ¥'][a] puis dans A, (k)[s][a]), on obtient hy € kla] \ Q et G C I4 tels
que pour tout P C k[a] premier tel que h; ¢ P O @, ’ensemble op(G) soit une base
standard de op(l4,g) (pour un ordre qui nous importe peu, ce qui compte c’est que
op(G) engendre op(Iyq)).

D’autre part, il est facile de montrer (toujours a l’aide du lemme de spécialisation
forte) qu’il existe hy ¢ @ tel que pour tout P O Q) ne contenant pas hg, 1'idéal
de Bernstein-Sato BY(op(f)) C k(P)[s] est égal & op(ls,g) (remarquons que c’est
exactement ce que dit le premier point de la proposition 5.11).

Maintenant, d’apres le chapitre 3, il existe dans BY(oq(f)) un élément b(s) qui est
dans Q[s]. Ainsi pour chaque g € G, il existe A, € ka, s] et a4 € kla] \ Q tels que :

b(s)zzmg]-{’f

pre: [ag]

ou [] désigne la classe dans k[a]/Q. Notons alors hg = H ag, on a hg ¢ Q. De plus,
geG
on a hgb(s) — ZA; g € kla,s] - Q C I4q avec A € K[a, 5], ainsi h3b(s) € I4q.
geG

En posant h = hijhohs ¢ @, il est clair que pour tout P premier de kla] tel que
h ¢ P D @, le polynome b(s) appartient a B(op(f)). O



CHAPITRE 6

Constructibilité de 1’éventail de Grobner

Dans ce chapitre, on consideére un idéal I C A, (k)[a] ol a est comme avant un
systeme de parametres algébriques ou analytiques. On cherche a savoir comment se
comporte ’éventail de Grébner de h([ |a) quand a parcourt k™ (resp. un voisinage de
0 dans C™). La réponse est que leur nombre est fini et que 'espace des parameétres
se partitionne en ensembles localement fermés (resp. localement fermés analytiques)
sur lesquels I'eventail de Grobner de h([),) est constant. Les méthodes utilisées sont
les mémes que précédement. En fait 1’idée est d’étre en mesure d’appliquer le lemme
de constructibilité.

1. Rappels et énoncé du résultat principal

Rappelons comment est défini I’éventail de Grobner associé a un idéal I de A, (k)
d’apres [A-C-G 1] et [A-C-G 2].
Remarque : nous citons [A-C-G 2] car les auteurs y ont donné des définitions et
des résultats (plus précis que dans [A-C-G 1]) dont nous nous inspirons ici...

Notons U l’ensemble des formes linéaires L : R" — R vérifiant L(a, ) =
>oieici + Y fifi avec e; + f; > 0. A une telle forme L on peut associer une filtra-
tion F e sur A, (k) ainsi quun gradué associé gr”(A,,(k)). Cette filtration s’étend &
A, (k)(z) et donne le gradué gr”(A, (k)(z)). Pour P € A, (k) (resp. P € A, (k)(z))
on définit le symbole principal o”(P) dans gr’(A,,(k)) (resp. dans gr’” (A, (k)(z)))
et pour un idéal I C A,,(k), on note gr’(I) I'idéal de gr”(I) engendré par le symbole
principal des éléments de I (et de méme pour un idéal de A,,(k)(z)).

Maintenant pour L et L’ dans U, on définit la relation d’équivalence suivante :

LI = gri(An(k)(2) =~ gr" (An(k)(2) et gr™(h(1)) = gr" (h(1)).

La partition de I/ induite par cette relation est ce qu’on appelle I’éventail de Grobner
de h(I), on le note £(h(I)). Dans [A-C-G 1] et [A-C-G 2], les auteurs ont montré
que cette partition était une partition finie constituée de cones polyhédraux convexes
rationnels.

Il y a une autre maniere de définir cet éventail :
Considérons les ordres <, sur N2" et <% sur N27*1 définis par :

(a,8) <p (&, 3") <= L(a,B) < L(d/,3") ou (= et (o, B) <o (/,3))
oll <g est un bon ordre sur N2" fixé.
(0 B8) <t (&K {\a\ + 18]+ k< o]+ 18] + K

ou (= et (o, 8) <t (o, 7))
Dans [A-C-G 1] et [A-C-G 2], les auteurs montrent que ’ensemble des exp <h (h(I))
pour L € U est fini et notent Uy = {L € Z/{|exp<;£(h(1')) = E} pour E C N?nt!

87
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vérifiant E = E+N?"*t!. Pour L € U, considérons g1, .. ., g, la base standard réduite
minimale de h(I) par rapport & <? et définissons L ~ L' par
Lol = VYi=1,...,r og) =" (g).

Pour L et L' dans un méme U, cette relation est une relation d’équivalence. On
partitionne alors I/ en I'union finie des Up et sur chaque Ug on considere la par-
tition induite par la relation précédente. La partition de U ainsi obtenue est alors
léventail de Grobner de h(I). En fait, il y a un certain abus de notations car pour
pouvoir écrire o¥(Q;) = o (Q;) il faut déja que grr(A,(k)(z)) et gr’’ (A, (k)(z))
soient isomorphes. Par conséquent, la partition de U se fait de la maniere suivante,
on le partitionne de sorte que les gradués de A, (k)(z) soient isomorphes, cette par-
tition est constituée de cones polyhédraux rationnels convexes (voir la section 2 du
chapitre premier). Et c’est sur chaque constituant de cette partition qu’on effectue
la construction précédente.

Nous reprenons la situation de 'introduction.

A partir de maintenant, on désigne par I un idéal de A, (k)[a] (resp. A,(C){a})
et @ un idéal premier de kla] (resp. C{a}). Dans cette section, on se propose de
montrer la

PROPOSITION 6.1. Il existe hg € k[a]\Q (resp. C{a}\Q) tel que ’éventail
de Grébner E(h(1),)) est constant sur V(Q) N V(hq).

En appliquant le lemme de constructiblité, on démontre le théoreme suivant :

THEOREME 6.2. [l existe une partition de K™ (resp. un voisinage de 0 dans
C™) constituée d’ensembles localement fermés (resp. localement fermés analytiques)
W telle que sur chaque W U’éventail de Grébner de h(1,) est constant.

L’objet de la section est de mettre en place une preuve de la proposition 6.1.
Cette preuve sera basée sur le lemme de spécialisation. Avant tout nous devons nous
pencher sur les opérations d’homogénéisation et de spécialisation ce qui est le but
du paragraphe suivant.

Dans la suite, nous noterons Jg = h(I)+ < Q >C A, (k)(2)[a] (resp. A,(C)(z){a}).

2. Homogénéisation et spécialisation

Pour P € A, (k)[a], nous définissons son homogénéisé h(P) de la fagon sui-
vante : on éerit P =3 5 Caﬁ(a)xaﬁf et on pose h(P) = an/g(a)xo‘(?fzdﬂa'*‘m ol
d = max{|a| + ||/ cap(a) # 0} est le degré total en z et 0, de P.

On définit alors h(I) comme 'idéal de A,,(k)(z)[a] engendré par les h(P) pour P € I.

Les notations précédentes se généralisent facilement au cas analytique.

LEMME 6.3. [l existe ho(a) € kla] ~ Q (resp. C{a} ~ Q) tel que pour tout
ap € V(Q) N V(h(]) on ait h([|a0) = h(I)\ao-

Nous allons démontrer ce lemme uniquement dans le cas algébrique car la preuve
marche aussi bien dans 'autre cas. Soit <” 'ordre total sur N2" définit par

(a, 8) <' (o, 3)
< ol +[8] <|a/| +]8 ou (= et (o, 8) <o (¢, 5))
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oll <o désigne un bon ordre quelconque compatible avec 4+ sur N2". On note aussi
<T Pordre sur N2"t™ agsocié a <7 (voir les notations génériques dans le chapitre
4). Pour la preuve du lemme, nous aurons besoin de ceci :

AFFIRMATION 6.4. Soit Iy un idéal de A,,(k) et g1,...,g- € I une <T-base
standard alors les h(g;) engendrent h(Iy) C A, (k)(z).

DEMONSTRATION. Soit g € Iy alors par division, on peut écrire g = Y] ¢igi
avec deg(g) > deg(gigi) si ¢; # 0. Par conséquent h(g) = Y. z'h(gi)h(g;) avec

l; = deg(g) — deg(qigi)- O
DEMONSTRATION DU LEMME 6.3. Notons Igp = I+ < Q >C Ay(k)[a]. Soit
G={g1, - 9r, Gr+1,---,9q} la <T-base standard réduite minimale de I (ot seuls

T
les r premiers ne sont pas dans Q) et hg = ch<T (i) (comme dans le lemme de
i=1
spécialisation faible). Soit ag € V(Q) ~\ V(hg). Nous allons montrer que h(I|a0) et
h(I)|q, admettent un méme systeme de générateurs.
Soit f el C Ig.
Ona f =37 ug; avec deg’ (f) > deg” (u;g;) par conséquent,

h(f) = Zzlih(ui)h(gi) avec [; € N

i=1
T q
= Y Zh(ui)h(g) + Y Zh(u)gi car grpx € Q CKla] si k> 1
=1 i=r+1
Ainsi h(f)q, 8'écrit comme combinaison des {h(gi)jq, /@ = 1,...,7} or h(I)|,, est

engendré par les h(f)|q, pour f € I donc par les h(gi)jq, i = 1,...,7.

D’autre part (par le lemme de spécialisation faible) g14, - - -, gr|q, forment une <T
base standard de |,, donc par l'affirmation ci-avant, h(1 \ao) est engendré par les
h(gi\ag)'

Pour conclure, il ne reste plus qu’a remarquer que pour ¢ = 1,...,r, h(gi|a0) =

h(9i)jay car (expor(gi) = expr(Gijq,))- O

3. Résultats de finitude

Suivant le chapitre 4, nous notons K}L‘ I'ordre sur N27+m+1 défini & partir de <}L‘
sur N2+l

LEMME 6.5. Pour f € A, (k)(z)[a] (resp. A, (C)(z){a}), 'ensemble
{exp<;£ /L € U} est fini.

DEMONSTRATION. Dans le cas algébrique, c’est immédiat car le diagramme de
Newton de f est fini. Plagons nous dans le cas analytique. On écrit f = > capr (a)xo‘afzk.
Pour tout («, 3, k), on note n(a, B8, k) I'exposant de cqgi(a) par rapport & <. Rap-
pelons que cet exposant est égal a exp <an (capr(a)) (voir les notations génériques
dans le chapitre 4). Il est alors clair que exp <h (f) se trouve parmi ’ensemble des
(o, B, kyn(a, B, k)) pour (a, 3, k) dans le nuage générique de f qui est fini. O

Rappelons que Jg C A, (k)(z)[a] (resp. A, (C)(z){a}) désigne h(I)+ < Q >.
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LEMME 6.6. L’ensemble {exp<;£(JQ)/L €U} est fini.

La preuve est presque mot & mot celle du théoreme 5 de [A-C-G 2]. On en
déduit immédiatement le corollaire suivant.

COROLLAIRE 6.7. L’ensemble {exp<}LL(JQ)/L € U} est fini.

Pour E C N?""! notons Ug™" = {L € U/ exp<;£(JQ) = FE}. Notons aussi
ES9°"(Jg) I'ensemble des escaliers génériques exp <h (Jg) de Jg lorsque L parcourt
Uu.

PROPOSITION 6.8. Soit E € ES9"(Jg) et L € UL™ alors il existe g1, . .., gr
dans Jg tels que :

(a): {exp<;£(gi), i=1,...,r} engendre E de facon minimale
(b): Vi=1,...,r, N9 (g;) ~ exp<%(gi) CN(E
(c): Vi=1,...,7r, coef(gi)NQ =10

Nous appellerons un tel systéme une E-pseudo-base standard de Jg.

Remarquons qu’un tel systeme n’est pas unique et n’est pas une base standard de
Jg mais fournit (génériquement) apres spécialisation (a des multiples de k pres dans
le cas algébrique et C dans le cas analytique) la base standard réduite minimale.
Plus précisement nous avons :

COROLLAIRE 6.9. Soit L' € U™ et ag ¢ V([Ti_; lecy (9:)) alors les g;

forment la <fLL,—base standard réduite minimale de JQIao'

lao

En effet, le point important est que cp <h (9i) = cpn (gi) ce qui permet d’appli-
L/
quer le lemme 1.28.

gen

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Soit L € U™ et soit {g},...,q},...}
une <2—base standard minimale de Jg et quitte & renuméroter les g/, on peut sup-
poser que ’ensemble des exp <h (g}) pour i =1,...,r engendre E de fagon minimale.

Pour chaquei = 1,..., 7, soit g; € Jg I’élément qu’on obtient en appliquant le lemme
de réduction & g. L’ensemble des g; ainsi obtenus répond au probleme. O

4. Preuve de la proposition 6.1
La preuve est la méme dans les cas algébrique et analytique, la voici.

DEMONSTRATION. Pour chaque E € ES9"(Jg) soit Gg une (on fait un choix)
E-pseudo base de Jg. On pose alors

ho=ho- I[ II 1I e
EcES9e(Jq) 9€GE cEcoef(g)

ou hg a été construit a la section 1 du présent chapitre. Nous allons montrer
I'équivalence suivante pour L, L € U et aj,az € V(Q) NV (hg) :

L L L %
gr (h(I|a1)) =gr (h‘(I\m)) = gr (h(I|a2)) =gr (h(I|a2))
ce qui montrera bien la proposition 6.1.
Les choses étant symétriques en a; et az nous montrerons seulement 1'implication
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”gauche = droite”.

Du fait que a1 ¢ V' (hg), nous avons 1’égalité grL(JQ|a1) = grL/(Jle) et comme
grL(JQ|a1) et JQ‘a1 ont le méme escalier par rapport & <? et & <’i,, les formes L et

L' sont dans un méme U7, " pour E € ESI"(Jg).

Soit alors g1, ..., g, les éléments de G (ils vérifient les conditions de la proposition

6.8). Par spécialisation en a1, les g;|,, forment la base standard réduite minimale de

h(j4,) (& des multiples de k pres, resp. C pres) pour <" et <, donc

L/
(

Vi = 17"'7TOL(gi|a1) =0 gi|a1)

or, du fait que a; ¢ V(hg), nous avons aL(g”al) = aL(gi)‘al et de méme pour L'.
Pour la méme raison, nous avons aussi :

UL(gi)|a1 =o" (9i)|a; = UL(gi) =o" (9i)-
Apres spécialisation en ag, on obtient :

UL(gi)|a2 = o (gi)|a2

puis
L L
0"(Gilas) = 0" (Yilay)

or les gj|,, forment la <" (et la <%,)—base standard réduite minimale de h(I,,), par
conséquent :

L L

g (hIjay)) = g™ (M(1}q,))-

La proposition 6.1 est démontrée. O

5. Application au polynéme de Bernstein-Sato générique

On se donne v = (vy,v9) € N% et fi, fo (i.e. on suppose p = 2, nous verrons
pourquoi plus loin) dépendant polynomialement de z et dépendant d’un systéme de
parametres a algébriques (resp. analytiques). Soit ) un idéal premier de k[a] (resp.
C{a}). On se propose de montrer le résultat suivant :

PROPOSITION 6.10. Il existe h = h(a) ¢ Q et il existe b(s1, s2) € Qls1, 2]
tel que pour tout a € V(Q) \V (h) l'idéal de Bernstein-Sato BY((f1, f2)|a) contienne

b(s1,s2).

Nous savons déja que ce résultat est vrai pour p quelconque, ce fut I'objet du
chapitre précédent mais nous proposons ici une autre preuve basée sur la proposition
6.1 qui assure que ’éventail de Grobner est constant génériquement. La raison pour
laquelle on suppose p = 2 est que nous allons aussi nous appuyer sur le théoreme
2.10 pour lequel I'assertion 2 n’est valable que pour p = 2.

Nous n’allons pas donner tous les détails de la preuve mais seulement les prin-
cipales étapes. Pour ne pas alourdir les choses, nous décrirons la preuve dans le cas
algébrique. Le cas analytique se traite de la méme facon.

Notons I I'idéal de A, (k)[a] engendré par t;— f; pour j = 1,2 et 8@-“‘2?:1 g—gatj
et Ig = I+ < Q >. On note comme précédement h(I) C A, (k)(z)[a] et Jg =
h(I)+ < @ >. Tout d’abord ce qui nous intéresse ici, c’est I’éventail &, mais nous
pouvons montrer comme cela a été fait pour £ que :
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— Il existe h1 ¢ Q tel que pour tout a € V(Q) \ V(h1) I'éventail Ev (h(1},)) est
constant. Notons le "
Nous avons vu au chapitre 3 qu’il existe un algorithme de calcul de by, pour chaque
L € Sq(&)"). Cet algorithme donne lieu & lassertion suivante :
— Il existe ha ¢ @Q tel que pour tout a € V(Q) ~\ V(hz) le by, de I'idéal I}, soit
constant. On le note naturellement 67",
Cette assertion se montre en suivant les méthodes du chapitre précédent ot nous
avions utilisé 'algorithme de T. Oaku générique.
Dans D'assertion 2 du théoréme 2.10, il est démontré I'existence de k = (k',0) tel
que :
Vu(An(k)/Iy) C Viyr(An(k)/Io) pour tout w € Z2.
Or si on observe la construction d’un tel x on s’apercoit qu’il est entierement définit
par le nuage des bases de Grobner réduites associé a o € Ey(h(lp)).
De plus dans la preuve de la constance générique de 1’éventail de Grobner on
voit que pour a en dehors d’'un certain hg ¢ @, le nuage des bases de Grébner de
I, associées a chaque cone o est constant, ce qui entraine :

— Tl existe h3 ¢ Q et il existe k = (k',0) tels que pour tout a € V(Q) ~ V(h3),
Vuw(An(k)/1,,) C Virn(An(k)/1,) pour tout w € Z*.

On le note x9¢™.
Posons maintenant

b(Sl, 82) = H H b‘%en(L(Sl, 82) — k)

LeEIE™ —L(k9em+v)<k<0

On voit alors que pour tout a € V(Q) \ V(hihahs), b(s1, s2) appartient a B”(fi,).
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CHAPITRE 7

Algorithm for computing Bernstein-Sato ideals
associated with a polynomial mapping

Ce chapitre est dans une certaine mesure indépendant du reste de la these. Il
s’agit d’un travail réalisé au cours de ma premiere année de these. Ce travail a donné
lieu & un article [Ba] (qui porte le titre du présent chapitre) publié au Journal of
Symbolic Computation no 32 pages 643-662 paru en 2001. Cet article consiste en
un algorithme de calcul de certains idéaux de Bernstein-Sato. L’algorithme de T.
Oaku utilisé dans le chapitre 5 existait avant cet article. D’autre part pour p = 1, il
existait un autre algorithme aussi dit a T. Oaku et c’est ce dernier que nous avons
généralisé dans le cas p > 2. Les deux algorithmes se font par des calculs de bases de
Grobner. 11 est bien connu que le nombre de variables compte énormement dans la
complexité algorithmique de ce genre de calculs. Aussi notre algorithme permet de
calculer certains idéaux de Bernstein-Sato avec des calculs de bases de Grébner qui
font intervenir au plus 2n+ 3p variables contre 2n+4p variables pour ’algorithme de
T. Oaku. C’est ce gain dans le nombre de variables qui justifie I'intérét de ce nouvel
algorithme. Néanmoins, il existe d’autres conséquences des techniques utilisées dans
cet article. C’est pour cette raison que le lecteur trouvera a la suite de l'article une
section consacrée a leur mise en valeur.

95
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Algorithm for Computing Bernstein-Sato Ideals
Associated with a Polynomial Mapping

ROUCHDI BAHLOUL

Abstract : Let fi,..., f, be polynomials in n variables with coefficients in a field K. We
associate with these polynomials a number of functional equations and of related ideals B,
B; and By, of K[s1,...,s,| called Bernstein-Sato ideals. Using standard basis techniques,
our purpose is to give an algorithm for computing generators of B; and Bs.

1. Introduction

Let n, p be two strictly positive integers.
Let fi(z),..., fp(z) € K[z] := K[x1,...,2,] be p polynomials of n variables with
coefficients in a field K of characteristic zero. Denote by A, = Klz1,...,2,] <
Ozys -+ -, 0z, > the Weyl algebra with n variables and let s1,. .., s, be new variables.
Denote by £ = K|z] [fl_l, el 1;1,31, ..., 8p] - f? the free module generated by the
symbol f® where f* is a notation for f;'--- 7. L has a natural A,[s]-module
structure where A,,[s] :== Ay[s1,...,sp]. We have for instance :

0 - of;
Oui(gw, ™) = (2L 13" (o) (35— my) 90 15 ) 7
(3 j:1 K3

where g(z, s) € K[z]|[s] and m € NP.
Consider the following ideals of K[s|, called Bernstein-Sato ideals :

- B={b(s) € Kl[s] / b(s)f* € Ap[s]f*},

= Bj ={b(s) € K[s] / b(s)f* € An[s]f;f*} for j € {1,...,p},

- By = {b(s) € K[s] / b(s)f* € 35_; Anlslf;f°},
where fot1 .= ot porth
Remark that, in the local analytic case, these ideals have been studied by C. Sabbah
(see [S1]) who showed that they are not zero. In the algebraic case studied here,
B # 0 can be obtained by a way similar to that used when p = 1 (see [Be] and [Bj]).
We take the notations of H. Maynadier (see [May1] and [May?2]).
Our purpose, in this paper, is to give an explicit algorithm for computing the ideals
B; and By, (i.e. an algorithm that gives generators of these ideals).
In [O-T], T. Oaku and N. Takayama solved the problem for 5 using the relation :

B = (Annf® + Ap[s]fi- - fp) N K]s]
by a computation of Annf* the annihilator of f* in A, [s]. The ideal Annf* is obtai-

ned as the intersection of the ideal I (the annihilator of f*in A, 1, = Ay[t1,...,t,] <
Oy, ...,0 >, see section 4 of the present paper for instance) and the subring
A, [=04t1, ..., =04, tp]. This intersection is obtained by a Groebner basis compu-

tation in 2n + 4p variables.
The relations :
Bj = (Annf® + A, [s]f;) N K]s],
By = (Annf® + Ay [s]fi + -+ Ayls]fp) NK]s]
show that our initial problem is completely resolved using this method.
On the other hand, in the case p = 1, those three kinds of ideals are equal and



2. STANDARD BASIS WITH RESPECT TO A NON-WELL ORDER 97

another algorithm to compute B has been proposed by T. Oaku (in [O2]) . In this
paper, T. Oaku works with a filtration, called the V-filtration, which gives what we
call the V-order, and with these objects he computes a V-standard basis of the ideal
I of Ay1 = A,ft] < O >, the annihilator of f* in A, 1, after which he obtains
generators of an ideal of A, [s] denoted ¥(I) and with an elimination algorithm, he
finally obtains a system of generators of the ideal B.

In the present paper, we try to generalize this algorithm. In our case, where
p > 2, we have to deal with p filtrations Vi, ..., V], or equivalently with a multifiltra-
tion V. For each ideal J = B;, By, we have the < j-order which allows us to compute
a < j-standard basis of I in A, but the difficulty in our case is the following : to
compute 15 (I) (the analogue of Oaku’s ¢(I)) we have to find generators of I which
are adapted to the ideal J (for instance, V-regular for By, Bj-good for Bj, etc) and
for this reason, we use an homogenization technique (see section 6) which makes
impossible a number of undesirable divisions. After this homogenization, the rest of
the algorithm is similar to Oaku’s.
Remark that with this method, Groebner basis computations are done in (at most)
2n + 3p variables.

In section 2, we recall how to compute a standard basis with respect to an order
which is not a well-order.
In section 3, we introduce the V-multifiltration in A1, and all the objects which
are linked with it, and all the usual elementary properties of these objects.
In section 4, and following B. Malgrange (see [Mal]), we introduce I the annihilator
of f%in A,4, and we establish the link between functional equations and this ideal.
In section 5, we introduce the three Bernstein-Sato ideals that we are interested in,
and following T. Oaku, we also introduce the ideals 15, ¥5;, and 15y, of A,[s] and
we show the link between these ideals and the Bernstein-Sato ones.
In section 6, we give the algorithms for computing B; and Bs: (in fact 95, and ¢¥5,,),
after having described and used the homogenization techniques which are specific to
these algorithms. We end off this section with some examples. One has been made
by hand and the other ones using KAN (see [T]).

In this paper, ideal means left ideal.
I wish to thank Prof. Michel Granger for his advice.

2. Standard basis with respect to a non-well order

In this section, we will recall the process of building a standard basis as in [C-N].

This is classical except for the fact that we add parameters uy, ..., u4, as developped
below, in view of frequent applications, especially in 6.5.
We are going to work in A, [u] = Apfui,...,uyl, with ¢ € N. It is a usual

polynomial ring in which w; commutes with the other variables. This section is
nevertheless worthwhile even if ¢ = 0, where we work in A,,. Let < be a total order
of N2"*t4 which is compatible with the structure of A, i.e. :

exp_ (1) < exp_(xi0y,) = exp_(0s,x;)

and we suppose this order to be compatible with sums while not necessarily being
a well-order.
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We recall that for P € A, [u] written :
P = Zpa”gﬂxa(‘)fu'y with pa s, € K, (a, 8,7) € N*"H4,

We define :
— the privileged exponent of P :

eXp.<(P) - {ma}q(a,,@,’y)/])aﬂn ?é 0}

— the privileged monomial of P :

mp (P) = Pexp_ (P) (7, 0, u)P= (P)

— the Newton diagram of P :
ND(P) = {(o, 8,7) € N*"*/pa 5. # 0}.

Let I be an ideal of A, [u]. We suppose that we know a finite system of generators
of I. The purpose of this section is to give an algorithm to compute a <-standard
basis of I and more precisely, we are going to prove :

ProrosiTION 2.1. There exists Py,..., Py, € I such that for each P € I there
exists Wi, ..., Wy, € Ay Ju] such that :

~-P=WP+ -+ Wp,FP,

~Vi=1,...,m expL(W;P;) <expL(P) if W; #0

To construct such operators, we are going to introduce a new variable z and
work in Apfu] < z > as in [C-NJ.
Let Ap[u] < z > be the K-algebra generated by z;, 0y,, u;, z with the following
relations :

- Vi=1,...,q, u; commutes with the other variables.

— z commutes with the other variables.

- Vi,j [:ci,mj} = [8351,6%] = 0.

~ Vi,j [0y, xj] = 0;j2%, where §;; = 1if i = j and §;; = 0 if i # j.
On N27ta+l we define the order <" by :

N b (ol o + 18] + Iy| + < o] + 18] + 1|+
(057577771)'< (Oé;ﬂ;’yal) <~ or (|O{|+|ﬂ|+|ry|+lz|a/|+|ﬁ/‘+|7/|+l,
and (avﬁa’Y) = (O/aﬁla’y/))

We remark that <" is an order compatible with sums is a well-order.

For P € A, u], let us write
ST

We denote ord” (P) = max{|a|+|B|+|7|/aa,5,, # 0}. We define h(P) € Ap[u] < z >
by :
B(P) = 3" 552000 u 2o (P)-lal=151=P]

Thanks to the relations in A, [u] < z >, we have :

VP,Q € AuJu], h(PQ) = h(P)h(Q).
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We define the ideal h(I) C A, Ju] < z > by the following :
Let Q1,...,Q, be generators of I , we define

h(I) = ZAn[u] < z>-h(Q)

Assertion 1 : We can compute a <"-standard basis Hy(z), ..., Hy,(z) of h(I) (in the
sense of 2.1) consisting of T-homogeneous operators (see next remark).

Remark : H € A,[u] < z > is said to be T-homogeneous with a total order
ordT (H) = d if it is written :

H= Z (o 53O 24 101=181=1
By

In order to prove the assertion 1, we just have to remark that <" is a well-order
and that divisions in Ay[u] < z > preserve homogeneity. Then the H; constucted
from the h(Q;) (by division of semisyzygies, see [Lej] for the commutative case, see
also [C-G]) will be homogeneous.

Assertion 2 : The system Hi(1),..., H,(1) gives the P; of proposition 2.1.

Let us prove the assertion 2.

Let P € I, there exists By,..., B, € Ayfu] such that P = >  B;Q;. There exists
k,ki,...,k. € N such that

ZPh(P) = 2 h(B1Q1) + -+ + 2P h(B,Q,).

We have h(B;Q;) = h(B;)h(Q;) then zFh(P) € h(I). Let us divide 2*h(P) by the
H;(z), we have :

RR(P) = Y U () H (2)

~Vj  exp_n(2Fh(P)) =" exp_n(U;H;) if U; # 0

— Vj Uj is T-homogeneous.
Denote («,3,7,i) = exp_n(z*h(P)) and (aj, B;,74,1;) = exp_n(U;H;). Since all
the terms in the sum are T-homogeneous (with order equal to k + ord? (P)), we
have (o, 3,7) = (aj,B3j,7;). And also because of homogeneity we have (o, 3,7) =
exp_n (P) and (a, By, 77) = exp_n(U; (1) H;(1)).
So P =>"U;(1)H;(1) with exp_(P) = exp_(U;(1)H;(1)).
The assertion 2 is proved and so is proposition 2.1.

3. V-multifiltration

DEFINITION 3.1. Let P € Ay4p, P # 0, P can be written in only one way as
follows :

P=> ay, "0y withp,v € NP, a,, € Ay,

We define :
~ Forj=1,...,p, the Vj-order of P

ord"i (P) = max{vj — p; / a, # 0}
— The V-order of P
ordV(P) = (ord"*(P),...,ord"?(P))
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— For j=1,...,p, the Vj-principal symbol of P
o"i(P) = > ap 1OV
vj—pj=ord" (P)
— For m € ZP, the V -partial symbol of order m of P
om(P)= Y auut'oy
v—pu=m
— The V- principal symbol of P
For m € ZP, we denote
Vm(An+p) = {P € An+p / VJ = 17' -y P OI‘dVJ(P) S mj}
REMARK 3.2. We may have oV (P) = 0 without having P = 0. For instance, if
p=2and P=t, +t3, 0V (P)=0.

As usual, we have the following properties :

LEMMA 3.3. Let P,Q € Ayyp, P,Q # 0, we have :
— ordV(PQ) = ord" (P) 4 ord" (Q)
- oV(PQ) =0V (P)oV(Q)
- oY(PQ) = 0% (P)o"(Q)
4. Bernstein-Sato equations and Malgrange point of view

Consider
L=K|fi' .. s ff
S1 Sp

the free module generated by the symbol f* where f*:= fi*--- fp".
L has an A, [s]-module structure. Thus for instance we have :

O, (g(@,s) ) = (gif_m + jﬁ;g(% s)(sj — mj)gfifjlf_m) f?
where g(z, s) € K[z][s] and m € NP.
Now let us introduce an A, ,-module structure on L :
If j=1,...,pand g(s) € K[z][f~!, 5], we define :
ti.(9(s)f°) =g(s1,...,85+1,...,8,) fi f°
O, -(9(8)f%) = —s59(s1,--.,85 — 1,... 7:sp)fj_lfs.

We can easily check that (0;,.t;).(9(s)f®) = (;.0¢, +1).(g(s) f*).

We have the following relations :
(i): —0u,ti(g(s)f°) = sjg(s)f*if g(s) € K[z][f!, 5]
(ii): (t; — fi(z).f*=0 Vji=1,....p

(iil): (9o, + 2, 988,).f=0 Yi=1,...,n
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We have the inclusions :
AnfslfPC AL pfPCL

Remark that the first inclusion comes from (i).

As in lemma 4.1 of [Mal], we have :

LEMMA 4.1. Let

P n P of.
1= Auglty — H() + Y Aney(0n, 43 2, )
j=1 i=1 ’

Jj=1
Then I is mazimal in Ay yp.

PROOF. Let ¢ : K" — K" 1P defined by

A1,y Tpstry e ty) = (1, Tyt — f1(2), o0t — fp(X)).

¢ is bijective and induces an isomorphism ¢, on the ring A, 1,. The image of I is
p n
O (I) = Z Anertj + Z An+paﬂcm
j=1 i=1

Moreover, it’s easy to see that :
I maximal is equivalent to ¢, (I) maximal.

We suppose, in the rest of the proof, that I =) A, pt; + > Ay i,0s,.
Let P € Apip I, denote I’ = I + A, ,P. We shall prove that I’ = A,,. Write

P =" 0035270179 with a,6 € N", B,y € NP, aqg, € K

then
P e Z aagool‘aatﬁ + 1.

Thus we can assume that P is of the following form :

P = Zaagxaaf = Zag(x)(?tﬁ.

Let pu(P) = maz{|f|, ag # 0}. We shall prove by induction on x(P) that there exists
a(z) e K[z]NTI', a(x) # 0.
If 4(P) = 0 then the assertion is true. Assume that pu(P) > 0.
Write

P=Q+azd’ with |3|=u(P).
Let j be such that ﬁ; # 0 and denote by C = [P, t;] the commutator of P and t;.
Then on one hand C' € I' and C # 0, and on the other hand u(C) < u(P), we
then apply the induction hypothesis. At this point, we have proved the existence of
a(z) € Klz], a(z) #0in I'.
For such an a, consider v(a) = max{deg,,(a),...,deg,, (a)}, and let us show by
induction on v(a) that 1 € I'.
If v(a) =0 then 1 € I'.
Assume v(a) > 0 and let ¢ such that degy,(a) = v(a), then

Oa , da
or; [a,0,,] € I' and degm(%

) < degy, (a).
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After a finite number of steps we obtain the existence of b(xz) € I', b(xz) # 0 with
v(b) < v(a). We then apply the induction hypothesis which gives 1 € I'.
O

LEMMA 4.2. I is the annihilator of f* in A,4,.

PROOF. Denote by I’ = {P € A,,1,/P - f* = 0} the annihilator of f*in A,,.
Using the relations (ii) and (iii), we have I C I, moreover I’ # A, 1, because 1 ¢ I’
then by the previous lemma I = I’ O

As a consequence, we have :
COROLLARY 4.3. Let P(s) € Ay[s]. We have :
P(s)- f°=01in L <= P(=0yt1,..., =0 tp) € I.

PROOF. By the relation (i) we have : P(s)f® = P(—0t)f*, and the previous
lemma ends the proof. O

5. Bernstein-Sato ideals

DEFINITION 5.1. Consider the ideals of K[s] = K[s1,...,sp] :
- B={b(s) € K[s] / b(s)[* € An[s]f*+}
- Bj = {b(s) € K[s] / b(s)f* € An[s]f; f*} for j=1,....p
- Be ={b(s) € K[s] / b(s)f* € 3o\_, Anlslfif*}
with 5= ottt
We have the inclusions :
B C B; C Bs.
Our purpose is to give an algorithm for computing By, and B;.
DEFINITION 5.2. Let P € Ay, such that ord” = (my,...,m,). We define
Y(P)(s) € Aplst,...,sp| by the following :
W(P) (=0 t1,...,—Oty) =0’ (S1.....S,P)
with
S, = £ if mj >0
9y, " if mj <0.
We define the following ideals of Ay [s] (we still denote by I the annihilator of f* in
An+p) by :
~p(I) ={y(P) / P eI, ordV(P)=0, ¥j ord"i (P — o (P)) <0} U (0)
~ ¢y (I) = {(P) / P €1, ord"(P) =0} U (0)
~ g, (I) ={¢(P) | Pel, ord"(P) =0, ord"i (P — o (P) <0} U(0)
LEMMA 5.3. Let b(s) € K[s|, we have :
a: b(S) €EB «— b(—8tt) el+ ‘/()(An+p)t1 <. tp
b: b(S) S BJ <~ b(—@tt) el+ %(An—i-p)tj
c: b(s) € By <= b(—0it) € I+ Vo(Anip)tj
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PROOF. We shall now prove the assertion b, the other assertions can be proved
in a similar way.
=
b(s) € B; is equivalent to the existence of P(s) € A,[s]| such that b(s) f* = P(s)f; f*,
or (b(s) — P(s)f;j).-f° =0, then by corollary 4.3, b(—0;t) — P(—0st) f; € I, and using
the relation (ii) of section 4, we obtain :

(4) b(s) € B <= b(—t) — P(~0ut)t; € T

thus this implication is proved.

—:

By hypothesis, there exists @ € Vy(A,4p,) such that b(—0it) — Q.t; € I. Since
Q € Vo(Ap4p), we can write it as :

Q=D Qu(-ot)t™

meNP

with Qm(—0it) € A,[—04t]. Using the relation (ii) of section 4, we obtain :
Qtj € T+ () Qu(-0it) f™)t;
P(fatt)

hence b(—0;t) — P(—0st)t; € I. Using (4), we end the proof. O

As a consequence, we have :

PROPOSITION 5.4. We still denote by I the annihilator of f* in A,ip.
a: Yg(I)NK[s] =B
b: s, (1) N K]s] = B;
c: Y, (1) NK]s] = By,

PROOF. We only prove the assertion b (the other assertions being similar).
Let b(s) € 9p,(I) N K[s]. Then there exists Q € I with ordV(Q) = 0 such that

ordVi(Q — ¢V (Q)) < 0 and such that b(s) = 1(Q)(s), or b(=dst) = ¢V (Q). Write
Q-0V(Q) =Qt; with Q€ Vo(An,).

We have b(—0t) + Q't; € I. Then by the previous lemma, b(s) € B;.
Let b(s) € B;. Then by the previous lemma, there exists @ € I and Q' € Vp(A,4p)
such that

b(—oit) = Q — Q't;.
Thus we see that ord" (Q) = (0,...,0) and b(s) = ¥(Q)(s), i.e. b(s) € Y, (1) N

K[s]. O

REMARK 5.5. If we can compute generators of 15, (I) then we will easily compute
generators of Bj. Actually, if we compute a standard basis G1,...,Gq with respect
to an order which eliminates the variables x; and Oy, then {G1,...,Gq} NK][s] will

generate B; on K[s]. The same remark can be applied to yp.(I) and By,. Thus, in
the next section, we will compute Vg (I) and ¥p,(I).
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6. Computation of By, and B;

In this section, we present the main result of this paper. Let us see how this
section is organized. As we saw in proposition 5.4 and in remark 5.5, it is enough to
compute 5. (I) and ¥, (I) to obtain By and B;.

The way we will compute ¢5; (1) and g, (I) is the following :
— We introduce new variables y1, ..., y, which commute with A, ;.
— Given an ideal J of A, p[y;,...,y;]) and j € {1,....p}\ {j1,...,Jk}, we
define hVi(J) ideal of Apip[Yjrs s Yjps Yj)-
Given generators of J, we show how to find generators of h'7(.J).

— We define an ideal h(I) of Apiplya, ..., yp) as h(I) = RV2(WY3(---BY2(I)--.))
(see 6.7). It is an ideal obtained by p — 1 homogenizations starting from
I C Ay In fact we construct h'V»(I) C A, iplyp), then AY»-1(RV?(I)) C
Anpplyp-1]; ete.

— By definition, we can compute generators (finite in number) of h(I).

— We introduce a multigraduation on A, p[ys2, . .., yp] given by a multiform H =
(Ha,...,Hp). For G € Ap4ply2,...,Yp|, we have a notion of being
H-multihomogeneous. An ideal J of A, p[y2,...,yp| is said to be H-multi-
homogeneous if it can be generated by H-multihomogeneous elements.

— For an element of A, , (or Ap4ply2,...,Yyp]) we introduce a notion of V-
regularity (resp. Vj-goodness).

— We introduce an order <p, (resp. <p;) which is used to detect if an ele-
ment is V-regular (resp. Vj-good) or not (see propositions 6.16 and 6.22). If
Ge A, ply2,...,yp) is H-multihomogeneous, then thanks to proposition 6.16
(resp. 6.22) and lemma 6.11 we can express the fact that G is V-regular (resp.
Bj-good) or not by a property of non-divisibility by y; (see 6.17).

— Lemma 6.12 shows that h([) is H-multihomogeneous. A consequence is that
there exists a standard basis of h(I) with respect to <p, (resp. <p;) made of
H-multihomogeneous elements.

— Finally, proposition 6.19 (resp. 6.23) shows that a standard basis of h(I)
with respect to <p,, (resp. <p;) gives a system of generators of ¢5 (1) (resp.
Y5, (1)), by keeping only the V-regular (resp Vj-good) elements.

6.1. Homogenizations. Let y1,...,y, be p new variables. Let k € {0,...,p—
1}.
Ifke{l,....,p—1}, let {j1,...,jx} be a part of {1,...,p} of cardinal equal to k.
If k=0 then we set Apip[yj,-- -, Y] = Anyp and {J1,...,jk} = 9.
Let ] € {Lap} ~ {]ha]k}

DEFINITION 6.1. Let P € Ayiplyirs---»j], and denote m; = ord"i(P). We
define hVi(P) € Apip[Yjrs- - -+ Y, Ys) in the following way :
Let us write

P= Zawt“ﬁt” pv € NP au, € Anlyr, ...,y

Set :
WY (P) =Y attapy ),

LEMMA 6.2. For each P,Q € Apiplyjs-- -, ¥jls
K (PQ) = h' (P)hY(Q).
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PROOF. The proof is based on the following :
If V;(t#9¢) = m and V;(t*'8¢") = m’ then :
~ Vi(trOYtH oY) = m +m/
- t“ﬁ;’t“'@{’ = ZC#H’VN#‘N@;/H
with Vj(t””&ﬁ’”) =m+m'if Cult #0.
This follows from the Leibniz rule :

k .
k . k 8Za k—i
0 'Q_Z <z> atjatj

1=0

In fact we can say that Vj-homogeneity is preserved by products. O

LEMMA 6.3. Let P, P1,..., Py € Apyplyji,--.,vj,] be such that P = Pi+---+ Py
with Vi ord"i (P;) < ord"i(P), then there exists ly,...,lq € N such that :

hYi(P) =yt hYi(Py) + - 4yl hYi (Py).
In fact I; = ord"7 (P) — ord"i (P).

DEFINITION 6.4. Let J be an ideal of Apiplyj,---,vj.]. We define hVi(J) as
the ideal of Anp[Yis - - - Yjes Y;) generated by {hYi(P) | P € J}.

PROPOSITION 6.5. Let J be an ideal of Ay iplyjy,- - -, Yj.]. There exists Py, ..., P,
in J such that for each P € J there exists C1,...,Cq € Apiplyjy,-- -, Yj,) such that :

P=>"CiP with ord"i(CiP,) < ord"(P) if C; # 0.

Moreover, we can obtain these P; in an algorithmic way if we know a finite system
of generators of J.

PROOF. We just apply proposition 2.1 to the order <y, defined on N2nt2p+k by
the following :

(o, B,y v,m) <v; (&, B0,V 0)
Vi — pj < Vj—
or <Vj — g =v; —pj and (o, B, p, v, m) < (O/,ﬁ’,u’,l/’,n’))

where < is a total well-order compatible with sums, the parameters of 2.1 being
Yjr»---»Yj, here. g

COROLLARY 6.6. Let J be an ideal of Apip[yj,,--.,Yy;) and let Py,..., Py € J
be as in proposition 6.5, then hYi(J) is generated by hVi(Py),...,hVi(P,).

PROOF. Let P € J. By proposition 6.5, there exists C1,...,Cq € Apip[Ujis - - -+ Y
such that :

P=> CP with ord"i(C;P;) < ord (P) if C; # 0.
By lemma 6.2 and lemma 6.3, we have :

WY (P) =yl Vi (CORYI (PL) + - + gt BV (C)hVT (Py).
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6.2. The homogenized ideal h(I). From now on, y denotes (ya,...,¥p).

DEFINITION 6.7. We still denote by I the annihilator of f* in Ay,y,. We define
by a descending induction an ideal h(I) by :

= hppa(l) =1,
~ hp(I) = hVe (R 1 (D)),

We can write :

h(I) = R (hY3 (- B (1) -- ).
This is an ideal of Apiply] = Antply2, .-, ypl.
Similarly, for P € Ay, we define h(P) € Apiply] by -

h(P) = h"= (R (- R (P)- ).

For example, for p = 3, we have :

RV3(I) = {ZE ys)h"*(Q;) / Qj € I, Ej(y3) € Apyplysl}

RY2(hY3(I)) = {ZF (y2,y3)h" ( ZEJ (y3)h"(Qi5))}

with Q;; € I, E; j € Anyplys), -Fz(y27y3) € An+p[y2uy3]-
It is easy to see that for P € I we have h(P) € h(I). Lemma 6.12 says that conversely,
h(I) is generated by such elements, which is not completely direct.

REMARK 6.8. Following proposition 6.5 and corollary 6.6, we can obtain in an
algorithmic way generators (finite in number) of h(I).

DEFINITION 6.9.
For j =2,...,p, we define the linear form H; on N?"T2PtP=1 py .
Hj(avﬁnuayvn) =1nj + Vi — Hyj-
We denote by H the multiform (Ha, ..., H)).
- Let G =G(y) € Apyplyl. Write :
G - Zaﬂ»llrntua;yn u,v € Np’ n € Np_l’ a’.LLyllv,r] € An

- We define agj (G) the partial H;-symbol of G with order equal to d; € Z
by :
Udj.(G) = Z Apw gt Oy
nj+vi—n;=d;
- G is said to be Hj-homogeneous with ord"1(G) = d; if G = UZj(G).
- G is said to be H-homogeneous (or H-multihomogeneous) with ord™ (G) =
d = (da,...,dp) if for each j = 2,...,p, G is Hj-homogeneous of order

equal to d;.
We define ol (G) the H-symbol with order equal to d = (da, . ..,dp) of G
by :
oy (G) = Z ap vt Oy
Vjn+vi—pj=d;
We have :

o (G) = o2 (0" (G) ).
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Remark that the operations J(Zj commute with each other.

This yields the four following results :

LEMMA 6.10. We take the notations of definition 6.4 :
Let J be an ideal of Ayiplyjss---,Y;l, let G € hVi(J). Then for each m € Z, we

have aﬁj(G) € hvi(J).

PROOF. By definition of h"i(.J), there exists Py,...,P, € J and Ry,...,R. €
AviplUjis - yinsys] such that G = 37, R;hYi(P,). Since ond (G) = 3, o (RihVi (Py)),
we can assume that G = RhYi(P) with P € J. Write R =Y, alHj (R), we have :

RhVi(P) = 3" o/ (R)WY(P).
l

By the same calculation as in 6.2, we can prove that UlHj (R)LYi(P) is H;-homogeneous
with ordi equal to I + ord®i (kY3 (P)) = I 4 ord"(P) so we have :

oI (P) = (RY(P)
which ends the proof. O
LEMMA 6.11. For each G € A, ply] H-homogeneous, there exists| = (la,...,l,) €

NP~ such that G = y'h(G(1,...,1)).

LEMMA 6.12. h(I) is the ideal of Ay yply2, . .., yp| generated by the set {h(P)/P €
I, P40}

PROOF. First, it is clear that for each P in I, h(P) is in h([).
Conversely, let G € h(I). Since G = 3", cz0-1 04 (G), we are reduced to prove that
each o1 (G) is in the ideal generated by {h(P)/P € I}. In fact we shall prove that
for each k = (kz, ..., kp) € ZP~1, there exists [ = (Iz,...,l,) € NP"tand Q € I such
that o1 (G) = y'h(Q), which will prove the lemma. The proof will be constructed by
induction on r the number of homogenizations (the claim in step r of this induction
being the following : hy1-,(I) is generated by all the hVe+1-r(...hY%(P)...) with
Pel).
-Ifr=1:
In this case, we have h(I) = hY»(I), H = Hp,, k € Z. By 6.10 we have
oll(G) € h(I), so U?(G)‘ypzl € I. As in lemma 6.11, there exists [ € N such
that o (G) = yIthVP (O]?(G)‘ypzl). This proves the result for r = 1.
— The induction step :
In order to avoid too many notations, we will assume that the result is true
for r = p—2 and we will prove it for r = p—1 (i.e. we only make the last step
of the induction which is completely similar to the rth step). Let us assume
the result true for hV3(---h"?(I)).
We have :

o (G) = ol (042(G)) where H' = (Hs,..., H,) and k' = (ks , kp).
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_ _H
Denote G’ = 0, (G)ly2

moreover there exists I, € N such that ng (G) = yl2/2 hY2(G"). Thus we have :

_, then using 6.10, we have G' € hWVs(---hY»(I)---),

1, 1L

o (G) = off (y2h"* (@)
I /

= 922(715 (hVQ(G/))'

Assertion : 314 € Z such that ofl (h"2(G")) = yéé,hVQ(ag/(G’)).
Let G” be such that G’ = o}] (G') + G" then we have :

W (@) = g W (ol (@) 495 W¥(C")
with 4 = 0 or I}/ = 0, after which, ofl' (hV2(G")) = yéghv'z (e2'(a").
Let ly =I5 + 15, we have :

ol (G) = yh"* (ol (G)).
We apply the induction hypothesis :
o (G) =y g3 (- B (Q) ) with Q € 1.

Finally we have

ol (G) = y'h(Q) with | = (Iy,...,l,) and Q € I.

COROLLARY 6.13. For each G € h(I), we have G|,—(1,. 1) € I.

Another consequence of lemma 6.12 is that h(I) is multihomogeneous : if we
compute a standard basis of h(I) with respect to some order, then we will be able
to construct another standard basis whose elements will be H-homogeneous : let us
denote by Gfi,...,Gy such a basis, then {af(Gi)/k € ZP~1 i =1,...,q} will be
another standard basis.

In fact we shall see that, in our case, only ¢ elements of this system will be useful.

6.3. Computation of By.. From now on, we denote by V' the linear form on
N2 .
VT (u,v) =va—po+ -+ vp — pip.
We naturally extend V+ on N2n+2pt+p—1

DEFINITION 6.14. Let G(y) € Apiply]. Then we say that G(y) (or G(1)) is
V-reqular if ¥ (G(1)) # 0.

DEFINITION 6.15. On N2"+2P+P=1 ye define the following order :
(. By psvym) =gy (&, B0,V )

vi— <V —
or (= and V*(p,v) <V*( 1))
or = and = and |n| < |1])
or = and = and = and (o, B, p,v,m) < (o, 8,1/, , 1))

where < is a total well-order compatible with sums.
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PROPOSITION 6.16. Let P € Ay qyp,
P is V-reqular <= mpﬁgz(h(P)) has no y; in its factorization,
where mp_, (h(P)) 1is the privileged monomial of h(P) with respect to the order
—Bs; -

PROOF. Denote v = exp_,_ (P). We have :
mp_,, (h(P)) has no factors y; <= Vj=2,...,p Vj(y)=ord"i(P).

Assume that Vj = 2,...,p Vj(y) = ord"i(P). By the definition of ~By,, We also
have V;(y) = ord"'(P), hence v € ND(¢V (P)) and then ¢ (P) # 0, i.e. P is V-
regular.

Conversely, assume that P is V-regular. Then let 79 € ND(¢" (P)). By the definition
of <g,,, we have Vi(y9) = Vi(7), then, by the same definition, we have :

Va(n) + 4+ Vo) = VE(9) 2 VF(q0) = 0rd™*(P) + -+ + ord# (P),
but, since Vj =2,...,p Vj(y) < ord"7 (P) we have
Vji=2,...,p Vi(y)=ord"7(P)
and then mp_, (h(P)) has no y; in its factorization. O

COROLLARY 6.17. Let G = G(y) € Aniply] such that G is H-homogeneous
then :

mp_y (G) has no y; in its factorization = G is V -regular

PROOF. This is a direct consequence of lemma 6.11, corollary 6.13 and proposi-
tion 6.16. O

Computation of By,
We first give a lemma :

LEMMA 6.18. Let q,P € A,4, with ¢ a monomial, such that ord" (¢P) =
(0,...,0), then 0V (qP) € A, [0t (P)(—04t).
PROOF. We have :
(1): thof € K[-0y,t]
(ii): tFe(—0it) € K[—0ut]t* with c(x) € K[z]
We prove (i) by an induction on k (for k£ = 0, (i) is true) :
troy = thoor!
= (9tF — ktFHor!
= (9t — k)tFtof!

hence (i) is true by the induction hypothesis.
For (ii), we remark that it is enough to prove the result for ¢(x) =z :

thopt = (0pt* + ktFT e
= (Ot + k)tt.
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Using these relations, it is easy to see that ¢ € A, [—0:t]S1---S) (see the notations
of definition 5.2), thus :
oV (qP) € Ap[—0it]aV (S1 -+~ S,P)(—04t).
U

Let Gi(y),...,Gq(y),...,Gqsr(y) be a <pg-standard basis of A(I) (in the sense
of proposition 2.1) such that Gi,...,Gy are V-regular and not the next ones. By
Lemma 6.12, h(I) is H-homogeneous so that for each G; from this basis and each
k € ZP~1, we have oi(G;) € h(I).

For eachi=1,...,q+7, let k; € ZP~! such that

exp_, (Gi) = exp, (04;(Gi))
and let H;(y) = ag(Gi), H; is H-homogeneous. We shall prove that :
PROPOSITION 6.19. ¢, (I) is generated by ¥(Hi(1)),...,¢¥(Hy(1)).
Remark that Vi, (H;(1)) € ¥, (I) by corollary 6.13

PROOF. Let P € I, P # 0, be V-regular and such that ord” (P) = (0,...,0). We
have h(P) € h(I), and therefore :

Jjoe{l,....q+r}/ exp_<82(h(P)) € exp(Hj,) 4 N2(tp)+p-1

By proposition 6.16 (applied to P) and corollary 6.17 (applied to Hi, ..., Hgyy), we
have necessarily jo € {1,...,¢}. Let mj, be the monomial such that

mp<BZ (h(P)) = mjomp<52 (H] )
Necessarily mj, and mp_, (Hj,) have no y; in their factorization.
We set Py = h(P) — mj,Hj,, we have P; € h(I).

_ Jo»
If UX] 0)(P1) = 0 then we stop the process.
If 0267“.70)(151) # 0 then :

— Py is H-homogenous.

- 151 = ymh(pl\y:(l,...,l)) with m € NP1,

~Vj=2,...,p,ord" ~1) =0

— Tt follows that m = (0,...,0) and P = h(p1|y:(1,._.,1)) is V-regular.

— In this case, we can apply the process with P replaced by P1|y:(1,“.,1)'
We continue the process : ) )

Pyy1 =Py —mj H,;

with Vk, jr € {1,...,q},

and we stop the process as soon as 026

of ¢V (P) are eliminated. Remark that the restriction of <g.. to {(a, 3, u,v,n) €
NZt2ptp=1 /75 =1 ..., p vj — puj = 0} is a well-order and that for all k < s

0) (Ps41) = 0 i.e. when all the monomials

€XP=<p,, (U%,..,,o)(PkH)) = OXP<p, (Pkﬂ) =Bs €XP=<p,, (pk) = OXP<p, (‘726,.,.,0)(1516»-
Thus we obtain :

S
h(P) = ijkij + Pota
k=0
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with
VEk, jr€{1,...,q}
vk, ord" (m;, Hj;,) = (0,...,0)
0267'”70)(15%1) =0.

Finally

02(/),...,0)(13) = ZUX),...,O) (my, (1) Hj, (1))
k=0

and by lemma 6.18, Vk, 0267._.70) (mj, Hj, (1)) € Ap[—04t](Hj, (1))(—0t) hence

O

We then find a finite system of generators of {3, and by remark 5.5 we can
compute Bs.

6.4. Computation of B;. Since we can permute f; and f;, we can assume
that j = 1, thus we shall compute Bj.

DEFINITION 6.20. Let G(y) € Aniplyl. We say that G(y) (or G(1)) is Bi-good
if we have the following condition :

ord"1(G(1) — ¢V (G(1))) < ordV (G(1)).
DEFINITION 6.21. On N2"+20tp=1 e define the following order :
(Oé, /87 M, V, 77) —<B1 (0/7 ﬂ/7 ,U’/a VI? 77/)

vy — 1 < vy —

) o (= ad VL) < VE )
or = and = and |n| <|n |)
or = and = and = and (o, B, v, m) < (a”ﬁ’,w,wan’))

where < is a total well-order compatible with sums.
PROPOSITION 6.22. Let P € Ay,
P is By-good <= mp_,, (h(P)) has no y; in its factorization.
PROOF. Denote v = exp_y, (P). As in proposition 6.16, we have :
mp_, (h(P)) has no factors y; <= Vj=2,...,p Vj(y)=ord"i(P).

Assume that P is not Bj-good, i.e. there exists v/ € ND(P) ~ ND(¢" (P)) such that
Vi(7') = ord"1(P) then V*(v) < V*(¥) < ord"2(P) + --- 4+ ord"?(P) and then
mp_, (h(P)) has an y; in its factorization.

Conversely, assume that P is Bi-good, then ¢V (P) = ¢"1(P). But, by the definition
of <5,, 7 € ND(¢"1(P)). Then v € ND(¢"(P)) and then Vj(v) = ordi(P) Vj =
2,...,p, Le. mp_,. (h(P)) has no factors y;. O
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Computation of By

Let G1(y),...,Gq(y),...,Gq4r(y) a <p,-standard basis of h(I) (in the sense of
proposition 2.1) such that Gy, ..., G4 are Bi-good and not the next ones.
For each i =1,...,q+ 7, let k; € ZP~! such that

exp_,, (Gi) = exp_,, (01t (Gi))

and let H;(y) = Ulg(Gi) : H; is H-homogeneous, and we can prove in the same way
as for ¢p (1) that :

PROPOSITION 6.23. v, (I) is generated by (Hq(1)),. .., (Hy(1)).

As before, we can obtain generators of 31 using remark 5.5.

6.5. Examples.

(1) Let f1 € K[z1,...,2m], fo € K[zmt1,...,2p], with m < n. Let by and by
be the Bernstein polynomials associated repectively with f; and fo then we
can show that :

Bi = K]si, s2]b1(s1) and By = K][s1, s2](b1(s1), b2(s2))

(2) An example treated by hand.
Let fi(z1,22) = z1 + 23 and fo(x1, z2) = 21.
The ideal I of Ay is generated by : P, = t; — x1 — x%, P, =ty — xq,
P3 = 31;1 + 8,51 + 8t2 and P4 = (91;2 + 21‘28751.
Using semisyzygies, we can see that Py, P, Ps, Py is already a Va-standard

basis of I. To make these calculations we decided that mp <vy (P) = —a3

and mp_, (Py) = Oy,. Thus h(I) = h"2(I) is generated by Q1 = h(P),
Q2 = h(P2), Q3 = h(P3), Qs = h(Fy).

By a number of divisions of semisyzygies, we obtain the following elements
of h(I) :

Q5 = 220z, + 2t204, + 26104, + 2y2t20,, + 2,

Qe = 2220y, + 2220, Y2 — Ory Y2,

Q7 = 47518?1 + 4t26t26t1 + 68,51 - 48901152&52 - 4152?/23%1 — 322,
Qs = 4t18t1 8,52 + 47528?2 + 68t2 + 66;,;1y2 + 8%23/2 + 8t23t2 axlyg +4t18t1811 Yo +
41202 3.

These divisions are made with respect to the order <p,,. Remember that,
for two multi-indices w and w’, we first compare Vi(w) and Vj(w’) then
Va(w) and Va(w') and then we compare w and w’ using a well-order <. Here
we decided that < is a lexical order such that exp_(z2) > exp_(t1) > ¢
where ¢ = max~{exp_(§)/§ € {z1,04,,04,,t2,0:,0,y2}}. In fact, the
computation of a <p.-standard basis of h([) is not complete but at this
point we can see that Q7 and Qg are V-regular and we have :

»(Q7) = (s1+1)(281 + 282+ 3) and ¥(Qs) = (s2 + 1)(2s1 + 252 + 3).

Let E be the ideal of K][s1, s2] generated by ¢(Q7) and ¥ (Qg). We have
the inclusion E C By. We also prove that By, C K[s1, s2](s1+ 1,52+ 1) (by
taking s; = —1, s = —1 in a functional equation).

PROPOSITION 6.24. We have By, = E.
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PROOF. Iftheinclusion £ C Bs; is not an equality, then we can construct
an element b(sy, s2) in By, such that for all ¢ € Z )\ 4, (2s1 + 2s2 + ¢) does
not divide b. Using an argument of H. Maynadier (see [May1]), it would
follow that

(s1+ 1)(s2 + DIl dyeN.di +do<i—1b(51 + d1, s2 + d2) where [ € N

is in B. But, according to loc.cit., B is principal and generated by (s1 +
1)(s2 + 1)(2s1 + 2s2 + 3)(2s1 + 2s2 + 5). Contradiction. O

(3) The next examples have been made using the software KAN (see [T]). The
results for B come from [May1].
(f1, f2) (@1, 2) = (21,21 + 23)
- By =< (81 + 1)(251 + 259 + 3), (32 + 1)(281 + 259 + 3) >
- By =< (81 + 1)(281 + 259 + 3) >
- By =< (82 + 1)(281 + 259 + 3) >
- B=<(s1+1)(s2+1)(2s1 + 252+ 3)(2s1 + 252+ 5) >

(4) (f1, fo)(z1,22) = (21,21 + 23)
- By =< (31 + 1)(381 + 3s9 + 4)(381 + 359 + 5), (82 + 1)(381 + 359 +
4)(381 + 350 + 5) >
- B =< (81 + 1)(381 + 359 + 4)(381 + 359 + 5) >
- By =< (82 + 1)(381 + 3s9 + 4)(381 + 3s9 + 5) >
~ B=<(s1+1)(s24+1)(3s1+3s2+4)(3s1 +3s2+5)(3s1 +3s2+7)(3s1 +
389 + 8) >

(5) (f1, f2)(x1,22) = (z1,27 + 23)

— By =< (s1 + 1)(3s1 + 652 + 5)(3s1 + 652 + 7), (s2 + 1)(3s1 + 652 +
5)(3s1 +6s2+7) >

- By =< (81 + 1)(381 + 689 + 5)(381 + 659 + 7) >

— By =< (82 + 1)(3s1 + 652 + 5)(3s1 + 652 + 7)(3s1 + 652 + 8)(3s1 +
6s2 + 10) >

— B=<(s14+1)(s2+1)(3s1+652+5)(3s1+652+7)(3s1+652+8)(3s1+
6s2 + 10)(3s1 + 6s2 + 11)(3s1 + 652 + 13) >

(6) (f1, f2)(x1,22) = (:Cl,l‘z{’ + ch)
— By =< (s1 +1)(2s1 + 652+ 5), (s2 + 1)(2s; + 652 +5) >
— By =< (s1+1)(2s1 +6s2+5) >
— By =< (s2+ 1)(2s1 + 652 + 5)(2s1 + 652 + 7)(251 + 652 +9) >
— B=<(s14+1)(s2+1)(2s1+652+5)(2s1 +652+7)(2s1 +652+9) (251 +
6sg + 11) >

(7) (f1, f2) (21, 2) = (27 + 23, 2} + 23)
- By =< (81—|—1)(451 +682+5)(481+682+7)(681 +482+5)(681 +459+
7), (82+1)(481 —|—6$2—|—5)(481+682—|—7)(681 —1—452—1—5)(681 +482—|—7) >
- By =< (51 + 1)(481 + 6so + 5)(481 + 659 + 7)(651 + 4s9 + 5)(651 +
4s9 + 7) 6s1 + 4s9 + 9) >
- By =< (89 + 1)(481 + 6so + 5)(481 + 659 + 7)(681 + 4s9 + 5)(651 +
4s9 + 7) 451 4 659 + 9) >

Some ramarks :
- The computation of B for example 7 seems to be hard. We tried using the algorithm
of Oaku (in [O-T]) but the computer did not succeed.
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- We can see that in examples 4, 5, 6 and 7, we don’t have By, = By + Bs.

- In these examples, B can be obtained as follows :

Take Ba(s1 + 1,s2) := {b(s1 + 1,52)/b(s1,52) € Ba} then B = B;.Ba(s1 + 1, s2).
Remark that we also have B = Bj(s1, s + 1).82 where Bi(s1,s2 + 1) = {b(s1,s2 +
1)/[)(81,82) € 81}
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Compléments a ’article précédent

6.6. Résultats généraux. Considérons un idéal I de A,, et Li,..., L, des
formes linéaires prises sur N?™ appartenant a . Notons L = (L1,..., L,). Dans le
cas p =1, posons L = L;. Voici un certain nombre de questions naturelles que I'on
peut se poser :

(1) Dans le cas p = 1, on sait calculer gr’”(I). Que dire quand p > 27

(2) Quand p = 2, nous avons des éléments qui ont une pente, les autres etant
appelés L-réguliers. Peut on en (les) trouver s'ils existent ?

(3) Méme question dans le cas général p > 2.

Pour toutes (en fait elles n’en font qu’une) ces questions, le processus d’ho-
mogénéisation utilisé dans ’article en question permet de répondre explicitement.

Pour cela considérons l'idéal h*+P(I) = hi2(---hEr(I)---) C Aply2, ..., yp) =
A, [y] que nous noterons h(I) dans cette section. De plus, considérons l'ordre <,
définit sur N2m+P~1 par

(o, B,m) <1, (&, 58',71) <=
Ll(a7ﬂ) < Ll(alaﬁl)
ou égalité et LT (a, 3) < LT (/, )
ou égalités et |n| < |7/|
ou égalités et (o, 8,7n) <o (¢, 3',7)

ot Lt désigne la forme linéaire Ly + -+ + L, et <o est un bon ordre sur N?m+p~1
compatible avec ’addition.

Remarquons que dans l'article au JSC, on a m = n +p et L; = V; et dans ce
cas cet ordre n’est rien d’autre que <p.
Comme dans ce papier, h(I) se calcule par p—1 calculs de <, ;-bases standards avec
a chaque fois homogénéisation de la base standard obtenue.

Maintenant considérons la base standard H de h(I) par rapport a <z, obtenue
de la fagon suivante (similaire a celle de la proposition 6.19 de I’article). On considere
une <, -base standard de h(I) qui est H-homogene (avec les notations de l’article).
Pour chaque élément de cet base, on prend le symbole a,? (k € ZP~1) qui contient
I'exposant privilégié de I’élément en question. Le nouvel ensemble ainsi contruit
qu’on baptise H est aussi une base standard de h(I) pour <y, mais constituée
d’éléments H-homogenes.

Nous avons le résultat suivant :

PROPOSITION 7.1.
(a): Il existe dans I un élément L-régulier si et seulement si H en contient.
Notons Hy,...,H, les éléments L-réguliers de h(I).
(b): Lensemble {c"(Hy),k=1,...,r} engendre gr”(I).
(c): gr¥(I) = (0) <= H n’a pas d’éléments L-réguliers.

DEMONSTRATION. Elle est en tout point semblable & celle de la proposition 6.19
du papier au JSC. O
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6.7. Résultats concernant 1’article précédent. Ici m =n + p et I désigne
Pannulateur de f5 = f;'--- f,” dans A,y
Commencons par une remarque qui n’a pas été faite dans l'article au JSC.

REMARQUE 7.2. ¢p,(I) est isomorphe a 'anneau gfrg) 0= {aV(P)/P ¢
I, ord” (P) = (0,...,0)} via Uapplication s; —O,t;.

L’intérét du résultat suivant consiste dans le fait que pour calculer 'annulateur
de I dans A, [s] autrement dit I N A, [—0;t], 'algorithme de T. Oaku utilise 2n +
2p + 2p variables alors qu’ici on fait des calculs avec au plus 2n + 2p + p variables.
Dans le cas p = 2, on ne gagne que deux variables mais ¢a peut étre décisif.

PROPOSITION 7.3. Ici h(I) désigne l'idéal BV (- hVo(I)---) de Apsply] =
Aoy, .., ypl. Soit H une base standard de h(I) pour un ordre qui élimine les
variables y;. Alors I N Ay[s] est engendré par Uensemble des Y(H) pour H € H N

An+p-
Rappelons que Y(H)(s) est défini par : (H)(=0t) = oV (S1(H) -+ S,(H)H) ou
Si(H) = t?Tde H) g ordi(H) > 0 et S;(H) = B_Orde ) sinon.

J J = J t;

Dans I'algorithme de Oaku, on a besoin de rajouter les générateurs de la forme
1— yjy} de maniere & ce que kY (P) soit dans ’idéal pour lequel on fait un calcul de
base standard (d’ot la necessité de rajouter p variables supplémentaires ¥, .. .,y,).
Mais ici, on a tout fait pour avoir A (P) € h(I). Pour le reste de la preuve, il n’y a
aucune différence avec celle de I'algorithme de Oaku.

Pour conclure, une derniere remarque.

REMARQUE 7.4.

— Grace a cette proposition, on dispose d’un algorithme qui permet de calculer
lidéal B avec au plus 2n + 3p variables comme c’était le cas pour B; et By,
dans larticle au JSC.

— Signalons que J. Briangon et P. Maisonobe ont obtenu dans [Br-Mai| un
algorithme de calcul de 'idéal de Bernstein-Sato B (algorithme qui donne en
fait tous les idéaux BY) avec des bases de Grébner utilisant au plus 2n + 2p
variables dans Uanneau "intermédiaire” A, [0}, .



ANNEXE A

Calculs sur Kan

Dans cette annexe, nous avons rassemblé un certain nombre de calculs faits pour
la plus grande partie en utilisant le logiciel Kan développé par N. Takayama [T].
Pour les calculs demandant moins de puissance (comme la factorisation ou le calcul
de by, a partir de Br,), nous nous sommes servi de Maple.

Dans une premiere section, nous nous intéressons a ’exemple pour lequel J.
Briangon et H. Maynadier [Br-May| ont montré que 1'idéal B analytique n’est pas
principal. Nous calculons sur cet exemple les idéaux de Bernstein-Sato By, B, Bo
et B et nous constatons que By n’est pas principal alors que B l’est.

Sur ce méme exemple et comme By n’est pas principal, il est intéressant d’intro-
duire un parametre afin de calculer 'idéal de Bernstein-Sato générique. C’est 1'objet
de la section 2. Nous y traitons un autre exemple.

Dans la troisitme section, nous calculons sur trois exemples (dont celui de
[Br-May]|) & deux fonctions les différents idéaux By, ainsi que les by, pour les pentes
données par les "sauts” des By,. Nous y répondons & un certain nombre de questions
naturelles dont une (voir A.1) qui consiste & se demander si I'idéal BV (v € N? étant
donné) est engendré par des éléments de la forme []; [[,~qbr(L(s) + k).

Avant d’aller plus loin et pour la commodité du lecteur, rappelons les différents
idéaux de Bernstein-Sato auxquels nous nous sommes intéressés.

Etant donnés f1,. .., f, dans Clz] = Clxy, ..., xy], voici les idéaux de Bernstein-
Sato en question :

- By = {b(s) € Clsu,..., 5,]3b()f* € X7, An(C)[s]f £},

= Bj ={b(s) € Cls1,...,sp];b(s)f* € An(C)[s]f; f*} pour j =1,....p,

— B ={b(s) € Cls1,...,sp];b(s)f* € An(C)[s]f1--- fpf*},

— B = {b(s) € C[s1,...,8p];b(s) 5 € Ap(C)[s]f1--- f5T"} pour v € NP.

On constate par exemple que pour p = 2, on a B = BOY, B = BLO) ¢
By = BODY, Ceux que nous appelons idéaux de Bernstein-Sato analytiques sont
définis comme les précédents en remplagant A,,(C)[s] par D,,[s].

1. L’exemple de J. Briancon et H. Maynadier
Considérons I’application de C? dans C? donnée par :
(f1, f2) = (w3, 2 + 25 + 2z37773).

Dans [Br-May], les auteurs ont montré que 1'idéal de Bernstein-Sato analytique B
n’est pas principal. Nous avons calculé les idéaux By, By, B2 et B (algébriques). Il
en ressort les résultats suivants :

~ By, = B1 + Bs

- B =< (81 + 1)(282 + 1) R (81 + 1)(81 + 2) >

— By =< (s34 1)2(4s3 + 5)(2s2 + 3)(2s2 + 1)(4s2 + 3) >

— B =< (s1+1)(s2 + 1)%(4sy + 5)(2s2 + 3)(2s2 + 1)(4s9 + 3) >

117
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On peut en tirer un certain nombre de remarques :

— On voit donc que I'idéal B est principal dans le cas algébrique et pas dans le
cas analytique.

— L’idéal By est quand & lui non principal, on en conclut que les idéaux BY n’ont
aucune raison d’étre tous principaux ou tous non principaux.

— Si on note Biy(s1,s2 + 1) = {b(s1,52 + 1);b(s1,52) € B1} et Ba(s1 +1,82) =
{b(s1+1,s2);b(s1,s2) € Ba}. On peut alors montrer (en utilisant pas exemple
Maple) I’égalité :

($) B:Bl-BQ(S1+1,82)+81<81,82+1)'BQ,

alors qu’on a des inclusions strictes : B1Ba(s1+1, s2) C Bet Bi(s1,s2+1)By C
B.
Au vu de ce qui précéde, on peut se poser la question de savoir si on a toujours
une relation du type ($). On peut méme se demander s’il est possible d’obtenir 5
a partir des B; par ce genre de relations, pour n’importe quel v.

2. Polynome de Bernstein-Sato générique

Etant donné que l'idéal B; de l'exemple précédent est non principal, il est
intéressant de se demander ce qui se passe si on rajoute un parametre. C’est pour
cela que nous avons regardé B; dans les deux cas suivants :

(1) (f1, fo) (w1, 2, 23) = (23, ] + x5 + axzaizs)
(2) (f1, f2)(w1, w2, 23) = (23, ax] + 23 + 2w3x703)

Il en ressort pour le (1) :
Bi(a) est indépendant de a pour tout a # 0 et vaut le B; de la section précédente,
et pour a =0, By =< (s1 + 1) >.

Pour le (2) :
Bi(a) =< a(2s2+1)(s1+1),a(s1+2)(s1 +1) > cette égalité étant valable en dehors
de a=0et pour a =0, 0onaB; =< (s1+1)(2s1 +4s2 + 3)(2s1 + 4s2 +4) >.

Un autre exemple
Soit (f1, f2)(z1,22) = (27 + awiza + 23 , af +23).

Si on note h(a) = a(a—1)(a+1)(a —4)(a +4)(3a® + 77)(a® + 16) (a® + 4)(3a® +
20)(a* —12)(a*+3)(a—2)(a+2)(a* —2) alors I'idéal de Bernstein-Sato B de (f1, f2)|q
est égal a :

B =< 32a%(a — 2)(a+ 2)(1 + s1)(1 + 52) (259 + 3 + 251)(s2 + 3 + 51) ¥

X(s2+24s1)(s2+ 14 s1)(2s2 + 5+ 2s1) >,

pour tout a tel que h(a) # 0.
A titre d’exemple, si a = 2 ou a = —2 alors :

B = ((Sl + 1)(251 + 1)(1 + 82)(81 + S0+ 1)(281 + 289 + 5)(281 + 2589 —|—3)(Sl + so+ 2))
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3. Les idéaux Bj, et polyndémes by,

Les calculs suivants concernent les idéaux By, et les polynémes by, associés a deux
fonctions. Etant donné un couple (f1, f2), le principe a été de poser L = d1 Vi +daVa
et de faire prendre a d = (dy, d2) "beaucoup” de valeurs entieres. Pour chaque valeur
de d, nous avons (a l'aide de Kan) calculer 1'idéal By. Cela donne lieu & un certain
nombre de pentes L; telles qu’entre L; et L;y; I'idéal By, est constant. Bien entendu,
notre méthode ne nous permet pas d’étre certain d’obtenir tous les By, possibles mais
il y a de bonnes chances que ce soit les seuls.

Avant de poursuivre, introduisons certaines notations :

— Pour L = d; V) + d2V, on note B, = Bg, a,)-

- SiL =diVi +dyVa et L' = d&Vl + dé‘/é, la notation B)(d17d2)7(d,17d/2)< =J

signifiera que pour tout L” appartenant au cone )L, L'(, I'idéal Br» est égal a
J.

3.1. Exemple 1. Il s’agit de ’application suivante :

(f1, f2) = (x1, 21 + 23).
On trouve cing idéaux By, différents :
- 8(1’0) =< 851+ 1>
— B>(170)’(1,1)< =<s1+1, (82 + 1)(282 + 1) >
— 8(171) =< (51 + 1)(281 + 259 + 3) R (82 + 1)(281 + 259 + 3) >
- B)(l,l),(O,l)( =<s2+1,(s1+1)(2s1+1) >
- B(O,l) =< 89 + 1>
Cela donne lieu a trois by, différents :
— b(l’o)(sl) =s51+1
= bay(u) = (u+2)(2u +3) et by 1)(s1+ s2) = (51 + 82+ 2)(252 + 252 + 3)
— boy(s2) =s2+1
Rappelons pour mémoire les idéaux B, By, Bs et By; :
- B =< (81 + 1)(281 + 259 + 3) >
- By =< (82 + 1)(281 + 259 + 3) >
- B=< (81 + 1)(82 + 1)(281 + 259 + 3)(281 + 259 + 5) >
- By =B1+ B2 =B
Voici certaines questions naturelles que 1’on est amené a se poser :
(1) Existe-t-il un polynéme c(u) tel que ¢(1 - 51 + 3 - s2) appartienne a By 1y ?
On peut montrer a ’aide de Maple que la réponse est non.
(2) Existe-t-il un polynéme c(u) tel c(s1 + s2) appartienne a By 1,0,1)( ?
La réponse est oui et c’est by 1y(s1 + s2) = (51 + 52 +2)(252 + 252 + 3). 11
suffit pour cela de constater que :
bay(s1+s2) = (51 +1)(2s1 + 1) + [2(s1 + 1) + (251 + 252 + 3)](s2 + 1).

On constate que le lien entre les différents By, n’est pas si clair. Cela pose
aussi la question de savoir s’il y a des facteurs "nécessaires” dans un élément
de l'idéal B.

(3) Considérons le polynoéme suivant :

c(s1,82) = b(1,0)(s1) “ bo,1)(52) - b(1,1) (81 + 82) - b11y (81 + 82 + 1)
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qui est égal a
(s1+ 1)(s2+1)(s1+ s2+2)(2s1 + 252 + 3)(s1 + s2 + 3)(252 + 252 + 5).

On constate que ¢(s1, $2) est un multiple strict du générateur de 1'idéal
B mais si on prend le produit de trois polynémes parmis b(1 o) (1), b(0,1)(52),
ba,1y(s1 + s2) et by 1y(s1 + s2 + 1) on obtient un polynéme qui n’est pas
dans I'idéal B. Cela répond a la question suivante :

QUESTION A.1. Etant donné v, l'idéal BY est-il engendré par des polynémes
s’écrivant [ [[x>o br(L(s) + k) ?

Comme on vient de le voir, la réponse est non. Ainsi le procédé par lequel on
fabrique un polynome de Bernstein-Sato (dans le chapitre 2) donne en général un
7oros” polynéme de Bernstein.

3.2. Exemple 2. Considérons 'application :
(f1, f2) = (3, ] + 23 + 2w3w{a3),

c’est encore une fois 'exemple di a J. Briangon et H. Maynadier.
D’abord, rappelons les idéaux By, By et B :
- B =< (81 + 1)(282 + 1) R (81 + 1)(81 + 2) >
— By =< (s34 1)%(2s2 + 1)(2s2 + 3)(4sg + 3)(4s2 + 5) >
— B =< (s1+1)(s2 + 1)%(2s9 + 1)(2s2 + 3)(4s2 + 3)(4s9 + 5) >
Comme dans ’exemple précédent, nous obtenons une ”pente” Vi + V5 et cing idéaux
By, :
- 8(10) =<s51+1>

- B>(1 0),(1,1)( =<s1+1 , (s2+ 1)2(282 +1)(2s2 + 3)(4s2 + 3)(4s2 + 5) >

— By =< (s1+1)(s1+2), (s1+1)(2s2+1), (s2+1)*(2s2+ 1)(252 + 3)(4s2 +
3)(4sy +5) >

- B>(1 1),(0,1)( =< (s1+1)(s1+2), (s1+1)(2s2 + 1), (s2 + 1)2(282 + 1)(4s2 +
3)(4s2 +5) >

— B,y =< (s2+ 1)2(2s9 + 1)(2s5 + 3)(4s2 + 3)(4s2 + 5) >

Cela donne trois by, différents :
— baoy(s1) =s1+1
— by (u) = (u42)%(2u+ 3)(2u + 5)(4u + 7)(4u + 9) et
b1y (s1+s2) = (51452 +2)%(251 4252+ 3) (251 + 252+ 5) (451 +4so + 7) (4s1 +
4s9 +9)
— b(071)(82) = (82 + 1)2(282 + 1)(282 + 3)(482 + 3)(482 + 5)

Bien que (1, 1) soit une "pente”, on voit que le polynéme b(; 1y(s1+s2) est completement
inutile pour fabriquer un élément de B, de By ou de Ba. On voit que b g)(s1) et
b(o}l)(SQ) suffisent. Bien entendu, il n’est pas impossible que b(l,l)(s1 + s2) apparaisse
comme nécessaire si on veut fabriquer un élément de BY avec v "grand” (i.e. avec
v1 et vy qui seraient de grands entiers). En tout cas cela pose encore la question de
savoir s’il y a des facteurs nécessaires ou non. Au vu de I'exemple qu’on vient de
voir, il semble que non.
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3.3. Exemple 3. Considérons I’application de C? dans C? donnée par :

(fi, fo) = (a7 + x5, af + 23).
Donnons d’abord les idéaux By et By (I'idéal B n’étant pas calculable avec les res-
sources dont je dispose) :
- By = (81 + 1)(281 + 259 + 2)(281 + 259 + 3)(481 + 659 + 5)(481 + 659 + 7)
— By = (82—|—1)(281—|—282+2)(281—|—282+3)(481+682+5)(481+682+7)(481+682+9)

Le calcul des By, fait apparaitre trois ”pentes”, & savoir (1,1), (2,3) et (1,2) :
~ By =< sa(s1+1), (s + 1)
= Byaoy,an =< s2(s1+1),
(Sl + 1)27
25§+3s%—|—51+52+1 >
- B(l,l) =< (s1+1)(251 +3 4 2s2)(s1 + 1 + s2),
(82 + 1)(281 + 3+ 282)(81 + 1+ 82) >
= By1,1),2,3)( =< (52 +1)(652 + 451 + 5),
(281 + 3+ 252)(81 — 82),
(282 + )(282 — 1)(82 + 1) >
( 3) = < (s2+1)(6sy + 4s1 +5),
659 + 451 + 5) (857 — 125159 + 1853 + 1580 + 1) >
1(2,3),(1,2)( =< (82 + 1)(652 + 451 +5),
(682 + 5)(682 + 13)(52 + 2)(82 + 1),
(659 + 451 + 5) (857 — 125159 + 1853 + 1559 + 1) >
- 8(1’2) =< (652 + 7)(s2 + 1)(6s2 + 4s1 + 5),
(52 4+ 1)(—36s5 — 18053 — 25155 + 20s7 — 105),
(82 + 1)(682 +4s1 + 5)(481 —-7— 682),
6457 + 9653 + 118853 + 2852 + 605152 + 363652 + 5451 + 3675s9 + 1225 >
= Bya,g),00)( =< s1(s2 + 1),
(6s2 + 5)(6s2 4+ 7)(s2 + 1),
325t + 4853 + 145% + 3653 — 351 + 7252 + 35 >
— B(O,l) =< 81(82 + 1)
(652 +5)(6s2 + 7)(s2 + 1) >
Voici les polynomes by, intéressants :
- b(l 0)(s1) = (s1+ 1)
u) = (u+1)(u+2)(2u+3)

(hf\m

b(l, )ESI +52) = (s1+ 52+ 1)(s1+ 52+ 2)(2s1 + 252 + 3)

= bazy(u) = (u+4)(u+5)(2u+5)

b( 2.3 )( s1+ 3s2) = (2s1 + 3s2 +4)(2s1 + 3s2 + 5)(4s1 + 6s2 + 5)

— ba2)(u) = (u+3)(2u +5)(3u +5)(3u + 7)(du + 7)(4u + 9)

b ( s1+2s2) = (s1+2s2+3)(2s1 +452+5)(3s1 +652+5)(4ds1 +852+7)(4s1+
8 +9)

- b(071)(52) = (s2 4+ 1)(6s2 + 5)(6s2 + 7)

On peut faire deux remarques :
La premiere est qu’on voit apparaitre dans certains By (par exemple dans 8(172))
des éléments non factorisables sur Q ce qui montre que les choses ne sont pas aussi
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simples que prévues.

La deuxiéme est le fait (comme dans ’exemple 1) que certains by, soient inutiles et
que ceux qui nous permettent de construire un élément de B (par exemple) donnent
un multiple strict du générateur de B;.
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