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» Un branchement (resp. branchement local) de (X, R) est:

ou f et g sont des suites de réécriture (resp. étapes de réécriture) et u, v, w € X*.

» Un branchement (local) est confluent si il existe des suites de réécriture comme ci-dessus.
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> Si (X, R) est confluent, chaque élément x € X* admet au plus une forme normale.

» Théoréme (Lemme de Newman) : Si (X, R) termine, alors la confluence est équivalent a
la confluence locale.

> Les branchements locaux sont ordonnés par (f, g) C (ufv, ugv) pour u,v € X*. Un
branchement critique est un branchement minimal pour C.

» |l y a deux formes de branchements critiques:
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» Théoréme (Lemme des branchements critiques): (X, R) est localement confluent ssi
tous ses branchements critiques sont confluents.
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Résolution du probléme du mot

» Soit M un monoide présenté par générateurs X et relations R, i.e.
M~ X*/ =g,
c'est-a-dire u = v dans M ssi U £> Vv in X™* pour des représentants U, v de u, v dans X*.
» Probléme du mot : étant donnés u et v dans X*, est-ce que u = v dans M 7

» Algorithme de la forme normale : Si pour une orientation des relations de R, le SRM
(X, R) est convergent, ce probléme est décidable.

Entrée: u, v € X*

Result: Booléen u = v dans M ?
Réduire v en 0 ;

Réduire v en V ;
if 0 =0 then

| u=vdans M.

else
| wu## vdans M.

end
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Exemple. X = {a} et R = {aa = 1}.

» Terminaison: le nombre de a est strictement décroissant.

> |l y a un branchement critique, qui est confluent.

Exemple. X = {s,t} et R = {sts > tst}. s = >< | t= | x t}{ =
» Terminaison: via un ordre degré lexicographique avec s > t.
»> Un branchement critique non confluent :
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ststs B sttsts ¥ sttsttst tsttssts

k tstts k tsttss $ tsttstst %
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» Ce processus, appelé complétion de Knuth-Bendix, peut ne pas terminer. Lorsqu'il termine,

il renvoie un systéme convergent présentant le méme monoide.

> B;r n'admet pas de présentation convergente finie avec 2 générateurs, Kapur & Narendran,

'85.

> X ={s,t,al et R={ta > as, st LA a} présente le méme monoide.
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Exemples

» Ce processus, appelé complétion de Knuth-Bendix, peut ne pas terminer. Lorsqu'il termine,
il renvoie un systéme convergent présentant le méme monoide.

> B;r n'admet pas de présentation convergente finie avec 2 générateurs, Kapur & Narendran,
'85.
> X ={s,t,al et R={ta > as, st LA a} présente le méme monoide.

P |l termine pour I'ordre degré lexicographique donné par s > t > a.

53/733 y

sta Y sast 8 sasas

\ \ / sad saaatﬁ> aatat
at
s sas saf3 saa $3Y = sgaa ~ da

aaafl
aat 2aas _ 5,0 vaa _ aaaa < aaast

N

sasaa aaat

/

5 . .
> Le SRM < s,t,a| ta % as, st g a, sas 2 aa , saa — aat > est une présentation
convergente de B .



Il. Réécriture dans des 2-catégories

linéaires.
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» Objectif : étudier des algébres et catégories présentées par générateurs et relations
diagrammatiques.

» Exemple: Pour n € N, I'algébre nil Hecke N'H,, de degré n est présentée par
P générateurs & pour 1 < i< netd forl<i<n;

i

&=

P relations:
&i&j = &&i
a,fj = fja,' si ‘i —_]‘ >1
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Présentations diagrammatiques

» Objectif : étudier des algébres et catégories présentées par générateurs et relations
diagrammatiques.

» Exemple: Pour n € N, I'algébre nil Hecke N'H,, de degré n est présentée par
P générateurs & pour 1 < i< netd forl<i<n;

i

&=

P relations:
&i&j = &&i
a,fj = gjf),- si ‘i —_j‘ >1

880, = 8;0; si|i—j|>1 >< :>< N
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Présentations diagrammatiques

» Objectif : étudier des algébres et catégories présentées par générateurs et relations
diagrammatiques.

» Exemple: Pour n € N, I'algébre nil Hecke N'H,, de degré n est présentée par
P générateurs & pour 1 < i< netd forl<i<n;

i

&=

P relations:
&i&j = &&i
0i& =¢&0; si|i—jl>1

afaj:ajaj si ‘I‘—j‘ >1
= +
=0

0i0i+10i = 8[-13f0f+1 i i+1 i i+1 it
§i0i — 0iiy1 =1
0i&i — &i+10; =1

» On étudie ces algébres en les réalisant comme des espaces de 2-cellules d'une 2-catégorie

linéaire.
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» Une catégorie monoidale K-linéaire est une catégorie .A munie:
P un produit ® : A x A — A associatif, unitaire et bilinéaire.
> A(A, B) est un K-espace vectoriel pour tous objets A, B de A.
P la composition de morphismes est K-bilinéaire.

> Une 2-catégorie K-linéaire est la donnée d'une 2-catégorie C = (Co, C1,C2) telle que:

» Cx(p, q) est un K-espace vectoriel pour tous p, g dans Cy.

P o et x1-composition de 1-cellules sont K-bilinéaires.
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Catégories monoidales et 2-catégories linéaires

» Une catégorie monoidale K-linéaire est une catégorie .A munie:
P un produit ® : A x A — A associatif, unitaire et bilinéaire.
> A(A, B) est un K-espace vectoriel pour tous objets A, B de A.
P la composition de morphismes est K-bilinéaire.

> Une 2-catégorie K-linéaire est la donnée d'une 2-catégorie C = (Co, C1,C2) telle que:

» Cx(p, q) est un K-espace vectoriel pour tous p, g dans Cy.

P o et x1-composition de 1-cellules sont K-bilinéaires.

u

z X —Vv——>>y ~» X

X\U/ry\ug/fw \U_og/ \/ S~

/
u’ *OV

> Lorsque Co = {x*}, ces deux structures coincident.
objets de A <> 1-cellules de C
morphismes de A ¢+ 2-cellules de C

® > %0, composition de morphismes <> 1.

y
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Diagrammes de cordes

> Une 2-cellule ¢ : p = q avec p,q : x — y d'une 2-catégorie (linéaire) C peut étre

représentée par un diagramme de corde:

» Compositions:

q*0q’

'*0' "

pxo p’

> Ces compositions satisfont les relations d'échange:
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Présentations de 2-catégories linéaires

> Les polygraphes (Burroni '93 - Street '87) sont des systémes générateurs adaptés aux
présentations de catégories de dimension supérieure globulaires strictes.

P Les 2-catégories linéaires sont présentées par des systémes de réécriture appelés
(3, 2)-polygraphes linéaires.

» Un 1-polygraphe, i.e. un graphe orienté » Po={*},P1 ={1},%0 =+,P; =N,
(P1, Po, so, to). Py : 1l-catégorie libre sur Py.

S1
> Extension cellulaire P2 - Pi satisfaisant > P> ={ >< 12—=2, { 11— 1}
1
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> Les polygraphes (Burroni '93 - Street '87) sont des systémes générateurs adaptés aux
présentations de catégories de dimension supérieure globulaires strictes.

P Les 2-catégories linéaires sont présentées par des systémes de réécriture appelés

(3, 2)-polygraphes linéaires.

» Un 1-polygraphe, i.e. un graphe orienté
(P1, Po, so, to). Py : 1l-catégorie libre sur Py.

S1

> Extension cellulaire P2 - P{ satisfaisant
1

S0S1 = Sot1, tos1 = totz.

> PJ: 2-catégorie libre sur Ps.

> P;: 2-catégorie linéaire libre sur Ps:
Vx,y € Py : Pi(x,y) = K[P3(x,y)].

EX

. . T

> Extension cellulaire F3 - P> | fixant une
2

orientation des relations et satisfaisant
5152 = Syta, t152 = tpta.

Po = {x},P1 ={1},%x =+,P; =N,

{:1%1}

Pz:{><:2ﬁ2,

P = { diagrammes formés de compositions
%o et x1 de croisements et points}

Pé = {K — combinaisons linéaires
de diagrammes de P, }
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» Exemple : Pour les algébres nil Hecke,

P Ce sont des relations d'échange.

el e |

> Ce choix d’orientation définit un (3,2)-polygraphe linéaire présentant une 2-catégorie

linéaire qui encode les algebres nil Hecke:
Endc(n) ~ N'H,

» Il est monomial & gauche, i.e. chaque source d'une 3-cellule est un monome.
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P Restriction sur les réécritures autorisées : si u — v, alors —u — —v, et donc

v=(u+v)—><u+v—-v=u

» Une étape de réécriture d'un (3, 2)-polygraphe linéaire est une 3-cellule de la forme

ol o € P3, et t.q. le monome my %1 (m2 %o s2() xo m3) x1 ma n’apparait pas dans la
décomposition en monomes de u.

» Lemme de Newman: Un (3,2)-polygraphe linéaire terminant est confluent ssi il est
localement confluent.

»> Lemme des branchements critiques: Un (3, 2)-polygraphe linéaire terminant est
localement confluent ssi ses branchements critiques sont confluents.
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> Soit un systéme de rééciture linéaire sur les générateurs x,y, z et relations a : xy — xz et
Bzt — 2yt.

> |l n'a pas de branchement critique.
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2x8

4xyt
at + xzt Ozt xzt + xf3
EN
xyt + xzt xzt + 2xyt
7

xyt + xp 3xyt it 4 2xyt



Réécriture linéaire sans terminaison

> Soit un systéme de rééciture linéaire sur les générateurs x,y, z et relations o : xy — xz et
Bzt — 2yt.

» Il n'a pas de branchement critique.

» Considérons le branchement :

4ot 4xpB
2xp 4xyt 4xzt
at + xzt Oxzt xzt + x8
EN
xyt + xzt xzt + 2xyt
7
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Réécriture linéaire sans terminaison

P> Soit un systéme de rééciture linéaire sur les générateurs x,y, z et relations o : xy — xz et
Bzt — 2yt.

» Il n'a pas de branchement critique.

» Considérons le branchement :

4at 4xpB
2% 4xyt 4xzt
at + xzt Ozt xzt + x3
BN
xyt + xzt xzt + 2xyt
7
xyt + xf3 Sxyt ot 4 2xyt
3at 3xzt 6xyt

3xp 6at
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Calcul de bases linéaires

> Soit P (3,2)-polygraphe linéaire monomial a gauche et convergent.

> Soit C la 2-catégorie linéaire présentée par P.

»> Théoréme [Alleaume '16]: Pour toutes 1-cellules paralléles p, g de C, I'ensemble des
monomes en forme normale pour P avec l-source p et 1-but g est une base linéaire de

C2(P-, q)

P Terminaison: les monomes en forme normale engendrent Cz(p, q).

P Confluence: si une 2-cellule se réduit en deux combinaisons linéaires de monomes en forme

normale, elles sont égales puisque P est monomial a gauche.
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Exemple: algébres de Hecke carquois (Khovanov-Lauda-Rouquier)

» Ces algébres apparaissent dans le processus de catégorificaton d'un groupe quantique
Ug(g) associé a une algébre de Kac-Moody symétrisable g.

» Soit [ le graphe de Dynkin de g, avec ensemble de sommets /, vus comme des couleurs:
[= e——o——o—— (F simplement Iacé)
i J k
> Soit V = > v;.i un élément de N[/], on considére I'ensemble Seq()’) des suites d'éléments
iel

de I ou i apparait V; fois.

» Exemple: Seq(2i + k) = {iik, iki, kii}
» Pour un tel V, on définit une algébre R(V).

» Théoréme [Khovanov-Lauda '08]: SiR= & R(V),
VeN[/]

Ko(R — pmod) >~ U, (g)
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Présentation des algebres de Hecke carquois

> Pouri=1ii...im € Seq(V), R(V) est engendrée par

et Thi =

i1 ik im i ik ks im

» Relations:

i) Méme couleur:
;éao T e Rl R

ii) Couleurs distantes : iii) Couleurs proches :

iv) Couleurs différentes :

[+

o To et R

vi) Relations de "tresses”
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Présentation convergente

» Théoréme [D. '17]: Ce (3,2)-polygraphe linéaire est convergent.

P Idée pour la terminaison: le nombre de croisements diminue, les permutations sont ajustées a
gauche, et les points descendent en bas des brins.

P Confluence: étude exhaustive de tous les branchements critiques.

/tﬁx L%S*x s s |\

garps
—

» Corollaire [Khovanov - Lauda '08] : Les diagrammes de R()V) correspondant a des
permutations ajustées a gauche et minimales pour la présentation de Coxeter de S, (

m = |V| = 3" V; ) et les points en bas des brins donnent une base de R(V).
i€l
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Réécriture modulo

> Certaines relations structurelles rendent I'analyse combinatoire des branchements critiques
difficile.

P> Exemple: Relations d'adjonctions dans des 2-catégories linéaires pivotales: pour toute 1-cellule
p, il y a une 1-cellule p telle qu'il existe des 2-cellules

p P
Np:1=pxopP, ep:Pprop=1, U s 5 satisfaisant - -
P P P
P Réécriture modulo ces relations structurelles: R ensemble de relations orientées et E ensemble
d’axiomes non orientés.

» Paradigmes de réécriture modulo :

P Réécriture avec des relations de R, mais confluence modulo E, Huet '80.

R , R
u——=u > w
E$ ¢E
’ ’
% ?- v R> w £RE
u > Vv
£ VE
P . P . . N ! ’
P Réécriture avec R sur des classes d’'équivalence relativement a E: u ? v

P Systéme de réécriture modulo: (R, E, S) tel que R C S C gRg, Jouannaud-Kirchner '84.
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Lemme des branchements critiques modulo

» Définition de la structure de polygraphe (linéaire) modulo (R, E, S).

s* ., s*
u——u > W
E$ vE
» S est confluent modulo E: , ,
VvV —V > W
S* s*
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» Définition de la structure de polygraphe (linéaire) modulo (R, E, S).

s* , s5*
u—su > w
E$ vE
» S est confluent modulo E: , ,
v—>v > w
s* s*

» Théoréme [Huet ‘80, D. - Malbos '18] (Lemme de Newman modulo) : Si gRg termine,
la confluence locale de S modulo E est équivalent a la confluence de S modulo E.

» Théoréme [D. - Malbos '18] (Lemme des branchements critiques modulo) : Si FRe
termine, S est localement confluent modulo E ssi les branchements critiques de la forme

5+() s,
u=—sv > v
" vET
u—>w > w'
@ s

sont confluents modulo E.
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Bases linéaires par confluence modulo

v

Soit (R, E,S) un (3, 2)-polygraphe linéaire modulo monomial a gauche.

v

Soit C la 2-catégorie linéaire présentée par R[] E.

v

Supposons:

P E est convergent,
P> S termine,

P S est confluent modulo E.
> Soit u € Ca2(p, q),

u 53* Z i, {; NELE) Z Vi k-

» Théoréme [D. "19] L'ensemble {v; j ainsi définis | u € C2(p, q)} est une base linéaire de
C2(p7 q)
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Exemple: La 2-catégorification U/(sl>)

> Soit U(sl2) la 2-catégorie linéaire présentée par:
> U(sla)o = X(sl,) = Z le réseau des poids de I'algébre de Kac-Moody,
> U(sl2):1 = {e = (e1,...,e00)) With g; € {—, +}}.

P U(sl2)2 est I'ensemble de 2-cellules génératrices
_ _ _ 2 _
N _
ek SN A U A U
+ A i A
+ + 0+

» soumis aux relations suivantes:
P Relations des algébres KLR pour les deux orientations.

P Relations de bulles:

li, fn=h-1 O i, ifn=-Xx-1

"O*é{o fn<h-1 ' "= 0 ifn<-—A—1

A—1+a OA = — Z hf”‘l*lO by Oﬁk*lﬂ pour tout A\ € Z et o« > 0
=1
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> Axiomes d'isotopie:

(J=1<U =t =

+ + + + + +

» Relations quantiques:

%A =-Th +ZZ *8n 2, }@A =-™ +_§IZ Cnr

n=0 r>0 n=0 r>0
r mﬂ r>

» Relations "bubble slide”.

"

r
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Conclusion

» Développer des heuristiques de calculs dans diverses catégories diagrammatiques.

» Catégorifications de Uy(g) en non simplement lacé, catégorifications de Heisenberg, ...

» Obtenir des preuves explicites de catégorifications par réécriture.

> Catégorification de produits tensoriels de modules de Verma sur U,(sl2), travail en cours (avec
G. Naisse).

» Etendre ces constructions au cadre des super catégories monoidales et 2-supercatégories.

> Etude de la odd-catégorification de Ug(g) pour une algébre de Kac-Moody symétrisable g,
travail en cours (avec M. Ebert et A. Lauda).

> Développer une bibliothéque de calcul implémentable pour analyser la confluence de telles
présentations.



Merci pour votre attention.



