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CHAPITRE 1. FONCTIONS CONTINUES

Chapitre 1

Fonctions continues

Les resultats de ce chapitre sont formulés pour des espaces métriques. Néanmoins ils restent vrais
pour des espaces topologiques.

1.1 Convergence uniforme

Dans ce chapitre X denote un espace métrique et X = C ou R. On note C'(X, K) I'espace des fonc-
tions continues de X a valeurs dans K. On dit qu’une fonction f € C(X, K) s’annulle a l'infini si pour
tout € > 0 il existe un compact Y C X t.q. |f(z)| < e pour z ¢ Y. On note par Cy(X, K) le sous-espace
C(X, K) des fonctions qui s’annullent a l'infini. En particulier, les fonctions de Cy(X, K) sont bornées.
On note aussi que, si X est compact toute fonction s’annulle a I'infini, donc Cy(X) = C(X).

Définition 1.1.1. On appelle
[flloc = sup [f ()]
zeX

la norme sup ou norme oo de f € Cy(X, K). Une suite (f,), des fonctions de C'(X, K) converge uni-
formément vers une fonction f : X — K si la suite des nombres || f — f,, ||~ tend vers 0 pour n — co. On

va utiliser les notations f, —s f ou f, lﬁ? f pour la convergence uniforme.

La convergence uniforme d’une suite (f,,), des fonctions vers f entraine la convergence ponctuelle:
Ve € X : fo(x) — f(x), mais la réciproque n’est pas juste.
Les résultats suivants font partie du cours Topologie.

Théoréme 1.1.2. Si la suite (f,,), des fonctions de Co(X, K) converge uniformément vers une fonction
f: X — K alors f est continue.

Théoreme 1.1.3. (Cy(X, K),||-||o) est un espace de Banach (c’est-d-dire, un espace vectoriel normé qui est
complet : toute suite de Cauchy admet une limite).

Le produit (fg)(z) = f(z)g(x) est associatif et distributif. Il défini donc la structure d’une algebre sur
Co(X, K).

Lemme 1.1.4. || fglco < |Iflloollgllco-
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6 CHAPITRE 1. FONCTIONS CONTINUES

1.2 Le Théoreme de Stone-Weierstrafd

On va maintenant considérer le cas ol X est compact et se poser le probléme d’approximer une
fonction continue en sup-norme par des fonctions plus simples.

Théoréme 1.2.1 (Stone-Weierstrafd). Soit X un espace métrique compact et K = CouR. Soit A C
CX,K)tq.:
(i) A est une sous-algébre auto-adjointe (C’est-a-dire, f € A implique f € A).
(ii) A contient les fonctions constantes.
(iii) A sépare les points de X (c’est-a-dire, pour tous z,y € X, = # y, il existe une fonction f € A t.q.
f(x) # f(y)

Alors A est dense dans C(X, K) pour la topologie de la norme ||-||o.. Autrement dit, pour toute fonction
f € C(X, K) il existe une suite (f,), dans A qui converge uniformément vers f.

Exemple 1.2.2. Soit X = [a,b] C R un intervalle compact et A I'algebre des polynémes sur [a, b] a valeur
dans K. X est compact et A satisfait les critéres du Théoréme (le polynome P(x) = z sépare
les points). Donc toute fonction continue sur [a,b] (& valeur dans K) peut étre approximée par des
polynémes sur [a, b].

Remarque 1.2.3. L’hypothese de compacité est nécessaire. En effet, aucune fonction non polynémiale ne
peut étre approximée uniformément par des polyndéme sur R tout entier.

Exemple 1.2.4. Soit X = S' = {2z € C : |z| = 1} et A l'algébre des polyndémes de Laurent sur S a valeur
dans C, c’est-a-dire, L € A est de la forme

N
L(z) = Z anz"
n=—N

pour un certain N € N avec a,, € C. Comme z = 2! sur S' on a L(z) = Zﬁ;fN a_,2", donc A est
autoadjoint. A satisfait les criteres du Théoréme et donc est dense dans C(S!,C).

Posons f : R — C, f(t) = f(e) pour f € C(ST,C). Alors f est continue et 2r-périodique. La densité
de A dans C(S?, C) veut donc dire que toute fonction continue et 27-périodique sur R (a valeur dans C)
peut étre %fpproximée par des polynémes trigonométriques, comme on appelle les fonctions de la forme

Lt)y=>_ yane™.

1.3 Preuve du théoréeme de Stone-Weierstrafd

La démonstration est élémentaire mais longue. Nous la divisons en plusieurs étapes.

Lemme 1.3.1. Il existe une suite de polynémes P, (x) € R[z]| qui converge uniformément vers f(z) = |z|
sur [~1,1]. (Notons que ceci est un cas particulier du théoréme de Stone-Weierstrafs, ot X = [-1,1], K = R,
A C C([-1,1],R) est l'ensemble des fonctions polynémiales, et nous voulons montrer que f € A.)

Démonstration. Nous définissons par récurrence:
1
Py(z) =0, Poii(z) = §(P,L(a:)2 +z). (1.1)

Un simple calcul donne:

2Pni2 — 2P, 1= P2, — P2 = (Ppi1 + Po)(Poy1 — P)
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d’ott
Poio— Py = %(P,,L_H + P,)(Pyy1 — Pp). (1.2)
On vérifie aisément par récurrence que:
(i) P, (z) est croissant sur [0,1], et 0 < P,(x) < 1 pour tout z € [0, 1]. (par (1.I)), et

(ii) P,y1(x) — P,(x) est croissant sur [0, 1], et 0 < P,,1(x) — P, (x) pour tout = € [0,1] (par (1.2))).
En particulier, pour tout n et pour tout = € [0, 1]:

0 < Puyi(x) = Pa(z) < Poga(1) = Pu(1),
d’oty, pour tout n < m (et tout = € [0,1]):
0 < Pp(z) — Pu(z) < Pp(1) — Py(1),
et
[P = Palloe < |Pm(1) = Pa(1)],

Or, la suite P, (1) est croissante et bornée (par 1), donc convergente, et en particulier de Cauchy. Par
conséquence, la suite des fonctions P, est de Cauchy dans dans C([0, 1], R). Par complétude de ce dernier,
il existe une fonction continue g € C(X,R) telle que P, — g uniformément sur [0, 1].

En particulier P, (z) — g(z) pour tout z € [0, 1], d’ot

g(@) = S(g9(x)? —x), ou:r (1-g(x))’=1-=

1—g(x)=v1—u, ie., g(z)=1—+v1—=x.

On a donc P, (z) — 1 — /1 — x uniformément sur [0, 1]. On en conclut que 1 — P, (1 — 2?) — Va2 = ||
uniformément sur [—1, 1]. LR

Lemme 1.3.2 (Théoréme de Stone-Weierstral® pour les treillis). Soit X un espace compact contenant au
moins deux points, A C C(X,R), et supposons que:

(i) Pour tous x # y dans X, tous r,s € R et tout € > 0 il existe f € A telle que |f(z) — 7| < € et
1f(y) —s| <e.
(ii) Pour tous f,g € A on as aussi max(f,g) € A et min(f,g) € A.
Alors A est dense dans C(X,R).
Démonstration. Soit h € C(X,R), et soit ¢ > 0 donné. D’abord, pour tous z,y € X nous trouvons une

fonctions f,, € A telle que |f;,(x) — h(z)| < € et | fzy(y) — h(y)| < € (comment fait-on si z = y ?). En
particulier on a:

foy(x) <h(x) +e, fay(y) > hly) —e.

Fixons x € X, et pour tout y € X posons U, = {2z € X: fy,(2) > h(z) — e}, observant que c’est

un voisinage ouvert de y. On a donc X = (J,y Usy, et par compacité il existent yo,...,Yym—1 € X
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tels que X = |J*," Uyy,. Nous posons alors g, = max(fuy,:-- -, fay,._.)- Par hypotheése g, € A. et par
construction nous avons

gz (x) < h(x) + ¢, 92(2) > h(z) —e quelque soit z € X.

Nous construisons g, € A avec ces propriétés pour chaque = € X, et posons V, = {z € X: g,(2) <
h(z) + ¢}. Comme avant, V, est un voisinage de z, dou X = (J,.x V&, et par compacité il existent

Zoy ..., TE—1 tels que X = U . Nous posons alors h. = min(gz,, - - -, gz,_, ). Par hypothése h. € A. et
par construction nous avons:

he(z) < h(z) + ¢, he(z) > h(z) —e quelque soit z € X.

Autrement dit, ||k — h.|| < €. Comme un tel h. € A existe pour tout ¢ > 0, nous avons démontré que
h e A. Wi

Démonstration du Théoréme de Stone-Weierstraf. Nous observons d’abord que 'adhérence A satisfait elle
aussi toutes les hypotheses du théoréeme. En effet, si f,, — f et g, — ¢ uniformément, ou f,,g, € A,
alors il existe nécessairement M € R qui majore || f|lco, || f]> lgnllco €t ||lg]] pour tout n. Dans ce cas on
a pour tout x € X:

[(fr+gn) = (f + Dlloc < 1fa = flloo +1lgn — 9lloo>

| fngn — follo = 1 fn(gn — g) + 9(fr — F)lleo
< [ fallooll(gn = @lloo + lgllsc | (fr — F)llso
< Ml[(gn = 9)lloo + MI|(frn = )l

||fn - f_”oo = an - fHOO

Nous obtenons que fo + 90 = f+ 9, fagn — fget f, — f uniformément, dott f +g € A, fg € A
et f € A. Cela montre que A est également une sous algébre auto-adjointe. Le fait que A contient
les fonctlons constantes et sépare les points découle de A C A. Comme il nous suffirait d’ailleurs de
démontrer que A est dense dans C(X, K) (et donc égal & C(X, K)), nous pouvons supposer que A est
fermé dans C'(X, K).

Nous traitons d’abord le cas réel, K = R. Si X ne consiste que d’'un seul point, toute fonction dans
C(X,R) est constante, d'oti A = C(X,R) par hypothese. Nous pouvons donc supposer que X contient
au moins deux points.

Soit (Qn(z)), la suite de polynémes dans R[z] qui converge uniformément vers |z| sur [—1,1]. Si
f € A satisfait || f]lec < 1 alors Q,(f) € A (car A est une R-algebre contenant les constantes) et
Qn(f) = |f| uniformément (car f(z) € [ 1,1] pour tout z € X). Comme est supposé fermé, |f| € A.

Si ||f|loo > 1 nous avons =let|f] = |flle ’W‘ € A. Ainsi, |f| € A pour tout

Hf”oo
f € A.Sige Aestune autre fonctlon alors

max(f,0) = 3(f +g+1f ~g) €A min(f.g)=(f+g-1f—gl) €A

Soient maintenant x # y € X, r,s € R. Alors il existe f € A tel que f(z) # f(y). Posons g(z) =
r+ %(s —r). Alors g € A, g(z) = r et g(y) = s. D’apres le résultat précédent, A est dense dans
C(X,R), et donc A = C(X,R) (car A est fermé). Ceci conclut la démonstration du cas réel.

Dans le cas complexe, nous supposons également que f € A = f € A. Posons A’ = AN C(X,R).
Alors pour tout f € A nous avons Re(f) = % € A’ et Im(f) = Re(—if) € A'. 1l est facile a vérifier
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que A’ vérifie les hypotheéses du cas réel, d'ou A’ = C(X,R). Or, toute fonction f € C(X,C) peut étre
écrite comme f = g +thoug,h € C(X,R) = A’ C A, et comme A est une C-algebre: f = g + th € A.
On a démontré que A = C(X, C), et la preuve est finie. H s>
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CHAPITRE 2. LES ESPACES L”

Chapitre 2

Les espaces L”

2.1 Définition, inégalités de Holder et de Minkowski

Les resultat sont formulés pour un espace mésuré (2,7, u) quelconque, mais nous sommes princi-
palement intéressés au cas que () est une partie borelienne de R™ (avec tribu borelien) et mesure de
Lebesgue, ou, dans le cas ou () est discret, avec la mesure discrete.

Pour éviter des cas exceptionnels, nous étendons quelques opérations arithmétiques habituelles de
[0, 00] a [0, o] de la fagon naturelle. Donc a + co = oo pour tout a € [0, 00], 0oP = co pour 0 < p < o0, et
ainsi de suite.

Définition 2.1.1. On pose, pour p > 1

LP(Q,p) ={f:Q— Cmesurable t.q. || f||, < oo},

1l = ( / |f|pdu)”.

L2, p) ={f: Q@ — C mesurable t.q. || f]|c < 00},
Ifllco = inf{M > 0: |f(z)| < M p-presque partout}.

On pose également

I est facile & vérifier que pour tout o € C et f mesurable: ||af||, = |a|| f]|p, ol nous convenons que
0 - oo = 0. En particulier:

Lemme 2.1.2. Les espaces LP ({2, 11) sont des C-e.v.

Méme si 2 est un espace topologique, £ (€2, i) est différent de C (2, C) o Cy(£2, C), car les fonctions
du premier ne sont pas forcément continues. La définition a un sens méme pour p > 0, mais ce qui suit
seulement si p > 1. On va donc toujours supposer p > 1.

Sip € [1,00] on pose g € [1,00] t.q. %—i—% = 1l:sip=1alors g = oo, si p = oo alors ¢ = 1, et

sinon: ¢ = 1,1; = pf 7. On dit que p, ¢ sont des exposants conjugués. Quelques identités pratiques pour
P

les exposants conjugués quand p,q > 1:

D
P+q=pq p—1=6-

AnalyseReelle.tex 11 Rev: 1088, May 4, 2010



12 CHAPITRE 2. LES ESPACES L”

Lemme 2.1.3 (Inégalité de Young). Soient a,b > 0et 1 < p,q < oo deux exposants conjugués. Alors

a? bl
ab< — + —
p q’
Démonstration. Sia = 0oub = 0 cest facile, donc on peut supposer que a,b > 0.
Méthode I (rapide): la fonction exp est convexe, ce qui veut dire que pour tous z, y et pour tout A € [0, 1]
nous avons exp(Az + (1 — A)y) < Aexp(z) + (1 — A) exp(y). En particulier:
Ina?  Ind? 1 1
ner > < —exp(lna®) + — exp(In b?)
q p q

ab = exp(In(ad)) = exp (

aP b

p q

p

Méthode II (plus €lémentaire): Nous observons que ¢ — 1 = 1. Posons f(t) = %~ + % — at. Alors
flt)=tr'—a=tr —aet f'(t) = ﬂt%d L’unique point critique de f pour 0 < ¢ est t, = a. Un calcul
montre que f(tg) = % + % - a%+§ al —a? = 0et f'(tp) > 0, donc f(tg) = 0 est le minimum de f
pour 0 < ¢t. On en déduit que ab << o b pour tous a, b, et qu'on a égalité si et seulement si b = a7, ou
encore, si et seulement si a? = b4. W53

Lemme 2.1.4 (Inégalité de Holder). Pour f, g mesurables:

1fglly < I f1lpllgllq-

Démonstration. Sip = 1 et ¢ = co nous avons

HMM=/WMWS/WMMW=MM/WW
= [[f1l11lglloc-

Le cas p = o0, ¢ = 1 est similaire. Autrement, nous avons 1 < p,q < oo et nous pouvons appliquer
I'inégalité de Young. On suppose d’abord que || f||, = ||gllq = 1:

||fg||1—/f||g|du</(f'p 'gq') du

1 1
:*/UVW+7/MP@:*WM+ﬂME
P q P q

1 1
P [£1lpllgllg

Traitons maintenant le cas général. Si || f|, = 0 c’est que f = 0 presque partout, d'ott | fgdu = 0 et
tout va bien. Méme argument si ||g||, = 0, donc on peut supposer que | f||,, |lg|l; > 0. Dans ce cas, si
|\f||p = oo ou ||g|lq = oo alors || f]l,llgllq = oo, et c’est bon aussi. Reste le cas 0 < || f]|,, [|g]lq < oo. Alors

:wm: o | =71 et
lgllq q ’

B

1fglly = 1 £1pllgllq

< fllpllglla - 1= 1£1lpllglle-

1

MMMM

Wyi4
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Corollaire 2.1.5. Si f € LP(Q, p), g € LI(Q, p) alors fg € LY(Q, p).

|

Lemme 2.1.6 (Inégalité de Holder iterée). Soit py,--- ,p, € [1,00| tel que > ", o =1 Alors pour f;

mesurable . .
I <IJI%
i=1 i=1

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour n = 1 c’est que p; = 1, et pour n = 2
c’est 'inégalité de Holder. Supposons pour n, donc, et démontrons pour n + 1. Nécessairement il existe
itelque p; > 1,sinon ), ;n+ 11% =mn+ 1> 1. On peut supposer donc que p,,+1 > 1. Nous posons

n 1 -1 1 -1
r= — =(1- ,
(2} Pz‘) < pn+1)

1 1 "1 1 1
1<r <o, -+ =1, et =r =y =1.

pi

1

ce qui donne

Par notre hypothése de récurrence:

n n
[Tirr] <TINsr, .-
i=1 i=1

Nous observons maintenant que pour toute fonction g et tout p € [1, 00 :

1

191"l = llgllyrs
d’ott

n

117

r n
< H ||j"1v||;i7 ou encore
i=1 i=1

T

117
=1

Maintenant nous appliquons l'inégalité de Holder a [}"_, fi, fni1 €t + +

)
i

fi
1=1

< H”fini-
=1

1
Pn+1

r

= 1 pour obtenir:

n+1

117
i=1

1

IN

an+1HPn+1

n n+1
<H ||fz-H,,i> N farillpnsr = TT 150,
i=1 =1

et la preuve est complete. L_PRRS

IN

Corollaire 2.1.7 (Inégalité de Schwarz).

‘/ J9 du’ < 1£lslalla
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Lemme 2.1.8 (Inégalité de Minkowski). Pour f, g mesurables

1+ gllp < (171> + llgllp- 2.1

Démonstration. Les cas p = 1 ou p = oo sont faciles. On peux donc supposer que 1 < p < oo. Soit
1 < ¢ < oo l'exposant conjugué de p. Si || f||, = oo ou ||g||, = oo alors || f|, + |||, = oo et c’est bon.
Egalement, si ||f + g], = 0 il n’y a rien & démontrer. On peut supposer donc que 0 < |f + gl|, et
[ f1lps l9llc < co. Démontrons d’abord que 0 < ||f + gl|, < oo. En effet, pour tous a,b > 0 nous avons
(a+b)P < (2a)P + (2b)P, si bien que

||f+gH£:/|f+g|pduS/(|f|+lgl)”du
< / [QIF)7 + lg)?] dyx = 22| FII% + 22 g2 < oo.
Multipliant (2.1) par [|f + g[[2~", il suffirait donc de démontrer que

1F +allp < (Lflls + gl 1 f + gl

Or, par Holder:

If +9llp :/|f+9|”du < /(Ifl +1gDIf + g~ dp

= 1715 + a1, + gl + g7,
< ||f||pH|f+g\p_1Hq + HngH|f+g|p—1Hq
= (Ifllp[[+Ngllp) 1 + glP~H],

Pour conclure, nous nous rappelons que p — 1 = %, d’oti:

B
q

1+ glE = 1 + gl = (/|f+g|pdu)P

= (f1 ol ra) = lis ol = s + P s

Théoréme 2.1.9. Soit p € [1,00]. LP(2, 1) est un espace vectoriel et || - ||, une seminorme sur LP (), ). Le
quotient

LP(2, 1) = LP(Q, p) /N

(N est le sous-espace des fonctions qui s‘annullent sur le complément d’'un ensemble de mesure nul) est un
espace normé pour la norme || - ||,.

LP(Q, 1) est appelé l'espace des fonctions LP sur (), bienque ses éléments soient des classes
d’équivalence des fonctions. On a 'habitude de dire qu'un élément de L?(€2, 1) est une fonction, bienque
strictement il s’agisse d’'une classe de fonctions. En particulier, dire pour f € LP(Q, u) que f(x) € Y pour
une partie Y C C n’a pas de sens pour une mesure qui donne mesure 0 aux points. Par contre, f(z) € Y
p-p.t.x € Q aun sens (u-p.t.z € Q veut dire: pour tout z € Q a 'exception d’'un ensemble de mesure 0).

Nous concluons avec un résultat qui est, en quelque sorte, la réciproque de I'inégalité de Holder.
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Lemme 2.1.10. Soit Q C R"™ un ouvert et soit f: Q0 — C mesurable. Supposons en outre qu’il existe une
constante C' € R telle que

/ faldp< Clglls Vg€ L9(Q),

ou u désigne la mesure de Lebesgue. Alors f € LP()) (ot p et g sont conjugués) et || f|l, < C.

Démonstration. Quitte a remplacer f par |f| nous pouvons supposer que f est positive. Considérons
d’abord les cas spéciaux ol p = 1 oup = oco. Sip = 1 et ¢ = oo, le résultat est immédiat en prenant
g = 1 (la fonction constante). Si p = oo et ¢ = 1, nous raisonnons par ’'absurde. Supposons, en effet,
que || f|lc > C, et posons X = {z € Q: f(z) > W%J“C}. Alors p(X) > 0, et il existe un sous-ensemble
Y C X mesurable tel que 0 < p(Y) < oco. Prenons g = 1y. Nous obtenons

WI4€4(r) < [ fgdn < 1 Flllglh = 1Y),

une contradiction. Nous pouvons donc supposer que 1 < p, ¢ < oc.
Pour N € N, posons fy(z) = 1;_ynp» - min(f(x), N). Alors chaque fx est positive mesurable,
fn 2 foet||fnllp < oo quelque soit p € [1, 00]. Se rappelant que p — 1 = g, nous obtenons:

1wz = / oy < / I N < O Mg = CllfnlE

Si f = 0 il n’y rien a démontrer, nous supposons donc que f # 0. Donc, pour tout N assez grand nous
avons fy # 0. Nous pouvons donc diviser par || fx|2~!, d’ott || fx |, < C. Comme fx  f, nous obtenons
1Al < C. W10

2.2 Complétude

Théoréme 2.2.1 (Fischer Riesz — complétude de LP). LP(Q, i) est un espace normé complet pour la norme
I - |lp- De plus si (fy)r est une suite de LP (€2, ) qui converge vers f dans la norme || - ||, alors il existe une
suite extraite (fy, )r qui converge u-presque partout vers f, c.-d.-d. p-p.t. x € Q: limy, f,,, (v) = f(x).

Démonstration. Soit { f,} une suite de Cauchy dans L?(f2, ). Nous pouvons toujours passer a une sous-
suite {f,, } telle que || f,, — fap,,|lp < 27%71. Posons:

k
gk:ZLfHHJ _fn1|7 g_z|fn1+] fn,
=0

Alors ||gk|l, < 1 pour tout k, {|gx|”} est une suite croissante de fonctions positives qui tend vers |g|?,
d’ol par convergence monotone: ||g|/, < 1. En particulier on a g(z) < oo p.p. Cela veux dire que la série
suivante converge absolument pour presque tout z, et 'on peut définir:

F(@) = fuo(@ +Z s = Fur)-

La ot la série ne converge pas absolument (ensemble de mesure nulle) nous pouvons poser f(z) = 0.
Donc f,, — f p-p- En particulier, f est mesurable en tant que limite p.p. de fonctions mesurables.
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Il reste & montrer que f € LP(Q, ) et que f = limy, f,, = lim,, f, en ||-||,. En effet, |f| < |fn,] + |9
dot || £ll, < ||[fnol + |g|Hp < || follp + llgll, < oc. Nous pouvons aussi poser:

L+k

g£ = Z |fn1+1 - fm
i=L

oo
) g[:Z|fTLi+1_fni
i=0

Alors ||gt||, < 27¢, d’ou par convergence monotone ||g||, < 27 Ox, |f — f,,| < ¢°, d'ou

1f = fFaellp < Nlg°llp < 27° —ems00 O

Nous avons démontré que f,, — f en ||-||,. Comme {f,} est une suite de Cauchy en |-||,, elle doit
converger a la méme limite. | ORI

Corollaire 2.2.2. Si (f,), est une suite de LP(2, 1) qui converge vers f € LP(Q, ) pour la norme || - ||, et
p-p.t. x € Q: limy, f,,, () = g(x) pour une fonction g, alors p-p.t. x € Q: f(x) = g(x).

Corollaire 2.2.3. Soit (f,), une suite de L?(Q, p) t.q. la série Y f, converge normalement dans la
norme || - ||p, c.-a.-d. 07 || fnllp < co. Alors la série converge dans LP (2, p), c.-d.-d. il existe f € LP($, p1)

t.q. limg ||f - 22:0 anp =0.

2.3 Densité des fonctions continues a support compact

Ici nous supposons que 2 C R™ est un ouvert, que 'on munit de la topologie usuelle, ainsi que de la
tribu borelienne et de la mesure de Lebesgue induites de R™.

Définition 2.3.1. Nous disons qu'une fonction f: Q — C est a support compact s’il existe un compact
K C 9 tel que f vaut zéro sur 2 ~ K. Nous définissons I’ensemble des fonctions continues a support
compact sur 2:

C.(Q) ={f: Q— C: f est continue et a support compact}.
Nous appelons le support de f dans 2 'ensemble
suppq(f) = {z € : f(x) # 0} € Q,

ol I'adhérence est par rapport a la topologie de Q2. Alors f est a support compact précisément quand
suppg (f) est compact (pourquoi ?)

Lemme 2.3.2. L'espace C.(Q2) est un C-espace vectoriel.

Démonstration. Soient f,g € C.(2) et A € C. Alors f + g et Af sont des fonctions continues. Pour voir
qu’elles sont a support compact nous vérifions aisément que:

suppo(f) A #0
su Af) =
PPo(Af) { o A=,
suppq(f +9) C suppo(f) Usuppg(g).
Pour f + g nous utilisons aussi le fait que la réunion de deux compacts est un compact. PP

Lemme 2.3.3. Pour tout 2 C R"™ ouvert et tout p € [1, 0],
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(i) Toute fonction continue a support compact appartient @ LP(Q2), et pour p = oo nous avons || f|le =
sup,eq |f(2)].
(ii) Si deux fonctions f, g € C.(2) sont égales p.p. alors elles sont égales.

En conséquence, nous pouvons identifier Uespace C..(§2) avec un sous espace vectoriel de LP ().

Démonstration. Soit f € C.(2) continue a support compact. Il existe donc un compact K C € tel que f
est nulle hors de K. Comme f est continue et K compact, f est bornée sur K, et nous pouvons poser

M = sup |f(x)| = sup |f(z)].
rzeK zeQ

1l est clair que M est une borne presque partout pour f, d'ou ||f|| < M. Soit M’ une autre borne
presque partout pour f, donc u(U) =0ou U = {z € Q: |f| > M’'}. Comme f est continue, U est ouvert
de Q et donc de R™. Or, un ouvert non vide de R™ a mesure de Lebesgue non nulle, dou U = @. En
d’autres mots M’ > |f(x)| pour tout z, ou encore, M’ > M. On a démontré que M est la plus petit borne
presque partout pour f, c.a.d.:

[flloc = M = sup | f(z)].
e

En particulier, f € L>().
Pour 1 < p < oo nous nous rappelons également que comme K est compact, il est borné, donc p(K)
est fini et

11l = ( / |f|Pdu)‘l” _ ( /| IfIPdu); < (I I2p () = [1floon(K)? < o0,

d’ou f € LP(£2). On a donc démontré la premiere affirmation.

Pour la deuxieme, il suffit de montrer que si f(z) = 0 presque partout alors f = 0. En effet, 'ensemble
U={zecQ: f(z) # 0} est un ouvert de 2 et donc de R”. Comme avant, si u(U) = 0 c’est que U = 0,
i.e., f =0. .2_3.3

Avant de démontrer le théoréme suivant on se rappelle que la mesure de Lebesgue est réguliére:

Fait 2.3.4 (Régularité de la mesure de Lebesgue — cours d’intégration). Soit B C R™ mesurable de mesure
finie alors pour tout € > 0 il existent un compact K C R™ et un ouvert U C R™ tels que

KCBCU et  pw(UNB),u(BNK)<e.
Si B C Q ot Q C R™ est un ouvert alors on peut remplacer U par Q N U, et obtenir en plus U C Q.

Fait 2.3.5 (Le lemme d’Urysohn — cours de topologie). Soit U C R"™ ouvert et K C U compact. Alors il
existe une fonction continue f: R™ — [0, 1] qui vaut 0 sur K et 1 en dehors de U.

Fait 2.3.6 (Topologie - tout compact admet un voisinage compact). Soit K C U C R", ot K est compact
et U ouvert. Alors il existe un ouvert V tel que K CV CV C U, et V est compact.

Lemme 2.3.7. Soit f: Q — [0, 1] mesurable. Alors il existe une suite d’ensembles mesurable A, tel que
f = ZZOZI 2_n]]‘An'
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Démonstration. Nous définissons pour chaque n > 1:

n—1

go(%) =0, gn(x) = Z 2_i]1Ai ($)7

An(a) = {&: f(@) > guos(@) + 27"}

En d’autres mots, g, (z) = gn—1(z) + 2714, (x). Nous prétendons que g, (z) < f(x) < gn(x)+ 27" pour
tout x et n. En effet, pour n = 0 c’est car 0 < f(z) < 1. Si on suppose pour n — 1, alors g,,—1 (z) < f(x) <
gn—1(x) +27 " =g, 1(z) +2-27". Dans le cas ol g,,_1(z) < f(z) < gn—1(z) + 27" (donc z ¢ A, et
gn(x) = gn—1(x)) comme dans le cas ott g,,—1(z) + 27" < f(x) < gp—1(x) +27" +27" (iciz € A, et
gn(x) = gn—1(x) +27™) nous avons g, (z) < f(z) < gn(z) +27".

Par conséquence f = lim, g, = > - ;2 "14,. | P

Théoreme 2.3.8 (Lusin). Soient f: 2 — C une fonction mesurable, telle que p{z: f(x) # 0} < co. Alors
pour tout € > 0 il existe g € C.(Q2, C) tel que

ple: fz) # g(a)} <e.

En outre nous pouvons choisir g tel que ||gllco < ||.f||oo-

Démonstration. Posons A = {z: f(z) # 0}. Nous considérons d’abord un cas trés particulier, et pas la
suite nous enléverons des hypothése une par une.

Premier cas: f: Q — [0,1] et A est compact. D’apres Fait il existe un ouvert V tel que A C
V CV CQetV est compact.

D’apres le Lemme, f s’exprime de la forme f = Znoo:1 27"14,,0u A, C Qsontmesurables. Siz € A,
alors f(x) > 0, donc 4,, C A C V pour tout n.

Puisque u(A) < oo, nous avons aussi u(A,) < oo. D’aprés la régularité de la mesure, pour chaque
n il existe un ouvert U,, et un compact K, tels que K,, C A4,, C U, et u(U, \ K,,) < 27 ™. Posons
V.. = VNU,. Alors V,, et ouvert, et puisquon avu que A,, C V, cestque 4,, C V,,. En outre, u(V,,\K,,) <
w(U, N Ky) <27 "e.

D’apres le Lemme d’Urysohn, pour chaque n il existe une fonction continue g, :  — [0, 1] qui vaut 1
sur K, et 0 hors V;,. Nous posons g = >~ , 2~ "g,, et prétendons que c’est la fonction recherchée.
Continue: puisque Zi:l 27"g, —k—oo g Uuniformément, et une limite uniforme de fonctions continues
est continue.

A support compact: Si g(x) # 0 c’est que g,,(x) # 0 pour au moins un n, donc z € V,, CV C V. Or, V est
compact.

Mesure de Uerreur < e: Considérons x € Qetn > 1.Siz € K,, Cestque z € A, et g,(x) =1 =14 ().
Etsiz ¢ V,, cest que z ¢ A, et go(z) = 0 = 14, (). En d’autres mots, si g,(x) # 1a,(z) cest
que z € V,, \ K,,. Maintenant, rappelons-nous que g = >~ 2 "g, et f = > 27 "14,. Dong, si
g(x) # f(x), cest que g, (x) # 14, (x) (et donc z € V,, \ K,,) pour au moins un n. Alors

oo

{weq: fx) #g(@)} € [ Va\ Kn),

n=1

d’ou

wl{z € Q: f(z) #g(x)} < Zu(Vn N Ky), < 227”6 =ec.

n=1
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Ceci conclut le premier cas.

Second cas: f: Q — [0,1]. (Mais A n’est pas nécessairement compact.) Puisque p(A) < oo, d’apres
la régularité de la mesure, nous trouons K C A C U ou U est ouvert, K compact et u(U \ K) < €/2.
Posons h = f - 1k. Alors h: Q — [0,1], et {x: h(z) # 0} = K, et c’est un compact. Donc h vérifie les
hypothese du premier cas, et il existe g € C.(Q2, C) tel que p{z: h(x) # g(x)} < /2. Nous observons que
si f(x) # h(x) cest que f(x) #0et 1x(z) =0, i.e.,quex € A~ K. Alors:

{z: f(z) # g(2)} Ha: h(z) # g(2)} U {z: f(2) # h(z)}
={z: h(z) # g(x)} U (AN K),

d’ou
plo: f(@) # g(a)} < ulo: hiz) # g(0)} + p(A~ K) < <.

Troisiéme cas: f:  — R=Y. On considere la suite B,, = {z: f(x) < n}. C’est une suite croissante
et B, = A, donc u(B,,) — p(A). Puisque u(A) < oo, cela veut dire que pour N suffisamment grand,
w(Bn) > u(A) —e/2, ie., que pu(A ~ By) < &/2. Nous fixons un tel N, et posons h = f%{f”. Alors
h: Q — [0,1], et d’apres le cas précédent on trouve g € C.(Q2,C) tel que u{z: h(z) # g(x)} < €/2. Alors
Ng e C.(Q,C), etsi f(x) # h(z), Cest que z € A~ By. Comme dans le cas précédent:

{z: f(z) # Ng(x)} S{a: Nh(z) # Ng(z)} U{z: f(z) # Nh(z)}
={z: h(z) # g(x)} U (A By),

d’ou
plz: f(z) # g(2)} < plz: h(z) # g(x)} + p(A N By) <e.

Quatriéme cas: f: Q2 — R. Posons f* = max(f,0), f~ = max(—f,0). Donc f = f* — f~ et
fT:Q — R*. Dapres le cas précédent : il existe gy, g2 € C.(2, C) tels que

ple: fH(x) #q()} <e/2,  plz: f7(x) #gi(2)} <e/2,
d’ou
plz: f(x) # (g1 — g2) (@)} < pla: fH(2) # gi(2)} <e/2+ p{x: f7(2) # g2(2)} <e/2<e.

Cinquiéme cas: f: Q — C (le cas général). Posons f = f,. +if;, ou f, et f; sont les parties réelle et
imaginaire de f, respectivement. D’apres le cas précédent : il existe g1, g2 € C.(Q2, C) tels que

plz: fr(z) # g(2)} <e/2,  pfa: filz) # gi(2)} <e/2,
d’ou
p{z: f(z) # (g1 +ig2)(2)} < pla: fr(z) # g1(x)} <e/2+ p{a: fi(z) # g2(2x)} <e/2 <e.

Il reste la partie < en outre. > Soit donc f: 2 — C comme dans les hypothése, et ¢ comme dans la
conclusion. Si || f|lcc = o0 alors ||g|lcc < || f]loo €t C’est bon. Si || f|| = 0 on remplace ¢ par la fonction 0,
et c’est encore bon. Supposons donc que 0 < || || < co. Nous définissions (: C — C par

< oo
() = { L =
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Nous remarquons que les deux définitions coincident quand |z| = || f|| . La fonction ¢ est continue, donc
h = ( o g est continue également. Aussi, h(x) # 0 si est seulement si g(z) # 0, donc supp h = supp g est
compact, et h € C.(2,C). En outre, |((2)| < || f]lc pour tout z, d’ott ||h]|cc < || f]|co. Pour conclure, nous
observons que si f(z) = g(x), alors |g(z)| < ||f|lco (en dehors d’'un ensemble de mesure nulle, dont on
peut faire abstraction) et donc h(x) = g(z) = f(z). Ainsi:

{z: f(z) # W)} C{z: fz) # g(2)},
pla: f(x) # )} < pfz: f(z) # g(2)} <e.

Ceci termine la preuve. L DEY

Lemme 2.3.9. Soit E(Q2) Uensemble des fonctions étagées s: Q) — C tel que p{x: s(x) # 0} < oo, a égalité
presque partout preés. Alors E((2) est dense dans L, (€2) pour tout 1 < p < oo (mais non pour p = o).

Démonstration. D’abord il est facile a vérifier que E(Q) C L,(2), et que c’est en outre un sous-C-e.v.,
quelque soit p (laissé en exercice). Il nous faut démontrer que tout f € L,({2) appartient a 'adhérence
de E(2) dans L, ().

Nous considérons d’abord le cas ol f est réelle positive: f: Q — R=°. Dans ce case, on a déja vu dans
le cours d’intégration qu’il existe une suite croissante de fonctions s,, € E(12) telles que s, (z) — f(z)
a chaque point z. Autrement dit, |f(x) — s,(z)| — 0. Oy, |f(z) — sn(2)| = f(z) — sp(x) < f(x), donc
|f(z) — sp(z)|P < f(x)P. Or, par hypothése [ f? dp < co. D’apres le théoreme de convergence dominée,

£ = sl = [1f = saldn = [0du =0,

. -
ie., s, — f.

Maintenant soit f € L,({) quelconque. On peut donc 'exprimer comme
f=9" =g~ +i(h" —h7),
ol g* et h™ dont réelles, positives. Nous trouvons dans E(Q) des suites s1,, = g, 825, = ¢, S3.n — b,

S4m — h™.Posons t, = s1.,, — S2.n + (83, — Sa,n). Alors ¢, € E(Q) et t,, — f. W,

Théoréme 2.3.10. Pour tout ouvert Q C R™ et tout 1 < p < oo (mais non pour p = oo !), Uensemble
C.(9) est dense dans LP(€2).

En d’autres mots, pour toute fonction f € LP(Q) et pour tout ¢ > 0 il existe g € C.(Q) telle que
llg — fllp < &, ou encore, il existe une suite { f,,}, C C.(Q) telle que f, — f en |-||,.

Démonstration. Puisque E(f2) est dense dans L,, il suffit de montrer que pour toute fonction s € E(2)
ete > 0 il existe g € C.(Q2,C) t.q. ||g — s||, < . Puisque s est étagée elle est bornée, et (par définition de
E()) p{z: s(x) # 0} < co. Nous pouvons donc appliquer le théoréme de Lusin : il existe g € C.(Q2,C)
telle que gl < 15|l et

o 9(0) # s} < (75 )

2|l oo

Alors,

/Ig—SIPdu=/ lg — s|” du
{: g(x)#s(z)}

< pfw: g(e) # s(@)}-llg — sl

( : )p<|| oo + lslloc)
< Jlloo + ||I8]|ec)? = €P.
Mol
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Donc en effet, ||g — s||, < ¢ et le théoréme est démontré. W25.10

Pour voir les limites de ce résultat, considérons un ouvert non vide quelconque 2 C R", et fixons
x € Q. Soit r > 0 assez petit pour que B(z,2r) C Q, et posons f = lpg(, . Il est facile a voir que
f € LP(Q) pour tout p € [1,0]. Nous prétendons que pour toute fonction continue g: & — C nous
avons || f — glloc > 3.

En effet, soit y € 2 tel que d(z,y) = (e.g., y = = + (1,0, ...,0)). Supposons d’abord que |g(y)| < 1,
et posons U = {z € Q: [g(z)| < %}. Par continuité de g, U N B(z,r) est un ouvert non vide dans lequel
f=1letdonc |f—g| > 1, dou ||f — gl > 3. Lautre possibilité est que |g(y)| > 1. Pour chaque n
posons V,, = {z € Q: |g(z)| > 1 — 1}. Alors encore par continuité de g, V;, \ B(z,r) est un ouvert non
vide sur lequel f = 0 et donc |f — g[ >  — 1. Nous obtenons que ||f — g||«c > 4 — 1 pour tout n, donc

En particulier, C.(€2) n’est jamais dense dans L>°(2) (sauf si 2 = &, que I'on exclut de toute facon).

Corollaire 2.3.11. Pour tout ouvert non vide @ C R™ et tout 1 < p < oo, lespace (C.(Q), |||,) est un
espace normé incomplet.

Démonstration. Le fait que ||-||; soit une norme (et non une semi-norme) sur C,(£2) est une conséquence
du fait que C.(Q) C LP(Q) (cf. Lemme [2.3.3). Si cette norme était compleéte on aurait par densité
C.(2) = LP(R), ce qui n'est pas le cas: on vient juste de donner un exemple d’'une fonction f € LP(Q)
qui n’est égale, ni méme presque partout, a aucune fonction continue. | PERE!

2.4 Convolution et inégalité de Young

Définition 2.4.1. Soit f, g : R” — C mesurables. On pose, formellement,
(f = g)(z) := A fx—y)g(y) dy,
la ot 'intégrale est définie, et nous appelons f * g le produit de convolution de f et g.

Lemme 2.4.2 (Distributivité du produit de convolution). Si (f * g)(x) et (f = h)(x) sont définis alors

(f*(g+ 1) (z) = (f xg)(@) = (f*h)()
Démonstration. Immédiat. LD

Lemme 2.4.3 (Commutativité du produit de convolution). Pour tout xz € R™ nous avons (f * g)(z) =
(g9 * f)(z). Par cela nous entendons que l'un est défini si et seulement si Uautre est défini, dans lequel cas ils
sont égaux.

Démonstration. D’apres le Théoréme de changement de variable. DR
La fonction z — (f * g)(z), quand est-ce quelle est bien définie ? Réponse simple: si f € LP(R") et

g € L1(R™) alors par I'inégalité de Holder:

. flx=y)g@w)dy| < [ fllpllgllq

donc f * g(x) existe, et

1 % glloo < £ nllgllq-
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Si, par contre, f,g € L'(R"™) alors par le théoréme de Fubini on a que f * g(z) est défini pour presque
tout z, et

I1f * glly < 1112 llglla-

Ceux-ci sont des cas particuliers de I'inégalité de Young.

Lemme 2.4.4. Soient 1 < p,q,r < oo tel que %4—%4—% = 2. Soient f € LP(R"), g € LY(R™) et h € L"(R™).
Alors

A |(f % g)(@)h(@)]| dz < | fllpllgllqlPll:-
En particulier; (f = g)(x) est défini presque partout.

Démonstration. Il est facile a vérifier que si | f|*|g|(z) existe (et est fini) alors fxg(z) existe et | fxg(x)| <
|f] = |g|(z). 1l suffirait donc de démontrer pour |f|, |g| et |h|. Autrement dit, nous pouvons supposer que
f, g et h sont des fonctions positives.

Tout d’abord, si = 1 alors p et ¢ sont des exposants conjugués. Il en découle que ||f * gllco <

11119114, d'ot
/ I 9@h(@)dz < IfllpllgllelIhlh-

Supposons maintenant que p = 1, donc q et r sont des exposants conjugués. Posons §(z) = g(—z). Alors
llgll; = llgllq> et par le méme raisonnement que tout a ’heure nous avons:

/n(f * g)(z)h(z) de = /Rn . fy)g(z —y)h(z) drdy = / fW)g(y — x)h(x) dv dy

R xR"™

= . FW)(G=h)(y)dy < I fll1llgllqll Rl

Comme f x g = g f, cela recouvre aussi le cas ou ¢ = 1. Nous pouvons donc supposer dans la suite que
1<p,qr<oo.

Soient p/, ¢’ et r’ les exposants conjugués respectifs de p, g et r i.e., ;1)4— ﬁ =1,
Posons

1 1 1 1
5+?—1et;+p—1.

alz,y) = fla—y)7gly)”
Bx,y) = g(y)¥ hiz)?
y(z,y) = fla—y)7h(z)7
Alors
[ atwwydsty = [ - ypawrdsdy= [ pds [ g
d’ou

P a
||a||T’ = Hf”prl ”g”qu-

/ -\ . . . .
Ou |||~ est dans le sens de L™ (R?"). D’'une maniére similaire on obtient

Al E Rl L E AL
181 = llglla* Rlle>" Mvllg = £l (1Al
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On vérifie en outre que ;; + & + o; = 1, d'olt

On obtient:

el 1Bl Ivller = [ FlIpllgllgllAllrs @By (2,y) = fz = y)g(y)h(z).

En conclusion,

| rrp@h@yde= [ at@u)soyie.s)dedy = oyl < lal 181 e = 1 lallbl -

Ou <* découle de I'inégalité de Holder itérée. W4y

Théoréme 2.4.5 (Inégalité de Young). Soient 1 < p,q,r < oo tel que %—i—é = 141, et soient f € LP(R™),
g € LY(R™). Alors f x g est défini presque partout, et appartient a L"(R™), avec

1 * gl <[ fllpllgllq-

Démonstration. Sir = 1 alors p = q = 1 et le résultat est déja connu. Sir = oo alors p et ¢ sont conjugués
et le résultat est déja connu. Ceci est en particulier le cas si p = oo (ce qui entraine ¢ = 1, r = 00) ou
g = oo (entraine p = 1 et r = c0). Nous pouvons supposer donc que 1 < p,g < ocetl <r < co.

Soit 1 < 7’ < oo 'exposant conjugué de 7. Nous avons  + ¢ + ; = 2, et d’apres le lemme précédent
nous avons, pour tout h € L"(R"™):

/I(f*g)(w)h(iv)ldx < 17 1Ixllgllqll Aall-

D’aprés Lemme [2.1.10]il en découle que f g € L"(R™) et || f * gl < || fllnllgll4- W5
Le produit de convolution peut aussi étre définit sur Z¢ avec la mesure discréte a poids 1: pour
f9:72" — C,
(f*9)(@) =Y flz—y)y),

yezL™

il existe.

2.5 Densité des fonctions lisses

On se rappelle (cours de topologie) que si X C R™ et f: X — C une fonction, alors
— f est dite uniformément continue pour tout £ > 0 il existe 6 > 0 tel que, pour tout z,y € R", si
. ; )5 S 5
\x' —y| < d alors |f(z) — f(y)] <e La distance sur R™ est la d1stapce euclidienne : |z| = /) z7.
— Si X est compact et f est continue alors f est uniformément continue.

Lemme 2.5.1. Soit f € C.(R™). Alors f est uniformément continue.
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Démonstration. Puisque supp f est compact, il existe M tel que supp f C [—M, M]™. Alors f est continue,
et donc uniformément continue, sur [-M — 1, M + 1]”, qui est compact.

Soit maintenant ¢ > 0 donné. Il existe donc § > 0 t.q., siz,y € [-M — 1, M 4+ 1]" et |z — y| < ¢ alors
|f(z) — f(y)| <e.Sid > 1, celareste vrai aussi pour 6 = 1. Nous pouvons donc supposer que 0 < ¢ < 1.
1l suffirait de montrer que pour tous z,y € R™, si|z—y| < ¢ alors |f(z) — f(y)| < e. Nous considérons des
cas.Siz € [-M,M|"alorsy € [-M —1,M + 1]" (car § < 1), dou |f(z) — f(y)| <e.Siy € [-M, M]",
le méme raisonnement marche. Reste le cas ot z,y ¢ [-M, M]", mais alors |f(x) — f(y)] = |0 — 0| =
0<e. W5

Proposition 2.5.2. Soit f,j € C.(R") t.q. [, jdu = 1et j > 0. Pose pour e > 0
. 1  /x
Je(w) = E"J (6) .

Alors f x j. — f simplement et en || - ||, pour tout p € [1,00[. En outre, f * j. a support compact.

Démonstration. Puisque supp j et supp f sont compacts, supposons que supp j, supp f C [-M, M]™. Nous
remarquons que:

@ [je =1 pourtoute > 0.
(iii) suppje C [-eM,eM]",
(iv) supp f * je C [—(1 + )M, (1 + £)M]. En particulier, si e < 1 alors supp f * j. C [-2M,2M]", et de
toute facon f * j. est de support borné, donc compact.

Montrons d’abord la convergence simple. On se donne r > 0 trés petit. Alors il existe un § > 0 tel que, si

|x —y| < 0 alors |f(x) — f(y)| < r. Pour tout € < ﬁ, xz € R" ety € [—eM,eM|]™ nous avons alors

yl<vneM <6 = |fz—y) - fl@)l <

d’ou
1) = 1)) = | [ 16 = hictray = [ f@ricta
=| [1r@ =)~ iy
< [176 = v - f@)iw) dy
=y =) = S0 dy

/ rje(y) dy
[—eM,eM]"

r.

IN

Nous avons donc bien | f % j. () — f(x)| =<0 0 quand € — 0, d’ott la convergence simple. Pour p € [1, 00|
cela donne |f * j-(x) — f(2)|? —-—0 0. Posons maintenant & = L{_apz2njn (2] f|loc)?- Alors [ h < oo, et
des que ¢ < 1, nous avons |f * j. — f|? < h. D’apres le Théoréme de la Convergence Dominée:

W*ﬁ—ﬂgz/u»ﬁ—fwe&ma

d’ot la convergence en norme || - ||, L_PED)
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Définition 2.5.3. Soit a = (g, -+ ,ay) € N et pose
o o f(w)
D° = e
f(@) ox! oxy™
Une fonction f : U — C, U C R™ ouvert, est lisse si D*f est continue pour tout « = (a1, -+ ,ay,) € N

On note C*°(U) les fonctions lisses de U — C, C.(U) les fonctions continue & support compact et
CeU)=C(U)yNnC>().

Fait 2.5.4. La fonction
0 <0
xXr) = 1
/(@) {e_z x> 0.
de R — R est lisse.
Lemme 2.5.5. Il existe une fonction j € C2°(R™) positive telle que [ jdp = 1.

Démonstration. Nous observons que z — |z|? = Y 27 est lisse sur R™. Il en découle que

g(w)=f(1—|x2):{0_ R

e -7 | <1

est lisse sur R”™. Elle est positive et non nulle d’'ott [ g > 0. Aussi, suppg C [—1,1]" d’'ott g € C°(R™) et
llgll1 < oco. Finalement j = ﬁ est comme voulu. W s

Rappel (théoreme de la valeur moyenne): soit g : [a,b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|.
Alors il existe ¢ €]a, b] t.q.

—Qa
Lemme 2.5.6. Soit f € L'(R"), j € C°(R"), j positive. Alors f € C>°(R") et
D(fxj)=[fx*j
sien outre f € C.(R™) alors f * j € C2°(R™).
Démonstration. Pour voir que D*(f * j) = f » Dj il suffirait de montrer que 22— (f  j) = f * 527, le
cas général en découle par récurrence. Aussi, il suffit de considérer le cas de x;. Puisque % jeCPRM),
Cest en particulier une fonction uniformément continue : pour tout ¢ > 0 il existe § > 0 t.q.... On se

donne un ¢ > 0 tres petit, et le 6 > 0 qui correspond.
Soit maintenant v = (1,0, ...0) € R™. Posons g5 (y) = W Alors on calcule que:

D’apres le théoreme de la valeur moyenne, pour tout y il existe &' tq |h/| < |h| et

0 . ,
gn(y) = 07:1‘7(3’ + h'v).
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Si en outre |h| < J, on obtient

)~ o '<y>| <e.

Donc, pour |h| < 4, on a:

f*j(@+hv) — fxj) 9 .
h *f*aimlj(x)

fegn(a) — 8%]'(@

- | [ 16 (a0 = 5ita =) dy\
< [ 111w - y)edy

<ellfl

Comme ¢ peut étre choisi arbitrairement petit, ceci montre exactement que

frj(athv) = fjx)
h

a .
—h—o [ * (97:131](33)’

ie.,
0 ) a .
Tmf*J =fx 67361]' W56

Théoréme 2.5.7 (Densité des fonctions lisses). Pour tout p € [1, co|, le sous-espace C2°(R™) C LP(R™) est
dense (pour la norme || - ||,,).

Démonstration. Puisque C.(R™) est dense dans L?(R"), il suffit de montrer que C°(R"™) est dense dans
C(R™) en || - [

En effet, soit f € C.(R") (donc en particulier, f € L'(R)). Soit aussi j € C2°(R"), positive, [j = 1.
Alors f * j. —.—0 fen]| -|p, et chaque f * j. est C*° de support compact. -



CHAPITRE 3. ESPACES DE HILBERT

Chapitre 3

Espaces de Hilbert

3.1 Produits scalaires et notion d’espace de Hilbert

Définition 3.1.1. Soit H un espace vectoriel complexe. Un produit scalaire est une application (-, ) :
H x H — C vérifiant
(i) Yy € H: x — (z,y) est linéaire (en z),
(i) (y,z) = (z,y),
(iii) (z,x) > 0etsi (x,x2) =0 alors z = 0.
Par conséquence y — (z,y) est anti-linéaire (en y). Nous définissons la norme de = € H (mais il
faudra démontrer que c’est en effet une norme !):

] = v/ {x, ).

Exemple 3.1.2. H = L%*(), © C R™ un borelien (avec mesure de Lebesgue ou mesure discret). Si
f,g € L*(Q) alors fg € L'(Q) et
()= [ 13
Q

est bien défini, et || f|| = 1/ [ | f|?> = ||f||2- Nous avons comme cas particuliers % = C™ (2 un ensemble
de n points avec mesure discréte) et H = ¢?(N) (2 = N avec la mesure discréte).

Dans le cas général nous devons montrer que ||-|| est bien une norme. Nous commencons avec le
calcul suivant:

Lemme 3.1.3. Soit H un espace vectoriel complexe avec produit scalaire (-, -). Alors pour x,y € H
lz +yl1* = ll2]* + 2Re(z, y) + llyl*.

Démonstration.

(z+y,x+y) = (z,2) +(z,y) + (v, 2) + (¥, 9) = (z,2) + (2, y) + (z,9) + (¥, )
= ||=|1* + 2Re(z, y) + [lyl*. s

Nous vérifions aisément certaines propriétés d’une norme pour ||-||:
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— ||z|| > 0 par définition, et si ||x|| = 0 c’est que {x,2) = 0 et donc = = 0.
— Pour ) € C nous avons ||\z]| = /(Az, \z) = \/ ANz, 2) = /[N (z,2) = [N/(z,2) = |A[|| ]|

Proposition 3.1.4 (Inégalité de Cauchy Schwarz). Soit H un espace vectoriel complexe avec produit
scalaire (-, -). Alors pour x,y € H

[z, )] < [l ]Iyl

Démonstration. Si ||z| = 0 c’est que « = 0 et 'inégalité est immédiate. Sinon, ||«|| > 0 et pour tout ¢ € R
nous avons

0 < ||tz +y|* = l2]*#* + 2Re(z, y)t + [ly||*.
La discriminante de ce polynéme quadratique doit donc étre < 0:
0= (2Re(w,y))” — 4llz]*|ly]*
d’ot
lzlllyll = [Re{x, y)| = Re(x,y).
Maintenant, il existe a € C de module 1 tel que (x,y) = a|(z,y)|, dott &{x,y) = [(x,y)] et
lzllllyll = llzllloyll > Re{x, ay) = Re(alz,y)) = Rel(z, y)| = [{z,y)!. W04

Corollaire 3.1.5. Soit H un espace vectoriel complexe avec produit scalaire (-,-). Alors ||z|| = +/{(z,z)
défini une norme.

Démonstration. Il ne nous reste a vérifier que I'inégalité du triangle. En effet, passant aux carrés,

2 +ylI* = lz]|* + 2Re(z,y) + [ylI* < =1 + 2[{z, )| + [yl < =1 + 2l |llyll + [ly]?
2
= (=l + llyll)". W5

Cette norme est dite la norme associée au produit scalaire (-, -).

Définition 3.1.6. On dit que deux vecteurs z,y d’'un espace vectoriel complexe sont orthogonaux pour
le produit scalaire (-,-) si (z,y) = 0.

Lemme 3.1.7. Soient x,y deux vecteurs d’'un espace vectoriel complexe H. Alors on a
(z,y) = i (e +yl* = llz = yl* + illz + iy )|* — illa — iy||*) .
En plus on a I'identité de la médiane ou du parallélogramme
lz+yl* + 2 =yl =2 (l2]* + lly]1?) -
Si x et y sont orthogonaux on a I'identité de Pythagore

lz +yl* = [l + llyl1*.
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Démonstration. Par Lemme|3.1.3]
lz +ylI* = (ll* + 2Re(z, y) + yl*), lz = ylI* = (llz* = 2Re{z,y) + lly]I*),
d’ot
Iz +ylI* + llz = yl* = 2l|=[* + 2[ly]%, lz + yl* = [lz = ylI* = 4Re(z, y).
Nous avons donc démontré I'identité du parallélogramme. Nous en déduisons également que

1
Re(w,y) = 4 (lz +yl* = llz = y*),

(Il +ayll* = |z = iy[]?),

N

Im(z,y) = Re(—i(z,y)) = Re(z,iy) =
Ce qui établit la premiere identité. Finalement, si x | y:
Iz + ylI* = z]|* + 2Re(0) + [|ylI* = [|l=[I* + [ly|*. o,

Définition 3.1.8. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel complexe muni d’'un produit scalaire et
qui est complet pour la norme associé.

Exemple 3.1.9. L?(§2) comme plus haut. La complétude a été démontrée dans Théoréme de Fischer-Riesz.

3.2 Somme directe et orthocomplement

Définition 3.2.1. Soit H un espace de Hilbert et H; et H, deux sous-espaces vectoriels. On dit que H est
la somme direct de H; et Ho, notée H = H1 S Ho, SiH = Hi+Ho, HiNHa = {0} et Vzy € Hi, 20 € Ha:
(z1,72) = 0. Lorthocomplement d’'un sous-espace F' C H est F+ := {z € H|Vy € F : (z,y) = 0}.
Théoréme 3.2.2. Soit H un espace de Hilbert et F' C H un sous-espace fermé. Soit x € H. Alors
(i) Il existe un unique y € F' qui satisfait
|z —y|| =d(z, F) :=inf{||lx — z|| : z € F}.
On note y = pp(x). Ceci définit alors une application
pr:H—>H.

(ii) pr(z) est Uunique vecteur dans F' qui satisfait x — pp(x) L F.

(i) Vo € H: [lz]* = [lpr(@)[I° + [pre ()%

(iv) L’application pr : H — H est linéaire est continue. C’est la projection sur F le long F*.
(v) L'orthocomplement F* est un sous espace fermé de H et H = F & F*.

Démonstration. Pour ¢ > 0, prenons y,z € F et supposons que d(z,y)? < d(z, F)? + ¢ et d(z, 2)? <

d(z,F)* + . Posons: w = Y12,y = Y22, de telle facon que w € F ety = w + u, 2 = w — u. D’aprés

l'identité du parallélogramme:

(& = w) +ul® + |2 = w) —ul® = 2(|a — w]]® + |[ul)
2 2
B _ 1
lo =2+l = yl° _ 02 4 Lagy, 202
D) 4
1
dla, F)? + & > d(w, F)* + 1d(y,2)°

d(y,z) < 2V/e.
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Soit maintenant (y,,) C F une suite telle que d(x, y,,) — d(z, F). Alors d’aprés notre calcul c’est une suite
de Cauchy, qui doit donc converger ver un y € F (puisque H est complet et F' fermé). Nous obtenons
d(z,y) = limd(z,y,) = d(z, F). Pour l'unicité, supposons que z € F' vérifie lui aussi d(z, z) = d(z, F).
Alors encore d’apres notre calcul d(y, z) < 24/¢ pour tout € > 0, ce qui donne d(y,z) = 0 et y = z. Ceci
montre le premier point et donc l'existence de I'application Pg.

Pour le deuxiéme point, supposons que  — Pr(z) £ F. Il existe donc z € F' tel que (x — Py(z), 2) =
s # 0, et quitte & diviser z par 5 nous pouvons supposer que (z — Ps(x), z) = 1. Soit encore ¢ une variable
réelle. Alors Pp(z) +tz € F et

d(z, Pp(z) + t2)? =||z — Pr(z) — tz|*> = 2| 2||> — 2t + ||z — Pr(z)|>.

Ce polynéme en ¢ atteint son minimum ailleurs qu'a ¢t = 0, donc d(z, F) < d(z, Pr(x)), une contradiction
au choix de Pp(x). Nous avons donc bien # — Pr(z) L F. Pour l'unicité, supposons que = —y L F et
x—z L F,oly,z € F (par exemple, on pourrait avoir y = Pr(z)). Alorsy —z € F,dou (x —y,y — 2) =
(x — z,y — z) = 0. Une soustraction donne (y — z,y — 2) =0, douty —z=0ety = z.

Le troisiéme point découle du deuxiéme, vu que x — Pp(z) L Pp(x).

Pour (iv), on vérifie aisément que (z+\y) — (Pp(z)+APr(y)) = (z— Pp(x))+Ay—Pr(y)) € F*, dou
Pr(z) + APr(y) = Pr(x 4+ A\y) d’apres (ii), et Pr est linéaire. D’aprés (iii) nous avons || Pr(z)| < ||z,
donc Pr est continu (de norme < 1).

Finalement, pour tout x € H nous avons = = (x — Pr(x)) + Pr(x), ol z — Pp(z) € F+ et Pr(z) € F,
ce qui donne bien F @ F+ = H. [ P

Corollaire 3.2.3. Pour tout sous-espace vectoriel fermé ' C H on a (F+)* = F. En particulier; aussi
Uorthogonale d’un sous-espace vectoriel non-fermé est fermé. En outre F' est dense dans H si et seulement si
Ft+ ={0}.

Corollaire 3.2.4 (Théoreme de représentation de Riesz). Soit p: H — C une forme linéaire continue.
Alors il existe un unique y € H tel que pour tout x:

p(x) = (z,y).

En outre, nous avons ||| = ||y|| ot

lell = supflo(a)]: [lz]] < 1}.

3.3 Bases orthonormales

Définition 3.3.1. Un espace de Hilbert A est séparable s’il posséde une suite de points, qui est dense
dans H.

Exemple 3.3.2. L%().

Définition 3.3.3. Soit # un espace de Hilbert séparable. On appelle base orthonormale de # tout sous-
ensemble fini ou dénombrable {e, },, qui vérifie

@) llen]l = 1et{en,em)=0sin #m,

(ii) le sous-espace vectoriel engendré par {e,}, (par combinaisons linéaires finies) est dense dans H.

Exemple 3.3.4. ‘H = (*(N) avec produit scalaire ((Ag)k, (ftm)m) = D, MeFik €t e, la suite (6,1).
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Exemple 3.3.5. H = L?([0, 2x]) avec produit scalaire (f, g) = 5 02” f(t)g(t)dt et e, 1a fonction t — e,

Lemme 3.3.6. Soit (¢;);<, une famille orthonormeée et soit F' le sous-espace engendré (donc (e;,e;) = d;j,
mais on ne demande pas que F soit dense). Alors pour tout x:

Pp(x) = Z(az,ei>ei.

Théoréeme 3.3.7 (Existence des bases orthonormales). Tout espace de Hilbert séparable posséde une base
orthonormale.

Théoreme 3.3.8. Soient H un espace de Hilbert et {e,, },cn une base orthonormale.

(i) Pour toute (\,), € (*(N) la série Y, -, Aney, converge dans H et sa somme x =Y - Ane, Vérifie

(@ en) =My 2> =DM

n>0

(ii) Pour tout x € H la série x, en)|? converge et
n>0 &

v =Y w e, 2l = 3| en)

n

Définition 3.3.9. Soient #H; et H, deux espaces de Hilbert. Une isométrie entre #; et H, est une
application linéaire U : H; — Ho qui satisfait Vo € Hy: ||U(z)|| = ||z||. H1 et Ho sont isomorphes s’il
existe une isométrie bijective entre eux.

Corollaire 3.3.10. Tout espace de Hilbert séparable de dimension infinie est isomorphe a ¢*(N).

Proposition 3.3.11. Soient H, et Ho deux espaces de Hilbert (ou méme de Banach). Soit E C H, un sous
espaces vectoriel dense (donc, non nécessairement complet). Soit v: E — Hs une application linéaire, et
supposons en outre qu’elle est continue (ce qui revient a Uexistence d’une constante C' telle que pour tout
v € E: [[u(@)| < Cflx|).

Alors u admet un unique prolongement en une application linéaire continue : Hi — Ha.

Démonstration. Soit z € H;. Alors il existe une suite (z,,) C F t.q. z,, — x. Si @ existe elle doit satisfaire
i(x) = limu(z,) quand z,, — = 3.1
d’ou son unicité. Il reste a démontrer que (3.1) définit en effet une application @ avec les propriétés
désirées.
D’abord on vérifie que la limite existe toujours dans (3.1). En effet, (z,,) est une suite de Cauchy, et

[u(zn) — wl@m)|| = llu(zn = zm)|| < Cllen — 2.

Donc (u(zy)), est également une suite de Cauchy et limu(z,) existe. Soit maintenant (y,) C E une
autre suite telle que y,, — x. Alors la suite xg, yo, 21, ¥1, Z2, Y2, - - -, que I'on noterait (z,), a aussi z pour
limite, donc lim u(z,) existe et est égale a la limite de toute sous-suite:

lim u(y,) = limu(z,) = imu(x,).

En conséquence, lim u(z,) ne dépend que de z (et non du choix de la suite (z,,)), et (3.1) définit bien
une application %: Hi — Ha.
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Si z € E alors la suite constante x,, = z tend vers z, d'ou @(z) = u(x). Aussi, si (z,,), (yn) C E et
r = limzx,, y = limy, dans ¥ alors

Tn+Yn = r+y, Az = Az, @l =zl u(@e)l = lu@)]),
d’ou
u(r +y) =u(x) +uly),  ul(r)=Au(z), [u(z)] < Cllz||.

M3311



CHAPITRE 4. LA TRANSFORMATION DE FOURIER

Chapitre 4

L.a transformation de Fourier

4.1 La transformation de Fourier sur L!(R")

Définition 4.1.1. Soit f € L*(R™). On appelle transformé de Fourier de f la fonction f : R” — C définie
par

f&) = fla)e ™ da,

Rn

ouz-&=> ", ;& dans une base orthonormale pour R".

Lemme 4.1.2. f(€) est défini pour tout ¢ et | f(€)| < || f||1. En particulier; || f||co < ||f]|1-

Démonstration. Immédiat. Mo

Théoréme 4.1.3 (Riemann-Lebesgue). Pour toute f € L'(R") on a f € Co(R™). L'application F :
LY(R™) — Co(R™), F(f) = f, dite la transformation de Fourier, est linéaire et continue.

Démonstration. La linéarité est immédiate. La continuité est une conséquence du théoréme de continuité
sous le signe de l'intégrale (Théoréme appliqué a la fonction g(z, &) = e~27*¢ f(). Nous avons
donc f € C(R™), et il reste a vérifier que f(¢) — 0 quand & — co.

Supposons d’abord que f € C2°(R™). Alors f est intégrable, ainsi que ses dérivée partielles é‘?Tfj. Soit
M assez grand pour que supp(f) C [—M, M]". Autrement dit, f est nulle en dehors de [-M, M|", et
par continuité, en dehors de |—M, M[". Fixons une direction j. Utilisant I'intégration par parties, nous
calculons:

o M
/ e—27ri7;~5f(x) dr; = / e—2ﬂiw~£f(x) dx;

oo -M
1

M 0 _orine

_ 1 —2mixz-§ rj=M /M 727riz~£ﬂ B
= omig ([6 F@)]p = n o Oz dz;
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d’ott
of
A i Of | 5= 1l1
< 2mix-§ < J .
f(g)’ | 2mig; /ne 8.13]‘ de) < 2m¢;

. . 2L P
Ainsi, pour tout € > 0, si ||{|[oc > max; 02; " alors lf(O)] <e.
Maintenant, traitons le cas général. Soit ¢ > 0. Par la densité des fonctions lisses & support compact
il existe une fonction g € C°(R") tell que ||f — g||1 < /2. Il en découle que |f(£) — §(&)| < /2 pour

tout £. Par le paragraphe précédent, si ||€]|o. est assez grand alors |§(¢)| < e/2 et | f(€)| < e. W,

Exemple 4.1.4 (Transformée de Fourier de la Gaussienne). On a
Flemomlzy (&) = q= e alel,
ott |e| = [|zs.

Démonstration. Nous admettons que

/ e dt = 1.

La théorie des fonctions a une variable complexe nous permet d’en déduire que

o) s
/ e T gt = 1
—00

pour ¢ € R, d’'ou

> —an(t+ic)? dt = 1
e t =
/ Va

— 0 a

pour ¢ € R et a > 0. Alors

Fle ey e = oot eimiee gy
_ / oo (@3 2e; ) o

§2

- / e Y (@s+52)2+3%) dx

= 6_5‘5\2/ (H e—aﬂ(xﬁ-igTj)Q) dr
R™ ;

= e_%‘f‘z H(/ e—aw(mj+iETj)2 d;p])
j R

2
— afgefglfl .

Wyig
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4.1.1 Transformation de Fourier et dérivation

Théoreéme 4.1.5. Soit f € L'(R™). On suppose que x — x; f(x) est intégrable. Alors f est de classe C' et

of _

= —2miF(z; f(x)).
857 ( J )
Démonstration. Posons g(z, &) = e~ 2™%¢ f(x), et calculons:
Jg ;
=L = 2miz;e 2S£ ().
0&; ’
Cette dérivée partielle est continue pour tout x et ‘g—g‘ = 2m|z; f(z)| est par hypothese une fonction
J

intégrable.
Les hypotheses du théoréme de la dérivation sous le signe de I'intégrale (Théoréme [5.3.2) sont donc
vérifiées, et nous avons

gé(é) = 523 /6_2”’:‘”'5]“(96) dr = —QWi/e_Qﬁim'gx.jf(x) dr = —2miF (x; f(x)). M, s

o€ ACriv
Pour N" nous écrivons
a;
|Ol| = E aj, ¢ = | |£Ej'7,

et si f est de classe Cl°!:

oled oled

Da = — = V— —
f Oz Ozt -+ Oxp

Corollaire 4.1.6. Soit f : R" — C une fonction t.q.  — (1 + |x|)* f(z) est intégrable. Alors f est de classe
C* et pour o € N", |a| < k:

D f(€) = (—2mi)l*1 F(a® f) = F((—2miz)* f).

Théoréme 4.1.7. Soit f : R* — C une fonction de classe C''. On suppose que f et la dérivée partielle a%
sont intégrables. Alors

of o
F (833]> (&) = 2mi&; f(§).
Démonstration. Pour simplicité de notation nous considérons le cas n = 1. Fixons M; < Mj réels positifs.
Intégrant par parties:

My odf , , Mz ,
/ 6_27””5—(35) dr = 6_2T”M2€f(M2) — e‘Zligf(Ml) + 2mi& 6_27”‘”5]”(1') dx.
M, dx M,y

Comme f et % sont intégrables, on obtient (e.g., par convergence dominée)

M, 4 M, 4
lim e~ 2mizs a (z)dx = / e~ 2mizs ar (z) dx,
Mi——oo Jop, dz dx

M; ‘ 2 ‘
lim e 2 f () da = / e 2me £ (1) da.

My——oc0 M, oo

—o0
M.
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Il en découle que limyys, o, e~ 2"M1iE (M) existe, et comme f est intégrable Punique limite possible
est zéro. Par le méme raisonnement limyy, o, e 2™ M28 (M) = 0, dolt

df Mz —2miz€ df
7 <dx> (f) M;— lclon}\42~>oo /M1 € %(I) du

M
_ : . —2mix€
M, —>—1<>lorflM2—>oo 2mig M, € f(w)dz
= 2mig f(€). W,

Corollaire 4.1.8. Soit f : R" — C une fonction de classe C*. On suppose que f et toutes ses dérivées
partielles jusqu’a Uordre k sont intégrables. Alors on a €| f(£) € Co(R™), i.e

am HWGE

et pour o € N7, |o| < k:
F(Df) = @mi)le f = (2mig) f.

4.1.2 Convolution sur L!

D’apres l'inégalité de Young (Théoréme [2.4.5) le produit de convolution est bien défini sur L!(R") et
ona

1+ gl < [ fllullgllx-
C’est un produit associatif et commutatif.

Théoréme 4.1.9. Soient f,g € L'(R"). Alors

Démonstration. Par Fubini,

/ 67277115 f *g dl‘ _ / / —2mix- {f ( )dl‘dy
R’!L n n

/ { / o 2mi(z—y)- Eg(x—y)dx} e 2TV f(y) dy

[ a©e > s dy

© [ sy = F©3(6) o

%

=

NabY

4.1.3 Synthese spectrale

La synthese spectrale concerne l'inversion de la transformation de Fourier.

Théoréme 4.1.10. Soit f € L'(R") et aussi F(f) € L'(R"). Alors p.p.
f=FEF)

ot

il
—
s
O
I
P
8
I

[ at@erm=sas
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Corollaire 4.1.11. La transformation de Fourier est injective.

Mais 'image de la transformation de Fourier sur L!(R") n’est pas tout C(R"™).

4.2 La transformation de Fourier sur ’espace de Schwartz S(R")

Le but est de restreindre la transformation de Fourier sur un domaine qu’elle préserve.

Définition 4.2.1. On appelle une fonction f : R” — C a décroissance rapide, si elle est de classe C* et
si pour tout m > 1 et tout « € N™

|z|—o00
—

(1 +[2[*)" D f(x) 0.
S(R™) est 'espace des fonctions R” — C a décroissance rapide.
On a les inclusions

C=(R") € S(R™) ¢ LN R™) N L2(R") et S(R") C Co(RM).

C2°(R™) est dense dans L' (R™) N L?(R™) pour les normes || - ||; et || - ||2 (Théoréme [2.5.7) et S(R™) est
dense dans C(R"™) pour la norme || - || .

Théoréme 4.2.2. F(S(R™)) C S(R™). En plus la restriction de la transformation de Fourier a S(R™) est
un automorphisme d’espaces vectoriels.

4.3 La transformation de Fourier-Plancherel sur L*(R")

Le but est de prolonger la transformation de Fourier (ou plutot sa restriction a L*(R™) N L?(R™)) a
L?(R™).

Lemme 4.3.1. Soit f € L*(R™) N L*(R™). Alors il existe une suite (f,),, dans C2°(R"), t.q.

fo B g et g 1By

Théoréme 4.3.2. Soit f € L'(R™) N L*(R"™). Alors F(f) € L?>(R™) eton a

[1s@ras = [ 17

A compléter. On démontre d’abord pour f € C2°(R™).

/ FO) de = / F(e)F(€) de

-/ { [ s@eemino dx} Fle)de
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Puisque f et f sont toute les deux dans L', [ [|f(z)||f(€)| dzd¢ < oc. Par le théoréme de Fubini, nous
avons donc droit aux manipulations suivantes:

o= [ [ @7 @ duag
_ / { / F(&)e2mile d&} f(z)dx
_ / [ / F(e)e2mitae) d,g} f(z)dz

~ [F D@ @) ds
~ [Tt de= [ |1 ds

Puis on utilise le fait que || oo < || /]| W5

Théoréme 4.3.3 (Plancherel). La restriction de la transformation du Fourier a L*(R™) N L?(R™) posséde
un unique prolongement continu

P: L*(R") — L*(R™).
En outre, P est une isomorphisme isométrique, c.a.d. ||P(f)||l2 = | fll2, dont linverse est donné par
P =P(f)

‘P est appelé la transformation de Fourier-Plancherel.

Proposition 4.3.4. Soit f € L?(R™). Supposons que pour presque tout &
[ r@e s 5 (g
|z|<R

(ceci définit o presque partout). Alors P(f) = .



CHAPITRE 5. RAPPEL SUR LES FONCTIONS INTEGRABLES

Chapitre 5

Rappel sur les fonctions intégrables

Dans ce chapitre sont rappelés les resultat principaux du cours “Calcul Intégrale” qui sont importants
pour “Analyse Réelle”.
5.1 Rappel sur I'intégrale de Lebesgue

On regarde un espace mesurable (2, 7, u).

Définition 5.1.1. Une fonction f : Q — C est intégrable (pour la mesure p) si elle est mesurable et

/ F(@)ldu(z) < oo.
JQ

On va aussi écrire [, fdu ou [ f pour [, f(z)du(x).

Rappel Une fonction a valeur complexe est mesurable si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont
mesurable. Une fonction f :  — R est mesurable si les ensembles f~1(] — c0,a]) = {x € Q : f(x) < a}
sont mesurables. (On n’a pas besoin de mesure pour cette définition!)

On défini l'intégrale d’une fonction étagée >, a;14,, a; € RT U {400}, A; C 2 mesurable par

/ Z a;la,dp = Z a;p(As;)
=1 i=1
et celui d’'une fonction f : Q — R* U {+00} mesurable par

/fdu= sup /gdu~
Q f>g, étagée JQ

Pour une fonction f : 2 — C on décompose f = f1 — fo +i(f3s — f4) avec f; : 2 — R et on pose

[i=[0-[n+i[n-i[sn

Lemme 5.1.2. [ a des propriétés importantes suivantes:
() [ est linéaire: si f, g sont intégrables et \,v € C alors [(\f+vg)=X[f+v[g

AnalyseReelle.tex 39 Rev: 1088, May 4, 2010
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(ii) [ préserve Uordre: si f,g: Q — R sont intégrables, f < g ,u-p.p.E]alors | f < [ g. En particulier, si f
et g coincident sur le complément d’un ensemble de mesure nulle alors [ f = [ g.

(i) Si f et intégrable alors | [ f| < [|f].

5.2 Résultats d’intégration a connaitre

Soit (f,), une suite croissante de fonctions f,, : Q — R intégrables: f,, < f,,+1, u-p.p.. Alors on peut
définir pour présque tout z,

f(z) = lirrln fulz) = sup fn(x) € RU{+o00}.

Théoreme 5.2.1 (Beppo Levi (convergence monotone)). Soit (f,), une suite croissante des fonctions
fn 2 Q — R intégrables. On suppose que

sup/fn < 0.
n

Alors f(x) = lim,, f,(z) = sup,, f.(2) existe et est finie u-p.p.. De plus f est intégrable et [ |f, — f| "= 0.

En particulier
[r=sw [ 1.
n

Théoreme 5.2.2 (Lemme de Fatou). Soit (f,), une suite des fonctions f, : Q — R intégrables qui sont
1-p.p. positives. Alors

/f <liminf | f,.

n—oo

Théoreme 5.2.3 (Lebesgue (convergence dominée)). Soit (f,), une suite des fonctions f, : Q@ — C
intégrables. On suppose que

@) fo(z) =3 f(z) pour pu-p.t. x € Q,

(ii) il existe une fonction g : Q — R* intégrable t.q. | f,(z)| < g(x) pour tout n et y-p.t. x € Q.

Alors f est intégrable et [ |f, — f| "% 0. En particulier
/ f=lim [ f,.
n—oo

5.2.1 Intégrales doubles

(1, 1) et (Qa, p2) sont deux espaces mesurés.
Théoreme 5.2.4 (Fubini). Soit f : Q1 x Qs — C une fonction intégrable par rapport a la mesure produit
1 X pa. Alors:

(i) pour presque tout x € 4, la fonction y — f(x,y) est intégrable sur Qs et la fonction (définie p.p.)
x> [q, fla,y)dus(y) est intégrable sur

(ii) pour presque tout y € Qo, la fonction x — f(x,y) est intégrable sur Q) et la fonction (définie p.p.)
y = fo, f(z,y)dui () est intégrable sur Qs

1. Une propriété est vraie pu-p.p. (ou p-p.t. z) si elle est vraie sur le complément d’'un ensemble de mesure nulle.
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(iii)

L e xmie = [ ([ @) o)

I8 ( Qlf“x’y>d“1<f>) dpa(y).

Théoréme 5.2.5 (Tonelli). Soit f : Q1 x Qo — C une fonction mesurable. On suppose que la fonction

y — f(z,y) est intégrable sur Qs pour presque tout = € Q et que le (sz |f(z,y)|du2(y)) dp () < oo.

Alors f : Q1 x Qo — C est intégrable par rapport a la mesure produit py X jo. En particulier le théoréme de
Fubini s’applique a f.

5.2.2 Changement de variables

Soient U et V deux ouverts de R" et ¢ : U — V un difféomorphisme de classe C*. Le déterminant
de la matrice de Jacobi est

_0¢
= oz, (z).

Théoréme 5.2.6. Soient U et V deux ouverts de R™ et ¢ : U — V un difféomorphisme de classe C*. Soit
f 'V — C une fonction. Alors f est intégrable sur V si et seulement si f(¢(x))|det J(z)| est intégrable sur
U et sous ces conditions

Jij(z)

[ sy = [ soanae s
Vv U

5.3 Intégrales dépendant d’un parametre

Soit (£2, 1) un espace mesuré et A un espace metrique. On considére une fonction
f:OQxA=C

et suppose que, pour tout parameétre A € A, la fonction f) : Q@ — C, fi(z) = f(x, \) est intégrable. On
peut alors considerer la fonction F': A — C,

széﬁmww,

qui est définie par une intégrale dépendant d’un parametre.

Théoréme 5.3.1 (Continuité sous le signe [). Dans le cadre ci-dessus supposons que \g € A et
(i) pour presque tout x € €, la fonction A — f(x, \) est continue en A,

(ii) il existe un voisinage V' C A de \g est une fonction intégrable g : Q@ — R t.q. |f(x, )| < g(z) pour
tout A € V et presque tout x € §).

Alors F(\) est continue en ).
Théoreme 5.3.2 (Différentiation sous le signe [). Dans le cadre ci-dessus supposons que A est un ouvert
de R™ et que

(i) pour presque tout x € , la fonction A\ — f(xz, \) admet des dérivées partielles
rapport a )\,

of (,\) i
o, continues par
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(ii) il existe des fonctions intégrables h; : Q& — R t.q. ‘%‘ < hj(x) pour tout A € A et presque tout

x €.
Alors F(X\) admet des dérivés partielles 05 )E;\) continues par rapport a \ et on a
OF (A af (x,
) _ [ 20N
O o O\j



	Fonctions continues
	Convergence uniforme
	Le Théorème de Stone-Weierstraß
	Preuve du théorème de Stone-Weierstraß

	Les espaces Lp
	Définition, inégalités de Hölder et de Minkowski
	Complétude
	Densité des fonctions continues à support compact
	Convolution et inégalité de Young
	Densité des fonctions lisses

	Espaces de Hilbert
	Produits scalaires et notion d'espace de Hilbert
	Somme directe et orthocomplement
	Bases orthonormales

	La transformation de Fourier
	La transformation de Fourier sur L1(Rn)
	Transformation de Fourier et dérivation
	Convolution sur L1
	Synthèse spectrale

	La transformation de Fourier sur l'espace de Schwartz S(Rn)
	La transformation de Fourier-Plancherel sur L2(Rn)

	Rappel sur les fonctions intégrables
	Rappel sur l'intégrale de Lebesgue
	Résultats d'intégration à connaître
	Intégrales doubles
	Changement de variables

	Intégrales dépendant d'un paramètre


