COURS DE LOGIQUE M2R AU SECONDE SEMESTRE
STRUCTURE METRIQUES, STRUCTURES DEPENDANTES ET MESURES

ITAI BEN YAACOV

Références : Poizat [Poi85)]

1. THEORIES DEPENDANTES

Nous fixons une théorie T dans un langage £. Dans la notation ¢(z,y), x et y représentent des uplets
de variables. 11 serait des fois plus simple, bien que non indispensable, de supposer que T est une théorie
complete. Tout se passe dans un modele monstre (tres saturé et trés homogene) de T' (qui pourrait varier
si T n’est pas complete), qui sera toujours noté M. < Il existe » veux dire dans M, <« modele > est
toujours un sous-modele élémentaire de 9, la satisfaction des formules est toujours dans le sens de 9N,
et ainsi de suite.

Définition 1.1. Nous disons qu’'une formule ¢(z,y) a la propriété d’indépendance (IP) si pour tout
n € N il existe (dans un modele monstre de T'):
— des uplets a;, @ < n, de la longueur de x, et
— des uplets b, pour tout w C n = {0,...,n — 1}, de la longueur de y,
tel que
E o(ai,by) — 1€ w.

Une autre fagon de le dire est la suivante. Posons

IP, k(wo, . k1) = )\ (39 N\ el@sy) A N\ ﬁ@(l”my)) -

wCk tEw i¢w
Alors ¢ a I'P si et seulement si T"U I P, est consistent pour k.
Définition 1.2. Si une formule ¢ n’a pas la propriété d’indépendance, nous disons qu’elle est dépendante

(ou NIP). Si soute formule est dépendante (i.e., si aucune formula n’a la propriété d’indépendance), nous
disons que la théorie T est dépendante (ou NIP).

Lemme 1.3 (Symétrie). Soit o(y,z) = ¢(x,y). Alors ¢ est dépendante si et seulement si @ lest.

Démonstration. Supposons que ¢ a U'IP. Pour n € N, soient (a;);<on et (by)ucon tels que ¢(aj,by,) <=
j € u. On énumere les parties de n: wj, j < 2" Pour i < n, soit u; = {j < 2":¢ € w;}. Alors
(b, aw,;) <=1 € wj, et ceci pour tout i < n et tout w; C n. On en conclut que ¢ a I'TP. Si @ a I'IP,
© = ¢ l’a aussi. u ;

Au fait nous avons démontré que
(EI:UO, . ka_lfp%Qk) — (Elyo, . yk,lfP@k).

Lemme 1.4. Supposons que ¢ ait I'IP, et soit I un ensemble quelconque. Alors il existe un modéle de
T, et dans ce modéle des uplets {a;}icr et {by bwcr tel que pour touti € I et w C I: p(a;,by) < 1i € w.
Réciproquement, si une telle configuration existe dans un modéle de T, c’est que ¢ a I’IP.

Réwvision 1040 du 24 février 2010.
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Démonstration. Un sens est par compacité, 'autre est facile. I
Rappel :
Définition 1.5. Définition d’une suite indiscernable.

Fait 1.6. Soit (a;);cr une suite A-indiscernable. Alors toute sous-suite est A-indiscernable. Pour tout
m, la suite obtenue en regroupant les m premiers uplet en un seul, puis les m suivants, et ainsi de suite,
est A indiscernable. Si b € A, alors la suite (a;); est aussi A-indiscernable.

Définition 1.7. Par un type global nous voulons dire un type au-dessus du monstre: p € S, (91). Soit
A un (petit) ensemble de parametres. Nous disons qu’un type global p est A-invariant si pour toute
formule p(z,y) (Jx| = n) et tous deux parametres b, ¢, si b =4 ¢ alors ¢(x,b) € p < ¢(x,c) € p.

Comme le modele monstre est supposé tres homogene, ceci est équivalent & f(p) = p pour tout
f € Aut(M/A). Ici, f(p) est obtenu en laissant agir f sur les parametres de p:

f(p) = A{e(z, f(b): o(z,b) € p}-

Proposition 1.8. Soit p € S,,(M) un type global, A-invariant pour un petit ensemble A. Nous con-
struisons une suite (a;);en par récurrence, choisissant a l'étape © une réalisation quelconque a; de la
restriction ply qa,: j<iy- Alors (a;)ien est une suite A-indiscernable, dont le type au-dessus de A ne
dépend que de p.

Démonstration. Soient (a;) et (b;) deux suites construites de cette fagon. Il suffirait de montrer que pour
tout k, et pour tous ig < ... < ig_1, et jo < ... < jg—1°

Qigy vy Qi1 =A bjO""’bjkfl'

Nous le démontrons par récurrence sur k. En effet, pour & = 1 nous avons tp(a;,/A) = tp(b,,/A) = pl4-
Maintenant, supposons pour k et démontrons pour k + 1. Pour cela, considérons deux suites croissantes
d’indices 19 < ... <1 et jo < ... < ji. Par hypothese de récurrence

Qigy vy Qi1 =A bjov""bjkfr
Considérons une formule de la forme ¢(xg, ..., 2k, c), ou ¢ € A. Alors :
aio,...7aik717CEA bjov""bjkfwc?
d’ou, par invariance:
oz, aigs .05, _,,¢) €D = @(x,bjy,..., b, ,,C) ED.

Par choix de a;, et de b;,:
E (@i, igy -+, 03y €)= FE (b, bjo,...,bj,_,,c).
Puisque ceci est vrai pour toute formule p(zq, ..., Tk, c) & parametre ¢ € A, on conclut que
Ajgy ooy Qg =A bj07 .. "bjk'
Ceci termine la preuve. W g

Définition 1.9. Soient A C B deux ensembles. Un type p € S,,(B) est dit finiment réalisé dans A si
toute formule p(z,c) € p admet une réalisation dans A.

Assez souvent, mais non toujours, le plus petit ensemble A serait un modeéle. Notamment, tout type
au-dessus d’un modele M est finiment réalisé dans M.

Lemme 1.10. Soitp € S,,(IMN) un type global, finiment réalisé dans un modéle A. Alors p est A-invariant.

Démonstration. IR
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Théoréme 1.11. Soit p(x,y) une formule. Alors ¢ a UIP si et seulement s’il existe une suite indis-
cernable (a;)ien et un paramétre b tels que o(x,b) coupe la suite (a;); en deux parties co-finales. (Le.,
tels que les ensembles {i: p(a;,b)} et {i: —p(a;,b)} sont non bornés dans N.) Dans ce cas nous avons
EIP, ;(ao,...,ax—1) pour tout k.

Démonstration. Droite & gauche (sens facile) : Supposons qu'une telle suite et un tel paramétre
existent dans un modele N T', que I’on peut supposer trés homogene. Fixons k. Alors pour tout w C k

il existe une suite croissante d’indices ig < ... < iy tels que <p(aij,b) <= j € w. Par indiscernibilité:
ag, . ..Ak—1 = Qjgy, - - -, @, _, - 1l existe donc by, tel que ao, ... ax—1, by = a;y, ..., a;,_,,b. En conséquence,
@(a;, by,) <= i € w pour tout 7 < k. On obtient ainsi F IP, k(ao,...,ar—1).

Gauche a droite (sens difficile) : D’aprés un lemme, il existe des familles infinies (a;);en et
(bw)wen telles que ¢(a;,by) < i € w. Fixons un ultrafiltre non principal % sur N. Nous posons
p = limgy tp(a; /M) € S,,(M). Plus précisément, pour une formule ¥ (z, ¢), & parametre quelconque c:

Y(z,c)ep = {i:Y(a,0)}e.
Nous observons que toute conjonction finie de formules dans p est réalisé par au moins un des a; (par une
infinité, en fait). Il suit que p est consistent, complet (car ¥ (x,c) € p ou ~¢(z,c) € p), i.e., p € S, (M)
est un type global. En outre, il est finiment réalisé dans 'ensemble A = {a;};en. Il est donc A-invariant.

Soit (¢;)ien la suite A-indiscernable construite & partir de p, i.e., telle que ¢; F pFA’{Cj L j<i

On observe d’abord que tout les a; sont distincts. Puisque % est non principal on a x # ¢ € p pour tout
¢, et la suite (¢;); est non constante. Puis, nous vérifions que si F 1(co, ¢, - . ., cg—1) pour une formule quel-
conque ¥, ¢’est qu’il existe g, . . ., ig_1 tels que F (a4, ..., a;,_, ) aussi. En effet, si F ¢(co, 1, ..., cr1),
c’est que ¥(co,c1, ..., Cr_2,%) € p, et par définition de p il existe a;,_, tel que Y(co,c1, ..., Ch—2, 4, _,)-
Maintenant ¥ (co, ¢1, ..., z,a5—1) € p, d’ott a;, _, tel que ¥(cg,c1,. .., Cr—3,0i,_,,qi,_,), €t ainsi de suite.
La contraposée est: si F 9(a;,, ..., a;, _,) pour tous i, ...,ix—1 € N, c’est que F ¥(co, ..., cp-1).

Considérons maintenant la formule ) (xq, ..., zx—1) = (/\i<j<,C T; # xj) — IP, 1. Alors on a en effet

E ¥(aig,...,a4_,), quel que soient les indices, et donc E (cg,...,cx—1). Comme, en outre, les ¢; sont
distincts, F IP, i (co, ..., ck—1), quel que soit k.

L’ensemble {¢(ca;, y) A (c2i41,y) }i est donc finiment satisfaisable, et admet une réalisation d. Nous
avons ainsi obtenu une suite indiscernable (¢;); et d tel que {i: ¢(¢;,d)} (nombres pairs) et {i: = (c;,d)}
(impairs) sont non bornés. m

Lemme 1.12. Supposons que toute formule de la forme o(x,y) ot |y| = 1 est dépendante. Alors pour
toute suite indiscernable (a;); <7+, oU les a; sont des uplets finis, et pour tout singleton b, la suite (a;);
est indiscernable au dessus de b a partir d’un certain point.

Démonstration. Considérons une formule ¢(xg,...,2x—1,%), o |y| = 1. Nous prétendons qu’il existe
i, < |T|* tel que, ou bien ¢(aiy,...,a; _,,b) est vrai pour tous i, < ig < ... < ix—1 < |[T|T, ou
bien c’est toujours faux. En effet, sinon on pourrait trouver des indices 7y < i3 < ... pour j € N, tels
que F @@, @iy o5 Qi oy, D) ssijest pair. Posant ¢; = ai,;, @iyjpys- - - @igyyp_,» NOUS Observons
que la suite (c;)jen est indiscernable, et découpée en deux parties co-finales par la formule ¢(z,b) =
o(xoxy ... TK—1,b), ce qui contredit note hypotheése que (z,y) est dépendante. Cette contradiction
montre que i, < |T|" existe bien.

Maintenant, soit v = sup{i,: ¢}, olt ¢ varies sur toute les formules de cette forme. Alors |af <
Soolicl < X 1T = |IT]? = |T|, dott @ < |T|* également. II découle du choix de o que la suite
(ai)a<i<|r|+ est b-indiscernable. [ IRP
Lemme 1.13. Supposons que toute formule de la forme o(z,y) ou |y| =1 est dépendante. Alors pour

toute suite indiscernable (a;);<|p|+, ot les a; sont des uplets finis, et pour tout uplet b, la suite (a;); est
indiscernable au dessus de b a partir d’un certain point.
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Démonstration. On énumere b = by, ..., b,_1. D’apres le lemme précédent, il existe ag < [T tel que
(ai)ag<i<|r|+ sOit bo-indiscernable. Cela revient a dire que la suite (a;bo)qa,<i<|7|+ est indiscernable, de
longueur |T*. 1l existe donc ay tel que ap < oy < |T|* tel que (a;bo)a, <i<|j+ S0it bi-indiscernable.
Continuant de cette fagon, nous trouvons ay_1 < |T|" tel que la suite (a;bob; . .. br—1)ap_<i<|T|+ SOit
indiscernable. Autrement dit, (a;b)q, ,<i<|r|+ est indiscernable, ou encore, (a;)a, ,<i<|7|+ est indis-
cernable au dessus de b. m 3

Théoreéme 1.14. Pour qu’une théorie T soit dépendante (i.e., pour que toute formule soit dépendante),
il suffit que toute formule p(x,y), ot |x| =1 soit dépendante.

Démonstration. Supposons que T ne soit pas dépendante. Il existe donc dans un modele de T une
suite indiscernable d'uplets (a;);en et une formule p(z,y) tel que F IP, x(ao,...,ar) pour tout k. Par
compacité, nous pouvons continuer cette suite (indiscernablement) en (a;);< ||+, et pour tout w C |T)*
trouver un uplet b tel que ¢(a;,b) < i € w. Faisons-le pour w qui est cofinal en |T|*, et dont le
complémentaire est aussi cofinal, e.g., '’ensemble des ordinaux limite. Alors & partir d’aucun moment la
suite (a;)j<|r+ n’est indiscernable au-dessus de b, il existe donc une formule ¥ (z,y), avec |y| = 1, qui
n’est pas dépendante. Par symétrie, on en a autant avec |z| = 1. m

2. EXEMPLES
Proposition 2.1. Toute théorie stable est dépendante.

Démonstration. En effet, supposons que ¢(z,y) n’est pas dépendante. Alors, pour tout A, nous pouvons
construire un ensemble A = {a;};cx tel que, pour tout w C A, il existe by, tel que p(a;,by,) < i € w.
Ceci donne au moins 2* types distincts sur A parametres, donc la théorie n’est pas stable (et plus
précisément, c’est la méme formule ¢ qui n’est pas stable). DS

Définition 2.2. Une structure (M, <,...) est dite o-minimale si < est un ordre total, dense, sans
extrémités, et si toute partie définissable de M (éventuellement avec parametres) est une réunion finie
d’intervalles ouverts ((a,b), (—o0, a) ou (a,+00)) et de points. [De fagon équivalente : est définissable,
sans quanteurs, avec seul le symbole <.

Une théorie est dite o-minimale si tous ses modeles le sont.

C’est un théoréme non trivial que si M est o-minimale, Th(M) I’est aussi (i.e., toute structure N' = M
Pest aussi). Si une théorie T élimine les quanteurs, il suffit de vérifier que tout ensemble définissable par
une formule atomique est une réunion finie d’intervalles et de points. En effet, on vérifie aisément que
toute combinaison booléenne d’ensembles de cette forme est aussi de cette forme.

Proposition 2.3. Une théorie o-minimal est dépendante.

Démonstration. 1l suffit de vérifier que toute formule p(z,y), ol |z| = 1, est dépendante. En effet, soit
(a;)ien une suite indiscernable dans M (c.a.d., dans 9 1), et b quelconque. Alors D = (M, b) est une
réunion finie d’intervalles et de points. Puisque la suite (a;); est indiscernable, elle est en particulier
croissante, décroissante ou constante. Dans chacun des cas, nous vérifions aisément qu’a partir d’un
certain point, la suite reste entierement dans D ou entiérement hors D. Ainsi, ¢(z,b) ne peut couper la
suite en deux partie co-finales, et ¢ est donc dépendante. D

Théoréeme 2.4. La théorie des ordres denses sans extrémités élimine les quanteurs dans le langage {<}.
Elle est o-minimale et donc dépendante.

Théoréme 2.5. La théorie ODAG des groupes abéliens divisibles ordonnées élimine les quanteurs dans
le langage {<}. Elle est o-minimale et donc dépendante.



COURS DE LOGIQUE M2R AU SECONDE SEMESTRESTRUCTURE METRIQUES, STRUCTURES DEPENDANTES ET MESURES5

Théoréme 2.6. La théorie RC'F des corps algébriguement clos des ordres denses sans extrémités élimine
les quanteurs dans le langage {<}. Elle est o-minimale et donc dépendante.

Théoréme 2.7 (Sans preuve). Soit ACVF la théorie des corps valués algébriguement clos, dans le
langage {0,1, —, +, -, |}, ot x|y signifie que v(y/x) > 0. Alors T élimine les quanteurs, et est dépendante.
Dans un modéle K E ACV F nous pouvons interpréter le groupe de valeurs dans une sorte imaginaire
s nous définissons x ~ y si x|y et ylx, et T'U {oc} = K/~. L’application quotient est la valuation, la
multiplication sur K induit la loi d’addition sur T, et la relation | sur K induit un ordre < sur I'. Ainsi,
(T, +, <) est un groupe abélien divisible ordonné, donc o-minimal. En particulier, T n’est pas stable.

3. PARAMETRES EXTERIEURS
3.1. Rappels.

Définition 3.1. Un type p(z) € S,(M) est dit définissable si pour toute formule ¢(z,y) il existe
une formule 1 (y, c), notée aussi dp()¢(x,y) (olt  est une variable liée !), appelée la @-définition de p,
satisfaisant:

o(x,b) €p = Edyp(x,b), Vb e M.

De la méme fagon, un type sans quanteurs p est dit définissable sans quanteurs si pour toute formule
sans quanteurs o(z,y) il existe une formule sans quanteurs ¥ (x,c) = dy¢(z,y) qui sert de @-définition
de p.

Définition 3.2. Soit A D M, p € S, (M), ¢ € S;,(A) une extension de p. Alors ¢ est dit héritier de p si
pour toute formule p(z,a,b) € q telle que b € M (et a € A) il existe a’ € M tel que p(x,a’,b) appartient
a p. Le type q est dit co-héritier de p s’il est finiment satisfaisable dans M.

Méme chose pour un type sans quanteurs.

Proposition 3.3. Soit p € S, (M) et A O M. Alors p admet au moins un héritier et un co-héritier
dans Sy, (A).
Méme chose pour types sans quanteurs.

Lemme 3.4. Supposons que tous les types au-dessus de M sont définissables. Alors un type au-dessus
de M admet un unique co-héritier a chaque A O M.
Meéme chose pour type sans quanteurs et définissabilité sans quanteurs.

Ceci est fortement 1ié & :

Proposition 3.5. Soit p € S,,(M). Alors p est définissable si et seulement s’il admet un unique héritier
dans S,,(A), pour tout A. Cet unique héritier est alors obtenu en appliquant la définition de p.

Démonstration. Nous démontrerons uniquement la direction gauche & droite. En effet, supposons que
p C g € S,(A) et que ¢ ne suit pas la définition de p. Il existe donc une formule p(x,y) et a € A tels
que p(z,a) € ¢ mais F ~dyp(z,a). Soit Y(y,c) = dpp(z,a), ou ¢ € M. Dans ce cas il existe dans ¢ aussi
la formule @(x,a) A —b(a,c). Si g était héritier, on aurait a’ € M tel que p(x,a’) A —1p(d’,c) € p. Alors
d’un coté p(x,a’) € p et d’un autre F =d,p(z,a’), une contradiction.

Or, nous savons qu’il existe au moins un héritier, c’est donc nécessairement le type obtenu en appli-
quant la définition a A.

(Pour I'autre sens - regarder Poizat [Poi85].) u;;

Proposition 3.6. Soit p € S5 (M) un type sans quanteurs, et supposons qu’il est aussi définissable sans
quanteurs. Alors p admet un unique héritier (sans quanteurs) dans S;?(A), pour tout A. Cet unique
héritier est obtenu en appliquant la définition de p.

Démonstration. Identique. L_EYS
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3.2. Le théoréme. Soit M une structure dépendante, que ’on fixe pour la suite, dans un langage L.
Une partie X C M" est appelée extérieurement définissable s'il existe une extension N' > M, et une
formule ¢(z, ¢), avec un parametre ¢ € N™ (donc extérieur & M) tel que

X=p(M" c)={ac M": Eypa,c)}

Nous définissons une expansion M* de M, nommant par un nouveau prédicat chaque partie
extérieurement définissable de M.

Remarque 3.7. Si M est stable alors tout X C M™ extérieurement définissable est aussi définissable dans
M. En effet, soit X = @(M", c), et soit p(y) = tp(c/M). Soit Y (x,d) = dpyp(x,y). Alors X = p(M™, d).
Autrement dit, M* est une expansion définissable de M.

Par contre, tout ensemble définissable de M est définissable sans quanteurs dans M* (méme sans
hypothese de stabilité). Il en découle que M* élimine les quanteurs.

Nous allons démontrer

Théoréme 3.8 (Théoreme des parametres extérieurs de Shelah). Si M est une structure dépendante
alors M* élimine les quanteurs.

La preuve que nous donnerons est due & Pillay. 1l est facile & voir que si N' = M est | M| T-saturé alors
toute partie extérieurement définissable de M est définissable avec un parametre dans A. Nous fixons
donc un tel N, et £L* = LU {Ry(2,0) Yo (z,c)ec(ny- Alors M* peut étre vu comme une L*-structure,
interprétant R, ) par ¢(M,c). Cette vision de M* nous permet de lui construire une extension
élémentaire particuliere comme suit.

Nous posons Lp = L U {P}, o P est un nouveau prédicat unaire, et considérons la paire (N, M)
comme une L p-expansion N de N , ot PV = M. Soit N, 17Cp N une extension élémentaire tres saturée.
Alors N; est encore de la forme (N1, M), ou My = PN1_ et nous avons: M < My < Ni, M <N <A
(formant un carré). En outre, puisque N' < A, une formule p(z,c) € L(N) a aussi un sens dans N7, et
nous pouvons donc définir

*

M
Rw(;,C) = ¢(My,c).
Ceci définit une L*-structure M7, expansion de M;. Nous remarquons que les ensembles R

Rﬁ/g’c) sont définissables dans (N, M) et (N7, M), respectivement, par la méme formule : ¢(z, c) AP (z).
Puisque (N, M) <¢, (N1, M1), il en découle que M* <. M.

Finalement, comme la structure M7 est définissable dans (Ni, M;), et comme cette derniere est
supposée tres saturée (au moins |L(N)|T-saturée), M? est aussi. On vérifie d’ailleurs aisément que la
saturation de (N7, M;) implique celle de N; et de M;.

-
plzc)

Lemme 3.9. (i) Toute L(M)-formule est équivalente dans M* & une formule atomique de la
forme Ry (y o () (sans paramétres).

(ii) Toute L*(M)-formule sans quanteurs est équivalente dans M* & une formule atomique de la
forme Ry (5 ) (x) (sans parametres).

(iii) Tout L*-type sans quanteurs au-dessus de M* est définissable sans quanteurs.

Démonstration. Le premier énoncé est immédiat. Pour le deuxiéme, on considére d’abord les £*(M)-
formules atomiques (deux cas, une £(M)-formule atomique et une formule de la forme R, ) (z,b),
b € M), puis on remonte & toute les formule sans quanteurs.

Reste & démontrer que tout L*-type sans quanteurs p € S;7(M™*) est définissable sans quanteurs.
D’apres ce qui précede, il suffit de montrer qu’il admet une R, , )-définition pour chaque formule
de cette forme. Pour ce faire, nous prenons une réalisation a F p dans M, qui existe par saturation.
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Maintenant nous profitons du fait que ¢ € N et a € M appartiennent tous les deux & Nj. Puisque N
est supposé suffisamment saturé, il existe a’c’ € N tels que a'c¢’ =) ac, dans le sens de £. Nous avons

alors pour tout b € M:
Rop(zy.0)(@,b) € p <= ¢(a,b,c) <= ¢(a',b,¢") <= Ryar . (D).
On conclut que Ry (qr 4,y (y) est la Ry, y-définition recherchée. s,
Notons T = Th(M), T* = Thz- (M*).

Lemme 3.10. Pour que T™ élimine les quanteurs il suffit que pour toute formule atomique R,y y.c), la
formule 3y Ry, .c) s0it équivalente modulo T™ a une formule sans quanteurs.

Démonstration. Supposons que la condition est vraie. Puisque toute formule sans quanteurs v (z,y) est
équivalente modulo 7 & une formule de la forme R, , 0y, on en déduit que Jy(z,y) est équivalente a
une formule sans quanteurs. Par un argument par récurrence, toute formule est équivalente a une formule
sans quanteurs. ;.

(Ici il suffit de restreindre au cas |y| = 1.)

Lemme 3.11. Pour que T* élimine les quanteurs, il suffit que pour tout type sans quanteurs p(x) €
Syl (M) et toute formule 3y Ry (5 y.c), 0w bien p(x) = Iy Ry(z.y.0) (2, y), ou bien p(x) = =3y Ry(z,y.0) (T, y)
(modulo le diagramme élémentaire de M* ).

Démonstration. C’est un fait général que cette condition implique que 3y Ry (5,y.) (2, y) soit équivalente
dans M* & une formule sans quanteurs de £*(M). Dans notre cas, cela implique encore qu’elle soit
équivalente & une L£*-formule sans quanteurs et sans parametres (et méme atomique). BRI

Supposons maintenant que 7™ n’élimine pas les quanteurs. Il existe donc un type sans quanteurs
p(z) € S39(M*) qui n’implique ni Iy Ry (5,4, (2, y) ni sa négation. A partir de maintenant nous écrirons
R(z.y) = Ry(onye)

Donc, d’un c6té, p(x) U {3y R(x,y)} est cohérent, d’ou p(z) U {R(x,y)} Vest. Il existe donc un type
sans quanteurs pi(z,y) € S;?) (M*) qui contient p(x) U {R(x,y)}. Soit q1(x,y) € S;?, (M7) sont unique
co-héritier.

D’un autre coté, p(x) U {—=3y R(x,y)} est cohérent. Il s’étend donc en un type pa(x) € S,.(M*) (avec
quanteurs, et donc, non nécessairement définissable). Soit g2(z) € S, (M) un co-héritier quelconque de
p2 (il faut choisir).

Aussi, soit ¢(x) € S;7(M7) Punique co-héritier de p(x). Alors g(z) C ¢1(z,y) et ¢(x) C ga(x).

Petit passage dans £ : Nous observons qu'un L*-type (avec ou sans quanteurs) au-dessus de M3
détermine un L-type complet, avec quanteurs, au-dessus de M; :

olx,d) €q@)l, = Ry@y(e,d) cq(z),
et pareil pour ¢i(z,y) et g2(x). Nous observons alors que :
(1) @22)l;=q@); S a(z,y)l,
(ii) En conséquence, pour chaque L(M;)-formule ¢(x,y,c) dans g1 (z,y)],, la formule Iy p(z,y, c)

appartient & ¢2(z)[,. Le type ¢5(x,y) = g2(x) U qi(x,y) [, qui est un L*-type incomplet, est
donc cohérent.

(i) Le L-type q1(z,y)[, est co-héritier de sa restriction a M, i.e., finiment réalisé dans M. Il est
donc M-invariant.

Dans M3, nous construisons par récurrence une suite (a;b;)ien : pour ¢ pair, a;,b; réalisent
Q1(T,Y) [ 01 gaz0,},.0 €6 POUT @ impair, ils réalisent g5(z, y) [y qa0,},-,- Alors :

(i) Pour ¢ pair, nous avons Mj F Ry(g.y.¢)(as, b;), donc N1 E ¢(as, by, c).
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(ii) Pour 4 impair, nous avons M7 E =3y Ry, 4.0 (a4, ), donc N1 E =p(a;, bi, c).
(iii) Pour tout 4, a,b; réalisent q1(x,Y) [ 11 {a;0,},-,- La suite (a;, b;); est donc M-indiscernable dans
M; (i.e., au sens du langage £).

Nous avons ainsi trouvé un modele AV E T, dans ce modele une suite indiscernable (a;b;);, et une formule
o(xy,c) € L(N) qui coupe la suite en deux parties co-finales. La formule p(zy, z) a donc I'IP, et T aussi.
Dong, si T est dépendante, c’est que T™ doit éliminer les quanteurs, et le théoreme est démontré.

Corollaire 3.12. Si T est dépendante alors T* [’est aussi.

Démonstration. Sinon il y a une £*-formule ¥ (x,y) qui n’est pas dépendante, qui a I'TP. Par élimination
des quanteurs v est équivalente modulo T* & une L*-formule sans quanteurs, et donc & une formule de
la forme Ry (;,y.¢), ¢ € N. Puisque M7 est un modele assez saturé, on peut trouver dans M; une suite
L*-indiscernable (a,), et b tel que

MiFE R(p(z,y,c) (an, b) <= n est pair.
La suite est en particulier £-indiscernable dans A et
M E ¢(an,b,c) <= n est pair.

Donc la L-formule ¢(z,yz) n’est pas dépendante, une contradiction. ;-

4. DIVISION, DEVIATION ET INVARIANCE
4.1. Rappels.

Définition 4.1. Une formule ¢(z,b) divise (anglais : divides) au-dessus d’un ensemble A §'il existe une
suite A-indiscernable (by,),, dans tp(b/A) tel que ’ensemble {¢(x,b,)}, est contradictoire. Il existe alors
k tel que la conjonction de toutes k formule de cet ensemble est contradictoire, on dit alors que ¢(z, b)
k-divise au-dessus de A.

Une formule ¢(z,b) dévie (anglais : forks) au-dessus d’un ensemble A si elle implique une disjonction
de formules (éventuellement avec d’autres parametres) dont chacune divise au-dessus de A.

Soit B D A et p € S,(B). Alors p divise (respectivement, dévie) au-dessus de A s’il contient une
formule qui divise (respectivement, dévie) au-dessus de A.

Nous considérons qu’une formule qui divise définit un ensemble qui est tres < petit >. Une réunion
finie d’ensembles petits devrait elle aussi étre considéré petite, d’ou la notion de déviation. Il est facile
a vérifier que (*) si p(z,b) implique une disjonction de formules qui dévient (mais non nécessairement
divisent) au-dessus de A alors ¢(z,b) dévie elle aussi au-dessus de A.

Lemme 4.2. Soit B2 A et p € S;(B). Alors sont équivalents:
(i) Le type p ne dévie pas au-dessus de A.
(ii) Le type p admet une extension globale p € S, (M) qui ne dévie pas au-dessus de A.
(iil) Pour chaque C 2 B, p admet une extension q € S, (C) qui ne divise pas au-dessus de A.
Démonstration. (i) = (ii). Considérons
Y(z) = p(z) U{~p(z,c): o(z,c) € LIM) qui dévie au-dessus de A }.
D’aprés (*) 'ensemble ¥ est consistent, et tout type global qui le contient ne dévie pas au-dessus de A.
(ii) = (iii). Clair.
(iii) = (i). Supposons que @(x,b) € p dévie au-dessus de A, disons p(x,b) = \/,_,¥i(z,c;) ou
chaque v¢;(z, ¢;) divise au-dessus de A. Soit C' = B U {¢;};<¢. Alors toute extension de p & C' contient
Pune des ¥;(z, ¢;), et divise en conséquence au-dessus de A. -
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Lemme 4.3. Soit A un ensemble, M D A un modéle |A|T-saturé (p.e., le monstre). Alors un type
p € S, (M) ne dévie pas au-dessus de A si et seulement s’il ne divise pas au-dessus de A.

Démonstration. Nous avons déja observé que la non déviation implique la non division. Pour I’autre sens,
supposons que p € S;(M) dévie au-dessus de A, donc il existe une formule ¢(z,b) € p qui dévie. En
d’autres mots, nous avons ¢(x,b) = \/; _, ¥i(z, ¢;) ot chaque ;(z, ¢;) divise au-dessus de A. Le probleme
est que les ¢; n’appartiennent pas nécessairement & M. Par contre, par saturation, il existe cf,...,c,_; €
M tel que cp,...,cy_; =ap Co,-..,ce—1. Alors d’un c6té nous avons toujours p(xz,b) = \/,_,i(z,c;),
et d’un autre ¢;(c;) divise aussi au-dessus de A. Maintenant, 'un des ;(x, ¢;) doit appartenir & p, qui
divise en conséquence au-dessus de A. s

4.2. Division et invariance.
Lemme 4.4. Soit p € S;(IM) un type global, A-invariant. Alors p ne dévie pas au-dessus de A.

Démonstration. En effet, il suffirait de montrer que p ne divise pas au-dessus de A, ce qui revient a
démontrer que toute formule p(z,b) € p ne divise pas au-dessus de A. En effet, soit (b, ), une suite A-
indiscernable dans tp(b/a). Alors, b, =4 b implique que p(z,b,) € p, d’out la consistance de I’ensemble

{Lp(x, bn)}n m,

Le réciproque n’est pas vrai en général, méme pour une théorie dépendante, car la notion d’une type
A-invariant est trop forte (sauf si A est un modele, nous le verrons plus tard). Il nous faut donc la notion
plus faible suivante :

Définition 4.5. Un type global p € S, (9M) est Lascar A-invariant si pour tout b,c € M, s’il existe une
suite A-indiscernable infinie qui commence par b, ¢, ¢, c3, . . . alors p(z,b) > p(z,c) € p.
(Un tel type est aussi appelé des fois en anglais < non strongly splitting >, mais c’est affreux !)

Nous remarquerons que si b, ¢, ¢, c3, . . . est une suite A-indiscernable alors en particulier b =4 ¢. Donc
tout type A-invariant est Lascar A-invariant, mais la réciproque est fausse. Etre Lascar invariant, bien
que plus faible, suffit pour la non déviation.

Lemme 4.6. Soit p € S,(IM) un type global, A-invariant. Alors p ne dévie pas au-dessus de A.

Démonstration. Nous commengons comme avant, nous avons donc une formule ¢(z, b) € p et une suite A-
indiscernable (b, ), et nous avons & démontrer que ’ensemble {¢(x, b,,) },, est consistent. Par homogénéité
du modele monstre, nous pouvons supposer que b = by. Alors by, by, by11,bpt2, ... est A-indiscernable,
d’out (z, by,) € p pour tout n. Nous concluons comme avant. i,

Si la théorie est dépendante, la réciproque est vraie également :

Proposition 4.7. Soit T dépendante, I le modéle monstre, p € S, (M) un type global, A C M un
(petit) ensemble. Alors sont équivalents :

(i) p ne dévie pas au-dessus de A.
(ii) p ne divise pas au-dessus de A.

(iii) p est Lascar invariant au-dessus de A.

Démonstration. 1l ne reste & démontrer qu'un type qui ne divise pas est Lascar invariant. Supposons
donc que p n’est pas Lascar A-invariant : nous avons des formules ¢(z,b) A —p(x,¢) € p et une suite
A-indiscernable b, ¢, ca, c3, . ... Notons ¥(x,yz) = p(z,y) A ~p(z,2), et dy = be, dy, = canCany1. Alors
o(xz,dg) € p et (dy)n est une suite A-indiscernable. De plus, 'ensemble {¢(x, d, )}, ne peut étre consis-
tent. En effet, supposons qu'un a existait tel que F 1(a,d,) pour tout n. C’est alors que F ¢(a,c,) ssi
n est pair, ce qui contredit la dépendance de T

La suite A-indiscernable (d,), et la formule ¢(x,dy) € p témoignent alors que p divise au-dessus de
A. .4,7
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La différence entre la définition d’un type global A-invariant et Lascar A-invariant est qu’on a
remplacé la condition (*) « b =4 ¢ » par la condition plus forte (**) < b,c¢ commencent une suite
A-indiscernable. » La condition (*) est une relation d’équivalence entre b et ¢. La condition (**) est
réflexive (pourquoi ?), symétrique (pourquoi ?) mais non nécessairement transitive. La cléture transitive
de (**) est donc une relation d’équivalence qui s’appelle le type (fort) de Lascar. Plus précisément,

Définition 4.8. Soient a et b deux uplets de la méme longueur, A un ensemble. Alors d’ (a,b) € NU{oco}
est le plus petit entier n tel qu’il existe une suite ag,aq,...,a, avec a = ag, b = a,, et pour chaque
1 < n il existe une suite A-indiscernable qui commence par a;,G;y1,.... Si un tel n n’existe pas alors
d%(a,b) = oo.

Si d%(a,b) < 0o nous disons que a et b ont le méme type fort de Lascar (ou type de Lascar) au dessus
de A: a =L b.

Nous voyons donc que la relation d§(b,c) < 1 est la condition (**), la relation d§(b,c) < n est son
n-itéré, et d% (b, c) < oo, i.e., b =L ¢, est sa cloture transitive.
Remarque 4.9. Si b =% c alors b =4 c. Le type de Lascar est donc plus « fort > que le type ordinaire.
Remarque 4.10. Un type global p € S.(9M) est Lascar A-invariant si et seulement si, chaque fois que
b =L ¢ nous avons p(z,b) < p(z,c) € p.
Lemme 4.11. Au dessus d’un modéle M, le type de Lascar coincide avec le type ordinaire:

b=lc <= b=pyec

Démonstration. Les sens = est connu déja. Pour <=, soit p(x) = tp(b/M) = tp(c/M). Soit g € S;z(IM)
un co-héritier global. Alors g est M-invariant. Nous construisons (b;)ien avec b; F qlprp . (b}, Puisque

q est M-invariant et chacun de b,c réalise q[,; (= p), les suites b, by, by, ... et ¢, bg,by,... sont M-
indiscernables. On en déduit que d]LW(b, ¢) < 2 et en particulier b E%/[ c. | VE]

Nous en obtenons:

Lemme 4.12. Soit M un modéle. Un type global p € S, (M) est M-invariant si et seulement s’il est
Lascar M -invariant.

Proposition 4.13. Soit T' dépendante, MM le modéle monstre, p € S;(IM) un type global, M < M un
(petit) modeéle. Alors sont équivalents :

(i) p ne dévie pas au-dessus de A.
(ii) p ne divise pas au-dessus de A.

(iii) p est invariant au-dessus de M.

Définition 4.14. Un automorphisme f € Aut(9M) est dit fort au-dessus de A §'il s’exprime comme
composition d’automorphismes dont chacun fixe un modele contenant A. L’ensemble des automorphismes
forts au-dessus de A est noté Autf(t/A) [aussi dans les texte anglophones].

Lemme 4.15. Soit A un ensemble, b et ¢ deux uplets. Alors b Eﬁ c si et seulement si il existe un
automorphisme fort f € Autf(9M/A) qui envoie b a c.

Démonstration. Supposons d’abord que f € Aut(9/M) et M D A est un modele. Alors b =5 f(b) d’on
b =L, f(b) et a fortiori b =4 f(b). Puisque la relation =% est transitive, le méme est vrai quand f est
une composition de tels automorphismes, ¢’est-a-dire quand f € Autf(9/A).

Pour la réciproque, supposons que b =% ¢, et montrons qu'il existe f € Autf(9/A) tel que f(b) = c.
Puisque Autf(901/A) est clos pour la composition, il suffirait de considérer le cas ou d4(b,c) < 1. Soit
M D A un petit modele contenant A. Il existe donc une suite A-indiscernable (b;);en avec by = b, by = ¢,
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que I’on peut continuer autant que I'on veut, par exemple en (b;);<x ott A = (2IMIFI£1)+ Puisque \ est
plus grand que le nombre de types au-dessus de M, il existe i < j < A tels que b; =ps b;. Or bb; =4 be
: il existe donc un modele M’ D A tel que b = c. Il existe donc f € Aut(D/M’) C Autf(MM/A) qui
envoie b a c. m, s

Lemme 4.16. Soit p(x) un type global, A un ensemble. Pour que p soit Lascar A-invariant il faut et il
suffit que p soit fixé par tout f € Autf(IM/A).

Démonstration. Immédiat. LT

4.3. Définition faible et définition borélienne. Soit p € S;(9N) un type global, disons A-invariant.
Alors p admet toujours une définition faible au-dessus de A de la forme suivante: pour chaque formule
o(z,y) (z reste fixe, y varie avec la formule) nous posons

Dy = {tp(b/A): ¢(z,b) € p} € Sy(A).
Alors, puisque p est invariant, on peut le récupérer a partir de cette définition faible (Dp)y,(z,y)ec:
(1) p={p(z,b): @(z,y) € L et tp(b/A) € Dyp}.

Nous pouvons appliquer a tout ensemble de parametres B O A, méme plus grand que 901, obtenant
un type A-invariant noté p| .

Définition 4.17. Soient p(z) et ¢(y) deux types globaux A-invariants. Dans une extension propre de
I, soit a F p et bF gy ,. Nous définissons p(z) ® q(y) comme étant tp(a,b/IN).

Lemme 4.18. Soient p, q et p ® q comme plus haut. Alors:
(i) Soit B2 A (dans M), a Eplg, bE qlp,. Alors tp(a,b/B) = (p®q)|p.
(ii) Le type p ® q ne dépend pas des choiz faits dans la construction.
)
)
)

(v) Posons

(iii) Le type p ® q lui aussi est A-invariant.

(iv) L’opération & est associative (mais non symétrique, en général).

P (o, n1) = p(T0) ® ... @ p(Tp_1), P (20, 21,...) = p(zo) @ p(z1) ® ... = Up(").

Alors pour tout A D M, le type p) [ 4 estle type de la suite A-indiscernable construite d partie
de p:ao F p{A7 cee s G4 E prA,ao,..‘,ai,l;

Pour étre entierement précis, on aurait di écrire p® 4 g, car la construction de p® ¢ utilise la définition
faible au-dessus de A. Mais il découle du Lemme que si A’ D A, et p, ¢ sont des types A-invariants (donc
aussi A’-invariants), le produits libres p®4 g et p ® 4/ ¢ coincident, justifiant la notation ®. Méme chose
pour p(™ et p«),

Par la suite nous dirons qu’'un type global est invariant s’il est invariant au-dessus d’un petit ensemble.
Sip et ¢ sont tous deux invariants, au-dessus de B et de C respectivement, alors ils sont (BUC)-invariants
et p®q, p'™, p) sont définis sans ambiguité comme plus haut.

Lemme 4.19. Un type A-invariant p est définissable dans le sens classique si et seulement s’il est
définissable au-dessus de A, si et seulement si pour chaque ¢(z,y) 'ensemble Dyp est un ouvert-fermé
de Sy(A), a savoir, l'ouwvert-fermé défini par la formule dp)o(z,y):

Dp‘)o = [dp(z)ﬁo(xvy)] = {T(y) € SU(A) dp(m)@(xay) € T(y)}

Ceci est toujours le cas quand T est stable.
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Lemme 4.20. Soit ¢(z,y) une formule dépendante, et soit N tel que IP, ny1(2o,...,2N—1) contredit
T. Alors pour toute suite indiscernable (a;);en et tout b, la suite de valeurs de vérité {p(a;,b)}; € {V, F}
ne peut changer de valeur qu’au plus 2N fois.

Démonstration. Comme dans la preuve de la caractérisation des formules dépendantes par la non coupure
d’une suite indiscernable en deux parties co-finales. o

Définition 4.21. Soit ¢(z,y) une formule dépendante. Le plus petit N qui vérifie la conclusion du
lemme est appelé le nombre d’alternances de ¢, noté N,.

Lemme 4.22. (T dépendante.) Soit p(x) € S, (M) un type global A-invariant et soit p(x,b) une formule.
Soit n le plus grand tel que

(#n) il eziste (a;)i<n Fp" Y tel que F (a;, b) <> —p(aiy1,b).
(Nous avons n < 2N, !) Alors pour une telle suite mazimale: @(z,b) € p si et seulement si F ¢(an,b).

Démonstration. Soit ant1 F Plapag... a,s donc (ai)i<nt1 F p("*+2) . Par maximalité de n nous avons
nécessairement: F ¢(an,b) < ¢(ant1,b). Or, par construction, ¢(z,b) € p <=F v(an4t1,d). m

Définition 4.23. Nous disons qu'un type global A-invariant p(z) admet une définition borélienne si
pour toute formule ¢(x,y), 'ensemble D,y est un borélien de S, (A).

Proposition 4.24. (T dépendante.) Soit p(x) € S, (9M) un type global A-invariant. Alors p admet une
définition borélienne au-dessus de A: en fait, chaque Dy est une combinaisons booléenne finie de fermés.

Démonstration. Fixons ¢(z,y). Nous observons alors que

X" = {tp(b/A): 3z (:c Fpr A N F o) © —p(ziga, b)) } :
<n

<n

yr = {tp<b/A>: 3z (a: PO A @, b)) A N\ E plai,b) ¢ (i, b)) }

sont des fermés, et que Dy = Un<2N¢(Y" X, W, oy

Corollaire 4.25. Soit T une théorie quelconque. Alors sons équivalents:

— T est dépendante.

— Pour tout ensemble A et tout type p € S,(A), p admet au plus 2M4IHILL extensions globales non
déviantes au-dessus de A.
Pour tout ensemble A et tout type p € S, (A), p admet au plus 214D extensions globales A-
mvariantes.
— Pour tout modeéle M et tout type p € Sy (M), p admet au plus 2MIHIEL cohéritiers globau.

Dans le cas contraire, pour tout X\ > |L]| il existe un modéle M de taille X et p € S;(M) qui admets 22"
cohéritiers globauz.

Démonstration. (i) = (ii). Choisissons un modele M D A de taille |A| + |£]. Soit ¢ une extension
globale non déviante de p. Alors ¢ ne dévie pas non plus au-dessus de M. Il est donc M-invariant, puisque
T est dépendante. L’espace S, (M) admet une base d’ouverts de taille |M| (les ouvert-fermés) donc au
plus 2M1 fermés, et au plus 2| possibilités pour Dyp. Cela donne au plus 2AMIXIL] — 2l M| ossibilités
pour q.

(ii) = (iil). Puisque toute extension A-invariante ne dévie pas au-dessus de A.

(iii) = (iv). Puisqu’un cohéritier est invariant.
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(iv) = (i). 1l suffit de démontrer le <« dans le cas contraire. > Ceci est fait dans Poizat [Poi85,
Théoréme 12.28|. W, o

Lemme 4.26. Soit p € S, (M) Lascar A-invariant. Alors p est invariant et p™, p“) sont euz aussi
Lascar A-invariant.

Démonstration. Soit M O A un petit modele. Alors p est M-invariant, donc invariant. Si f € Autf(91)
alors f(p) = p. Par unicité de la construction de p(™ nous avons donc f(p(™) = (f(p))™ = p(™. On
raisonne de la méme facon pour p(). Cela conclut la preuve. W, o

Proposition 4.27. (T dépendante) Soit A un ensemble quelconque, p(x) € S(A) un type qui ne dévie
pas au-dessus de A. SibEp et b=k ¢, c’est que d§(b,c) < 2.

Démonstration. Puisque p ne dévie pas au-dessus de A, c’est qu’il admet une extension globale ¢ non
déviante au-dessus de A. Fixons un petit modele M D A, et b’ E ¢[,,. Alors il existe un automorphisme
f € Aut(M/A) tel que f(b') = b. remplagant ¢ par f(g) et M par f(M), nous pouvons en outre
supposer que b F q[,;. Réalisons par récurrence b; F qlps . pp,... b, - Alors b,bg, b1, ... est une suite

M-indiscernable, réalisant ¢() | - Cest en particulier une suite A-indiscernable.

Supposons maintenant que £ @ (b, bo, ..., bx_1,a), olt a € A. Par construction by, . .., by_1 F ¢*) [ A
Or ¢®) est Lascar A-invariant et ba =% ca (car tout f € Autf(9/A) qui envoie b & ¢ fixe A est en
particulier a). Il en découle que F (¢, bo, ..., bx—1,a).

Nous avons démontré que les suites b, by, b1, . .. et ¢, by, b1, . .. ont le méme type au-dessus de A. Comme
I'une est A-indiscernable lautre 1’est aussi, d’ou dﬁ(b7 ¢) < 2 (en passant par b). m,

5. TYPES GENERIQUEMENT STABLES

Définition 5.1. Nous disons qu'un type global est finiment réalisé s’il est finiment réalisé dans un petit
modele (et donc dans tout modele qui le contient).
Un type global p est dit génériquement stable s’il est définissable et finiment réalisé.

Si p est génériquement stable, disons finiment réalisé dans M, alors p est M-invariant et donc M-
définissable.

Lemme 5.2. Soit p un type génériquement stable, et soit g un type global finiment réalisé. Alors p(x) ®
q(y) = q(y) @ p(x), et ce type est finiment réalisé.

Démonstration. Nous choisissons M assez grand tel que p et g sont finiment réalisés dans M. Soit
po = pl - Puisque p est M-définissable, c’est 1'unique héritier de py par Proposition Aussi, ¢ est un
cohéritier de qp = q[ -

Soit B O M quelconque. Soit a F plg, b E ql s, Alors ab E [p(x) ® ¢(y)][ 5. Puisque ¢ est cohéritier
de qo, c’est que tp(b/Ma) est cohéritier de tp(b/M). De fagon équivalente, tp(a/MDb) est héritier de
tp(a/M) = pg. Or py admet un unique héritier, c’est que a F p[,,,. Donc ab E [¢(y) ® p(z)]] 5.

Ceci montre que p(z) ® ¢(y) = q(y) ® p(x). Maintenant supposons que la formule ¢(z, y, ¢) appartient
a ce type. Répétant la construction plus haut avec ¢ € B nous avons = ¢(a, b, c), d’ott F dy,)0(z,b,c).
Alors dpy¢(2,y, ¢) € q(y), qui est finiment réalisé dans M, il existe donc b" € M tel que F dp, )@ (x, V', ¢).
Par conséquence, o(z,b',¢) € p, qui lui est aussi finiment réalisé dans M. Il existe donc o’ € M tel que
Eo(a',b,c), et la preuve est compléte. u; -

Lemme 5.3. Soit p un type génériquement stable. Alors toute réalisation de p*) g est totalement
indiscernable au-dessus de B.
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Démonstration. 11 suffit de montrer pour chaque n que pour toute permutation o de n,
P (zg,. .y ) = p(")(x,,(o), <oy Zy(n—1)). Pour démontrer ceci il suffi de considérer des permuta-
tions de la forme o = (ii + 1). Or p (x,y) = p®(y, 2) d’apres le Lemme précédent, d’on

p(”) (T, -y Tp—1) = p(i)(xo, cey T) ®p(2) (T4, ix1) ®p("7i72)(xi+2, ce s Tp—1)
= p(i)(l“o, T ® 10(2) (Tig1, i) ® p(n_i_2)($¢+2, ce oy Tp—1)
= p(n)(xa(o), s Ta(n—1))- H;3

Lemme 5.4. Soit (ay,), une suite totalement indiscernable et soit p(x,y) une formule dépendante, disons
avec un nombre d’alternances N,. Alors pour chaque b, la suite {¢(an,b)} C {V,F} est constante, d au
plus N, exceptions prés.

Démonstration. Sinon il existe ig < i1 < ... <in, ou N = N, tels que F ¢(a;,,b) et jo < j1 <...<jn
tels que F —yp(a,,,b). Soit k > max(in,jn). Puisque la suite est totalement indiscernable, la suite
(@),) = @iy, Qjos Qiyy Bjy s -5 Qin s Qjn, Bk, Gt 1, - - - €St elle aussi indiscernable, mais {¢(al,,b)} change de
valeur au moins 2V + 1 fois, ce qui contredit le choix de N = N,,. |_EW

Pour une formule ¢(z,y) et N € N, écrivons

PN (Y: To, - .., T2N) = \/ /\ o(zi,y),
wERN+1]N+1 icw
ot [2N + 1J¥+! = {w C 2N + 1: |w| = N + 1}. Nous observerons que 4(y,Z) est vraie si et seulement
si une majorité (au moins N + 1 parmi 2N + 1) de ¢(x0,y), ..., p(zan,y) sont vraies.

Lemme 5.5. (T dépendante.) Soit p un type global A-invariant et supposons qu’une réalisation de P,
est totalement indiscernable au-dessus de A. Alors p est définissable. Plus exactement, soit (a,)nen une
telle réalisation. Alors pour toute formule p(x,y) il existe N tel que pour tout b:

o(z,b) €ep <= Eon(bag,...,aaN).
En plus, nous pouvons toujours prendre N = N, le nombre d’alternances de .

Démonstration. En effet, posons N = N,, et a] = a; pour ¢ < 2N. Pour ¢ > 2N, nous réalisons comme
d’habitude aj F pl 4 qr . a5 Alors la suite (a;,), elle aussi réalise P 4.

Si p(z,b) € p, c’est que F p(al,b) pour tout ¢ > 2N. Donc F ¢(a},b) pour tout 4, sauf au plus N
exceptions, d'ou F @ (b, ag, . ..,az2n). Si ~p(x,b) € p, le méme raisonnement montre qu’au plus N parmi
@(as, b) sont vrais, d’ott E ~¢@n (b, ag, ..., a2n). u;

Lemme 5.6. Soit p un type global A-invariant vérifiant la conclusion du Lemme précédent (sans le < en
plus > qui n’a pas de sens si T n’est pas dépendante). Alors p est A-définissable et finiment réalisable
dans chaque modéle contenant A. En particulier, p est génériquement stable.

Démonstration. Puisque p est définissable et A-invariant, il est nécessairement A-définissable. Fixons
maintenant une formule ¢(z,y) et le N qui correspond. Soit aussi M un petit modele contenant A.
Nous savons que

C’est une formule au-dessus de A (car la définition dpp est au-dessus de A, le reste sans parametres).
Elle est donc au-dessus de M. Par conséquence il existe @ € MV tels que

M EYyldyye(z,y) < on(y,a)l.
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D’ot:
M E Vyldyye(z,y) < on(y,a)].

En particulier, si ¢(z,b) € p, c’est que p(a;,b) pour au moins un a; (en fait, au moins N + 1 d’entre
eux). W

Nous avons démontré

Théoréme 5.7. (T dépendante.) Soit p un type global A-invariant. Alors sont équivalents:
(i) p est génériquement stable : définissable et finiment réalisé dans un modele.
(ii) Pour tout ensemble B, toute réalisation de p')| g est totalement indiscernable.
(iii) Toute réalisation de p“)| , est totalement indiscernable.
(iv) p est définissable, et dyp(x,y) = ¢n,(y,a0,...,a2n,) pour toute formule p(z,y) et toute
réalisation (a,) de pt)| .
(v) p est définissable et finiment réalisable dans tout modeéle contenant A.

Corollaire 5.8. Une théorie T est stable si et seulement si tout type (global) est génériquement stable.

Démonstration. Supposons que T est stable, donc en particulier dépendante, et soit p un type global.
Alors p est définissable, et A I’ensemble des parametres pour la définition. Alors p est A-invariant.
Aussi puisque toute suite indiscernable dans une théorie stable I'est totalement (sinon on obtiendrait la
propriété de 'ordre), toute réalisation de p@| 4 est totalement indiscernable. p est donc génériquement
stable.

Réciproquement, supposons que tout type global est génériquement stable. Soit M un modele quel-
conque, et p € tp,(M). Soit ¢ un cohéritier global. Alors ¢ est M-invariant, et par hypotheése il est
génériquement stable. Il est donc en particulier définissable, donc M-définissable, ce qui montre que p
est définissable. Si tout type au-dessus d’un modele est définissable c’est que T est stable. W5

Corollaire 5.9. (T dépendante.) Soit p un type global invariant. Alors sont équivalents:
(i) p est génériquement stable.

(il) p(z) ® qly) = q(y) @ p(x) pour tout type invariant q. (On dirait que p commute avec tout type
invariant.)
(iii) p commute avec lui-méme: p?) (x,y) = p(x) @ p(y) = p(y) @ p(x) = p? (y, ).
Démonstration. En effet, supposons d’abord que p est génériquement stable. Soit A un ensemble tel que
p et g sont tous deux A-invariants. Il suffirait alors de montrer que p ® ql 4 = ¢ ® p[4 pour tout tel A.
Choisissons (ay), Ep“) |4, bE 4l 4 (an), €t ¢ F plap- Donc, en particulier, a,,bF p@q[ 4 et b,c F q®pl 4.
Supposons que p(z,y,d) € p(z) ® q(y)[ 4, ot d € A. Dans ce cas nous avons F ¢(ay,,b,d) pour tout
n, d’olt, par la < définition par majorité, » F d,¢(z,b,d). Par conséquence F ¢(c, b, d), i.e., p(z,y,d) €
q(y) @ p(x)[ 4. On conclut que p@qf4 = g pl4.
Réciproquement, supposons que p commute avec lui méme. Il en découle que toute réalisation de
p @) 4 est totalement A-indiscernable, et p est donc génériquement stable. s,

Lemme 5.10. Soit p un type global A-invariant. Si a et b réalisent pl 4, alors a =% b (i.e., p détermine
un type de Lascar au-dessus de A).

Démonstration. En effet, soit (c,) une réalisation de p(*) lAap- Alors a,co,cq,... et b,co,cr,... sont
A-indiscernables, d’ott a =% b. m

Lemme 5.11. Soient p(x), q(x) et r(y) trois type invariants, tel que p est A-invariant, pl4 = ql4, et
r est Lascar A-invariant. Alors p@rfy =q®r[4.
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Démonstration. Soit B D A assez grand pour que p, ¢ et r soient tous B-invariants. Soit a F p[g, b F q[ 5
et ¢ E r| g Alors il suffit de montrer que ac =4 be. En effet, chacun de a et b réalise p[ 4 par hypothese,
et puisque p est A-invariant nous avons a =% b. Puisque ¢ est Lascar A-invariant, ac =4 bc. W

Lemme 5.12. (T dépendante.) Soit I = (ay,)n use suite indiscernable quelconque, et posons
q(z) = {o(x,b): E p(an,b) pour tout n suffisamment grand}.

Alors q est un type global complet, finiment réalisable dans la suite I (et donc I-invariant). Il est notée
Av(I/9M), le type moyen de la suite I.

Démonstration. Puisque la suite est indiscernable et T dépendante, chaque formule ¢(x,b) est soit vraie
pour tout n assez grand, soit fausse pour tout n assez grand, donc ou bien ¢(x,b) € g ou bien —p(x,b) € q.
Il est clair que q est clos pour conjonction, et que chaque formule de ¢ est réalisé dans la suite I, d’ou
I’énoncé. .5412

Proposition 5.13. (T dépendante) Soit p un type global A-invariant. Alors p est génériquement stable
si et seulement si pour tout B D A, p est l'unique extension non déviante globale de plg.

Démonstration. Puisque p est B-invariant pour B D A, il est en particulier Lascar B-invariant, donc
non déviant au dessus de B. Il n’est question ici donc que de I'unicité.

Pour le sens de gauche & droite nous pouvons supposer que B = A. Soit donc p génériquement stable,
et soit ¢ aussi une extension non déviante globale de p[ 4. Alors pl4 = ¢4, et puisque p et p(™) sont
A-invariants, p @ p(™ la=4q ® pm | 4 pour tout n. Par commutativité de p:

P (@) @ ay) 4= aly) @p"™ (@) 4 =ply) @ p™(@)4 =™ (Z) @ DY) 4-

Maintenant, par récurrence sur n, nous montrons que ¢\ | 4= p(M ] 4. En effet, puisque p(") est A-
invariant et ¢ Lascar A-invariant:

P, =pM @qly =" @qly ="V,

Ainsi, p) |, = ¢“)],. Soit maintenant p(z,b) € ¢, et réalisons (an)n E ¢ 4p. Alors (an)n £ p“)) 4
et F ¢(an,b) pour tout n, d’olt F d,¢(z,b) et p(z,b) € p. Nous avons bien démontré que p = g.

Réciproquement, supposons que p est 'unique extension non déviante de p[g, pour tout B DO A.
Fixons une réalisation I = (a,,), F p“), et soit ¢(x) = Av(I/9M). Pour chaque By € AT fini nous avons
By C A,aq...an—1 pour un certain n. Pour ¢ > n nous avons a; F p[p,, d'olt ¢[g, = plg,. On en déduit
que pl4; = ql47- En outre, ¢ est finiment réalisé dans I, donc dans Al, et en particulier ne dévie pas
au-dessus de AI. Par hypothese (pour B = AI), p = q = Av(I/0M).

Soit encore b E pl 47 et ¢ E pl 4, = Av(I/Ab), donc a,b E p@ (z,y)] 4 pour tout n et be F p3 (z,y)[ 4. 11
en découle que pl 4, = Av(I/Ab) = p®| 4(z,b). Nous avons donc p (z, )[4 = tp(cb/A) = p (y,z)] 4.
Le méme argument est encore valable si on remplace A par un quelconque B O A. Nous avons
ainsi démontré que p®(z,y) = pP(y,z), p commute donc avec lui-méme et est par conséquence
génériquement stable. ;3
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