TOPOLOGIE FAIBLE

SYLVIE BENZONI

Rappelons qu'une topologie sur un ensemble X est une famille de parties de X, appelées
ouverts, vérifiant les trois propriétés suivantes :

(1) T'ensemble vide () et 'ensemble X lui-méme font partie des ouverts,
(2) toute réunion d’ouverts est un ouvert,
(3) toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Une topologie est d’autant plus fine qu’elle contient plus d’ouverts. Des exemples ex-
trémes sont

— la topologie grossiére (la moins fine!), pour laquelle seuls () et X sont des ouverts,

— la topologie discrete (la plus fine), pour laquelle toutes les parties de X sont des

ouverts.

Un exemple moins trivial de topologie est celle engendrée par les boules ouvertes dans un
espace métrique : les ouverts sont alors tous les ensembles obtenus comme réunions quel-
conques d’intersections finies de boules ouvertes. En particulier dans un espace vectoriel
de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes et engendrent la méme topologie.

On dit qu'une topologie est séparée si pour tout couple de points distincts x; et xq, il
existe des ouverts disjoints O; et Oy tels que x1 € O et x5 € Oy. Une topologie d’espace
métrique est toujours séparée (il suffit de prendre pour les ouverts O; et Oy des boules
ouvertes de rayon strictement inférieur a la moitié de la distance entre z; et z3).

Définition 1 (Borel-Lebesgue). Dans un espace topologique séparé, une partie est com-
pacte si de tout recouvrement par des ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini.
Awvec des symboles, K C X est compacte si, pour toute famille d’ouverts (O;)er telle que
K C Uicr0; il existe une partie finie J de I telle que K C Uje ;0;.

Moralité (un anglophone parlerait de « rule of thumb ») : moins il y a d’ouverts, ou
encore, moins la topologie est fine, plus il y a de compacts.
Dans les espaces métriques, les compacts sont caractérisés par deux propriétés :

(1) la pré-compacité : un ensemble A est dit pré-compact (ou encore totalement borné)
si pour tout € > 0, A admet un recouvrement fini par des boules de rayon ¢,

(2) la complétude : toutes les suites de Cauchy sont convergentes.

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie (qui est toujours fermé), un ensemble
est complet si et seulement s’il est fermé, et un ensemble est totalement borné si et
seulement sl est borné (il suffit de le vérifier pour la norme || - ||o, dont les boules sont
des pavés). Par suite, les compacts d'un espace vectoriel normé de dimension finie sont
les ensembles fermés bornés. En revanche, dans un espace vectoriel normé de dimension
infinie, la boule fermée unité n’est jamais compacte : c’est le théoréeme de Riesz (voir par
exemple [1, p. 92]).
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1. TOPOLOGIE FAIBLE

Désormais, X est un R-espace de Banach, ¢’est-a-dire un espace vectoriel normé complet
sur R. Il est muni de la topologie engendrée par les boules ouvertes, que 'on appellera
topologie forte. On va définir la topologie faible comme ayant moins d’ouverts et on verra
qu’elle a plus de compacts que la topologie forte. On note X’ le dual topologique de X,
c’est-a-dire 'espace des formes linéaires continues sur X : c’est un espace de Banach pour
la norme ||| - ||| définie par

1711 = sup -0

=20 ]
ou (-,-) désigne le crochet de dualité (c’est-a-dire que (f,x) désigne I'image de x par la
forme linéaire f).

Définition 2. La topologie faible sur X est la topologie la moins fine telle que toutes
applications f : X — R avec f € X' soient continues.

Ceci est une « vraie » définition au sens ou il est possible de construire la topologie
faible. En effet, celle-ci doit au minimum contenir tous les ensembles de la forme f~!(U)
ou U est un ouvert de R et f € X’. Si 'on considere toutes les réunions quelconques
d’intersections finies de tels ensembles, on obtient une topologie, et c¢’est bien str celle qui
a le moins d’ouverts parmi les topologies ayant les ensembles f~!(U) comme ouverts.

La topologie faible est moins fine que la topologie forte, ¢’est-a-dire que tous les ouverts
faibles sont fortement ouverts, car c’est le cas des ouverts faibles de la forme f~(U) ou
U est un ouvert de R et f € X'.

En dimension finie, la topologie faible coincide avec la topologie forte. En effet, notons
(é1,...,e,) une base de X et (f1,..., fn) sa base duale. Si U est un ouvert fort, si zy € U
il existe r > 0 tel que la boule ouverte de centre xy et de rayon r soit incluse dans U. Or
d’apres 'inégalité triangulaire, cette boule contient 'ouvert faible

V(zeg) ={x e X; [(fiix —xo)| <r/n, Vie{l,...,n}}.

Ainsi U est la réunion des ouverts faibles V(x) lorsque xy parcourt U, c’est donc un
ouvert faible.

En dimension infinie en revanche, la topologie faible est strictement moins fine que la
topologie forte : une boule ouverte n’est pas faiblement ouverte, voir [1, p. 37].

La topologie faible est séparée. Ceci est une conséquence du théoreme de Hahn-Banach
(forme géométrique, voir [1, p. 7]): si &1 # x5 il existe f € X’ et o € R tels que

<f,£6’1> <a< <f,l‘2>.

Par suite, les ouverts faibles Oy := {x € X; (f,z) < a}et Oy :={x € X; (f,z) > a}
séparent les points x; et xs.

Rappelons qu’on appelle voisinage d'un point x tout ensemble contenant un ouvert
contenant x, et qu’'une base de voisinages est une famille de voisinages telle que tout
ouvert contenant x contient au moins un de ces voisinages. Quel que soit xo € X, une
base de voisinages faibles de xy est formée par les ouverts faibles de la forme

{r e X; (fi,x—zo)| <e, Viel},

oune >0, estfiniet f; € X'

On distingue la convergence d’une suite pour la topologie faible en la notant — (au lieu
de — pour la convergence forte). Grace aux bases de voisinages décrites ci-dessus, on voit
que la convergence faible est caractérisée par :

t, ~r & VfeX', (f.) — (f ).
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e La convergence forte implique la convergence faible, car

[(frmn) = (fo) < LN Nlwn = 2]l

e Toute suite faiblement convergente est bornée. En effet, si (2,),en est faiblement conver-
gente, alors pour tout f € X' la suite numérique ({f, x,))nen st convergente donc bornée.
Grace au théoreme de Banach-Steinhaus (ou « principle of uniform boundedness » [1,
p. 16]) appliqué a T,, : X’ — R défini par T,,(f) = (f, z,,) et au corollaire du théoreme de
Hahn-Banach selon lequel ||x,|| = |||T,.]||, on en déduit que (x,)nen est bornée.

e On a par ailleurs un résultat de « convergence fort-faible » : si z, — f et f, — f alors
(fr,Tn) — (f,x). En effet,

(s zn) = (Foo)l < (o = Frza) |+ [ an = )] < fo = F I l2nll + 1(F, 20 — )

ou chacun des termes tend vers zéro par hypothese.

Les fermés sont par définition les complémentaires des ouverts. Par suite, les fermés
faibles sont des fermés forts. Mais la réciproque est fausse. Par exemple, la sphere unité
n’est pas faiblement fermée en dimension infinie, son adhérence fermée étant la boule
fermée (voir [1, p. 37]). En revanche, les convezes fortement fermés sont faiblement fermés.

Démonstration. Si C' C X est convexe fermé, soient U = X\C et zq € U. D’apres le
théoreme de Hahn-Banach il existe f € X' et a € R tels que

<f7$0> <a< <f7y>

pour tout y € C. Alors {x € X; (f,z) < a} est un ouvert faible inclus dans U et
contenant xy. Ceci montre que U est faiblement ouvert, et donc que C' est faiblement
fermé. O

La topologie faible est intéressante lorsqu’on connait bien X’. C’est le cas par exemple
pour LP(Q2) avec  un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue et p € [1, +o00], dont le
dual topologique s’identifie avec LP" avec 1/p-+1/p’ = 1 (voir le tableau 1) via le théoreme
de représentation de Riesz [1, p. 61] : pour tout f € (LP(R))" il existe un unique v € L¥ ()
tel que, quel que soit u € LP(),

(fiu) = / VU .
Q

Le théoreme qui suit montre qu’elle est définitivement plus intéressante si X est réflexif,
c’est-a-dire isomorphe a son bi-dual X” (par l'injection canonique x +— Jx : f +— (f, z)).

Théoreme 1 (Kakutani). La boule fermée unité est faiblement compacte si et seulement
I’espace est réflexif.

Plus généralement, dans un espace réflexif, les convexes fermés bornés sont faiblement
compacts, voir [1, pp. 44-46]. Ce théoreme se démontre en passant par une topologie
encore moins fine que la topologie faible dans X'.

2. TOPOLOGIE FAIBLE *

Etant donné un espace de Banach X et son dual topologique X', on peut bien entendu
définir la topologie faible sur X’. On va en fait définir une topologie encore moins fine
(strictement si X n’est pas réflexif).
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Définition 3. La topologie faible x sur X' est la topologie la moins fine telle que toutes
applications
Jr: X' — R
[ (fa)

avec x € X soient continues.

La topologie faible % est séparée. Ceci résulte quasiment directement des définitions.
En effet, si f; et fy sont deux éléments distincts de X', il existe z € X tel que (f1,z) <
(f2,x). En choisissant un nombre réel o €|(fy, x), (f2, z)[, on peut prendre Oy := {f €
X' (f,x) <a}let Oy :={f € X'; (f,xr) > a} comme ouverts faibles * séparant f; et
fa.

Quel que soit fo € X', une base de voisinages faibles * de f; est formée par les ouverts
faibles * de la forme

{fGX/; |<f—f07l’z>| <e€, \4) 6]},
oue >0, estfiniet z; € X.
La convergence faible x est caractérisée par :

o e Ve eX, (fax) = (f,2).

La convergence forte implique la convergence faible qui elle-méme implique la conver-
gence faible x.

Toute suite faible % convergente est bornée. En effet, si (f,,)nen est faible % convergente,
alors pour tout € X la suite numérique ({f,, z))nen est convergente donc bornée. Grace
au théoreme de Banach-Steinhaus [1, p. 16] appliqué a f, : X — R d, on en déduit que
(fn)nen est bornée.

Par ailleurs si 2, — z et f, — f alors (f,,z,) — (f,z). En effet,

(s zn) = (Foo)l < (fn = o)l + [y 2n — )] < |Cfo = Fom) |+ 1 (Il 2 — ]

ou chacun des termes tend vers zéro par hypothese.

Les fermés faibles x sont par définition les complémentaires des ouverts faibles *. Les
fermés forts, et méme les convexes fermés, ne sont pas fermés faibles * en général: si X
n’est pas réflexif et si & € X”\J(X), alors I'hyperplan (fortement et) faiblement fermé
&t nest pas faible x fermé (voir [1, p. 42]). Cependant les boules fermées sont faible x
fermées et méme compactes (voir [1, p. 42-43]) :

Théoréme 2 (Banach-Alaoglu). La boule fermée unité est faible * compacte.

Ce théoreme intervient notamment dans la démonstration du théoreme de Kakutani.
Ils permettent a eux deux d’extraire des sous-suites convergentes, moyennnant quelques
précautions liées aux notions de métrisabilité et de séparabilité.

3. METRISABILITE ET SEPARABILITE

La notion de compacité définie par la propriété de Borel-Lebesgue (définition 1) est
équivalente & la propriété de Bolzano—Weierstrass (selon laquelle toute suite bornée admet
une sous-suite convergente) seulement dans les espaces métriques. Or 'espace X’ muni
de la topologie faible % n’est pas métrisable si X est de dimension infinie. Cependant, la
boule fermée unité de X’ est métrisable si X est séparable (c’est-a-dire admet une famille
dénombrable dense): il « suffit » (voir [1, p. 48-49]) de définir la distance d par

+oo
d(f,9) =Y 27" [{f — g, 2a)l,
n=1
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ol (z)nen+ est une famille dénombrable dense dans la boule fermée unité de X.
Par suite, le théoreme de Banach—Alaoglu est surtout utile lorsque X est séparable (voir

[1, p. 50]) :

Corollaire 1. Si X est séparable, toute suite bornée dans X' admet une sous-suite faible
* convergente.

Ceci s’applique par exemple & X = L' : toute suite bornée dans L> admet une sous-
suite faible * convergente.

En matiere de topologie faible, le théoreme de Bolzano-Weiestrass est vrai sous I’hypo-
these que X soit réflexif (comme dans le théoreme de Kakutani) :

Corollaire 2. Si X est réflexif, toute suite bornée dans X' admet une sous-suite faible-
ment convergente.

Attention, ceci ne s’applique pas & X = L!. La caractérisation des compacts faibles
dans L' est fournie (voir par exemple & [2, p. 274]) par le

Théoreme 3 (Dunford-Pettis). Soient Q0 un espace mesuré séparable et localement com-
pact et F un sous-ensemble borné de L'(Q). Alors F est faiblement compact si et seule-
ment si

(1) pour tout e > 0, il existe § > 0 tel que pour tout A de mesure |A| < &, pour tout
feFonai [,|f|<e,

(2) pour tout € > 0, il existe un compact K C Q tel que pour tout f € F on ait
fQ\K ’f’ <e.

En particulier, si € est de mesure finie (par exemple si 2 est un ouvert borné de R"
muni de la mesure de Lebesgue), le point (2) est automatiquement satisfait.

Un autre cas particulier est celui d'une mesure discrete, ¢’est-a~-dire celui d’un espace
¢t dans lequel le point (1) est automatiquement satisfait et ot 'on voit que la compacité
faible est équivalente a la compacité forte.

TAB. 1. Espaces LP(2) avec € un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue

] espace \ réflexif \ séparable \ son dual \ dual de \

Lt non oul Le® ?
L», oui oui ', v
1, 1 _
l<p<oo 5 + 7= 1
L non non 2Lt L
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