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Feuille d’exercices 1

Corrigé de ’exercice 1. (L’Hospital et Cesaro-Stoltz)
a) D’aprés le théoréme des accroissements finis généralisé, pour tous z, y € Rt z < y, il existe
c €]z, y] tel que
f@) = f) _ £
9(@) —gly)  g'(c)
(Noter que les dénominateurs sont non nuls d’aprés 'hypothése (i) : ¢'(¢) > 0 et g(x) —g(y) > 0
puisque g est strictement croissante.) Comme ¢ — oo avec = et y, on en déduit que
ORI
v2y o g(x) = 9(y)

T,Yy—00

Supposons d’abord que £ est fini. Quels que soient x et y on a

f@ o, _ @ -f) fly) @)= fly) 9(y)
g(z) g9(z) — g(y) g(x)  g(x) —g(y) g(z)

Etant donné e > 0, il existe R € Rt tel que pour z >y > R,
‘f(ﬂf) - f(y)
9(x) —g(y)

De plus, d’aprés ’hypothese (ii), il existe R’ > R tel que pour z > R/,
f(R) f(z) = f(R) g(R)
g9(z) 9(z) — 9(R) g(z)

(On utilise pour la seconde inégalité le fait que taux d’accroissement entre R et x est borné : on
connait méme une borne, & savoir £ 4 ¢/3.) Par suite,

€

_3'

£

— 3 )

g

_3'

‘f(fﬂ) B ‘ <
9(x)
pour tout z > R/,
Supposons maintenant que £ = oo (si £ = —oo il suffit de changer f en —f). Quels que

soient x et y on a

@) _ (1_9(?;)) flz) =1y | [

g(x) 9(x)) g(x) —gly)  g(x)’

Etant donné A > 0, il existe R € R* tel que pour = >y > R,

OEONN

9(x) —g(y)
et il existe R’ > R tel que pour z > R/,

HCTRRTU IS
9(x) g(z)| — 2
d’ot 'on déduit que
fo)

g(x) —
pour tout z > R'.



b)

c)

C’est la version « discréte » du résultat précédent. On commence par démontrer que

. ap — am
hm ﬁ = E
nii oo n T Um

Ceci repose sur le calcul suivant (ot 'on suppose £ € R pour fixer les idées). Quels que soient
les entiers n et m avec n > m on a

n—m—1
U —am 3 <am+k+1 — Otk E) k41 — bk

bn - bm k=0 bm+k+1 - bm+k bn - bm

Etant donné e > 0, il existe N € N tel que pour tout p > N,

p+1 —dp E‘ <
bp+1 — by
On déduit donc de cette majoration, de I'égalité précédente et de 'inégalité triangulaire que

pour n >m > N,

n—m—1

Ay — Qm |bm+k+1 - bm+k|
InZfm _ gl <
b — b '—6 2 b, — b

k=0

C’est ici qu’intervient I'hypothése (j) : puisque la suite (b,,) est strictement croissante, la somme
ci-dessus vaut simplement 1. On a donc bien la limite annoncée. On peut ensuite conclure
exactement comme dans le cas continu, en utilisant ’hypothése (jj).

Un cas particulier remarquable est celui de b, = n, qui redonne la convergence en moyenne de
19 ? 111 J — n
Cesaro d’une suite convergente (u,) en posant a, = Y ;_, Un.

Corrigé de ’exercice 2. (Convergence simple, uniforme et normale)

a)

Le cas = 0 est trivial, puisque u,(0) = 0 quel que soit n. Pour x > 0 et n > 2 on a
0<up(x)<ze ™/In2.

Comme e™* < 1, la série géométrique ) ™ converge, et par conséquent la série Y -, un(z)
converge. (On aurait aussi pu invoquer la « régle de d’Alembert », car u,+1(x)/up(z) = ™% In(n+
1)/In(n) tend vers e™® < 1 lorsque n — 00.)

Pour étudier la convergence normale de ), uy () il faut d’abord chercher ||uy||cc = maxzer un(x).
Comme u),(z) = (1/z — n)uy(x), ce maximum est atteint pour x = 1/n. Or u,(1/n) =
e~1/(nlnn) et la série (de Bertrand) de terme général 1/(nlnn) diverge. Donc la série Y, uy ()
n’est pas normalement convergente.

La convergence uniforme de la série . up(x) sur RT est une conséquence du critére de Cauchy
uniforme :

n
Ve>0,INeN, Ve eRT, Vn>m > N; Zuk(m) <eg,
k=m
ce qui se vérifie facilement par comparaison avec une intégrale :
n “+oo —tx —(N-1)z 1
Te e
Vn > >N>3 < dt < < .
nzm2N23, | u@) < /Nl It & S (N -1) = In(N_1)
k=m

Ieftcc

= est bien décroissante pour tout x € RT.)
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(Noter que la fonction ¢ > 2 +—




Remarque. La série ) u,(x) est normalement convergente (et donc uniformément conver-
gente) sur [R, +oo[ quel que soit R > 0, car 0 < up(z) < u,(R) pour 1/n < R < z. Par ailleurs,
les sommes partielles de ) u,(x) forment une suite croissante (puisque wu,(x) > 0) de fonc-
tions continues sur U'intervalle compact [0, R]. On peut invoquer le lemme de Dini (appliqué aux
sommes partielles) pour montrer que la série ) | u, converge uniformément sur [0, R] a condition
de vérifier préalablement que la somme f(x) := > <, un(x) définit une fonction continue sur
[0, R]. La continuité sur ]0, R] ne pose pas de probléme : c’est une conséquence de la continuité
des u,, et de la convergence normale de la série sur [r, +oo[, r > 0. Il reste la continuité en 0, un
peu délicate. On peut la démontrer en reprenant la comparaison série/intégrale faite ci-dessus.
Pour tout N e N, N > 2, on a

N N +o00 re l® N 1
< dt < —.
) < Sula) + [t i) +

Etant donné ¢ > 0, on commence par choisir N > 2/e. Comme uy, tend vers zéro en zéro, il
existe alors 7 > 0 tel que pour tout z € [0, 7], pour tout k € {2,...,N}, 0 < ug(z) <e/2N. On
en déduit

Corrigé de ’exercice 3. (Abel)

a)

d)

)

Par définition on a a = A — Ap_1 pour tout k£ > 0, en posant par convention A_; = 0. Par
suite,

n n n—1
Z arb, = Z(Ak —Ap_1) by = Z A (b — brt1) + Apby — Ay_1 by .
k=N k=N k=N

D’aprés cette égalité et l'inégalité triangulaire on a, en posant ||Al|~ = max|A4,| (qui est fini
d’aprés ’hypothese (iii)),

n n—1
S abi| < I Ale 3 1o — bl + (Al bal + [[Alloo o]
k=N k=N

On déduit alors des hypothéses (i) et (ii) (et du « théoréme des gendarmes », mais cette expression
peut sembler maladroite a l'agrégation) que

n

lim apbr =
n>N—o00 Z KOk 0’
k=N

c’est-a-dire que les sommes partielles de la série de terme général a,b, vérifient le critére de
Cauchy. Donc cette série converge.
Un cas particulier souvent considéré est a, = (—1)", de sorte que A,, = (—1)" aussi, ce qui est
évidemment borné et permet de montrer que des séries alternées sont convergentes. C’est le cas
par exemple pour la série alternée de terme général (—1)"/n, puisque 1/n tend vers 0 et la série
de terme général [1/(n+1) —1/n| =1/(n(n+ 1)) converge.

La démonstration est rigoureusement identique lorsque 1'une des deux suites est dans un es-
pace de Banach (remplacer alors les valeurs absolues par des normes) et autre est une suite
numérique, ou lorsque les deux suites sont dans une algébre de Banach.

Pour tout R > a on a par intégration par parties

R R
/ fg(dt = / F(t)g/(t)dt + [F g)E.
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f)

Or d’apreés les hypothéses (ii) et (iii), 'intégrale faRF g’ est absolument convergente, et d’aprés
(i) et (iii), le terme de bord F(R)g(R) tend vers 0. Donc

R e’}
nm/fwwwz—/zwwww—ﬂmm»

R—o0

On utilise souvent cette astuce lorsque f est une fonction trigonométrique (et donc F' aussi) et
g est une fonction rationnelle.

Corrigé de ’exercice 4. (Série vs intégrale)

a)

En intégrant par parties chaque morceau de la somme

N N-1 nt1
| rwae =3 [7 s,

on obtient

N N-1 ni1 N-1
/ f)ydt = — Z/ (t —n)f(t)dt + > f(n+1),

ce qui donne exactement la formule demandée.

Si / |f/(t)|dt < oo, puisque [{t}| < 1, / {t} f'(t)dt est absolument convergente. On déduit

N N
donc de la formule du a) que Z f(n) a une limite finie si et seulement si / f(t)dt a une limite

a
finie lorsque N — co. Il reste & prouver que si Y f(n) converge alors la fonction z — [ f(t)dt
a une limite finie en +o00. Comme

Aﬁmd—lwww&+£;ﬂMu

ou le premier terme a une limite finie d’aprés ce qui précéde (et le fait que E(z) tend vers +o0o
avec z), il suffit de montrer que le second tend vers zéro. Par intégration par parties on a

ffmwz/xwwﬁmw+wwwm»

Or lim,, o f(n) = 0 si Z f(n) converge, donc (puisque |[{z}| est majoré par 1)

lim {z} f(E(z)) = 0.

T—00

Et par ailleurs

ﬁ(FMﬂwt

E(z)

s/xwmw

E(z)
tend aussi vers 0 puisque [°|f/(t)]dt < oo.

Ce critére s’applique a toute fonction monotone tendant vers 0 & linfini (ce qui suffit pour
que [ f’ soit absolument convergente). On peut en particulier 'utiliser pour f(t) = 1/t (série
harmonique) et plus généralement f(t) =t~ (Int)? (séries de Bertrand) avec o > 1, 8 > 0.

Corrigé de D’exercice 5. (Commutativement=absolument, en dimension finie)

a)

Soit o € Sy. Pour N € N, notons N, := max{c(0),...,0(N)}. On a

N Ny “+o00
Y aomll < D lanll <D llanll < 400
n=0 n=0 n=0
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par hypothése. Donc ) a,(,,) est absolument convergente (on dit encore que la famille (aq(,))nen
est sommable). Notons

N N
ST ::Zaa(n), SN ::Zan.
n=0 n=0

On va montrer que S§; — Sy tend vers zéro lorsque N — +o00. Soit € > 0. Il existe P € N tel
que pour tout ¢ > p > P,
q
D llaxll < e
k=p

Notons 7 = 0~ ! et (comme précédemment) P, := max{c~1(0),...,0 1 (P)}. Par définition, si

k > P: alors o(k) > P, d’ou
q
D llagwl <
k=p

pour ¢ > p > P,. Par ailleurs, pour tout n € {0,..., P} on a 0~ !(n) < P,. Donc la différence
SP_— Sp se réduit a

N
™

Sp=Sp = Y. agml <e

n<Pr,o(n)>P
par définition de P. Par suite, pour N > P,

N N
1S3 = Snll <183 = Spl + Y llagmwl + D laxll < 3e.
k=P;+1 k=P+1
+o0
Si Y ay est semi-convergente, Z |an| = 4+00. Donc
n=0
N WA N
Z(an)i =3 (Z lan| + Zan) — +00
n=0 n=0 n=0

lorsque N — +00 (comme somme d’une suite convergente et d’une suite tendant vers +oc.

Avant de traiter le cas général, voyons un exemple de permutation des termes d’une série
semi-convergente conduisant par « sommation par paquets » & une série divergente. Considérons
la série alternée de terme général (—1)"!/n pour n > 2. On remarque que chaque entier impair
n > 3 peut s’écrire de facon unique n = 2P + 2k + 1 avec k € {0,...,2P~1 — 1} avec p € N*. Par
suite, on peut sommer les termes de la série alternée par paquets de la forme

| 1 1 .
= kzo wrokrl o PEN

On a

S rt 11

E 1 9 4

lorsque p — 400, donc la série de terme général s, diverge. Le p-iéme « paquet » est constitué
des entiers de la forme 27 + 2k + 1 avec k € {0,...,2P~1 — 1} et de 2p : il comporte 2P~% + 1
termes. Ce décompte permet de définir la permutation o : N\{0,1} — N\{0,1}. En effet, en
listant les éléments des paquets successifs on voit que pour p € N* T'entier 2p se trouve en
position Z§:1(2j_1 +1) =p+2P — 1, de sorte que

olp+22—1)=2p eto(p+2P—1-k)=22+202""' —~1-k)+1,kec{0,....2071 —1},

ce que l'on peut encore écrire (en posant k=2r"1 — 11—k et en omettant les tildas)

olp—14+2P" 4+ k) =22 42k+1, ke {0,...,2°71 —1}.
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La permutation réciproque s’écrit explicitement comme

N\{0,1} — N\{0,1}
i N n/2+2"? -1, ne2N*,
p—1+2P"1 4k p:=FE(n(n—1)/In2),k:=(n—1-2P)/2, n ¢ 2N*.

On revient maintenant au cas général. Puisque Zf:fzo(an)_ et 27]:[:0 (an)™ divergent, il existe
une infinité d’entiers n € N tels que a, > 0, aussi et une infinité tels que a, < 0. Ecrivons
ces ensembles (disjoints) respectivement {py;k € N} et {n;;i € N}, avec (pr)ren et (n)ien
strictement croissantes. Par définition, tout entier n € N tel que a,, # 0 s’écrit ou bien n = py,
ou bien n = n;. Pour simplifier, on supposera que tous les a, sont non nuls. On sait que

;ﬁ% ap, = +00 et 3720 ay, = —oo. Ceci implique en particulier qu’il existe Ko € N tel que

Ko

S0 ::Zapk + any = Mo -

k=0
De méme, on peut construire par récurrence une suite (K;);cn strictement croissante telle que

K;

S; = Z ap, + an, = Ny
k=K;_1+1

pour tout ¢ > 1. Comme nécessairement n; tend vers +o0o quand i — +o00, la série de terme
général s; diverge.

On procéde de fagon analogue pour effectuer une sommation par paquets de sorte que la série

de terme général s; converge vers une valeur ¢ € R arbitraire (pour ¢ = —oo, échanger les roles
des termes positifs et des termes négatifs ci-dessus). En effet, il existe Ky € N et Iy € N tels que

Ko Ko Io
Zapk >/, Zapk—FZani < L.
k=0 k=0 i=0

De méme, on peut construire par récurrence des suites strictement croissantes (K, )men et
. K’m+1 Im K’m+1 Im+1 .
(Im)men telles que >, "0 ap, + > 7 an, > £, oo Opy T D0 an, < £, de sorte que

K1 Iy

Ctan;, < Sp:i= Z ap, + Zam < /L.
k=0 i=0

Comme I, tend vers +oo quand m — 400, n; tend vers +oo quand 7 — 400, et a, tend vers
zéro quand n — +o0o (sinon ) | a, ne convergerait pas), on en déduit que (Sy,) tend vers ¢ quand
m — +00.

D’aprés le a), si une série est absolument convergente elle est commutativement convergente.
Si une série est commutativement convergente dans un espace de dimension finie, d’aprés le
b) appliqué a ses composantes dans une base quelconque, elle est nécessairement absolument
convergente.

1
Pour tout n € N, a,, = ?(&n)ieN € (P(N) quel que soit p € [1,+00], avec
n
Jan 1
a = :
niler ) n+1
o0
Par suite, comme Z 1 +00, la série > a, n’est normalement convergente dans aucun
n
=0

espace /P(N). En revanche, on a va voir qu’elle est commutativement convergente (mais avec une
somme dépendant de la permutation). Voyons déja la convergence. La valeur a 'indice i € N de
6



la somme partielle Sy = Zivzo an est Sy(i) =0si N <iet Sy(i)=1/(i+1)si N > 4. Sil’on

note h = (H%)iENa c’est un élément de £2(N) N ¢*°(N) (mais pas de £1(N)!), et
[ =1/(i+1) si N<i,
(SN_WZ)_{O si N>
Par suite,
1 X1
— 2 —
1SN = hlle=e ) = N2 e[Sy = hllpzpy = 1%1(24_1)2

Ces deux expressions tendant vers zéro lorsque N — oo, ceci montre que Sy tend vers h a la
fois dans £?(N) et dans £>°(N). Plus généralement, si I'on note S§, = Zgzo Ag(n) pour o € S(N),
et h? = (%)iel\], on a

5% — b | . ! !
- oo = max = s
N o) i¢{o(0),....,o(N)} o~ 1(i) + 1 N +2
> 1 >
1% = h[I72 0y = T L2 G2
itlo@mony O @ FDE 5, ()

(d’aprés le a)). Donc S$; tend vers h? dans ¢£2(N) et (>°(N).



