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METHODES DIRECTES EN CALCUL
DES VARIATIONS, QUASICONVEXITE

Sylvie Benzoni-Gavage

Introduction

De fagon générale le calcul des variations vise a mini-
miser des fonctionnelles du type :

= / f(z,u(z), Du(z))dx
Q

ot  est un domaine borné de R", lorsque u : Q —
R™ satisfait une condition au bord du type u = ug sur
00 et décrit un « espace fonctionnel » X (le plus sou-
vent un espace de Banach) dans lequel I et la condi-
tion au bord ont un sens. La notation Du désigne
la matrice jacobienne de u. Ce type de probleme re-
monte, au moins pour le cas scalaire m = n =1, a
Bernoulli : Jacques ler (1654-1705) résolut en 1696
le probleme de la courbe brachystochrone, ¢’est-a-dire
avec

1 + p?

f(xvuap) - QQ(U—G,)’

ou g et a sont des constantes et u > a. En 1744, Fu-
ler (1707-1783) donna une premieére condition néces-
saire générale dans le cas m = n = 1,a savoir
I’équation qui porte aujourd’hui son nom. Il est
ainsi a la base de la méthode dite classique, a la-
quelle contribuérent ensuite Lagrange (1736-1813),
Legendre (1752-1833), Jacobi (1804-1851), Hamil-
ton (1805-1865), Weierstrass (1815-1897) et Riemann
(1826-1866). Ce dernier énonca notamment un prin-
cipe concernant l'intégrale de Dirichlet (1805-1859)

i.e. m=1 et
Z ‘pJ

Elle atteindrait son minimum (pour les fonctions de
classe C'! et continues au bord) en une unique fonction
harmonique. En fait il fallut attendre 'introduction
des méthodes dites directes par Hilbert (1862-1943)
et Lebesgue (1875-1941) pour établir rigoureusement
ce principe. Ces méthodes furent ensuite appliquées
intensivement par Tonelli. Elles suscitent encore au-
jourd’hui beaucoup d’intérét, notamment pour étu-
dier des problemes d’élasticité non-linéaire ou :
f(@,u,p) =W(z,p) + ¥(z,u)

avec W et U caractéristiques d’un matériau hyperélas-
tique donné. Avant d’aller plus avant sur les méthodes

f(xau7p) |p|2
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directes, rappelons brievement l'idée des méthodes
classiques. Si f est de classe C2, on cherche un mi-
nimum z de I parmi les fonctions de classe C! qui
soit en fait de classe C?. Soit alors une fonction ¢ de
classe C! nulle au bord : nécessairement la fonction
d’une variable réelle s — I(z + s¢) admet un point
critique en s = 0. Autrement dit, en dérivant sous le
signe d’intégration, on doit avoir :

/Q {g o (@ 2(2), Do(2)G )+
DY g 020 Do) gt (@) =

Comme ¢ est nulle au bord ceci équivaut apres
intégration par parties a :

/Qj_n;w){

i: 0 8f (x,2(x), Dz

* Oz apw

z(x), Dz(x))—

(z)))}dz =0

Puisque ¢ est arbitraire on en déduit les équations
d’Euler :

Vi = m Zai 8%’; z,2(z), Dz(z))) =
of
o5 (z,2(x), Dz(x)),Vz € Q

Ainsi toute solution réguliére du probléme de mini-
misation doit satisfaire ce systéme d’Equations aux
Dérivées Partielles. Indépendamment de la question
de Vexistence de solutions a un tel systeme d’E.D.P,
une telle méthode n’est pas tres sture : d’une part elle
suppose a priori une propriété de régularité de la so-
lution et, surtout, elle ne permet pas de décider si le
point critique ainsi trouvé est effectivement un mi-
nimum. Ceci tend a montrer 'intérét des méthodes
directes que nous allons décrire ci-apres. Afin de sim-
plifier la présentation, on supposera que f ne dépend
que de Du. On supposera également f a valeurs fi-
nies et continue sur M™*" ~ L(R",R"™) (bien que
ceci ne soit pas tres réaliste en ce qui concerne 1’élas-
ticité). On peut remarquer alors que les équations
d’Euler associées (si f est C?) se simplifient quelque
peu: Ye=1,--- m,

n o m n 82f 822(1 B
Z Z zz: Op; (D2) Orgdx; 0

77 8pa/3
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En particulier pour lintégrale de Dirichlet elles se
réduisent a la seule équation de Laplace :

Az=0

Meéthodes directes
L’idée de ces méthodes repose sur trois points :

(o) vérifier que I est minorée dans la classe des fonc-
tions « admissibles », ceci assurant au moins

inf{I(u);u € X,u = ug sur 90} > —oo

(i) montrer qu'il existe une suite minimisan-
te, c’est-a-dire une suite (v), N telle que
limg o0 I(vg) = inf I(u), qui soit compacte pour
une certaine topologie,

(ii) montrer que I est semi-continue inférieurement
vis-a-vis de cette topologie, c’est-a-dire que si uy
converge vers u (pour la dite topologie) alors

liminf I(ug) > I(u)

Ainsi la limite v de la suite obtenue en (i) fournit un
minimum, puisqu’alors

inf I'(u) = liminf I'(vg) > I(v) > inf I(u)

REMARQUE 1. Le programme ainsi décrit est rendu
difficile par le fait que l’espace fonctionnel X est
(généralement !) de dimension infinie. En effet, dans
le point (i), la compacité s’obtient le plus souvent en
majorant ||ul|x et n’est vraie en dimension infinie que
pour une topologie moins fine que la topologie forte,
telle que la topologie faible ou la topologie faible-+ (le
lecteur non familier avec ces notions pourra consul-
ter I’Appendice). Du méme coup le point (ii) est plus
compliqué a démontrer, la « semi-continuité inférieure
faible » étant plus exigeante que la « semi-continuité
inférieure forte » !

ExXEMPLE 1. Considérons
r/2

pER" = f(p) = Il = Zm

avec 7 > 1 : en particulier pour r = 2 on retrouve
l'intégrale de Dirichlet. Bien stir le point (o) est trivial
puisque f > 0. Prenons pour X l’espace de Sobolev
Whr(Q) = {u € L"(Q); Du € L"(Q } L’espace des
fonctions admissibles est ainsi ug —|—W "(9), ot ug est
prolongée & Vintérieur de Q et W~ (Q) est un espace
de fonctions « nulles au bord » en un certain sens (voir
[4]). Si (vk),eN est une suite minimisante de I(u) =
Jo f(Du) alors par définition (I(vr) = [, [Dvkl,.)eN
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est une suite réelle convergente donc majorée. D’apres
I’inégalité de Poincaré

lwllzr ) < ClIDw] Lr(a), Yw € Wy ()
(C indépendant de w), on a donc

llokllwir@) < M

(M indépendant de k). Comme W1 (Q) est réflexif
ceci assure que (vg) est faiblement compacte. La semi-
continuité inférieure faible de I est ici facile a obtenir,
grace a la converité de f. En effet, quels que soient
uy et u dans WH", on a alors presque partout

f(Dug) > f(Du) + df (Du) - (Dug, — Du)
d’ou en intégrant sur €2

I(ug) > I(u) + /Q df (Du) - D(uy — u)

Or, si up, — u dans Wb" alors D(uy — u) — 0 dans
L". Bt comme df(Du) = r|Duly > Du € L, avec
r=r/(r—1),ona

/df (Du)

d’ou 'inégalité voulue
liminf I(ug) > I(u)
En fait d’aprés le théoréme de Hahn-Banach toute

fonction convexe continue sur un espace de Banach
(ce qui est le cas ici pour I) est faiblement s.c.i. (voir
[4])-

REMARQUE 2. Lorsqu’il n’y a pas d’espace X « na-
turel » comme dans ’exemple précédent, on prendra
souvent X = W1>°(Q) I'espace des fonctions lipschit-
ziennes, muni de la topologie faible-x. Le calcul ci-

dessus montre d’ailleurs que, pour toute f convexe
(et C1), I est s.c.i dans W faible-x.

D(up —u) — 0

Lorsque f n’est pas convexe le point (ii) devient beau-
coup plus délicat. C’est ce qui a conduit Morrey a
introduire en 1952 une notion nouvelle, celle de qua-
siconverité, qui caractérise en fait la s.c.i faible-x dans
W10 Ceci fait I'objet du paragraphe suivant.

La notion de quasiconvexité et le théoréme
de Morrey

On note D(2) 'ensemble des fonctions de classe C*
a support compact dans €.

DEFINITION 1. On dit que f: M™*"™ — R est quasi-
conveze si, VA € M™*" VQ domaine borné de R",
Yo € D(Q)™

/Q f(A+ D) > f(A) mes(Q)
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EXEMPLE 2. Toute fonction convexe est quasicon-
vexe. En effet, d’apres 'inégalité de Jensen :

@/ﬁmwwz
ey 4+ 20) = 1)

puisque ¢ est nulle au bord. La terminologie est
cohérente !

THEOREME 1 (MORREY). Soit f : M™" — R
continue. La fonctionnelle u € W1>°(Q) — I(u; Q) =
fQ f(Du) est s.c.i pour la topologie faible-x quel que
soit le domaine borné Q si et seulement si f est qua-
siconveze.

La démonstration utilise une autre formulation de la
quasiconvexité.

LEMME 1. L’application f : M™*" — R est qua-
siconvexe si, et seulement si, VA € M™*" VY( €
C*(R™;R™) I-périodique (i.e telle que {(x + a) =
¢(x),Vr € R",Ya € Z")

JRICEEORNE)

On laisse au lecteur le soin de s’en convaincre.

DEMONSTRATION (THEOREME 1). Moyennant  ce
lemme, il n’est pas tres difficile de voir que la quasi-
convexité de f est une condition nécessaire pour que la
fonctionnelle I soit s.c.i faible. Soient en effet comme
dans le lemme A € M™*™ et ( € C*(R™;R™) 1-
périodique. Pour k € N* on définit

Colz) = %Q(ij),x € C =0, 1"

Alors la suite (; converge vers 0 dans W1°(C)
faible-x lorsque k tend vers 4+oco; car (; converge
uniformément sur [0,1]" (donc dans L*>°(C') fort) et
D¢y (z) = D((kz) est bornée dans L*°(C) et converge
dans L*°(C) faible-x (d’aprés un résultat classique,
voir par exemple [5] p.8) vers [, D((y)dy qui vaut
0 puisque ( est 1-périodique. Par suite on a aussi
u+ ( — u dans Wh°(C) faible-* ot u(z) = A - z.
Donc, d’apres la semi-continuité inférieure faible de I

liminf I(u + (;C) > I(w; C) = f(A)
Or
T+ GiC) = [ A+ Delho))do =

/ F(A+ DC(y))dy
C
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apreés changement de variables et par périodicité de
D(¢. L’inégalité du lemme est donc satisfaite : f est
nécessairement quasiconvexe.

La démonstration de la réciproque est plus technique.
On commence par prendre pour {2 = C un hypercube,
de coté 2h, et une suite uy de la forme uy, = (+u avec
Cx — 0 dans W1°°(Q) faible-* (de sorte que ux — u)
et u linéaire : u(r) = A-x. On montre alors que

liminf/ f(A+ D¢) = liminf I (ug; C) >
C
I(u; C) = f(A) mes(C)

Pour cela on « approche les {j, par des fonctions nulles
au bord de C' ». Plus précisément on remarque que,
d’apres le théoreme de Banach-Steinhaus, il existe une
constante M > 1 telle que

¢k llwe )y < M
et que, quitte a extraire une sous-suite, (; converge
uniformément sur C' vers 0 (d’aprés le théoréme de
Rellich : W1°°(C) s’injecte de fagon compacte dans
C°(C)); en particulier p = [ICkllco(ey < h a partir
d’un certain rang kg. Ceci permet de construire (voir
[10]), pour tout k > ko, une fonction 7y telle que

[ llwroe o) < M
M, = (g sur OC
et mr = 0 dans le cube de coté 2(h — ug) de méme
centre que C. Alors wy = ( — m, € WH(C) (sa
norme est majorée par 2M) vaut 0 sur 9C' : la quasi-
convexité de f permet d’affirmer (apres régularisation
éventuelle) que

/Cf(A+ Dwy) > f(A) mes(C)
Or on a

/f(AJrDCk):/f(AJerk)+
c c

/C (F(A+ Dy + Dig) — F(A+ D))

Par le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue,
le second terme tend vers 0 puisque Dy tend vers 0
presque partout et f est uniformément continue sur
la boule fermée de centre A et de rayon 3M. On a
donc bien

Jim inf /C F(A+ D& > F(A)mes(C)

pour finir la démonstration il faut généraliser a un
domaine borné €2 et une limite v de u; quelconques.
On se ramene au cas précédent comme suit. Soit
e > 0. Comme on l'a déja remarqué, si up — u
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dans W1°°(Q) faible-*, il existe une constante M >
lullw1. () telle que

ukllwr. @) < M

Il existe donc, gréace a la continuité de f, un domaine
Qp C Q constitué d’hypercubes de coté 2770, avec
vy € N assez grand, tel que

/ F(Dug)| <
Q\ Q0
&

JLCEES

Le domaine €2y se redécoupe successivement en hyper-
cubes de coté 277 avec v € N et v > 1. Si on note
p” la fonction constante égale a la valeur moyenne de
Du sur chacun des hypercubes de coté 27 consti-
tuant g, alors d’apres le théoreme de dérivation de
Lebesgue p” tend vers Du p.p. sur {y lorsque v
tend vers 400 et |p”|L~(q,) < M. On peut cou-
per fﬂo(f(Duk) — f(Du)) en trois morceaux. Deux
d’entre eux, a savoir

/Q (f(Duy) — f(Dug + p* — Du))
et ’
/ (F(") — F(Duw))
Qo

tendent vers 0 lorsque v tend vers +oco d’apres le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue et
I'uniforme continuité de f sur la boule fermée de cen-
tre 0 et de rayon 3M. En particulier pour un v; > vy
ils sont minorés par —e/4. Quant au troisiéme il véri-
fie en particulier a I’étape v = vy et d’apres le cas déja
étudié (en faisant la somme finie sur les tous hyper-
cubes de c6té 271 constituant Q)

liminf/ (F(p" + Dug — Du) — f(p)) > 0
Qo
Finalement on obtient
liminf/(f(Duk) — f(Du)) > _42
Q

pour tout € > 0, et donc :

liminf/ f(Dug) > / f(Du)
Q Q
ce qu’il fallait démontrer. I

Malheureusement ce théoréme (difficile) donne une
caractérisation de la s.c.i faible qui n’est pas trés ma-
niable, dans la mesure ou il est tout aussi difficile de
déterminer si une fonction donnée f est quasiconvexe.
C’est pourquoi Morrey a cherché a exprimer autre-
ment la quasiconvexité. Mais il n’a pu obtenir que des
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conditions nécessaires ou suffisantes, comme on va le
voir dans les deux paragraphes suivants. Il écrivait
d’ailleurs des 1952 : It would seem that there is still
a wide gap in the general case between the necessary
and sufficient conditions for quasi-convexity which the
writer has obtained. In fact, after a great deal of expe-
rimentation, the writer is inclined to think that there
s no condition of the type discussed, which involves f
and only a finite number of its derivatives, and which
is both necessary and sufficient for quasi-convezity in
the general case.

Conditions suffisantes de quasiconvexité

On a vu dans 'exemple 2 qu’une fonction convexe
était quasiconvexe. FEn fait on peut intercaler entre
ces deux notions celle de polyconvexité.

DEFINITION 2 (BALL). On dit que f : M™*" — R
est polyconvexe si c’est une fonction conveze de tous
les mineurs.

Plutdt que d’expliciter de fagon indigeste cette défi-
nition générale, voyons ce qu’elle donne dans certains
cas particuliers « physiquement » intéressants.

EXEMPLE 3. 1.sim = 1 oun = 1: alors une
matrice de M™*™ est en fait un vecteur (ligne
ou colonne) et ses mineurs ne sont rien d’autre
que ses coefficients. La polyconvexité équivaut
donc dans un tel cas a la convexité.

2. sim =n = 2 : les seuls mineurs d’une matrice
2 x 2 étant ses coeflicients et son déterminant,
une fonction f : M2?*2 — R sera polyconvexe
si et seulement si il existe une fonction convexe
g: M?**? x R — R telle que

VA € M2*2, f(A) = g(A, détA)

3. sim =n = 3 : les seuls mineurs d’une matrice
3 x 3 étant ses coefficients, ses cofacteurs et son
déterminant, une fonction f : M3*3 — R sera
polyconvexe si et seulement si il existe une fonc-
tion convexe g : M3*3 x M3*3 x R — R telle
que

VA € M**3 f(A) = g(A, comA, détA)

REMARQUE 3. Dans tous les cas une fonction convexe
est évidemment polyconvexe. Mais il existe des fonc-
tions polyconvexes qui ne sont pas convexes : par
exemple le déterminant lorsque m =n > 2.

THEOREME 2. Toute fonction polyconveze est quasi-
convezxe.
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DEMONSTRATION. Elle se déduit immédiatement de
I'inégalité de Jensen (comme dans le cas convexe) et
du lemme suivant. 1

Soient m,n € N, r < min(m,n) et I = {i; < ... <
ir} C[I,m], J ={j1 <..<j-} C[l,n]. Pour toute
matrice A € M™*™ on note |A|r s le mineur r x r
correspondant aux indices i € I et j € J. On a alors :

LEMME 2. VQ domaine borné de R", VA € M™*",
Yo € D(Q)™

/ |A + DQO|]7J = mes(Q)|A|1,J
Q

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que pour tout

¢ € C*(R™R™)
J

ne dépend que des valeurs de ¥ sur 0f) : car alors,
pour ¢ € D(Q)™ (prolongée par 0 sur R"\Q2),

/VHJMMJ:/P%u:m%@W%J
Q Q

Or, si Pon note dz? = dat A ... Adair, de = dztm]
et dypl = dyp™ A oA dir, ou P, --- Y™ sont les
composantes de 1, on a
|Dy|; ydx = +dip’ A dz?” = dw
w = tyrdp’ Ada’”
par exemple (avec I' = {is < ... < ir}).
formule de Stokes on a :

/|D¢|]’de:/ w
Q o0

En fait, dans notre cas, 1 est linéaire (égale & A)
au voisinage du bord et le résultat est des lors trivial.
Mais il reste vrai dans le cas général : 'intégrale écrite
sur 02 ne dépend effectivement que des valeurs de
1 sur 9. On s’en convainc aisément en regardant
comment elle est définie. Si (V,0) est une carte locale
de 09 (i.e 6 € Diff(R™'; V)) alors par définition

[ for-

Or, si ¢ et zZ coincident sur V,on a o = zZo 0 sur
R" ™! et donc par différentiation composée

Par la

Vie {1, -, m}, (d' o 0)-db = (di)' o 0) - db
Par suite, Vy € R"™!, Veq,---,e,_1 € R"!
(0" ) w) - (1, en1) &
w(@(y)) - (dO(y) - e1,---,d0(y) - en )
w(0(y)) - (do(y) - e, ,d9(y) -1)
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CE D)) - (er,+ren1)

! A dz”. N

avec la notation évidente w =

Mais, conformément a ce qu’avait annoncé Morrey,
la polyconvexité n’est pas une condition nécessaire a
la quasiconvexité. Dans le cas m = n = 3, Serre
[12] a montré en 1983 que les formes quadratiques
fournissaient un contre-exemple. Dansle casm =n =
2 il a fallu attendre le contre-exemple de Dacorogna et
Alibert en 1992 [8]. Ces derniers ont considéré pour
vyeR:
fy: M2 — R
p = Ipl3 (Ipl — 2vdétp)
avec [p3 =3 p;; et montré en particulier :

THEOREME 3. La fonction f., est polyconveze si et
seulement st
Iyl <1
D’autre part il existe € > 0 tel que f, est quasiconveze
st et seulement st
M <1+e

La démonstration de la premiere partie du résultat est
calculatoire mais sans difficulté théorique. La seconde
partie, en revanche, repose sur une estimation assez
fine, & savoir :

36 > 0;Yp € D(Q)?
2 , 2 4
(IDgl; — 206t(Dy) ) 2 8 [ 1Dely
Q Q

Montrer une telle estimation équivaut en effet & trou-
ver une constante C' > 0 telle que :

1D¢l 4y < C (10161 = Bl +
10201 + D1221131 )

c’est-a-dire a estimer la solution d’un probléeme de
Cauchy-Riemann. La difficulté provient du cadre L*.
Dans un cadre L? l'estimation analogue serait tri-
viale ; car, pour ¢ par exemple, on a l'identité :

/Q(aﬂpl) (82901 fQ O1p1 —

fg(a%Pl — 012) 02001
d’ou, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
ldo1]122 02 < lde1ll2)z (10191 — B2l L2 () +
(@)
021 + D102l 12())

O2p2) 0101+

soit encore
||d<P1||2L2(Q)2 <2 (I|31<p1 - 32902||2L2(Q)+
[|02¢01 +81902H%2(Q)>
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Les estimations dans L" sont classiquement toujours
plus délicates & obtenir pour r # 2 (voir la théorie de
Calderon-Zygmund ...). Pour les détails de la démons-
tration du théoreme 3, on renvoie & [8].

Conditions nécessaires de quasiconvexité

DEFINITION 3. On dit que f : M™*"™ — R est
rang-1-conveze si, Y(A,B) € (M™*™)?% tel que
rang(A—B) =1, Vs € [0,1], on a

f(sA+(1—5)B) < sf(A)+ (1 —5)f(B)
EXEMPLE 4. Toute fonction convexe est a fortiori

rang-1-convexe. Dans le cas m = 1 ou n = 1 les
deux notions coincident trivialement.

PROPOSITION 1. Si f: M™*™ — R, est de classe C?
alors elle est rang-1-convexe si et seulement si elle
vérifie la condition de Legendre-Hadamard

YAe M™" ¥Ae R™, VEe R"”

)IDIDIPIPR A

DEMONSTRATION. On remarque que toute matrice
H € M™*™ de rang 1 s’écrit précisément

H=\0&AeR™ R

ol (A®&)i; = A&. Or la condition de Legendre-
Hadamard ne dit rien d’autre que

Ef(A)- A@EADE 20

Quant a la rang-1-convexité de f elle équivaut a la
convexité de t € R — f(A + tH) pour toute H de
rang 1. 1

(A)AiXa&iés >0

REMARQUE 4. La condition de Legendre-Hadamard
exprime 'ellipticité des équations d’Euler.

THEOREME 4. Une fonction quasiconvexe est néces-
sairement rang-1-convere.

La démonstration donnée par Ball en 1977 dans [1]
est assez technique (utilisation de fonctions affines sur
des pyramides de R" ayant pour sommet commun
0...) mais ne présente pas de difficulté majeure. On
renvoie le lecteur curieux & larticle cité. A cette
occasion Ball tenta de montrer ce qui pourrait faire
échouer la réciproque : selon lui la difficulté était
de « remonter les calculs » pour des fonctions affines
par morceaux lorsque les « morceaux » n’ont pas de
sommet commun.
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Quoi qu’il en soit la question de savoir si la rang-1-
convexité impliquait la quasiconvexité est restée long-
temps largement ouverte (voir [3]), excepté bien str
pour le casm = 1 oun = 1; dans un tel cas la réponse
est oui puisqu’alors :

convexe <= polyconvexe
quasiconvexe

rang-1-convexe <= convexe
La réponse était également connue comme affirmative
pour le cas des formes quadratiques (voir [11]). En
effet, pour f(p) = C’f‘j’g PijPag (avec la convention de
sommation sur les indices répétés), on a pour tout A €

M™*" pour © domaine borné de R" et p € D()™ :
[ Do) =) = [ o000 -

1 g
B
5 (G + Cos) /Q 9;¢i0%a
Or, la transformation de Fourier étant une isométrie
pour le produit scalaire dans L?(R™), on a :

/Q 8ji0ppa = 47° /R" Pi(€)Pal6)€;€ade
D’autre part
g o2 f
cPyoi = 21
" * op 5Pij3pa,6

quel que soit A. Donc la condition de Legendre-
Hadamard pour f (c’est-a-dire aussi sa rang-1-
convexité) implique :

zjﬂA+Dw—fm»zo

Dans le cas général une réponse négative a été four-
nie par le contre-exemple de Sverdk en 1992. 1l
concerne les matrices 3 X 2 et s’exprime assez sim-
plement comme suit. Soit L le sous-espace vectoriel
de M?3*2 des matrices de la forme

a 0
0 b |;a,b,ceR
c c

On note P la projection orthogonale sur L. On définit
g:L — R par

9

o O

0
b = —abc
c

et poure >0, K >0:
fe,K: M3*>*? — R
A = g(P-A)4el|Al+e|Al+
K|A—P- Al



Le journal de maths des éleves, Volume 1 (1995), No.

Sverak montre, en minorant la dérivée seconde de fer
dans la direction des matrices de rang 1, que pour
chaque € > 0 il existe K(g) > 0 tel que f. g soit
rang-1-convexe. D’autre part il considere

1 sin 27wy
sin 27wxs
sin 27 (z1 + x2)

((z) = o
et remarque que pour tout z €]0, 1[2
cos 2Ty 0
D¢(z)=| 0 cos 2mxo el
cos 2m(x1 + x2) cos2m(xy + x2)
Ainsi
fex(DC) = 9(DC) + £ D5 + ¢ | D¢y
Or [D([; <4 et [, 9(DC) =
1

—/ (cos 2mxy)?(cos 2mas) 2de = —
]0,1[2 4

donc pour 0 < € < 1/80

/ fo k(e (DO) <0
10,1[2

D’apres le lemme 1, ceci prouve que n’est pas
) e,K(e)
quasiconvexe. On a ainsi le

THEOREME 5. Il existe ¢ > 0 et K > 0 tels que fe i
est rang-1-convexe mais pas quasiconvere.

Appendice : rappels d’analyse fonctionnelle

Tous les détails figurent dans le chapitre III de [4].
Citons seulement ce dont nous avons besoin ici.

Soit X un espace de Banach. Par définition une suite
(ug) d’éléments de X converge vers u pour la topologie
faible si et seulement si

(h,uk>X/X — <h,u)X/X,Vh S X'
On notera alors uy — u.

Si X est un dual, on peut aussi définir la topologie
faible-x sur X : si X = Y’ alors par définition une
suite (uy) d’éléments de X converge vers u pour la
topologie faible-x si et seulement si

(up, Y)y'y — (u,y)yry,Vy €Y
On notera alors uy — u.

Ces topologies sont par construction moins fines que
la topologie forte (c’est-a-dire la topologie d’espace
vectoriel normé) : cela signifie qu’elles comportent
moins d’ouverts. L’intérét essentiel en est qu’elles
ont par conséquent plus de compacts. On a notam-
ment les deux résultats importants :
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THEOREME 6 (KAKUTANI). Si X est réflexif (c’est-
a-dire X" ~ X ), alors toute boule fermée

B ={u€ X;llullx < M}
est compacte pour la topologie faible (on dit encore
faiblement compacte).

THEOREME 7 (BANACH-ALAOGLU-BOURBAKI). Si
X =Y, alors toute boule fermée

B = {ue X;lulx < M}

est compacte pour la topologie faible-x.

Ces résultats sont spécialement intéressants lorsque
X est de dimension infinie, car alors une boule fermée
n’est jamais fortement compacte d’apres le théoreme
de Riesz. Attention, dans le théoréme 6, le caractere
réflexif de X est aussi une condition nécessaire. C’est
pourquoi on cherchera a identifier, si possible, un es-
pace non réflexif & un dual (par exemple L™ ~ (L1)’),
de maniere a utiliser la topologie faible-x.
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