UE Calcul diff érentiel Corrigé succinct de Iepreuve du 19 avril 2006
La difficulté (relative) des exercices est sigg@par degtoiles :
* facile, ** assez facile, *** assez difficile, **** difficile.

Exercice 1 .* Si f etg sont deux fonctions d& dansR, dérivables au point, alors I'applica-
tion
F: R — R
(z,y) — Flz,y):= flzy) + g(z/y)

est differentiable erf1, 1) comme compd=e de(z, y) — (zy, z/y), différentiable erfl, 1) car
ses composantes le sont (la prereicomposantetant polynomiale et la seconde une fonction
rationnelle, dont le @nominateur est non nul gn= 1), et de(u,v) — f(u) + g(v), somme
de deux fonctions diffrentiables effl, 1). De plus, on a d’ags la formule de diffrentiation
des fonctions compégs

dFay(h k) = (f/(1) + ¢k + (f(1) — g'(1) k
quel que soith, k) € R2,

Exercice 2 .*** ’espace R™ étant muni du produit scalaire habityel.) et de la norme eucli-
dienne assoéke||.||, siu € Z(R"; R™) est une application l@aire continue &rifiant :

V(z,y) e R" xR", (u(z),y) = (z,u(y)),

1. l'application f : R" — R définie parf(z) = (z, u(x)) est differentiable suiR™
comme compcdse de I'applicationr — (z,u(z)) (dont les composantédg. etu sont
linéaires continues, par hypéte sum) et de(x,y) — (x, y) (bilinéaire continue). De
plus, d’apes la formule de difrentiation des fonctions compies, et puisquéu, (y) =
u(y),

dfe(y) = (&, uly)) + (¥, u(z)) = 2(u(z), y)

(d’apres I'hypothese de syi@trie suru et la synétrie du produit scalaire) pour toute R™
et touty € R".

2. Par composition de — (f(z), ||=||?) etde(z,t) — z/t, 'applicationg : R™\{0} — R
définie par

@) fl)

M= =

)

est differentiable suR™\{0} et

]2 (z, z)?

dgo(y) = =W _ o J@e.y)

pour toutr € R™\{0} et touty € R, c’'esta-dire encore, paréinition de f, d'apres la
guestion 1 et par bilisarie du produit scalaire :
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3. D’apees la formule ci-dessus, un vecteue R™\{0} est tel quelg, = 0 si et seulement

SI
(ua), a)
lal

u(a) =

ce qui signifie exactement queest un vecteur propre dg(pour la valeur propréM n.

llall?
Exercice 3 .** Les fonctions

f: R*> — RS
(z,y) — flz,y)=(e""Y, 2" + ¢ zy),

g : R3 — R?

(w,v,w) +— glu,v,w) = (u? + v* + w?, uvw).

1. sont de class&* car leurs composantes (fonctions polynomiales et exponentielles) le
sont.

2. Pour montrer qugo f est un diffomorphisme local efi, 1) il suffit, d’apres le tteoeme
d’inversion locale, de montrer que sa éiféntielle ern(1, 1) est inversible. Or

d(g © f)(l,l) = dgf(l,l) © df(1,1) = d9(1,2,1) © df(l,l)

a pour matrice jacobienne le produit de la matrice jacobiennkyde i) :

2 4 2
D9(1,2,1) = (2 1 2)

et de la matrice jacobienne d¢, ;) :

Dfayy =

— N =
[\]

d’ou
12 8
D(gof)(l,l):(6 2)7

dont le ceterminant est-24 £ 0.
Exercice 4 **** |'application © : Z(E) — Z(E)
u = O(u) = uou.

1. estde class# sur.Z(F) comme compd=se deu — (u,u) (dont les composantes sont
Iy (g, de class&™ et a fortiori¢) et de(u, v) — uow (bilinéaire continue suf’(E)).

2. D’apres la formule de difrentiation des fonctions compies,
dOu(h) = uoh 4+ howu

pour toutu € Z(E) et pour touth € Z(E).



3. D’apres la formule ci-dessus,
dO;, (h) = 2h

c'esta-dire qued©;, = I¢(g). Donc d’apes le tleoeme d’inversion locale® est un
diffeomorphisme local etz : il existe un voisinageZ de Ix et un voisinage? de
Ir = O(Ig) tels que, pour tout € 7, il existe un unique: € % pour lequeb = O(u).
En prenant > 0 tel que la boule de centrg; et de rayore soit incluse dang”, on en
déduit que pour tout € Z(F) veérifiant||v — Ig|| < e, I'équationu o u = v posde
au moins une solution dadg’(F) (et en fait une seule dari®).

4. Les matrices
-1 0 01
U.:<O 1) etH;(OO)

UH + HU = 0.

Par congéquent, d’ap¥s la formule donnant la défentielle de©, dO,(h) = 0. S'il
existait une fonction diffrentiable¥ définie sur un voisinag®” de I, eta valeurs dans
un voisinage de dans?(FE), telle queV (/g) = uetO(V(w)) = w pourtoutw € #/,
on aurait par difrentiation de la fonctiow — O (¥ (w)) — w,

sont telles que

A0, (dT;, (k) = k

quel que soitt € Z(F). DoncdV¥,,, serait injective (la relation ci-dessus montrant
quedV¥, (k) = 0 = k = 0) et par congquent aussi surjective, puisqué(FE)
est de dimension finie dans cette question : on choisigs&ltqued¥,, (k) = h on

en ceduirait (ghcea 'égalieé dO,(h) = 0) quek = 0, et donch = 0, ce qui est
éevidemment faux.

Exercice 5 .*** 'application

f: GxF — F
(A,S) — f(AS) = (S+A)S—-A) -1,

1. estde class&' comme compae de(A, S) — (S + A, S — A) (linéaire continue) et de
(M,N)— MN — I, (somme d’une application bileaire continue et d'une application
constante). D’aprs la formule de difrentiation des fonctions compies,

df(AS)(H,K) = (K—I—H)(S—A) + (S—I-A)(K—H)

pour tout(A, S) € G x F etpourtout H, K) € G x F.
2. D’apres la formule ci-dessus, la diffentielle partielle d¢ par rapporta S, est donge

par
dofo,, ) (K) = 2K

quel que soitK, c’esta-dire qued, f(o,.1,) = 21 : c’est donc clairement un isomor-

phisme def'.

3. Puisquef est de class&, f(0,,1,) = 0,, etdsf,,1,) €st un isomorphisme, d'aes
le theoreme des fonctions implicites, il existe un voisinagjele0,, dansG, un voisinage
W de I, dansF, et une applicationp : ¥ — # de classes* tels que, pour tout
(A, S) eV x W, f(AS) = 0, équivautaS = p(A).



4. D'apres les formules des questions 1 et 2, on voit dug, (H) = 0, quel que soit

Hed.
5. Quel que soiff € E,
M— M M+ M
M=t

ce qui montre qué; = F' + G. Etonaclairement' NG = {0,}. DoncE = F & G.
6. Soit

U ={M=S+A;AeV, SeW}.
C’est un voisinage dé, dansFE et pour touthd € %, M M' = I, équivauta

M—-M' M+ M

2 ’ 2

t t N . . . N
avecM‘QM eV et MEM € # . D’apres la question 3)/ M*' = I, équivaut don@

M — M M — M
M (),

2 2



