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UE Calcul diff érentiel Corrig é succinct de l’́epreuve du 19 avril 2006
La difficulté (relative) des exercices est signalée par deśetoiles :
* facile, ** assez facile, *** assez difficile, **** difficile.

Exercice 1 .* Si f etg sont deux fonctions deR dansR, dérivables au point1, alors l’applica-
tion

F : R2 → R
(x, y) 7→ F (x, y) := f(xy) + g(x/y)

est diff́erentiable en(1, 1) comme compośee de(x, y) 7→ (xy, x/y), différentiable en(1, 1) car
ses composantes le sont (la première composantéetant polynomiale et la seconde une fonction
rationnelle, dont le d́enominateur est non nul eny = 1), et de(u, v) 7→ f(u) + g(v), somme
de deux fonctions diff́erentiables en(1, 1). De plus, on a d’après la formule de diff́erentiation
des fonctions composées

dF(1,1)(h, k) = (f ′(1) + g′(1)) h + (f ′(1) − g′(1)) k

quel que soit(h, k) ∈ R2.

Exercice 2 .*** L’espace Rn étant muni du produit scalaire habituel〈., .〉 et de la norme eucli-
dienne associée||.||, si u ∈ L (Rn; Rn) est une application lińeaire continue v́erifiant :

∀(x, y) ∈ Rn × Rn , 〈u(x) , y 〉 = 〈x , u(y) 〉 ,

1. l’applicationf : Rn → R définie parf(x) = 〈x , u(x)〉 est diff́erentiable surRn

comme compośee de l’applicationx 7→ (x, u(x)) (dont les composantesidRn et u sont
linéaires continues, par hypothèse suru) et de(x, y) 7→ 〈x , y〉 (bilinéaire continue). De
plus, d’apr̀es la formule de diff́erentiation des fonctions composées, et puisquedux(y) =
u(y),

dfx(y) = 〈x , u(y)〉 + 〈y , u(x)〉 = 2 〈u(x) , y〉

(d’apr̀es l’hypoth̀ese de syḿetrie suru et la syḿetrie du produit scalaire) pour toutx ∈ Rn

et touty ∈ Rn.

2. Par composition dex 7→ (f(x), ‖x‖2) et de(z, t) 7→ z/t, l’applicationg : Rn\{0} → R
définie par

g(x) =
f(x)

‖x‖2
=

f(x)

〈x , x〉
,

est diff́erentiable surRn\{0} et

dgx(y) =
dfx(y)

‖x‖2
− 2

f(x)〈x , y〉
〈x , x〉2

pour toutx ∈ Rn\{0} et touty ∈ Rn, c’est-̀a-dire encore, par définition def , d’apr̀es la
question 1 et par bilińearit́e du produit scalaire :

dgx(y) = 2
1

‖x‖2

〈
u(x) − 〈u(x) , x〉

‖x‖2
x , y

〉
.
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3. D’apr̀es la formule ci-dessus, un vecteura ∈ Rn\{0} est tel quedga = 0 si et seulement
si

u(a) =
〈u(a) , a〉
‖a‖2

a ,

ce qui signifie exactement quea est un vecteur propre deu (pour la valeur propre〈u(a) , a〉
‖a‖2 !).

Exercice 3 .** Les fonctions

f : R2 → R3

(x, y) 7→ f(x, y) := ( ex−y , x2 + y2 , x y ) ,

g : R3 → R2

(u, v, w) 7→ g(u, v, w) := ( u2 + v2 + w2 , u v w ) .

1. sont de classeC 1 car leurs composantes (fonctions polynomiales et exponentielles) le
sont.

2. Pour montrer queg◦f est un diff́eomorphisme local en(1, 1) il suffit, d’après le th́eor̀eme
d’inversion locale, de montrer que sa différentielle en(1, 1) est inversible. Or

d(g ◦ f)(1,1) = dgf(1,1) ◦ df(1,1) = dg(1,2,1) ◦ df(1,1)

a pour matrice jacobienne le produit de la matrice jacobienne dedg(1,2,1) :

Dg(1,2,1) =

(
2 4 2
2 1 2

)
et de la matrice jacobienne dedf(1,1) :

Df(1,1) =

 1 −1
2 2
1 1

 ,

d’où

D(g ◦ f)(1,1) =

(
12 8
6 2

)
,

dont le d́eterminant est−24 6= 0.

Exercice 4 .**** L’application Θ : L (E) → L (E)
u 7→ Θ(u) := u ◦ u .

1. est de classeC 1 surL (E) comme compośee deu 7→ (u, u) (dont les composantes sont
IL (E), de classeC∞ et a fortioriC 1) et de(u, v) 7→ u◦v (bilinéaire continue surL (E)).

2. D’apr̀es la formule de diff́erentiation des fonctions composées,

dΘu(h) = u ◦ h + h ◦ u

pour toutu ∈ L (E) et pour touth ∈ L (E).
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3. D’apr̀es la formule ci-dessus,
dΘIE

(h) = 2 h

c’est-̀a-dire quedΘIE
= IL (E). Donc d’apr̀es le th́eor̀eme d’inversion locale,Θ est un

diff éomorphisme local enIE : il existe un voisinageU de IE et un voisinageV de
IE = Θ(IE) tels que, pour toutv ∈ V , il existe un uniqueu ∈ U pour lequelv = Θ(u).
En prenantε > 0 tel que la boule de centreIE et de rayonε soit incluse dansV , on en
déduit que pour toutv ∈ L (E) vérifiant‖ v − IE ‖ < ε, l’ équationu ◦ u = v poss̀ede
au moins une solution dansL (E) (et en fait une seule dansU ).

4. Les matrices

U :=

(
−1 0
0 1

)
et H :=

(
0 1
0 0

)
sont telles que

UH + H U = 0 .

Par conśequent, d’apr̀es la formule donnant la différentielle deΘ, dΘu(h) = 0. S’il
existait une fonction diff́erentiableΨ définie sur un voisinageW deIE et à valeurs dans
un voisinage deu dansL (E), telle queΨ(IE) = u etΘ(Ψ(w)) = w pour toutw ∈ W ,
on aurait par diff́erentiation de la fonctionw 7→ Θ(Ψ(w)) − w,

dΘu(dΨIE
(k)) = k

quel que soitk ∈ L (E). Donc dΨIE
serait injective (la relation ci-dessus montrant

que dΨIE
(k) = 0 ⇒ k = 0) et par conśequent aussi surjective, puisqueL (E)

est de dimension finie dans cette question : on choisissantk tel quedΨIE
(k) = h on

en d́eduirait (gr̂aceà l’égalit́e dΘu(h) = 0) quek = 0, et donch = 0, ce qui est
évidemment faux.

Exercice 5 .*** L’application

f : G× F → F
(A, S) 7→ f(A, S) := (S + A)(S − A)− In

1. est de classeC 1 comme compośee de(A, S) 7→ (S + A, S −A) (linéaire continue) et de
(M, N) 7→ MN − In (somme d’une application bilińeaire continue et d’une application
constante). D’apr̀es la formule de diff́erentiation des fonctions composées,

df(A,S)(H, K) = (K + H)(S − A) + (S + A)(K −H)

pour tout(A, S) ∈ G× F et pour tout(H, K) ∈ G× F .

2. D’apr̀es la formule ci-dessus, la différentielle partielle def par rapport̀a S, est donńee
par

d2f(0n,In)(K) = 2 K

quel que soitK, c’est-̀a-dire qued2f(0n,In) = 2 IF : c’est donc clairement un isomor-
phisme deF .

3. Puisquef est de classeC 1, f(0n, In) = 0n, et d2f(0n,In) est un isomorphisme, d’après
le théor̀eme des fonctions implicites, il existe un voisinageV de0n dansG, un voisinage
W de In dansF , et une applicationϕ : V → W de classeC 1 tels que, pour tout
(A, S) ∈ V ×W , f(A, S) = 0n équivautàS = ϕ(A).
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4. D’apr̀es les formules des questions 1 et 2, on voit quedϕ0n(H) = 0n quel que soit
H ∈ G.

5. Quel que soitM ∈ E,

M =
M −M t

2
+

M + M t

2
,

ce qui montre queE = F + G. Et on a clairementF ∩G = {0n}. DoncE = F ⊕G.

6. Soit
U = {M = S + A ; A ∈ V , S ∈ W } .

C’est un voisinage deIn dansE et pour toutM ∈ U , M M t = In équivautà

f

(
M −M t

2
,

M + M t

2

)
= In

avecM−M t

2
∈ V et M+M t

2
∈ W . D’après la question 3,M M t = In équivaut donc̀a

M =
M −M t

2
+ ϕ

(
M −M t

2

)
.


