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Chapitre I

Introduction

La forme la plus ǵeńerale d’unéequation diff́erentielle ordinaire(en abŕeǵe É.D.O.) est

F (t, u, u′, . . . , u(k)) = 0 ,

où u est une fonction inconnue de la variable réellet à valeurs dansRn ou plus ǵeńeralement
dans un espace de BanachX, u′,...,u(k) désignent les d́erivées successives deu, etF est une
fonction donńee, suppośee« régulìere» (on pŕecisera comment par la suite) surI × U × U1 ×
· · ·Uk où I est un intervalle ouvert deR, U , U1, ...,Uk sont des ouverts connexes deX. On ne
s’intéressera dans ce cours qu’à deséquations diff́erentiellesrésolues, pour lesquelles il existe
une fonctionG, régulìere surI × U × U1 × · · ·Uk−1 telle que

F (t, u, u′, . . . , u(k)) = 0 ⇔ u(k) = G(t, u, u′, . . . , u(k−1)) .

On observe de plus que

u(k) = G(t, u, u′, . . . , u(k−1)) ⇔ U ′ = G(t, U) ,

U :=


u
u′

...
u(k−1)

 , G(t, U) :=


0 I . . . 0

... ...
...
I

0 . . . 0

 U +


0
0
...

G(t, u, u′, . . . , u(k−1))

 ,

la fonctionG étantévidemment aussi régulìere queG. On supposera donc sans perte de géńeralit́e
k = 1.

Désormais, on considère« une»1 équation dite d’ordre1, de la forme

du

dt
= f(t, u)

où u est une fonction inconnue de la variable réellet à valeurs dans un espace de BanachX, et
f est une fonction donńee surI ×U , ouvert connexe non vide deR×X. Lorsquef ne d́epend
pas det, l’ équation diff́erentielle est diteautonome.

Remarque I.1 On peut toujours se ramener, par une astuce,à uneéquation autonome. En effet,
il suffit de consid́erer l’équationétendue

d

ds

(
u
t

)
=

(
f(t, u)

1

)
.

1Les guillemets sont là pour souligner qu’en ǵeńeral il s’agit en fait d’unsyst̀emed’équations !
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4 CHAPITRE I. INTRODUCTION

Cette approche, parfois utile, est malgré tout artificielle. Il faut savoiŕetudier directement
certaines propriét́es deśequations dites̀a coefficients variables, où f dépend vraiment det. Ce
sera le cas au moins dans les deux premiers chapitres.

Exemples et contre-exemples.De nombreux mod̀eles physiques (en ḿecanique,́electricit́e,
chimie, écologie, etc.) s’expriment au moyen d’équations diff́erentielles ordinaires en dimen-
sion finie. Citons simplement l’équation de la ḿecanique des points matériels :

m
d2x

dt2
= F (x) ,

qui s’écrit de façońequivalente dans leplan de phase
dx

dt
= v ,

dv

dt
= 1

m
F (x) .

Dans cettéequation, pośee dansR2 et autonome,F (x) repŕesente la ŕesultante des forces ap-
pliquées au pointx, suppośe de massem. Des exemples d’équations diff́erentielles en dimen-
sion infinie peuvent venir de la discrétisation d’́equations aux d́erivées partielles. Prenons par
exemple l’́equation de la chaleur

∂tv = ∂2
xxv .

Une façon d’approcher les solutions de cetteéquation est de chercherv(j∆x, t) ' uj(t) (où
∆x est unpasde discŕetisation etj ∈ Z) avec

duj

dt
=

1

∆x2

(
uj+1 − 2uj + uj−1

)
.

Ceci est unéequation diff́erentielle ordinaire dans l’espace de suites`p(Z), qui est un espace
de Banach quel que soitp ∈ [1, . . . ,+∞]. Attention, pour voir l’́equation de la chaleur elle-
même comme unéequation diff́erentielle ordinaire, il faudrait disposer d’un espace fonctionn-
nel qui soit un espace de Banach stable par∂2

xx ! De façon ǵeńerale, la th́eorie deśequations
diff érentielles ordinaires ne s’applique pas auxéquations aux d́erivées partielles. (Toutefois, les
équations aux d́erivées partielles d’évolutionlinéairespośees danstout l’espacese ram̀enentà
deséquations diff́erentielles ordinaires grâceà la transformation de Fourier...)

« Résolution» deséquations différentielles. Dans le chapitre II, on va s’intéresser̀a l’exis-
tence,à l’unicité, et à la d́ependance des solutions par rapport aux« conditions initiales»
u(t0) = u0. On (re)verra des résultats essentiellement théoriques, car il y a tr̀es peu d’́equations
diff érentielles dont on connaı̂t explicitement les solutions, en dehors deséquations lińeairesà
coefficients constants (dont les solutions s’exprimentà l’aide de l’exponentielle de matrice) et
deséquations scalaires d’ordre 1 autonomes (dont le calcul des solutions se ramèneà un calcul
de primitive). Le chapitre III sera consacré aux propríet́es sṕecifiques deśequations lińeaires, en
insistant sur le cas̀a coefficients variables.̀A partir du chapitre IV, on s’attaquera auxpropriét́es
qualitativesdeséquations diff́erentielles : sans prétendre ŕesoudre ceśequations, on peut en effet
obtenir beaucoup d’informations sur le comportement de leurs solutions. (Cette idée ǵeńerale
remontèa Poincaŕe.) Onétudiera notamment l’existence et la stabilité de solutions particulières,
comme les solutions stationnaires et les solutions périodiques (qui jouent un grand rôle dans les
applications).
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Un outil indispensable. La théorie deśequations diff́erentielles utilise abondamment le lemme
(ou l’inégalit́e) de Gronwall. Ce chapitre introductif est l’occasion de le rappeler.

Parfois, on appelle (à tort) lemme de Gronwall le fait suivant : si une fonctionu à valeurs
dansR, de classeC1, satisfait une ińegalit́e différentielle du type :

u′(t) ≤ b(t) + a(t)u(t) , pour toutt ∈ [0, T ]

alors

u(t) ≤ e
R t
0 a(s) ds u(0) +

∫ t

0

b(τ) e
R t

τ a(s) ds dτ , pour toutt ∈ [0, T ] .

En effet, l’inégalit́e différentielle implique

d

dt

(
e−

R t
0 a(s) ds u(t)

)
≤ e−

R t
0 a(s) ds b(t) ,

et donc par int́egration entre0 et t on obtient imḿediatement l’ińegalit́e annonćee. Le lemme de
Gronwall est un peu plus subtil, puisqu’il suppose une inégalit́e int́egrale et non une ińegalit́e
diff érentielle (la seconde impliquant la première mais pas l’inverse). Or lesestimations a priori
que l’on obtient en ǵeńeral sont plut̂ot du type int́egral, d’òu l’int ér̂et de ce lemme, dont la
preuve est ńeanmoinśelémentaire.

Lemme I.1 (Gronwall) Siu ∈ C([0, T ]; R+) est telle qu’il existea et b ∈ C([0, T ]; R+) avec

u(t) ≤ b(t) +

∫ t

0

a(τ)u(τ) dτ , pour toutt ∈ [0, T ] ,

alors

u(t) ≤ b(t) +

∫ t

0

b(τ) a(τ) e
R t

τ a(s) ds dτ , pour toutt ∈ [0, T ] .

Dém.La seule astuce consisteà majorer l’int́egrale du second membre

v(t) =

∫ t

0

a(τ)u(τ) dτ

par la ḿethode d́ecrite pŕećedemment. Comme

v′(t) = a(t)u(t) ≤ a(t) ( b(t) + v(t) )

par hypoth̀ese2, on a donc

d

dt

(
e−

R t
0 a(s) ds v(t)

)
≤ e−

R t
0 a(s) ds a(t) b(t) ,

d’où apr̀es int́egration (notez quev(0) = 0 par d́efinition) :

v(t) ≤
∫ t

0

a(τ) b(τ) e
R t

τ a(s) ds dτ , pour toutt ∈ [0, T ] .

En majorant de cette façonv(t) dans l’ińegalit́e de d́epart, on obtient le résultat. 2

2Attention, ici intervient de façon cruciale le fait quea soit positive !
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Cette version du lemme de Gronwall est donnée surtout pour mettre enévidence la ḿethode
de calcul. On pourrait donner une autre version de l’inégalit́e obtenue, en intégrant par parties
si b est d́erivable :

u(t) ≤ b(0) e
R t
0 a(s) ds +

∫ t

0

b′(τ) e
R t

τ a(s) ds dτ , pour toutt ∈ [0, T ] .

En particulier, sib est constante, on obtient simplement :

u(t) ≤ b e
R t
0 a(s) ds .

En pratique, il est conseillé de refaire rapidement le calcul pouréviter les erreurs.



Chapitre II

Le probl ème de Cauchy ǵenéral

SoitU un ouvert connexe non vide d’unR-espace de BanachX, I un intervalle ouvert de
R, etf : I × U → X une fonctioncontinue. On appellesolutionde l’équation diff́erentielle

(1)
du

dt
= f(t, u)

une fonctionu de classeC1 sur un intervalleJ ⊂ I et à valeurs dansU , dont la d́erivée v́erifie

u′(t) = f(t, u(t)) pour tout t ∈ J .

(Il est parfois d’usage de noter par une lettre différente la fonction inconnue dans (1) et les
solutions.) On appellecondition initialeuneégalit́e de la formeu(t0) = u0 avec(t0, u0) ∈
I × U . On appelleproblème de Cauchyle syst̀eme d’́equations

(2)

{
u′(t) = f(t, u(t)) , t ∈ J ,
u(t0) = u0 .

Résoudre le problème de Cauchy (localement) revientà trouver un intervalleJ ⊂ I contenant
t0 et une fonctionu de classeC1 surJ satisfaisant (3).

Lorsquef est« seulement» continue etX est de dimension infinie, on ne peut rien dire. Si
X est de dimension finie en revanche, le théor̀eme de Cauchy-Arzela-Peano (dont la démonstration
repose sur le th́eor̀eme d’Ascoli) affirme l’existence d’au moins une solution de (3), quel que
soit (t0, u0) ∈ I × U . Mais il n’y a pas unicit́e en ǵeńeral.

On supposera dans la suite un peu plus de régularit́e surf , de sorte que l’on ait̀a la fois
existence et unicité de solutions locales.

1 Existence et unicit́e locale

Théorème II.1 (Cauchy-Lipschitz) On supposef ∈ C(I×U ;X) et localement Lipschizienne
par rapportà u.

Existence: Quel que soit(t0, u0) ∈ I×U , il existeτ > 0 etu ∈ C1([t0−τ, t0 +τ ];U) solution
de(3) avecJ = [t0 − τ, t0 + τ ].

Unicité : si v est une autre solution, elle coı̈ncide avecu sur un intervalle d’int́erieur non vide
inclus dans[t0 − τ, t0 + τ ].

Régularité : Si de plusf est de classeCr, r ≥ 1, alorsu est de classeCr+1.
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8 CHAPITRE II. LE PROBLÈME DE CAUCHY GÉNÉRAL

Dém.Pouréviter de« trâıner» des valeurs absolues, on fait la démonstration en remplaçant
l’intervalle centŕe [t0 − τ, t0 + τ ] par [t0, t+] avect+ = t0 + τ > t0 (le cas de l’intervalle
[t0 − τ, t0] s’en d́eduisant par le changement de variablet 7→ (t0 − t)).

L’ étape 0 consistèa choisir un voisinage de(t0, u0) de la forme

C(t+, R) = [t0, t+]× B̄(u0, R) ⊂ I × U

avect+ > t0 etR > 0, où B̄(u0, R) désigne la boule ferḿee de centreu0 et de rayonR, dans
lequelf est borńee, disons par une constanteM :

‖f(t, u)‖ ≤ M quel que soit(t, u) ∈ [t0, t+]× B̄(u0, R) ,

et est Lipschitzienne, disons avec une constante de LipschitzL :

‖f(t, x) − f(t, y)‖ ≤ L ‖x − y‖ pour tous t ∈ [t0, t+] , x et y ∈ B̄(u0, R) .

La nœud de la d́emonstration consiste alorsà ŕeécrire le probl̀eme de Cauchy
u′(t) = f(t, u(t)) ,

u(t0) = u0

sous la forme int́egrale :

u(t) = u0 +

∫ t

t0

f(τ, u(τ)) dτ ,

et à chercher une solution comme limite de la suite(un)n∈N définie par

u0 = u0 , un+1(t) = u0 +

∫ t

t0

f(τ, un(τ)) dτ .

L’ étape 1 est tr̀es facile. Elle consistèa vérifier que pourt+ assez proche det0, la suite
(un)n∈N est bien d́efinie dans[t0, t+] età valeurs dans̄B(u0, R). En effet, la fonctionu0 constante
est bienà valeurs dans̄B(u0, R). Supposons qu’on ait construitun continue sur[t0, t+] et à va-
leurs dansB̄(u0, R). Alorsun+1 est bien d́efinie et de plus :

‖un+1(t) − u0‖ ≤
∫ t

t0

‖f(τ, un(τ))‖ dτ ≤ (t+ − t0) M .

Donc il suffit que
(t+ − t0) M ≤ R

pour queun+1 soit aussìa valeurs dans̄B(u0, R).
L’ étape 2 est de montrer que, quitteà diminuert+, la suite(un)n∈N est de Cauchy et donc

convergente dans l’espace de BanachC([t0, t+];X) (muni de la norme uniforme). Pourn ≥ 1
on a

‖un+1(t)−un(t)‖ ≤
∫ t

t0

‖f(τ, un(τ))− f(τ, un−1(τ))‖ dτ ≤ (t+−t0) L sup
[t0,t+]

‖un−un−1‖ .

Donc, par exemple sit+ est tel que

(t+ − t0) L ≤ 1

2



1. EXISTENCE ET UNICITÉ LOCALE 9

on a par une ŕecurrence imḿediate :

sup
[t0,t+]

‖un+1 − un‖ ≤ 1

2n
sup

[t0,t+]

‖u1 − u0‖ .

On en d́eduit aiśement que la suite(un)n∈N est de Cauchy.
L’ étape 3 est quasi-imḿediate. Il faut v́erifier que la limiteu est solution de notre problème.

Or, par passagèa la limite dans l’́egalit́e

un+1(t) = u0 +

∫ t

t0

f(τ, un(τ)) dτ

on voit que

u(t) = u0 +

∫ t

t0

f(τ, u(τ)) dτ .

Commeu est continue ainsi quef , le second membre de cetteégalit́e est de classeC1 et doncu
aussi. (Plus ǵeńeralement, sif est de classeCr, r ≥ 0, u est de classeCr+1.) Etu vérifie :

u′(t) = f(t, u(t)) pour tout t ∈ [t0, t+] .

Ceci ach̀eve la preuve de l’existence d’une solution.
La preuve de l’unicit́e locale est tr̀es facile gr̂ace au lemme de Gronwall. En effet, siv est une

autre solution du m̂eme probl̀eme de Cauchy, elle està valeurs dans̄B(u0, R) sur un intervalle
[t0, t1], 0 < t1 ≤ t+. Et on a

u(t) − v(t) =

∫ t

t0

( f(τ, u(τ)) − f(τ, v(τ)) dτ .

et donc

‖u(t) − v(t)‖ ≤ L

∫ t

t0

‖u(τ) − v(τ) ‖ dτ .

Par conśequent, une version simplissime du lemme de Gronwall implique :

‖u(t) − v(t)‖ ≤ eL t ‖u(t0) − v(t0)‖ = 0

pour toutt ∈ [t0, t1]. 2

Remarques.
• On peut affiner la d́emonstration de l’existence, en supprimant la restriction sur le temps

d’existence(t+ − t0) L ≤ 1
2

. En effet, on montre facilement par récurrence que la suite
un vérifie en fait l’inégalit́e :

‖un+1(t) − un(t)‖ ≤ Ln(t− t0)
n

n!
sup

[t0,t+]

‖u1 − u0‖ pour t ∈ [t0, t+] .

Comme la śerie
∑ Ln(t+−t0)n

n!
est convergente, on en déduit que(un) est de Cauchy dans

C([t0, t+]) sans avoir̀a diminuert+.
• Le théor̀eme s’applique en particulier aux fonctionsf de classeC1, qui sont localement

lipschitziennes (d’après le th́eor̀eme des acroissements finis).
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2 Solutions maximales

Le théor̀eme II.1 fournit des solutions locales. L’unicité de ces solutions permet de démontrer
le résultat suivant.

Lemme II.1 Sous les hypoth̀eses du th́eor̀eme II.1, siu1 ∈ C1(J1;U) et u2 ∈ C1(J2;U) sont
deux solutions sur des intervallesJ1 et J2 respectivement, et s’il existet0 ∈ J1 ∩ J2 tel que
u1(t0) = u2(t0), alors

u1(t) = u2(t) , pour tout t ∈ J1 ∩ J2 .

Dém. C’est une application classique de la notion deconnexit́e. On remarque queJ1 ∩ J2

est un intervalle non vide par hypothèse et on consid̀ere l’ensemble :

A = { t ∈ J1 ∩ J2 ; u1(t) = u2(t) } .

D’après l’unicit́e locale des solutions,A est un ouvert. De plus, il est clairement fermé par
continuit́e deu1 etu2. DoncA estégalàJ1 ∩ J2. 2

Ce lemme montre qu’il existe un plus grand intervalleJ sur lequel le probl̀eme de Cauchy
(3) admet une solution, et que cette solution est unique. Cette solution est appelée solution
maximale: par d́efinition, on ne peut pas la prolongerà I\J . LorsqueJ = I on dit que cette
solution estglobale.

La question naturelle est ensuite de savoirà quelle(s) condition(s) une solution maximale
est globale.

Théorème II.2 Sous les hypoth̀eses du th́eor̀eme II.1, soitu ∈ C1(J ;U) une solution maximale.
Notonsb la borne suṕerieure deI et β la borne suṕerieure deJ . Alors ou bienβ = b ou bien
« u sort de tout compact» deU , c’est-̀a-dire que pour tout compactK ⊂ U , il existeη < β tel
que

u(t) ∈ U\K , pour t ≥ η avec t ∈ J .

Et on a le ŕesultat analogue pour les bornes inférieures.

Dém. Supposonsβ < b et raisonnons par l’absurde. S’il existait un compactK et une
suite tn tendant versβ telle queu(tn) ∈ K pour toutn, quitte à en extraire une sous-suite,
on pourrait supposer qu’elle converge versu ∈ K. Soientτ > 0 etR > tel quef soit borńee
et Lipschitzienne par rapportàu dans[β − 2τ , β + 2τ ] × B̄(u, 2R). Alors en vertu du lemme
II.2 ci-apr̀es, il existeτ ≤ τ tel que pour tout(t0, u0) ∈ [β − τ, β + τ ] × B̄(u,R) la solution
maximale du probl̀eme de Cauchy (3) est définie sur un intervalle contenant[t0− τ, t0 + τ ]. Or,
pourn assez grand,(tn, u(tn)) ∈ [β− τ, β+ τ ]×B(u,R), ettn + τ > β. Ceci contredit le fait
queu soit une solution maximale. 2

Lemme II.2 Supposons quef soit continue, borńeeet Lipschitziennepar rapport à u dans
[t − 2τ , t + 2τ ] × B̄(u, 2R) pour τ > 0 etR > 0. Alors il existeτ ∈ ] 0 , τ ] tel que pour tout
(t0, u0) ∈ [t− τ , t+ τ ]× B̄(u,R), la solution maximale du problème de Cauchy(3) soit d́efinie
sur un intervalle contenant[t0 − τ, t0 + τ ].
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Dém. Il suffit de reprendre la d́emonstration du th́eor̀eme II.1 : en effet, la ḿethode suivie
permet de construire une solution dans l’intervalle[t0−τ, t0+τ ] qui soità valeurs dans̄B(u0, R)
(donca fortiori à valeurs dans̄B(u, 2R) par l’inégalit́e triangulaire), pour toutτ > 0 et inférieur
à

min
(
τ ,
R

M
,

1

2L

)
,

oùM est une borne def etL une constante de Lipschitz def sur [t− 2τ , t+ 2τ ]× B̄(u, 2R).
(Comme on l’a remarqúe plus haut, la contrainteτ ≤ 1/(2L) n’est en fait pas ńecessaire : mais
le fait que la constante de LipschitzL existe est crucial !) 2

3 Existence globale

On peut parfois montrer que toutes les solutions maximales sont globales. C’est le cas si la
fonctionf est d́efinie surX tout entier et si elle estglobalementLipschizienne : car alors il n’y
a pas de risque de sortir de son domaine de définition, ni du domaine de validité de sa constante
de Lipschitz.

Théorème II.3 On supposef ∈ C(I × X;X) et globalement Lipschiziennepar rapport à u.
Alors, quel que soit(t0, u0) ∈ I ×X, il existe (un unique)u ∈ C1(I;X) solution de(3).

Dém.Reprendre la d́emonstration du th́eor̀eme II.1 et la remarque qui le suit : en utilisant la
constante de Lipschitz globale def , quels que soienta, b tels quet0 ∈ [a, b] ⊂ I, on construit
une suite de solutions approchées(un) qui est de Cauchy dansC([a, b];X). 2

Attention ! L’hypothèse de ce th́eor̀eme est tr̀es forte. En ǵeńeral, il ne s’applique pas̀a des
fonctionsf non-linéaires. (Penser̀a l’exemple de l’́equation de Riccati, òu I = R, X = R et
f(t, u) = u2 : seule la solution nulle est globale.) En revanche, il s’applique aux fonctionsf
affines : sib ∈ C(I;X) etA ∈ C(I;L(X)) (oùL(X) désigne l’espace des applicationlinéaires
continuesdeX dansX), toutes les solutions maximales de

du

dt
= A(t)u + b(t)

sont globales. On reviendra plus en détails sur ce type d’équations au chapitre III.

4 Dépendance par rapport aux donńees initiales

On a entrevu dans le lemme II.2 ce que l’on peut attendre lorsqu’on fait varier la condition
initiale. En fait, on peut pŕeciser ce lemme, pour comparer effectivement deux solutions de
donńees initiales distinctes.

Lemme II.3 Dans le cadre du lemme II.2, il existeC > 0 tel que si(ti, vi) ∈ [t − τ , t + τ ] ×
B̄(u,R) pour i = 1 ou 2, avec|t2 − t1| ≤ τ , les solutionsui des probl̀emes de Cauchy
correspondants v́erifient l’estimation :

‖u1(t) − u2(t)‖ ≤ C ‖v1 − v2‖ + C |t1 − t2| pour tout t ∈ [t1−τ, t1 +τ ]∩ [t2−τ, t2 +τ ] .
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Dém. Par hypoth̀ese, l’intervalle[t1 − τ, t1 + τ ] ∩ [t2 − τ, t2 + τ ] est non vide et contient
l’intervalle d’extŕemit́est1 et t2. En faisant la diff́erence des deux relations :

ui(t) = vi +

∫ t

ti

f(τ, ui(τ)) dτ ,

on obtient l’ińegalit́e :

‖u1(t) − u2(t) ‖ ≤ ‖ v1 − v2 ‖ + M |t1 − t2| + L

∫ t

t1

‖u1(s) − u2(s) ‖ ds ,

d’où par le lemme I.1 :

‖u1(t) − u2(t) ‖ ≤ eLτ ( ‖ v1 − v2 ‖ + M |t1 − t2| ) .

2

Théorème II.4 (du flot) On supposef de classeC2 surI ×U , où I est un intervalle ouvert de
R etU est un ouvert deX. Soit(t0, u0) ∈ I × U . Il existe un voisinageW ×V = [t0 − τ, t0 +
τ ]× B̄(u0, R) de(t0, u0) dansI × U et une unique applicationφt0 ∈ C1(W ×V ;U) telle que

∂φt0

∂t
(t, v) = f(t, φt0(t, v)) , pour tout (t, v) ∈ W × V ,

φt0(t0, v) = v , pour tout v ∈ V .

La fonctionφt0 est appeĺeeflot (local) au pointt0 de l’équation diff́erentielle. En particulier,
ce th́eor̀eme affirme que pour toute donnée initialev proche deu0 l’application u : t 7→
φt0(t, v) est solution du problème de Cauchy

u′(t) = f(t, u(t)) , pour tout t ∈ [t0 − τ, t0 + τ ] ,

u(t0) = v ,

et qu’en plus elle d́epend de manièreC1 dev. Lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté, onécrira simple-
mentφ au lieu deφt0 .

La démonstration du th́eor̀eme II.4 repose sur le calcul suivant, formel pour l’instant. Sup-
posons que l’on ait construitφ et que l’on puisse d́eriver l’égalit́e

∂φ

∂t
(t, v) = f(t, φ(t, v))

par rapportà v. Désignons parD la différentiation dansX, et soitψ(t, v) = Dφ(t, v) (par
définition, c’est une application lińeaire continueX dansX). Alors, en permutant∂

∂t
avecD (on

suppose les fonctions suffisamment régulìeres pour pouvoir appliquer le lemme de Schwarz),
on obtient :

∂ψ

∂t
(t, v) = Df(t, φ(t, v)) ◦ ψ(t, v) .

En supposantφ connue, ceci est unéequation diff́erentiellelinéairepar rapport̀aψ ! De plus,
en d́erivant la relationφ(t0, v) = v on obtient la condition initiale

ψ(t0, v) = IX .
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Dém. [Théorème du flot]Pourv ∈ V := B̄(u0, R) avecB̄(u0, 2R) ⊂ U , notons

φ(·, v) : W := [t0 − τ, t0 + τ ] → B̄(v,R)
t 7→ φ(t, v) = u(t)

la solution de l’́equation diff́erentielle construite dans le lemme II.2 pour la donnée initiale
v. Alors φ est de classeC1 par rapport̀a t, et d’apr̀es le lemme II.3 elle est Lipschitzienne par
rapportàv avec une constante de Lipschitz uniforme surW×V. Elle est en particulier continue
comme fonction de(t, v). Donc l’application

(t, v) 7→ Df(t, φ(t, v))

est aussi continue. Par suite, pour toutv ∈ V l’ équation diff́erentiellelinéaire, appeĺeeéquation
aux variations:

(3)
dΨ

dt
= Df(t, φ(t, v)) ◦Ψ ,

admet une solution unique surW tout entier satisfaisant la condition initialeΨ(t0) = IX .
Notonsψ(t, v) = Ψ(t) cette solutioǹa l’instant t. On veut montrer queφ est contin̂ument
diff érentiable par rapportàv etψ(t, v) = Dφ(t, v).

La premìere étape de la d́emonstration consistèa montrer queψ dépend contin̂ument de
(t, v). D’après l’inégalit́e triangulaire, on a

‖ψ(t, v) − ψ(σ,w)‖ ≤ ‖ψ(t, v) − ψ(σ, v)‖ + ‖ψ(σ, v) − ψ(σ,w)‖ .

Le premier terme se majore directement par :

‖ψ(t, v) − ψ(σ, v)‖ ≤ |t− σ| max
s∈[σ,t]

9Df(s, φ(s, v)) 9 max
s∈[σ,t]

‖ψ(s, v)‖

≤ |t− σ| a(σ, t; v) ea(σ,t;v) max(|σ|,|t|)

par lemme de Gronwall, avec

a(σ, t; v) := max
s∈[σ,t]

9Df(s, φ(s, v)) 9 .

D’autre part, on peut aussi majorer le second terme grâce au lemme de Gronwall. Après calcul
(voir le lemme II.4 ci-apr̀es), on obtient :

‖ψ(σ, v) − ψ(σ,w)‖ ≤ b(σ; v, w) |σ| eα(σ;v,w) |σ|

où
b(σ; v, w) := 9Df(σ, φ(σ, v)) − Df(σ, φ(σ,w))9 ,

α(σ; v, w) := max (9Df(σ, φ(σ, v))9 , 9Df(σ, φ(σ,w))9) .

Par continuit́e deDf et deφ, les fonctionsa etα sont localement borńees, tandis queb(σ; v, w)
converge vers0 lorsquev tend versw. Donc‖ψ(t, v) − ψ(σ,w)‖ tend vers0 lorsque(t, v) tend
vers(σ,w).

La secondéetape est de montrer queDφ(t, v) existe et cöıncide avecψ(t, v). Consid́erons
pour cela l’accroissement :

θ(t, h) := φ(t, v + h) − φ(t, v) .



14 CHAPITRE II. LE PROBLÈME DE CAUCHY GÉNÉRAL

D’après le lemme II.3,
‖θ(t, h)‖ ≤ C ‖h‖

si v etv + h sont dansV. Et on a par d́efinition deφ,

θ(t0, h) = v + h − v = h .

Donc

θ(t, h) = h +

∫ t

t0

(f(s, φ(s, v + h)) − f(s, φ(s, v)) ds .

D’autre part, par d́efinition deψ :

ψ(t, v) · h = h +

∫ t

t0

Df(s, φ(s, v))ψ(s, v) · h ds .

D’où, par soustraction et inégalit́e triangulaire :

‖θ(t, h)−ψ(t, v)·h‖ ≤
∫ t

t0

‖f(s, φ(s, v + h)) − f(s, φ(s, v)) − Df(s, φ(s, v)) · θ(s, h)‖ ds

+

∫ t

t0

‖Df(s, φ(s, v)) ( θ(s, h) − ψ(s, v) · h ) ‖ ds .

Le premier terme se majore en utilisant le fait quef est de classeC2 (on aurait besoin seulement
de C1 en dimension finie, puisqu’alorsDf serait localement uniforḿement continue). Quitte
à ŕeduireR on peut en effet supposerD2f borńee sur[t0 − τ, t0 + τ ] × B̄(u0;R), et donc,
d’apr̀es le th́eor̀eme des accroissements finis, pour toutε > 0, il existe η > 0 tel que pour
x, y ∈ B̄(u0; 2R), ‖y − x‖ ≤ η entrâıne

‖f(s, x) − f(s, y) − Df(s, y) · (x− y)‖ ≤ ε ‖x− y‖

pour touts ∈ [t0, t]. Donc, pour‖h‖ ≤ η/C, on a

‖f(s, φ(s, v + h)) − f(s, φ(s, v)) − Df(s, φ(s, v)) · θ(s, h)‖ ≤ εC ‖h‖ .

D’où pour toutt ≥ t0 :

‖θ(t, h) − ψ(t, v) · h‖ ≤ εC ‖h‖ (t− t0) + a(t0, t; v)

∫ t

t0

‖ θ(s, h) − ψ(s, v) · h ‖ ds

avec la m̂eme signification poura que dans la premièreétape. On appliquant une nouvelle fois
le lemme de Gronwall, on déduit pourt ∈ [t0 − τ, t0 + τ ] :

‖θ(t, h) − ψ(t, v) · h‖ ≤ εC ‖h‖ τ ea(t0−τ,t0+τ ;v) τ .

Ceci montre que

lim
h→0

1

‖h‖
(φ(t, v + h) − φ(t, v) − ψ(t, v) · h) = 0 ,

c’est-̀a-dire queφ est diff́erentiable par rapportàv etDφ(t, v) = ψ(t, v).
En conclusion,φ est contin̂ument d́erivable par rapport̀a t et àv et donc de classeC1. 2

En prime, on a montré que la diff́erentielle deφ par rapportà v, Dφ est de classeC1 et
solution de l’́equation lińeaire (3) avec la condition initiale

Dφ(t0, v) = IX .

Pour compĺeter, montrons maintenant le lemme utilisé dans la d́emonstration.
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Lemme II.4 SiA : [t0−τ, t0 +τ ]×V → L(X) (l’espace des applications linéaires continues
deX dansX) est continue (par rapport̀a sa premìere variablet), alors les solutionst 7→
ψ(t, v) de l’équation lińeaire

∂ψ

∂t
(t, v) = A(t, v)ψ(t, v)

telles queψ(t0, v) = ψ0 satisfont l’estimation

‖ψ(t, v) − ψ(t, w)‖ ≤ ‖ψ0‖ τ max
s∈[t0−τ,t0+τ ]

9A(s, v) − A(s, w)9

×exp
(
τ max

s∈[t0−τ,t0+τ ]
max(9A(s, v)9 , 9A(s, w)9

)
quels que soientt ∈ [t0 − τ, t0 + τ ], etv, w ∈ V.

Dém.Quitteà faire une translation ent on peut supposert0 = 0. Et on peut faire la preuve
pour t ≥ t0 (le cast ≤ t0 s’en d́eduisant par syḿetrie). Enfin, pour simplifier leśecritures,
introduisons les notations

a(t, v) := max
s∈[0,t]

9A(s, v) 9 et b(t, v, w) := max
s∈[0,t]

9A(s, v) − A(s, w) 9 .

Puisque par d́efinition,

ψ(t, v) − ψ(t, w) =

∫ t

0

A(s, v)ψ(s, v) − A(s, w)ψ(s, w) ds ,

on a pour toutt ∈ [0, τ ],

‖ψ(t, v) − ψ(t, w)‖ ≤ a(τ, v)

∫ t

0

‖ψ(s, v) − ψ(s, w)‖ ds + b(τ, v, w)

∫ t

0

‖ψ(s, w)‖ ds .

De plus,

‖ψ(t, w)‖ ≤ ‖ψ0‖ + a(τ, w)

∫ t

0

‖ψ(s, w)‖ ds .

Donc, par une première application du lemme de Gronwall,

‖ψ(t, w)‖ ≤ ‖ψ0‖ et a(τ,w) .

On en d́eduit

‖ψ(t, v) − ψ(t, w)‖ ≤
∫ t

0

a(τ, v) ‖ψ(s, v) − ψ(s, w)‖ + b(τ, v, w) et a(τ,w) ‖ψ0‖ ds .

En appliquant̀a nouveau le lemme de Gronwall, ceci donne

‖ψ(t, v) − ψ(t, w)‖ ≤ b(τ, v, w) ‖ψ0‖
∫ t

0

es a(τ,w) e(t−s) a(τ,v)ds

≤ b(τ, v, w) ‖ψ0‖ τ eτ max(a(τ,w),a(τ,v)) ,

ce qui est l’ińegalit́e annonćee (avect ∈ [t0, t0 + τ ] et t0 = 0). 2
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5 Dépendance par rapportà des param̀etres

Connaissant le th́eor̀eme du flot, on obtient très facilement un résultat pour deśequations
dépendant d’un param̀etre :

Théorème II.5 On supposef de classeC1 surI×U ×Λ, où I est un intervalle ouvert deR, U
est un ouvert deX et Λ un ouvert d’un autre espace de BanachY . Les solutions de l’équation
différentielleà param̀etre :

du

dt
= f(t, u, λ)

sont contin̂ument diff́erentiables par rapport̀a λ.

Dém.Consid́erons le syst̀emeaugment́e :
du

dt
= f(t, u, µ) ,

dµ

dt
= 0 .

SoitΦt0 le flot local ent0 de ce syst̀eme. Alors la solution du problème de Cauchy :
u′(t) = f(t, u(t), λ) ,

u(t0) = v

est donńee par
u(t) = P ( Φt0(t, v, λ) )

où P : X × Y → X désigne la projection surX. D’après le th́eor̀eme II.4, c’est une fonction
contin̂ument diff́erentiable par rapportà (v, λ) et donc en particulier par rapportàλ. 2



Chapitre III

Équations linéaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse exclusivement auxéquations diff́erentielles du type

(1)
du

dt
= A(t)u + b(t) ,

avecb ∈ C(I;X) et A ∈ C(I;L(X)) (où L(X) désigne l’espace des applicationlinéaires
continuesdans l’espace de BanachX). On dit que sont deśequations« linéaires» (carA(t) est
linéaire) avec« terme source» (b). On qualifie parfois (1) simplement d’équation lińeaire (par
abus de langage, le terme correctétant plut̂ot affine).

1 Existence globale

D’après le th́eor̀eme II.3, les solutions de (1) sont globales.

Théorème III.1 Pour b ∈ C(I;X) etA ∈ C(I;L(X)), quel que soit(t0, u0) ∈ I ×X, il existe
une unique fonctionu ∈ C1(I;X) solution de(1) telle queu(t0) = u0.

On peut aussi donner une démonstration de ce théor̀eme en faisant appel au théor̀eme de
point fixe suivant :

Théorème III.2 SoitT un oṕerateur sur un espace de Banach dont une puissance est contrac-
tante. AlorsT admet un point fixe unique.

Dém. Ce ŕesultat est une conséquence facile du th́eor̀eme de point fixe de Banach-Picard.
Par hypoth̀ese, il existe un entierk tel queT k soit contractant et donc admette un point fixe
uniqueu. Alors

T k(T (u)) = T (T k(u)) = T (u) .

DoncT (u) est aussi un point fixe deT k. À cause de l’unicit́e de ce point fixe on a ainsiT (u) =
u. De plus, tout point fixe deT étantévidemment un point fixe deT k, u est l’unique point fixe
deT . 2

17
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Démonstration du théorème III.1. Pour ŕesoudre le problème de Cauchy de donnée« ini-
tiale» u(t0) = u0, on chercheu tel que

u(t) = u0 +

∫ t

t0

(A(s) u(s) + b(s) ) ds

c’est-̀a-dire de façońequivalente

u(t) = v(t) + u0 , avec v(t) =

∫ t

t0

(A(s) (v(s) + u0) + b(s) ) ds .

Pour simplifier, on suppose (sans perte de géńeralit́e, il suffit de translater toutes les fonctions
en jeu)t0 = 0. Soientα etβ tels queα < 0 < β et [α, β] ⊂ I. Définissons alors l’oṕerateur :

T : C([α, β];X) → C([α, β];X)

v 7→ T v ; (T v)(t) =
∫ t

0
(A(s) (v(s) + u0) + b(s) ) ds .

Quels que soientv etw dansC([α, β];X) on a

(T v)(t) − (T w)(t) =

∫ t

0

A(s) ( v(s) − w(s) ) ds

et donc

‖(T v)(t) − (T w)(t)‖ ≤ C t max
s∈[0,t]

‖v − w‖ , avecC := max
s∈[α,β]

‖A(s)‖ .

Montrons par ŕecurrence que

‖(T nv)(t) − (T nw)(t)‖ ≤ Cn t
n

n!
max
s∈[0,t]

‖v − w‖

pour toutt ∈ [α, β]. C’est vraià l’ordre 1 comme on vient de le voir. Supposons l’inégalit́e
vraieà l’ordren. Alors

‖(T n+1v)(t) − (T n+1w)(t)‖ = ‖T ((T nv)(t)) − (T (T n)w(t))‖

≤ C

∫ t

0

‖(T nv)(s) − (T nw)(s)‖ ds ≤ C max
s∈[0,t]

‖v − w‖
∫ t

0

Cn s
n

n!
ds

d’apr̀es l’hypoth̀ese de ŕecurrence. Eńevaluant l’int́egrale on obtient imḿediatement l’ińegalit́e
à l’ordren+ 1 :

‖(T n+1v)(t) − (T n+1w)(t)‖ ≤ Cn+1 tn+1

(n+ 1)!
‖v − w‖ .

Par conśequent, on a

‖T nv − T nw‖ ≤ Cn (β − α)n

n!
‖v − w‖

quels que soientv etw. DoncT n est contractant pourn assez grand et d’après le th́eor̀eme III.2,
T admet un point fixe unique. 2
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2 Résolvante

Consid́erons l’́equation diff́erentielle lińeaire dansL(X) :

(2)
dM

dt
= A(t) ◦M .

D’après le th́eor̀eme III.1, ses solutions maximales sont globales.

Définition III.1 On appellerésolvantede l’équation diff́erentielle

du

dt
= A(t)u

l’application
R : I × I → L(X)

(t, t0) 7→ R(t, t0)

où t 7→ R(t, t0) est la solution du problème de Cauchy pour(2) avec la condition initiale
R(t0, t0) = IX .

On observe que pour toutu0 ∈ X, l’applicationu : t 7→ R(t, t0)u0 est la solution du
probl̀eme de Cauchy pour (1) et la condition initialeu(t0) = u0. Autrement dit, le flot de (1)
est donńe par

φt0(t, u0) = R(t, t0)u0 .

Par construction,R est contin̂ument diff́erentiable par rapportàt. De plus, le lemme II.3 (ap-
plication simple du lemme de Gronwall) montre queR est Lispchitzienne par rapportàt0. Donc
en particulier,R est une fonction continue de(t, t0). Comme l’ensemble des isomorphismes de
L(X) est un ouvert etR(t0, t0) = IX est trivialement un isomorphisme,R(t, t0) est un isomor-
phisme pour toutt voisin det0. En fait, ceci est vrai pour toutt ∈ I comme conśequence de
la :

Proposition III.1 La résolvante est telle que

R(t, s) ◦R(s, t0) = R(t, t0) quels que soientt, s, t0 ∈ I .

Dém.Soitu0 ∈ X etu(t) = R(t, t0)u0. Alors la solution du problème de Cauchy
dv

dt
= A(t) v

v(s) = u(s)

n’est autre queu, mais elle s’exprime aussi comme

v : t 7→ v(t) = R(t, s)u(s) = R(t, s) ◦R(s, t0)u0 .

D’où
R(t, t0)u0 = R(t, s) ◦R(s, t0)u0 .

Ceciétant vrai quel que soitu0, on en d́eduit la formule voulue. 2
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Corollaire III.1 Pour tout (t, t0) ∈ I × I, R(t, t0) est un isomorphisme, d’inverseR(t0, t).
De plus,R est contin̂ument diff́erentiable comme fonction de deux variables, et ses dérivées
partielles satisfont

∂R

∂t
(t, s) = A(t) ◦R(t, s) et

∂R

∂s
(t, s) = −R(t, s) ◦ A(s) .

Dém.La premìere partie est conséquence imḿediate de la proposition III.1 :

R(t0, t) ◦R(t, t0) = R(t0, t0) = IX et R(t, t0) ◦R(t0, t) = R(t, t) = IX .

L’expression de la d́erivée partielle deR par rapport̀a sa premìere variable d́ecoule directement
de la d́efinition deR : elle est continue comme composée de fonctions continues (on rappelle
queR est continue comme fonction des deux variables). Pour montrer queR est d́erivable par
rapportà sa seconde variable, on utilise la première partie : commeR(t, s) = R(s, t)−1 ,R est
dérivable par rapport̀as par composition des 7→ R(s, t) et de l’application

Isom(X) → Isom(X)
M 7→ M−1 ,

dont on sait qu’elle est (continûment) diff́erentiable. Pour exprimer effectivement la dérivée
partielle deR par rapport̀a sa seconde variable, on dérive simplement l’identit́e

R(t, s) ◦R(s, t) = IX

en utilisant l’expression de la dérivée partielle deR par rapport̀a sa premìere variable, ce qui
donne :

∂R

∂s
(t, s) ◦R(s, t) + R(t, s) ◦ A(s) ◦R(s, t) = 0 .

CommeR(s, t) est un isormorphisme, on en déduit l’expression annoncée. 2

Attention ! En ǵeńeral, on ne connaı̂t pas explicitement la résolvante.

2.1 Cas deśequations linéaires autonomes

SiA estindépendantdet, la résolvante de (1) s’exprimèa l’aide de l’exponentielle, dont on
rappelle la

Définition III.2 Pour toutA ∈ L(X),

eA =
+∞∑
n=0

1

n !
An .

(La śerie ci-dessus est normalement convergente dansL(X).)

Lemme III.1 Pour toutA ∈ L(X), l’application t 7→ et A est contin̂ument d́erivable (et m̂eme
de classeC∞), et

d

dt
et A = Aet A = et AA .
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La démonstration est laissée en exercice. Elle utilise de façon cruciale la propriét́e de l’ex-
ponentielle :

e(t+s) A = et A es A .

Le lemme III.3 montre que la résolvante de l’́equation diff́erentielle lińeaireautonome

du

dt
= Au

est donńee par
R(t, s) = e(t−s) A .

2.2 Cas deśequations linéaires en dimension finie

Dimension 1. Les équations diff́erentielles (d’ordre 1) lińeaires scalaires, pour lesquelles
X = R, se ŕesolvent explicitement : la résolvante de

du

dt
= a(t)u

où l’inconnueu està valeurs ŕeelles eta : I → R est continue est donnée par

R(t, s) = e
R t

s a(τ) dτ .

Dimension 2 et plus. Il est tentant de ǵeńeraliser la formule pŕećedente. Cependant, si les
matricesA(t) (ou les endormophismes) ne commutent pas deuxà deux, une telle formule (que
l’on se garde volontairement d’écrire) estfausse: ceci est líe au fait que eA+B n’est pas le
produitde eA et eB lorsque les matricesA etB ne commutent pas.

Tout ce que l’on peut dire est que la résolvante est liéeà une base de solutions.

Proposition III.2 SoitA : I → Mn(R) continue, etR : I → Mn(R) la résolvante de

(3)
du

dt
= A(t)u ,

c’est-̀a-dire que pout tout(t, s) ∈ I × I,

∂R

∂t
(t, s) = A(t)R(t, s) et R(s, s) = In .

Si (e1, . . . , en) est une base deRn, alors les applicationst 7→ R(t, t0)ei (pour i ∈ {1, . . . , n})
forment une famille ind́ependante de solutions de(3). Inversement, siu1, . . . , un est une famille
indépendante de solutions de(3), soitB : t ∈ I 7→ B(t) ∈ GLn(R) dont les vecteurs colonnes
sontu1(t), . . . ,un(t). Alors la résolvante de(3) est donńee par

R(t, s) = B(t)B(s)−1 .

Dém. La premìere partie d́ecoule de la d́efinition et du corollaire III.1, qui montre que
R(t, s) ∈ GLn(R). La preuve de la seconde partie consiste simplementà remarquer que l’ap-
plicationt 7→ B(t)B(s)−1 est solution du m̂eme probl̀eme de Cauchy quet 7→ R(t, s). 2
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Remarque. On peut aussi montrer queR(t, s) est inversible en v́erifiant que son d́eterminant
satisfait unéequation diff́erentielle scalaire lińeaire (d’ordre 1). C’est l’objet du résultat suivant,
parfois appeĺe formule de Liouville.

Proposition III.3 Soit∆(t, s) := dét(R(t, s)). Alors

∆(t, s) = e
R t

s tr(A(τ)) dτ .

Dém. C’est un petit calcul qui utilise la différentielle du d́eterminant, dont on rappelle
qu’elle est donńee par :

d(dét)(M) ·H = tr((comM)t H) .

Par conśequent, la r̀egle de d́erivation des fonctions composées montre que :

∂∆

∂t
(t, s) = tr

(
(comR(t, s))t∂R

∂t
(t, s)

)
.

D’où

∂∆

∂t
(t, s) = tr

(
(comR(t, s))tA(t)R(t, s)

)
= tr

(
(comR(t, s))tR(t, s)A(t)

)
= ∆(t, s) tr(A(t))

d’apr̀es la formule(comR)t R = (détR) I. 2

3 Formule de Duhamel

Ce paragraphe est consacré à un ŕesultat tr̀es facileà d́emontrer et ńeanmoins fondamental.
Il exprime le principe de superposition bien connu selon lequel :la solution ǵeńerale d’une
équationlinéaireavec terme source est donnée par la solution ǵeńerale de l’́equation homog̀ene
plus une solution particulière de l’́equation avec terme source.

Proposition III.4 (Formule de Duhamel) SoitA ∈ C(I;L(X)) etR la résolvante de l’́equation
différentiellehomog̀ene:

du

dt
= A(t)u

Soitb ∈ C(I;X) etφt0 le flot ent0 ∈ I de l’équation

du

dt
= A(t) u + b(t) .

Alors pour tout(t, v) ∈ I ×X,

φt0(t, v) = R(t, t0) · v +

∫ t

t0

R(t, s) · b(s) ds .

Dém.On vérifie par un calcul facile que l’application

t 7→
∫ t

t0

R(t, s) · b(s) ds

est solution de l’́equation avec le terme sourceb. Commet 7→ R(t, t0) · v est solution de
l’ équation homog̀ene, la somme des deux est, par linéarit́e, solution de l’́equation avec terme
source. De plus elle vautv à t = t0. Donc c’est l’unique solution cherchée. 2
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4 Équations linéaires autonomes

L’objectif ici est d’introduire certains outils utiles dans la suite du cours. On commence par
le cadre pluśelémentaire deśequations en dimension finie.

4.1 Dimension finie

On consid̀ere dans ce paragrapheA ∈ Mn(R) et l’équation diff́erentielle lińeaire homog̀ene
assocíee

(4)
du

dt
= Au .

On sait que les solutions sont définies surR tout entier. Que peut-on dire de leur comportement
à l’infini ? Cela d́epend̀a l’évidence des propriét́es de la matriceA, que l’on va pour l’occasion
identifierà un endomorphisme deCn. L’analyse de (4) est intimement liéeà l’algèbre lińeaire,
dont voici quelques rappels (pour information le vocabulaire anglophone, lorsqu’il n’est pas
intuitif, est donńe en note).

Définition III.3 Lesvaleurs propres1 deA sont les nombres complexesλ pour lesquels le noyau
de(A − λ I ) est non trivial. Siλ est une valeur propre deA, on dit que l’espaceKer (A − λ I )
est lesous-espace propre2 assocíe. Sik est le plus grand entier tel que

Ker (A − λ I )k−1 ⊂ Ker (A − λ I )k avecinclusion stricte,

l’espaceKer (A − λ I )k est appeĺesous-espace caractéristique3 deλ.
• La dimension du sous-espace propreKer (A − λ I ) est appeĺeemultiplicité ǵeoḿetrique

deλ.
• La dimension du sous-espace caractéristiqueKer (A − λ I )k est appeĺeemultiplicité

algébriquedeλ.
• Lorsque les multiplicit́es ǵeoḿetrique et alǵebrique cöıncident, la valeur propreλ est dite

semi-simple.
• Lorsque les multiplicit́es ǵeoḿetrique et alǵebrique cöıncident et valent1, la valeur

propreλ est ditesimple.

Théorème III.3
• Les valeurs propres deA sont les źeros dupolynôme caract́eristique:

P (λ) := dét (λ I − A ) .

La multiplicité alǵebrique d’une valeur propre estégaleà son ordre comme zéro du po-
lynôme caract́eristique. Les sous-espaces caractéristiques sont en somme directe et leur
somme estCn.

• (Cayley-Hamilton) Les valeurs propres deA sont aussi les źeros dupolynôme minimal,
défini comme le ǵeńerateur unitaire de l’id́eal des polyn̂omes annulateurs deA.

• Si toutes les valeurs propres sont semi-simples, les sous-espaces caractéristiques et les
sous-espaces propres sontégaux, et la matriceA est diagonalisable.

Pour la d́emonstration, se reporterà un ouvrage d’alg̀ebre lińeaire...

1« eigenvalues»
2« eigenspace»
3« generalized eigenspace»



24 CHAPITRE III. ÉQUATIONS LINÉAIRES

Attention ! Le vocabulaire se télescope un peu car on appelle aussirésolvantedeA la matrice
(A − λ I )−1 lorsqueλ n’est pas une valeur propre deA. Le terme est donc̀a manipuler avec
précaution.

Le comportement asymptotique des solutions de (4) est donné par le ŕesultat suivant, que
l’on donne surR+ et qui admet́evidemment un analogue surR− (changert en−t etA en−A).

Proposition III.5 L’application t 7→ etA est borńee surR+ si et seulement si les valeurs
propres deA sont toutes de partie réelle ńegative ou nulleetsi les valeurs propres imaginaires
pures sont semi-simples. Elle tend vers0 en+∞ si et seulement si les valeurs propres deA sont
toutes de partie ŕeelle strictement ńegative.

Dém. Soit {λ1, . . . , λp} l’ensemble des valeurs propres deA (avecp ≤ n et λi 6= λj

pour i 6= j). À chaque valeur propreλj on associe le sous-espace caractéristiqueEj, et Πj la
projection surEj parall̀element̀a⊕i6=j Ej. Par d́efinition deEj, il existe un entierkj tel que

(A − λj I)kj Πj = 0 ,

et d’apr̀es le th́eor̀eme III.3, on a

I =

p∑
j=1

Πj .

Par suite

et A =

p∑
j=1

et A Πj =

p∑
j=1

et λj et (A−λj I) Πj =

p∑
j=1

et λj

kj−1∑
k=0

tk

k !
(A − λj I)k Πj ,

ce qui tend bien vers0 en +∞ si lesλj sont toutes de partie réelle strictement ńegative. Par
ailleurs, si lesλj sont de partie ŕeelle ńegative ou nulle et si leskj valent tous1, alors et A est
borńee surR+. Les ŕeciproques sont faciles̀a vérifier :

- S’il existeλ de partie ŕeelle strictement positive tel queAv = λ v pour un vecteurv non
nul, alors

et A v = et λ v

est non borńe.
- Si λ ∈ iR est une valeur propre non semi-simple, il existe des vecteurs non nulsv etw

tels que
Av = λ v , Aw = λw + v .

On montre par ŕecurrence que

Amw = λmw + mλm−1 v

pour tout entier naturelm, et donc

et Aw = et λ (w + t v )

est de norme supérieure oúegaleà t ‖v‖ − ‖w‖ pourt ≥ 0, ce qui est́evidemment non borńe.
- Enfin, siλ ∈ iR est une valeur propre m̂eme simple,Av = λ v avecv non nul entrâıne

que
et A v = et λ v

est de norméegaleà‖v‖, ce qui ne tend pas vers0. 2
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Définition III.4 Une matrice n’ayant pas de valeur propre imaginaire pure est ditehyperbo-
lique.

Proposition III.6 SoitA ∈ Mn(R) une matrice hyperbolique. Alors les ensembles

Es = {w ∈ Rn ; lim
t→+∞

etAw = 0 } , Eu = {w ∈ Rn ; lim
t→−∞

etAw = 0 }

sont des sous-espaces vectoriels deRn stables parA, appeĺes respectivementsous-espace stable
et sous-espace instable, et il existe des projecteursΠu et Πs commutant avecA tels queΠu +
Πs = I satisfaisant les estimations suivantes. En notantσ(A) l’ensemble des valeurs propres
deA et

β = − max{Reλ < 0 ; λ ∈ σ(A) } et γ = min{Reλ > 0 ; λ ∈ σ(A) } ,

pour toutε > 0, il existe des constantesbε et cε telles que

‖etA Πs ‖ ≤ bε e− (β−ε) t ∀t ≥ 0 et ‖etA Πu ‖ ≤ cε e(γ−ε) t ∀t ≤ 0 .

Dém.Le fait queEs etEu soient des sous-espaces vectoriels deRn stables parA estévident
(rappelons que etA commute avecA). On va commencer par définir les projecteursΠu et Πs,
et on v́erifiera ensuite queEs = Im(Πs) etEu = Im(Πu). On reprend pour cela les mêmes
notations que dans la preuve de la proposition III.5. Soient

Πs :=
∑

j ; Reλj<0

Πj et Πu :=
∑

j ; Reλj>0

Πj .

Noter que ces projecteurs sont bienà valeurs dansRn : en effet, les valeurs propres non réelles
deA sont deux̀a deux conjugúees, etΠj′ = Πj si λj′ = λj doncΠj + Πj′ està valeurs dans
Rn.

Comme lesΠj, Πs etΠu sont bien des projecteurs commutant avecA. Et commeA n’a pas
de valeur propre imaginaire pure on a

Πu + Πs =

p∑
j=1

Πj = I .

De plus, on a l’expression explicite :

et A Πs =
∑

j ; Reλj<0

et λj

kj−1∑
k=0

tk

k !
(A − λj I)k Πs ,

d’où, pourt ≥ 0,

‖et A Πs ‖ ≤ p max
j≤p,k≤K

‖ (A − λj I)k ‖ ‖Πs ‖ e−β t

K∑
k=0

tk

k !

avecK = maxj kj − 1. Le dernier terme, polyn̂omial ent, étant majoŕe par une constante
fois eε t pourε > 0, on en d́eduit l’estimation de‖et A Πs‖. L’estimation de‖et A Πu‖ s’obtient
exactement de la m̂eme manìere. On d́eduit directement de ces estimations les inclusions

Im(Πs) ⊂ Es et Im(Πu) ⊂ Eu .
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Réciproquement, soit par exemplew ∈ Es. CommeΠu commute avecA, il commute aussi
avec et A, donc

‖Πuw ‖ = ‖et A Πu e−t Aw ‖ ≤ cε e(γ−ε) t ‖e−t Aw ‖
pour toutt ≤ 0. En prenantε < γ, le second membre tend vers0 lorsque tendt vers−∞ (pour
le dernier terme, on utilise simplement la définition deEs). DoncΠuw = 0, c’est-̀a-dire que
w = Πsw ∈ Im(Πs). Ainsi Es ⊂ Im(Πs). On montre de façon analogue queEu est inclus
dans Im(Πu). 2

4.2 Dimension infinie

Pour simplifier la pŕesentation, on suppose dans ce paragraphe queX est unC-espace de
Banach, et queA est un oṕerateur lińeaireetcontinu surX, ce que l’on noteA ∈ L(X).

On a vu au paragraphe préćedent des ŕesultats sur le comportement de etA lorsqueX est
de dimension finie, qui reposent pour une large part sur la réduction des matrices. Lorsque
X est de dimension infinie, tout devient plus délicat. Tout d’abord, lespectredeA n’est plus
exclusivement constitúe de valeurs propres.

Définition III.5 On appellespectredeA ∈ L(X) l’ensembleσ(A) des nombres complexesλ
tels que(A − λ IX ) /∈ Isom(X) (ensemble des isomorphismes deX). Lespectre ponctuelest
inclus dans le spectre : c’est l’ensemble desvaleurs propres, c’est-̀a-dire des nombresλ ∈ C
pour lesquels(A − λ IX ) est non injectif.

Remarques.
• L’ensemble des isomorphismesétant un ouvert, l’ensemble ŕesolvantdeA :

ρ(A) := C\σ(A)

est ouvert, par continuité de l’application

C → L(X)
λ 7→ (A − λ IX ) .

• Le spectre d’un oṕerateurA ∈ L(X) est borńe :

σ(A) ⊂ {λ ; |λ| ≤ 9A9} .

En effet, si|λ| > 9A9, (A − λ IX ) est inversible d’inverse

(A − λ IX )−1 = − 1

λ

+∞∑
m=0

1

λm
Am ,

cette śerieétant normalement convergente. Plus préciśement, on a (voir la preuve ci-après)

(5) σ(A) ⊂ {λ ; |λ| ≤ rA := lim 9Am91/m } et σ(A) ∩ {λ ; |λ| = rA } 6= ∅ .

• Ainsi, σ(A) est un compact non vide deC.

Attention ! SiA était un oṕerateur non borńe (c’est-̀a-dire lińeaire mais pas continu), on pour-
rait encore d́efinir son spectre mais il pourraitêtre vide ou non borńe.
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Démonstration de(5). C’est un peu subtil, car rien ne dita priori que la limite de9Am91/m

existe. Nous allons le prouver, en même temps que laformule du rayon spectral:

(6) lim
m→+∞

9Am91/m = sup{ |λ| ; λ ∈ σ(A)} .

(Si on savait queσ(A) est exclusivement constitué de valeurs propres, la preuve serait plus
facile.) On sait d́ejà queσ(A) est un compact, inclus dans le disque de centre0 et de rayon
9A9. Le critère de Cauchy sur la convergence des séries montre que

{λ ; |λ| > lim sup 9Am91/m } ⊂ ρ(A) ,

d’où
σ(A) ⊂ {λ ; |λ| ≤ lim sup 9Am91/m } .

En fait, on a mieux presque sans effort. En effet, siλ ∈ σ(A) alorsλm ∈ σ(Am). Ceci ŕesulte
simplement de la formule

(Am − λm IX ) = (A − λ IX )
m∑

k=0

λk Am−1−k .

On en d́eduit

|λ| ≤ 9Am 91/m pour toutλ ∈ σ(A) et pour toutm ∈ N ,

d’où
σ(A) ⊂ {λ ; |λ| ≤ lim inf

m→+∞
9Am91/m } .

On aura effectivement démontŕe (6), si l’on v́erifie que :
- premìerement le spectreσ(A) est non vide, ce qui permet de définir

sA := sup{ |λ| ; λ ∈ σ(A)} ,

- deuxìemement,lim sup
m→+∞

9Am91/m ≤ σ pour tout σ > sA .

Car alors on aura la suite d’inégalit́es

sA ≤ lim inf
m→+∞

9Am91/m ≤ lim sup
m→+∞

9Am91/m ≤ sA ,

d’où sA = lim infm→+∞ 9Am91/m = lim supm→+∞ 9Am91/m. Ceci impliqueévidemment
(5) (pour la seconde partie de (5), on dit simplement que le sup de la fonction continueλ 7→ |λ|
est ńecessairement atteint sur le compact non videσ(A) ; autrement dit : il existeλ ∈ σ(A) sur
le cercle de centre0 et de rayonsA = rA !)

La démonstration des deux propriét́esénonćees ci-dessus utilise le

Lemme III.2 L’application

RA : ρ(A) → L(X)
λ 7→ (A − λ IX )−1

estholomorphe(c’est-̀a-dire d́erivable comme fonction de variable complexe).
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Dém. On sait d́ejà que cette application est continue, comme composée des applications
continuesλ ∈ C 7→ A − λ IX etu ∈ Isom(X) 7→ u−1. De plus, pourλ etλ0 dans l’ensemble
résolvantρ(A),

(7) (A − λ IX )−1 − (A − λ0 IX )−1 = (λ − λ0) (A − λ IX )−1 (A − λ0 IX )−1 .

Ceci ŕesulte du calcul facile suivant :

(λ − λ0) (A − λ IX )−1 (A − λ0 IX )−1 =

(A − λ IX )−1 (A − λ0 IX) (A − λ0 IX )−1 − (A − λ IX )−1 (A − λ IX) (A − λ0 IX )−1 .

On d́eduit de la formule (7) que

d

dλ
(A − λ IX )−1 = (A − λ IX )−2 .

2

Comme RA està valeurs dans l’alg̀ebre de BanachL(X), il faut prendre quelques précautions
si l’on veut appliquer la th́eorie classique des fonctions de variable complexe. L’astuce consiste
à consid́erer les applications

f : ρ(A) → C
λ 7→ ϕ

(
(A − λ IX )−1

)
,

avecϕ ∈ L(X)′. Le th́eor̀eme de Hahn-Banach montre qu’il existe au moins unϕ ∈ L(X)′

pour lequelf n’est pas identiquement nul. De plus,f est holomorphe (par composition), et elle
admet le d́eveloppement

f(λ) = −λ−1

+∞∑
m=0

λ−m ϕ(Am)

pour|λ| ≥ 9A9. En particulier, on alim|λ|→+∞ |f(λ)| = 0. Le th́eor̀eme de Liouville montre
donc queρ(A) ne peut paŝetreégalàC tout entier. Autrement dit,σ(A) est non vide. Soit donc
sA = sup{ |λ| ; λ ∈ σ(A)} comme annonće. L’extérieur du disque centré en0 et rayonsA est
donc inclus dansρ(A), et f est une fonction holomorphe de1/λ pour |λ| > sA. Par suite, le
développement en série entìere

f(1/z) = − z
+∞∑
m=0

zm ϕ(Am)

est convergent dans le disque de rayon1/sA. En particulier, on doit donc avoir

sup
m
|λ−m ϕ(Am)| < ∞ pour |λ| > sA .

Grâce au ŕesultat d’analyse fonctionnelle donné dans le th́eor̀eme III.4 ci-apr̀es (appliqúe à
l’espaceB = L(X) et à la familleBm = λ−m Am), on en d́eduit qu’il existe des nombres
réels positifsC(λ) tels que

sup
m
|λ|−m 9 Am9 ≤ C(λ) pour |λ| > sA ,

d’où
lim sup

m
9Am91/m ≤ |λ| pour |λ| > sA .

Ceci ach̀eve la d́emonstration de (5). 2
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Théorème III.4 Si (Bm) est une famille d’́eléments d’unC-espace de BanachB tel que pour
toutϕ ∈ B′,

sup
m
|ϕ(Bm)| < ∞

alors
sup
m
‖Bm‖ < ∞ .

Dém. Cela revient simplement̀a combiner le th́eor̀eme de Hahn-Banach avec le théor̀eme
de Banach-Steihaus : le premier montre en effet que

‖Bm‖B = ‖bm‖L(B′;C) où 〈bm , ϕ〉 := ϕ(Bm) ∀ϕ ∈ B′ ,

et le second dit que

sup
m
|〈bm , ϕ〉| < ∞ ∀ϕ ∈ B′ ⇒ sup

m
‖bm‖L(B′;C) < ∞ .

2

Grâceà l’astuce mentionńee plus haut (utiliser des formes linéaires continuesϕ pour revenir
dansC), on peut faire passer les résultats classiques de la théorie des fonctions de variable
complexe aux fonctions̀a valeurs dans une algèbre de Banach. En particulier, on a le

Théorème III.5 Soit Ω un ouvert connexe non vide deC et B une alg̀ebre de Banach. Si
f : Ω → B est holomorphe elle est analytique, c’est-à-dire d́eveloppable en série entìere
(et réciproquement). De plus, siΓ etΓ′ sont des lacetshomotopesdansΩ, alors∫

Γ

f(z) dz =

∫
Γ′
f(z) dz .

Remarque. Dans le cas de l’alg̀ebreB = L(X) et de la fonction RA, la premìere partie de
l’ énonće est facilèa vérifier. On peut m̂eme pŕeciser l’observation faite au lemme III.2 en

Proposition III.7 L’application RA estanalytique. De plus,RA n’admet pas de prolongement
analytique en dehors deρ(A).

Dém.Pourλ, λ0 ∈ ρ(A), la formule (7) s’́ecrit aussi

RA(λ0) = ( IX − (λ− λ0) RA(λ0) ) RA(λ) .

Par suite, on a

RA(λ) =
+∞∑
n=0

(λ − λ0)
n

(
RA(λ0)

)n+1
,

cette śerieétant convergente pour|λ − λ0| < 1/9RA(λ0)9 . Ceci montre que RA est analytique
dansρ(A). « Inversement» si la śerie ci-dessus converge, alors sa somme est

SA(λ) :=
+∞∑
n=0

(λ − λ0)
n

(
RA(λ0)

)n+1
= ( IX − (λ− λ0) RA(λ0) )−1 RA(λ0) .

Or
RA(λ0) (A − λ IX ) = IX − (λ− λ0) RA(λ0) .
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Donc SA(λ) (A − λ IX ) = IX . On montre de la m̂eme façon que(A − λ IX ) SA(λ) =
IX . D’où λ ∈ ρ(A) et RA(λ) = SA(λ). Par conśequent, RA n’admet pas de prolongement
analytique en dehors deρ(A).

Pour s’en convaincre, on fait un raisonnement classique mais un peu acrobatique. Supposons
qu’une fonction analytiquef prolonge RA au voisinage d’un pointλ du bord deρ(A). Par
définition,λ n’appartient pas̀a l’ouvertρ(A). Soitr le rayon de convergence du développement
en śerie entìere def au pointλ. Il existe un pointλ0 ∈ ρ(A) ∩ {λ ; |λ − λ| < r/2 }, et le
développement en série entìere def au pointλ0 a un rayon au moinśegalà r − |λ0 − λ| >
|λ0−λ|. En particulier,λ est dans le disque de convergence. Or,f cöıncide avec RA au voisinage
deλ0 et son d́eveloppement en série entìere est donc

f(λ) =
+∞∑
n=0

(λ − λ0)
n

(
RA(λ0)

)n+1
.

D’après ce qui pŕec̀ede, tous les points du disque de convergence devraientêtre dansρ(A), mais
ce n’est pas le cas deλ. 2

Nous sommes maintenant armés pour aborder l’extension de la proposition III.6 en dimen-
sion infinie. Comme en dimension finie, on dit d’un opérateur qu’il est hyperbolique s’il n’a pas
de spectre imaginaire pur.

Théorème III.6 SiA est un oṕerateur hyperbolique, il existe des projecteurs continusΠs etΠu

comme dans la proposition III.6.

Dém. On proc̀ede en deux́etapes :1) on construit les projecteursΠs et Πu de sorte que
AΠs ait son spectre de partie réelle ńegative etAΠu ait son spectre de partie réelle positive ;2)
on d́emontre l’estimation de etA lorsqueA a son spectre de partie réelle ńegative ; l’estimation
« symétrique» s’en d́eduit par le changement de variablest 7→ −t.

1) Le spectre deA étant un compact disjoint de l’axe imaginaire pur, il existe des courbes
fermées simplesΓ± incluses dans les demi-plans de droite/gauche et qui entourent les en-
sembles

Σ± := σ(A) ∩ {λ ; Reλ ≷ 0}

(par exemple, on peut prendre le bord de demi-disques de rayon9A 9 +ε). Soient alors

Πs =
1

2 iπ

∫
Γ−

( z IX − A )−1 dz , Πu =
1

2 iπ

∫
Γ+

( z IX − A )−1 dz .

Prenons par exemple le cas deΠs, et pour alĺeger les notations on omet l’exposants ainsi que
l’indice − àΓ.

On commence par vérifier queΠ est un projecteur. Pour cela, on remarque que d’après le
théor̀eme III.5Π est invariant par un petit déplacement deΓ (puisque l’ensemble résolvant est
ouvert). SoitΓ′ un chemin ferḿe simple entourantΓ et ne rencontrant pas l’axe imaginaire.
Alors

Π ◦ Π =
1

(2 iπ)2

∫
Γ

∫
Γ′

( z IX − A )−1 ( z′ IX − A )−1 dz dz′

=
1

(2 iπ)2

∫
Γ

∫
Γ′

(z′ − z)−1 ( z IX − A )−1 − (z′ − z)−1 ( z′ IX − A )−1 dz dz′
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d’apr̀es la formule (7). Or, puisqueΓ′ est ext́erieurà Γ, l’indice des points deΓ′ par rapport̀a
Γ est nul, tandis que l’indice des points deΓ par rapport̀aΓ′ vaut1. Donc il reste seulement le
premier terme, qui est́egalàΠ.

Pour v́erifier queΠ commute avecA, on utilise le fait que les résolvantes commutent entre
elles (d’apr̀es la formule (7)). Ceci implique, pour toutλ ∈ C\σ(A) (ensemble non vide !),

(A − λ IX )−1 Π = Π (A − λ IX )−1 ,

d’où
Π (A − λ IX ) = (A − λ IX ) Π et donc ΠA = AΠ .

Consid́erons alorsA− la restriction deA au sous-espaceX− := Im(Π) (stable parA) et
A+ la restriction deA au sous-espaceX+ := Im(IX − Π) (également stable parA). On a
A± ∈ L(X±) et les ensembles résolvants de ces endomorphismes contiennent celui deA, car
pour toutλ /∈ σ(A), on a simplement

(A± − λ IX± )−1 = (A − λ IX )−1|X± .

En fait, on va montrer que leurs spectres sont exactement

σ(A±) = Σ± .

Pour cela, on commence par observer que pour toutλ /∈ σ(A) qui n’est pas surΓ,

(A − λ IX )−1 Π = − 1

2 iπ

∫
Γ

(A − λ IX )−1 (A − z IX )−1 dz

=
1

2 iπ
(A − λ IX )−1

∫
Γ

dz

z − λ
− 1

2 iπ

∫
Γ

(A − z IX )−1 dz

z − λ

d’apr̀es la formule (7).
- Pourλ à l’extérieur deΓ, le premier terme est nul, et il reste donc :

(A − λ IX )−1 Π =
1

2 iπ

∫
Γ

(A − z IX )−1 dz

λ − z
.

Le membre de droite est analytique enλ, quel que soitλ à l’extérieur deΓ, et fournit donc un
prolongement analytique de(A − λ IX )−1 Π à tout l’ext́erieur deΓ. Ceci montre queσ(A−)
està l’intérieur deΓ, et doncσ(A−) ⊂ Σ−.

- Pourλ à l’intérieur deΓ, on a

(A − λ IX )−1 Π = (A − λ IX )−1 +
1

2 iπ

∫
Γ

(A − z IX )−1 dz

λ − z

et donc(A − λ IX )−1 (IX − Π) se prolonge analytiquementà tout l’intérieur deΓ. Ceci montre
queσ(A+) està l’extérieur deΓ, et doncσ(A+) ⊂ Σ+.
Enfin,σ(A) ∩ ρ(A−) ∩ ρ(A+) = ∅ car pour toutλ ∈ ρ(A−) ∩ ρ(A+), on a(

RA−(λ) Π + RA+(λ) (IX − Π)
)

(A − λ IX )

= (A − λ IX )
(
RA−(λ) Π + RA+(λ) (IX − Π)

)
= IX

et doncλ ∈ ρ(A). Par suite,Σ± ⊂ σ(A±).
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2) Il s’agit maintenant d’obtenir une estimation de etAΠ = etAΠ. Pour simplifier, on note
A à la place deAΠ, ce qui revient̀a supposer que le spectre deA est tout entier̀a l’intérieur
d’une courbe ferḿee simpleΓ, elle-m̂eme incluse dans un demi-plan{λ ; Reλ ≤ γ } avec
γ ∈]− β, 0[. On veut montrer qu’il existeb > 0 tel que pour toutt ≥ 0,

9etA9 ≤ b eγt .

Là encore, il faut faire preuve d’imagination car la démonstration faite en dimension finie ne
s’adapte pas. L’id́ee repose sur latransformation de Laplace, qui sugg̀ere qu’au moinsformel-
lemement

etA =
1

2iπ

∫
Rez = γ

ezt ( z IX − A )−1 dz .

(Noter que par construction la droite verticale{z ; Rez = γ} est incluse dans l’ensemble
résolvantρ(A).) Toutefois, rien n’assure que cette intégrale soit convergente ! En effet, l’ex-
ponentielle est oscillante mais pas décroissantèa l’infini, et ( z IX − A )−1 = −RA(z) se
comportea priori en 1/z à l’infini. En revanche, si l’on modifie convenablement le chemin
d’intégration on peut rendre l’intégrale absolument convergente : en l’occurrence (puisque le
spectre deA est borńe) on va voir qu’on peut tout simplement remplacer la droite{ z ; Rez =
γ } par la courbe ferḿeeΓ (ce qui supprime tout problème de convergence) !

Soit en effet

S(t) :=
1

2iπ

∫
Γ

ezt ( z IX − A )−1 dz .

Comme Rez ≤ γ le long deΓ, il existeévidemmentC > 0 tel que pour toutt ≥ 0,

9S(t)9 ≤ C eγ t .

D’après l’étape1) on sait queS(0) = IX . De plus, par d́erivation sous le signe
∫

, on a

S ′(t) =
1

2iπ

∫
Γ

z ezt ( z IX − A )−1 dz

=
1

2iπ

∫
C

ezt ( z IX − A + A ) ( z IX − A )−1 dz = AS(t)

puisque ∫
Γ

ezt dz = 0

(la fonctionz 7→ ezt n’ayantévidemment pas de singularité à l’intérieur deΓ). Autrement dit,
S est solution du du problème de Cauchy :

dS

dt
= AS , S(0) = IX .

C’est donc queS(t) = etA. La formule ainsi obtenue :

etA =
1

2iπ

∫
Γ

ezt ( z IX − A )−1 dz

est appeĺeeintégrale de Dunford-Taylor. 2
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5 Équations différentielles linéairesà coefficients ṕeriodiques

SoitX un espace de Banach (surR ou C) etA ∈ C(R;X) périodique de ṕeriodeT . On
consid̀ere l’équation diff́erentielle lińeaire

du

dt
= A(t)u ,

etR : R× R → Isom(X) sa ŕesolvante :

∂R

∂t
(t, s) = A(t) ◦R(t, s) et R(s, s) = IX .

Définition III.6 Quel que soits ∈ R, on appelle l’oṕerateur

C(s) := R(s+ T, s)

opérateur de monodromie(au points).

Proposition III.8 Les oṕerateurs de monodromie sont tousconjugúes. Pour qu’il existe une
solutionT -périodique non-triviale de l’́equation diff́erentielle, il faut et il suffit que1 soit valeur
propre de ces oṕerateurs.

Dém.On commence par observer que

R(t+ T, s+ T ) = R(t, s)

pour tout(t, s) ∈ R × R. (Les deux membres, vus comme fonctions det, sont solutions du
même probl̀eme de Cauchy.) Grâceà la formule de la proposition III.1, on a donc, quels que
soientt ets :

C(t)R(t, s) = R(t+ T, s) = R(t+ T, s+ T )C(s) = R(t, s)C(s) .

Par ailleurs, l’existence d’une solution périodiqueu 6≡ 0 équivautà l’existence deu0 6= 0 tel
queR(T, 0)u0 = u0. 2

Le résultat suivant montre que, en dimension finie, leséquations diff́erentielles lińeairesà
coefficients ṕeriodiques sont en quelque sorte conjuguéesà deséquations diff́erentielles auto-
nomes.

Théorème III.7 (Floquet-Lyapunov) Si X est unC-espace vectoriel dedimension finieet
A ∈ C(R;L(X)) estT -périodique, il existe une applicationT -périodiqueQ : R → Isom(X)
etB ∈ L(X) telle queu est solution de

du

dt
= A(t)u

si et seulement sit 7→ v(t) := Q(t) u(t) est solution de

dv

dt
= B v .
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Dém.La dimension finie permet d’appliquer le lemme III.3i) ci-apr̀es : il existe doncB ∈
L(X) tel que

eTB = C(0) = R(T, 0) .

Soit alorsQ définie par
Q(t) = etB R(0, t) .

On a bienQ(t) ∈ Isom(X), et d’une part

Q(t)R(t, s)u(s) = etB R(0, s)u(s)

est bien solution de l’équation associéeàB et d’autre part,

Q(t+ T ) = etB R(T, 0) R(0, t+ T ) = etB R(T, t+ T ) = etB R(0, t) = Q(t) .

2

Remarque. Dans le cadre de ce théor̀eme, on a inversementu(t) = P (t) v(t), avec

P (t) = Q(t)−1 = R(t, 0) e−tB .

La version ŕeelle du th́eor̀eme est le

Théorème III.8 (Floquet-Lyapunov) Si X est unR-espace vectoriel dedimension finieet
A ∈ C(R;L(X)) estT -périodique, il existe une application2T -périodiqueQ : R → Isom(X)
etB ∈ L(X) telle queu est solution de

du

dt
= A(t)u

si et seulement sit 7→ v(t) := Q(t) u(t) est solution de

dv

dt
= B v .

Dém.D’après le lemme III.3ii) , il existeB ∈ L(X) tel que

e2TB = C(0)2 = R(T, 0)2 .

On d́efinit à nouveauQ par
Q(t) = etB R(0, t) .

Elle est2T -périodique car

Q(t+ 2T ) = etB R(T, 0)2 R(0, t+ 2T ) = etB R(T, 0)R(T, t+ 2T )

= etB R(T, t+ T ) = etB R(0, t) = Q(t) .

2

Lemme III.3 (Inversion de l’exponentielle)

i). Pour toutC ∈ GLn(C), il existeB ∈ Mn(C) tel queeB = C.

ii). Pour toutC ∈ GLn(R), il existeB ∈ Mn(R) tel queeB = C2.
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Dém. i) Par ŕeduction aux sous-espaces caractéristiques, on peut supposer queC = λ In +
N , oùN est nilpotent d’ordrek ≤ n− 1. CommeC est inversible,λ est non nul : il existe donc
β ∈ C tel queλ = eβ, et l’on peutécrire

C = eβ ( In + λ−1N ) .

Tout revient donc̀a trouverB̃ tel que

e
eB = In + Ñ , Ñ := λ−1N .

(Noter queÑ est nilpotent commeN .) Car alors il suffira de poserB = β In + B̃. Désormais
on omet les tildes (ce qui revientà supposerλ = 1). Par analogie avec le développement en
série entìere deln(1 + t) au pointt = 0, un candidat est

B =
+∞∑
m=1

(−1)m+1

m
Nm =

k∑
m=1

(−1)m+1

m
Nm .

La vérification de l’́egalit́e eB = In + N n’est toutefois pas imḿediate. Pour cela on va
utiliser quelques propriét́es de l’exponentielle et notamment le fait que l’exponentielle est un
diff éomorphisme local en0n : il existe une bouleV0 centŕee en0n et une bouleV1 centŕee en In
telles que pour toutC1 ∈ V1 il existe un uniqueM ∈ V0 tel queC1 = eM . (Ceci ŕesout pour le
moment notre problème seulement lorsque la matriceN est« petite»)̇ On va de plus montrer
que l’exponentielle ŕealise un hoḿeomorphisme de l’ensemble des matrices nilpotentes d’ordre
k, que l’on noteNk, sur l’ensemble In + Nk. La bijection ŕeciproque sera bien sûr celle qu’on
attend,̀a savoir :

Lk : C 7→
k∑

m=1

(−1)m−1

m
(C − In)m .

Montrons tout d’abord que le difféomorphisme qui est la réciproque locale de l’exponen-
tielle est

L : C 7→
+∞∑
m=1

(−1)m+1

m
(C − In)m .

On aL(e0n) = L(In) = 0n. De plus, pour toutB ∈ V0 et pour toutt ∈ [0, 1] :

d

dt
L(etB) =

k∑
m=1

(−1)m−1 (etB − In)m−1 etB B =
+∞∑
m=0

(In − etB)m etB B = B .

DoncL(eB) = B. On en d́eduit que pour toutM ∈ V1, eL(M) = M . Cette formule se traduit
en particulier, pourM ∈ V1 ∩ (In + Nk), par

eLk(M) = M .

SoitN ∈ Nk. Regardons l’application

t 7→ eLk(In + t N) − In − tN .

Elle estpolyn̂omiale(car l’applicationt 7→ Lk(In + tN) est polyn̂omiale età valeurs dans
Nk, donc il ne reste qu’un nombre fini de termes lorsqu’on compose par l’exponentielle), et
nulle au voisinage de0. Elle est donc identiquement nulle. En particulier,

eLk(In + N) = In + N .

ii) Voir par exemple [6]. 2



36 CHAPITRE III. ÉQUATIONS LINÉAIRES

Théorème III.9 (« spectral mapping theorem») SoitK = R ouC. SiC ∈ GLn(K) s’écrit
C = eB, alors les valeurs propres deC cöıncident avec les exponentielles des valeurs propres
deB, avec les m̂emes multiplicit́es.

Définition III.7 Les valeurs propres des opérateurs de monodromie sont appeléemultiplica-
teurs caract́eristiques. Les nombresµ tels queeµT est un multiplicateur caractéristique sont
appeĺesexposants de Floquet.

Grâce aux th́eor̀emes III.7 et III.9, la proposition III.5 implique le

Théorème III.10 Les solutions de
du

dt
= A(t)u

sont borńees surR+ si et seulement si les multiplicateurs caractéristiques sont tous de module
inférieur ouégal à 1 et ceux de modules1 sont semi-simples. Toutes les solutions tendent vers
0 en+∞ si et seulement si les multiplicateurs caractéristiques sont tous de module strictement
inférieur à 1.

Consid́erons maintenant l’équation avec terme source :

du

dt
= A(t)u + b(t) ,

avecb périodique de m̂eme ṕeriode queA.

Proposition III.9 Si 1 n’est pas dans le spectre des opérateurs de monodromie de l’équation
homog̀ene, l’́equation avec terme source admet au moins une solution périodique.

Remarque. Lorsqueb ≡ 0 la solution ṕeriodique en question est identiquement nulle !
Dém. SoitR la résolvante de l’́equation homog̀ene. D’apr̀es la formule de Duhamel, toute

solution de l’́equation avec terme source vérifie

u(T ) = R(T, 0)u(0) +

∫ T

0

R(T, s) b(s) ds .

Si l’opérateur IX −R(T, 0) est inversible, il existe un uniqueu0 ∈ X tel que

(IX −R(T, 0))u0 =

∫ T

0

R(T, s) b(s) ds .

La solution du probl̀eme de Cauchy de donnée initialeu0 ent = 0 vérifie doncu(T ) = u(0).
Ceci suffità prouver qu’elle estT -périodique, car sa translatéet 7→ u(t + T ) est solution du
même probl̀eme de Cauchy (on utilise ici le fait que le terme source ait la même ṕeriodicit́e que
A). 2

Théorème III.11 SupposonsX de dimension finie. Pour que l’équation

du

dt
= A(t)u + b(t)

avecA et b périodiques de m̂eme ṕeriode, admette une solution périodique, il suffit qu’elle
admette une solution bornée surR+.
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Dém.SoitP l’application affine d́efinie par

P (v) = R(T, 0)
(
v +

∫ T

0

R(0, s) b(s) ds
)
,

oùR est la ŕesolvante de l’́equation homog̀ene. Toute solutionu de l’équation avec terme source
vérifie d’apr̀es la formule de Duhamel (itéŕee), pour toutn ∈ N, u(nT ) = P n(u0) où u0 =
u(0). Donc s’il existe une solution bornée, c’est qu’il existeu0 ∈ X tel que la suiteP n(u0) soit
borńee.

On va raisonner par l’absurde et montrer que la non-existence de solutions périodiques
emp̂echeP n(u0) d’être borńee. S’il n’y a pas de solution périodique c’est que l’oṕerateurP n’a
pas de point fixe. Autrement dit, le vecteury := R(T, 0)

∫ T

0
R(0, s) b(s) ds n’appartient pas̀a

E := Im (IX − R(T, 0)), qui est ferḿe puisqu’on a supposé l’espace de dimension finie. Donc
il existeϕ ∈ E⊥ tel queϕ(y) 6= 0 (sinon on auraity ∈ (E⊥)⊥ = E = E). Par construction,
ceci implique

ϕ(v − R(T, 0)v) = 0 pour tout v ∈ X ,

c’est-̀a-direϕ(v) = ϕ(R(T, 0)v) et doncϕ(v) = ϕ(R(T, 0)nv) pour tout entiern. Or une
récurrence facile montre que

P n(v) = R(T, 0)nv +
n−1∑
k=0

R(T, 0)ky .

On en d́eduit
ϕ(P n(v)) = ϕ(v) + nϕ(y) ,

ce qui n’est pas borńe puisqueϕ(y) 6= 0. 2

Remarque. En dimension infinie, la m̂eme d́emonstration fonctionne,à condition desupposer

Im (IX − R(T, 0)) = Im (IX − R(T, 0)) .
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Chapitre IV

Équations autonomes

On revient maintenant̀a deséquations non-lińeaires, supposées autonomes c’est-à-dire de
la forme

(1)
du

dt
= f(u) ,

où f est une fontion de classeC1 sur un ouvertU d’un espace de BanachX dansX. On dit
qu’une telle fonctionf est unchamp de vecteurs. L’ étude de l’́equation diff́erentielle (1) revient
à l’étude des champs de vecteurs.

1 Champs de vecteurs

Définition IV.1 On appelleintégrale premìered’un champ de vecteurf sur U une fonction
E ∈ C1(U,R) telle que

dE(u) · f(u) = 0 quel que soitu ∈ U .

On dit aussi queE est une int́egrale premìere de l’́equation diff́erentielle(1).

Par d́efinition, quel que soitu ∈ C1(J ;U) solution de (1), siE est une int́egrale premìere de
(1) alorsE ◦ u est ind́ependant det.

Exemple. Le champ de vecteurs associé à la loi de Newton en ḿecanique est de la forme
f : (x, v) ∈ Rn × Rn 7→ (v, F (x)). LorsqueF « dérive d’un potentielV » c’est-̀a-dire
F = −gradV , alors l’énergie totale

E(x, v) =
1

2
‖v‖2 + V (x)

est une int́egrale premìere.
La connaissance d’intégrales premières est cruciale pour espérer ŕesoudre explicitement

l’ équation diff́erentielle ; et elle est toujours utile pour montrer des propriét́es qualitatives de
cetteéquation.

Définition IV.2 Un champ de vecteursf est ditcompletsi et seulement toutes les solutions
maximales de(1) sont globales, c’est-à-dire d́efinies surR tout entier.

39
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Attention ! La ŕegularit́e d’un champ de vecteurs n’a rienà voir avec le fait qu’il soit complet
ou non, comme le montre l’exemple très simple de l’́equation de Riccati, òuX = R, f(u) =
u2 (doncf est analytique !) et les solutions non triviales« explosent» en temps fini.

Pour d́emontrer qu’un champ de vecteurs est complet, on peut faire appel au

Théorème IV.1 Supposons que pour tout intervalleouvertbornéJ , toute solutionu ∈ C1(J ;U)
de

du

dt
= f(u)

soit à valeurs dans un compactKJ deU . Alors le champf est complet.

Dém. C’est une conśequence du th́eor̀eme des bouts (théor̀eme II.2), un peu subtile car le
compactKJ peuta priori dépendre dangereusement du diamètre deJ . En fait, on va appliquer
le théor̀eme des bouts̀a un syst̀eme (́equivalent)augment́e.

Soitu ∈ C(J ;U) une solution maximale de

du

dt
= f(u) .

Alors l’applications ∈ J 7→ (u, t) = (u(s), s) est une solution maximale du système aug-
ment́e : 

du

ds
= f(u) ,

dt

ds
= 1 .

Supposons queβ = sup J et α = inf J soient finis. ChoisissonsT > max(β,−α).
D’après le th́eor̀eme II.2, la solution maximale(u, t) du syst̀eme augmenté doit sortir du com-
pactKJ × [−T, T ]. Commeu reste dansKJ , c’est quet sort de l’intervalle[−T, T ] et donc de
J ; ce qui est absurde puisquet = s ∈ J .

Donc l’une au moins des bornes deJ est infinie. Et en fait les deux le sont. On s’en convainc
aiśement en reprenant la démonstration du th́eor̀eme des bouts : si on avait par exempleJ =
] − ∞, β[ avecβ < +∞, alors, pour toutγ < β et T > max(β,− γ), la solution(u, t) ∈
C1(]γ, β[) du syst̀eme augmenté devrait sortir du compactK]γ,β[ × [−T, T ] lorsques ↗ β, ce
qui est impossible. 2

En dimension finie, v́erifier les hypoth̀eses de ce th́eor̀eme revient simplementà trouver des
estimations a priori, c’est-̀a-dire une majoration des solutions sur les intervalles bornés.

Exemple. Le champ de vecteurs de la mécaniquef : (x, v) ∈ Rn × Rn 7→ (v,−gradV (x))
est complet pourvu queV soit une fonction positive.
En effet, rappelons que

E(x, v) =
1

2
‖v‖2 + V (x)

est une int́egrale premìere. SiV est positive, sit 7→ (x(t), v(t)) est une solution de l’équation
diff érentielle associéeàf , alorsv(t) = x′(t), d’où x(t) = x(0) +

∫ t

0
v(s) ds, et

1

2
‖v(s)‖2 ≤ E(x(s), v(s)) = E(x(0), v(0)) ,
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et donc

‖x(t)‖ ≤ ‖x(0)‖ + T
√

2E(x(0), v(0))

pour t ∈] − T, T [. Ainsi la restriction de(x, v) à tout intervalle borńe està valeurs dans un
ensemble ferḿe borńe deR2n. Donc on peut appliquer le théor̀eme IV.1.

Définition IV.3 Les trajectoires des solutions maximales de(1), c’est-̀a-dire les courbes dans
X de la forme{u(t) ; t ∈ J} où u ∈ C1(J ;U) est une solution maximale de(1), sont appeĺees
courbes int́egralesdu champ de vecteursf .

Remarque. D’après l’unicit́e dans le th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz, les courbes intégrales
d’un champ de vecteurs sont deuxà deux disjointes !

2 Flot

Les flots locauxφt0 et φt1 d’une équation diff́erentielle autonome (1) se déduisent l’un de
l’autre par translation. En effet, les applicationst 7→ φt0(t, v) et t 7→ φt1(t+ t1− t0, v) sont par
définition deux solutions de (1) et elles prennent la même valeurv en t = t0, donc elles sont
égales.

C’est pourquoi on fixet0 = 0 une fois pour toutes. On notera désormaisφt(v) = φ0(t, v).

2.1 Orbites

Si le champ de vecteursf est complet, le flot est global, c’est-à-dire que pour toutv ∈ U ,
l’applicationt 7→ φt(v) est d́efinie surR tout entier. De plus, l’ensemble

{φt ∈ C1(U ;U) ; t ∈ R }

muni de la loi de composition◦ est ungroupe commutatif. En effet, il contient IU = φ0 et en
utilisantà nouveau l’unicit́e du th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz on montre que

φs ◦ φt = φt ◦ φs = φt+s

quels que soients et t. Cette structure alǵebrique justifie la d́efinition suivante.

Définition IV.4 Pour toutv ∈ U on appelleorbitedev (pour l’équation diff́erentielle(1)) la
courbe int́egrale def passant parv, c’est-̀a-dire l’ensemble

{φt(v) ; t ∈ J}

où est l’intervalle maximal d’existence deφ au pointv.

Bien ŝur, les orbites sont deux̀a deux disjointes.
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Remarque. Si l’on dispose d’une int́egrale premìereE, toute orbite est́evidemment incluse
dans un ensemble de niveau deE.

Proposition IV.1 L’orbite d’un pointv est ŕeduite au singleton{v} si seulement sif(v) = 0.
Si ce n’est pas le cas et s’il existet0 6= s0 tel queφt0(v) = φs0(v) alors t 7→ φt(v) est une
solution globalepériodiqueet l’orbite dev est une courbe ferḿee simple.

Dém.Supposons queφt(v) soit d́efini pourt ∈ [0, T [ avec0 ≤ s0 < t0 < T < +∞. Soitm
le plus grand entier tel que

m (t0 − s0) < T .

L’application
t 7→ φt+t0−s0(v)

est solution de l’́equation diff́erentielle et vaut

φt0(v) = φs0(v)

ent = s0. En utilisant une fois de plus l’unicité des solutions, on en déduit

φt+t0−s0(v) = φt(v) pour toutt ∈ [0, T − (t0 − s0)[ .

En particulier,
φm(t0−s0)(v) = φ0(v) = v .

Par conśequent, l’applicationu définie par

u(t) = φt−m(t0−s0)(v) pourt ∈ [m(t0 − s0) , (m+ 1)(t0 − s0) ]

est solution du problème de Cauchy :
u′(t) = f(u(t)) ,

u(m(t0 − s0)) = v

et prolonget 7→ φt(v) au del̀a deT . C’est donc queφt peutêtre prolonǵeeà toutR. Et elle est
périodique de ṕeriode(t0 − s0).

L’ensemble{t > 0 ; φt(v) = v} contient en particuliert0 − s0. On peut donc d́efinir

T := inf{t > 0 ; φt(v) = v} .

Siv n’est pas un point fixe,T est strictement positif. En effet, il existeϕ ∈ X ′ tel queϕ(f(v)) 6=
0. Supposons par exempleϕ(f(v)) > 0. Par continuit́e det 7→ ϕ(f(φt(v))) on a donc, dans un
intervalle[0, η] avecη > 0 assez petit,ϕ(f(φt(v))) ≥ ε > 0. Par suite,

ϕ(φt(v)− v) =

∫ t

0

ϕ(f(φs(v))) ds ≥ t ε

pour t ∈ [0, η]. Doncφt(v) − v ne peut s’annuler dans[0, η] en dehors det = 0. Ceci montre
queT est strictement positif. De plusT est atteint par continuité det 7→ φt(v).

Avec cette d́efinition deT , l’applicationt 7→ φt(v) est injective sur[0, T [, et l’orbite dev est
la courbe ferḿee{φt(v) ; t ∈ [0, T [ }, qui est sans point double carφt(v) = φs(v) implique
φt−s(v) = v et donct− s ≥ T si t > s. 2
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Définition IV.5 On appellepoint stationnaireoupoint fixeoupoint d’équilibreun pointv ∈ U
dont l’orbite est ŕeduiteà {v}, ce quiéquivautà ce que le champ de vecteurs s’annule au point
v : on dit aussi quev est unpoint singulierdu champ de vecteurs.

Définition IV.6 On appellecycleune orbite ferḿee.

Définition IV.7 On appelleorbite h́et́eroclineune courbe int́egrale globale

{φt(v) ; t ∈ R}

reliant deux points fixes différents en+∞ et−∞. On appelleorbite homoclineune orbite

{φt(v) ; t ∈ R}

reliant un m̂eme point fixe en+∞ et−∞.

2.2 Redressement du flot

Définition IV.8 On appellesectionlocale du champf en un pointnon singuliery (c’est-̀a-dire
tel quef(y) 6= 0), un ouvertS d’une hypersurface contenanty tel que pour toutu ∈ S,
f(u) 6∈ TuS (l’espace tangent̀a S au pointu) : on dit aussi quef(u) esttransversèa TuS.

En particulier, il existe toujours dessections planes, c’est-̀a-dire incluses dans un hyperplan
affine. En effet, sif(y) 6= 0, il existe un hyperplan (vectoriel) ferḿeH tel que

R f(y) ⊕ H = X .

(En dimension infinie, ceci repose sur le théor̀eme de Hahn-Banach.) Par continuité def , l’en-
semble{u ∈ U ; f(u) /∈ H } est ouvert. Donc il exister > 0 tel que pour toutu ∈ B(y, r) (la
boule ouverte de centrey et de rayonr), f(u) /∈ H. Par conśequent, l’intersection de l’hyper-
plan affiney + H (dont l’espace tangent en tout point est préciśementH) avecB(y, r) est une
section locale eny.

Théorème IV.2 (de redressement du flot)SiR f(y) ⊕ H = X, alors il existeτ > 0 etr > 0
tels que

Sr := y + Hr avecHr := {h ∈ H ; ‖h‖X < r }
soit une section locale eny et l’application

Φ : ]− τ, τ [×Hr → B := Φ(]− τ, τ [×Sr)
(t, h) 7→ φt(y + h) ,

soit un diff́eomorphisme. En outre, pour toutv ∈ B, il existe un uniquet ∈] − τ, τ [ tel que
φt(v) ∈ Sr.

L’ouvertB est appeĺe unebôıte à flot.

Dém.On a d́ejà vu la premìere partie. Il s’agit ensuite d’appliquer le théor̀eme d’inversion
locale. La fonctionΦ est de classeC1 pourτ et r assez petits. De plus, la différentielle deΦ au
point (0, 0) est donńee par

dΦ(0, 0) · (s, k) = s f(y) + k pour tout(s, k) ∈ R×H .
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C’est une bijection deR × H surX puisqueR f(y) ⊕ H = X, et elle estévidemment
continue. Donc sa réciproque est aussi continue d’après le th́eor̀eme de l’application ouverte :
on peut aussi le voir de façon plus« élémentaire» (bien qu’il y ait derrìere le th́eor̀eme de
Hahn-Banach), eńecrivantH = Ker ϕ avecϕ ∈ X ′ tel queϕ(f(y)) = ‖f(y)‖2, de sorte que

s f(y) + k = x ⇔ s =
ϕ(x)

ϕ(f(y))
, k = x − ϕ(x)

ϕ(f(y))
f(y) .

Par conśequent,Φ est un diff́eomorphisme local, et donc un difféomorphisme de] − τ, τ [×Hr

sur son image, quittèa ŕeduireτ et r.
Ceci implique que pour toutv ∈ B, il existe un unique(t, h) ∈]− τ, τ [×Hr tel que

φt(y + h) = v ,

d’où φ−t(v) = y + h ∈ Sr. Inversement, sis ∈]− τ, τ [ est tel queφs(v) = y + h′ ∈ Sr, alors
v = φ−s(y + h′) et doncs = −t eth = h′. 2

Remarque IV.1 Le diff́eomorphisme inverseΦ−1 opère unredressement du flot. En effet, l’image
réciproque d’une orbite{φt(v) ; t ∈]−τ, τ [ } avecv = y + h ∈ Sr n’est autre que le segment
de droite{ (t, h) ; t ∈]− τ, τ [}.

3 Portraits de phase

Définition IV.9 On appelleportrait de phasesd’un champ de vecteursf , ou de l’́equation
différentielle associée(1), la partition deU en orbites.

Obtenir des informations sur le portrait de phase ne nécessite pas de savoir résoudre expli-
citement l’́equation diff́erentielle !

Le point de d́epart consistèa reṕerer les orbitesstationnaires, ce qui revientà ŕesoudre
l’ équation alǵebriquef(v) = 0. On verra plus loin (Chapitre V) comment trouver l’allure des
orbites au voisinage des points stationnaires (où pŕeciśement le th́eor̀eme de redressement du
flot ne s’applique pas !)

Il y a d’autres orbites remarquablesà rechercher. La recherche de cycles et d’orbites homo-
cline ou h́et́eroclines est en ǵeńeral non triviale. On verra dans la suite du cours quelques outils
pour cela.

Remarque. Si l’on dispose d’une int́egrale premìereE, les orbites sont́evidemment incluses
dans des ensembles de niveau deE. En dimension finien, si l’on dispose den − 1 intégrales
premìeres ind́ependantes, les intersections de leurs ensembles de niveaux forment des courbes,
qui fournissent le portrait de phase complet. (C’est une situation idéale et rare !)

Quoi qu’il en soit, en dimension finie on obtient des informations intéressantes sur l’allure
des orbites par une simpleétude du signe des composantes du champ de vecteurs.

Les portraits de phase en dimension1 sont essentiellement triviaux : ils reposent seulement
sur le tableau de variations de la fonctionf . En dimension suṕerieureà 3 ils sont difficiles
à repŕesenter et d’une grande complexité en ǵeńeral. Le cas de la dimension2 est à la fois
riche et pas trop compliqué... (On en verra une raison profonde avec le théor̀eme de Poincaré-
Bendixson.)

Il est important de remarquer que le portrait de phases dépend en fait seulement de la direc-
tion du champ de vecteurs.
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Proposition IV.2 Le portrait de phases d’un champ de vecteursf cöıncide avec le portrait de
phases de tout champ de vecteurs de la formeλf , où λ ∈ C1(U ; R+∗).

Dém.C’est une simple question de changement de paramétrage. Soitv ∈ U etu ∈ C1(]s−, s+[)
la solution maximale de

u′(s) = λ(u(s)) f(u(s)) , u(0) = v .

Soit alors

T (s) =

∫ s

0

λ(u(σ)) dσ ,

qui est une fonction strictement croissante puisqueλ est par hypoth̀eseà valeurs positives, et
soitS la fonction ŕeciproque deT , définie sur

]t−, t+[ , où t± :=

∫ s±

0

λ(u(σ)) dσ .

On a

d

dt
u(S(t)) = u′(S(t))

dS

dt
= λ(u(S(t))) f(u(S(t)))

1

λ(u(S(t)))
= f(u(S(t)))

etu(S(0)) = u(0) = v. DoncU = u ◦ S est solution du problème de Cauchy :
U ′(t) = f(U(t)) ,

U(0) = v .

De plus,U est maximale. Supposons en effet que l’on puisse prolongerU à ]t−, t+ + ε], ε > 0.
Prolongeons alorsS à ]t−, t+ + ε] par

S(t) =

∫ t

0

dτ

λ(U(τ))
.

On peut ainsi prolongerT à ]s−, s+ + η] avec

η =

∫ t++ε

t+

dτ

λ(U(τ))
> 0 .

Et on trouve queU◦T est solution du m̂eme probl̀eme de Cauchy queu sur l’intervalle]s−, s++
η], contenant strictement]s−, s+[. Cela contredit le fait queu soit maximale. C’est donc queU
est aussi une solution maximale (pour le champf ). Autrement dit, l’orbite dev sous le champ
λf , c’est-̀a-dire la courbe

{u(s) ; s ∈]s−, s+[ } = {u ◦ S(t) ; t ∈]t−, t+[ }

est exactement l’orbite dev sous le champf . 2

Remarque IV.2 Quel que soit le champ de vecteursf ∈ C1(U), il existeλ ∈ C1(U ; R+∗) tel
queg := λ f soit complet. En effet, il suffit de poserλ(u) := 1/(1 + ‖f(u)‖2) car alors
g = λ f est borńe et le th́eor̀eme IV.1 montre que ce champg est complet.
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4 Ensemblesω-limite

Dans ce qui suitf est un champ de vecteurs de classeC1 sur l’espace de BanachX tout
entier pour simplifier.

4.1 Propriétés ǵenérales

Définition IV.10 Soitv ∈ X. Si l’intervalleJ de d́efinition de la courbe int́egrale def passant
par v est tel quesup J = +∞, on appelle ensembleω-limite dev l’ensembleLω(v) des valeurs
d’adhérence de{φt(v)} lorsquet→ +∞. Si inf J = −∞, on appelle ensembleα-limite dev
l’ensembleLα(v) des valeurs d’adh́erence de{φt(v)} lorsquet→ −∞.

(Ces noms ont́et́e choisi parce queα et ω sont respectivement la première et la dernìere
lettre de l’alphabet grec.)

Exemples.
• Si v appartient̀a une orbite h́et́erocline, alors par d́efinition il existev− etv+ ∈ U tels que

limt→±∞ φt(v) = v±. Par conśequent,Lα(v) = {v−} etLω(v) = {v+}.
• Si v appartient̀a un cycleγ, alorsLα(v) = Lω(v) = γ.

Proposition IV.3 Les ensemblesω-limite etα-limite d’un pointv sont ferḿes et invariants par
le flot. Ils sont de plus inclus dans l’ensemble de niveau{w ; E(w) = E(v) } si E est une
intégrale premìere. Plus ǵeńeralement, siF : X → R est une fonction continue et monotone le
long des courbes intégrales, les ensemblesω-limite etα-limite sont inclus dans des ensembles
de niveau deF .

Dém.Ces propríet́es sont presque contenues dans la définition. Siw ∈ Lω(v), il existe une
suitetn tendant vers+∞ telle queφtn(v) tend versw. Alors, quel que soitt,

φt(w) = lim
n→+∞

φt+tn(v)

appartient aussìa Lω(v). Donc cet ensemble est bien invariant par le flot. D’autre part, le
compĺementaire de l’ensembleω-limite est par d́efinition l’ensemble desw tels qu’il existe
ε0 > 0 et t0 > 0 avec

‖φt(v) − w‖ ≥ ε0

pour toutt ≥ t0. Or pour un telw, on aévidemment

‖φt(v) − z‖ ≥ 1
2
ε0

pour toutt ≥ t0 et pour toutz ∈ B(w, 1
2
ε0). Donc le compĺementaire de l’ensembleω-limite

est ouvert. SiF : X → R est continue et telle quet 7→ F (φt(v)) soit simplement monotone,
alors il existea ∈ [−∞,+∞] tel que

lim
t→+∞

F (φt(v)) = a .

Si y ∈ Lω(v), il existe une suite(tn)n∈N tendant vers+∞ telle que

lim
n→+∞

φtn(v) = y .



4. ENSEMBLES ω-LIMITE 47

Par continuit́e deF , on en d́eduit

a = lim
n→+∞

F (φtn(v)) = F (y)

(en particulier,|a| <∞). Ceci prouve queLω(v) ⊂ { y ; F (y) = a }. 2

Proposition IV.4 Soitv ∈ X. Si l’orbite {φt(v)} est d́efinie pour toutt ∈ R+ et relativement
compacte, alorsLω(v) estcompact non videetconnexe.

Dém.La compacit́e deLω(v) est quasi-imḿediate : c’est un ferḿe inclus dans le compact

{φt(v) ; t ∈ R+} .

Il est non vide puisque l’orbite{φt(v) ; t ∈ R+} admet au moins une valeur d’adhérence. La
connexit́e deLω(v) demande un peu plus de travail. Raisonnons par l’absurde et supposons
qu’il existe deux ouverts disjointsU1 etU2 tels que

Lω(v) ⊂ U1 ∪ U2 , Lω(v) ∩ Ui 6= ∅ .

Par d́efinition deLω(v), pour toutn ∈ N, il existe donc une suite(τn) strictement croissante
telle queφτ2n(v) ∈ U2, φτ2n+1(v) ∈ U1. Comme l’ensemble{φt(v) ; τ2n ≤ t ≤ τ2n+1 } est
connexe (image d’un connexe par une application continue !), il ne peutêtre inclus dansU1∪U2.
Donc il existetn ∈ ]τ2n, τ2n+1[ tel queφtn(v) /∈ U1 ∪ U2. Or la suiteφtn(v) admet une valeur
d’adh́erencea ∈ Lω(v), et cette limite appartient au complémentaire deU1 ∪ U2 (car c’est un
fermé). Ceci contredit l’inclusionLω(v) ⊂ U1 ∪ U2. C’est donc que de tels ouvertsU1 et U2

n’existent pas, ce qui montre queLω(v) est connexe. 2

Remarque IV.3 Inversement, siLω(v) est compact et non vide, l’orbite

{φt(v) ; t ∈ R+}

est relativement compacte, puisqu’elle admet au moins une valeur d’adhérence, et toutes ses
valeurs d’adh́erence sont incluses dans le compactLω(v).

4.2 Équations dans le plan

DansR2, les sections locales “planes” sont des segments de droite, en particulier orientables.
De plus, on dispose du

Théorème IV.3 (de Jordan) Une courbe ferḿee simple divise le plan en deux régions connexes,
l’une borńee et l’autre non borńee.

Grâceà ces deux ingrédients, on peut d́emontrer le

Théorème IV.4 (de Poincaŕe-Bendixson) Pour un champ de vecteurs dansR2, tout ensemble
ω-limite compact non vide et sans point fixe est un cycle.

Il existe d’autres versions de ce théor̀eme ( sans l’hypoth̀ese« sans point fixe» notamment).
La démonstration n’est pas difficile mais un peu longue. Elle utilise les résultats pŕeliminaires

que voici.
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Figure IV.1: Flot et section ; composanteD en hachuŕe.

Lemme IV.1 SiS est une section locale, si(tn) est une suite croissante telle queyn = φtn(v) ∈
S, alors la suite(yn) est aussi monotone le long deS, c’est-̀a-dire

dét(yn+1 − yn, yn − yn−1) ≥ 0 .

Dém. Il suffit de faire la preuve pour trois pointsy0, y1, y2. Fixons doncy0 = φt0(v) et
y1,= φt1(v) appartenant̀a S avect0 < t1 et y0 6= y1. On peut supposer que l’orbite dev ne
coupe pasS dans l’intervalleI := [y0, y1] : si tel était le cas, on remplaceraity0 parỹ0 = φet0(y1)
le premier point appartenantà S en partant dey1 dans le sens dest < t1 (cf Figure IV.1), car
montrer quey0, y1 ety2 = φt(v), t > t1 sont ordonńes revient̀a montrer quẽy0, y1 ety2 le sont.

Soit C la courbe forḿee de la ŕeunion deI et de{φs(v) ; s ∈ [t0, t1]}. C’est une courbe
fermée, simple gr̂aceà la pŕecaution que l’on a prise et au fait qu’une orbite ne s’intersecte pas
elle-même. Donc d’apr̀es le th́eor̀eme IV.3, elle divise le plan en deux composantes connexes.
SoitD celle qui est borńee. PuisqueS est une section, le champf pointe vers le m̂eme demi-
plan le long deS, et en particulier le long deI. En particulier, il pointe soit versD soit vers
R2\D. Quitte à renverser le temps (etéchangery0 et y1), on peut supposer qu’on est dans le
second cas. AlorsD est ńegativement invariant par le flot, c’est-à-dire que pour touty ∈ D,
φt(y) ∈ D pourt < 0. En effet, le flot ne peut sortir ni parI ni par{φt(v) ; t ∈ [t0, t1] }. Ceci
implique en particulier queφt(y1) appartient̀aR2\D pour toutt > t1. De plus,S\I est constitúe
de deux intervallesI0 etI1 contenant respectivementy0 ety1 dans leur bord. Or on peut joindre
tout point deI0 assez proche dey0 àφ−ε(y0) avecε > 0 assez petit, point appartenantàD, sans
passer par le bord deD, on en d́eduit queI0 est dansD. Donc, siy2 = φt2(v) ∈ S et t > t2, y2

appartient ńecessairementà I1. 2

Corollaire IV.1 Si S est une section locale, pour toutv ∈ U , Lω(v) ∩ S contient au plus un
point.

Dém. Supposons queLω(v) ∩ S contienne deux points distincts,y1 et y2. Soient alors des
bôıtes à flot disjointes,V1 3 y1 et V2 3 y2. Comme ces points sont dansLω(z), l’orbite z
repasse une infinité de fois dans chacune de ces boı̂tes, et donc aussi par chacun des intervalles
I1 = V1 ⊂ S et I2 = V2 ⊂ S. Plus pŕeciśement, il existe une suite(tn), croissante et tendant
vers+∞ avecn, telle φt2n+1(v) ∈ I1 et φt2n(v) ∈ I2. CommeI1 et I2 sont disjoints, ceci
contredit le lemme IV.1. 2
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A1

γ

An

Figure IV.2: Voisinages tubulairesAn deγ.

Dém. [Théorème de Poincaŕe-Bendixson]SupposonsLω(v) compact ety ∈ Lω(v). On va
montrer que l’orbite dey, qui est incluse dansLω(v), est un cycle. On considère pour celaLω(y),
qui est un sous-ensemble non vide deLω(v). Soit alorsz ∈ Lω(y), S une section locale enz et
Z une bôıteà flot assocíee. Il existe une suite(tn) tendant vers+∞ telle queφtn(y) appartienne
au voisinageZ dez pour toutn. En particulier, il existe des instantstn et tm distants de plus de
2τ , et des instantssn etsm ∈]− τ, τ [ (avecτ comme dans le th́eor̀eme IV.2) tels queφtn+sn(y)
etφtm+sm(y) appartiennent̀aS. D’après le corollaire IV.1, ceci implique

φtn+sn(y) = φtm+sm(y) .

Commetn + sn 6= tm + sm, et quey n’est pas uńequilibre, l’orbite dey est donc un cycleγ
d’apr̀es la proposition IV.1), etγ ⊂ Lω(v).

Pour prouver queLω(v) estégal à au cycleγ, raisonnons par l’absurde. Supposonsγ stric-
tement inclus dansLω(v). Soity0 ∈ Lω(v), y0 /∈ γ, etn0 tel que

1 < 2n0 dist(y0, γ) .

Notons, pour toutn ∈ N,
An :=

⋃
z∈γ

B(z, 1/2n) .

Alors, pour toutn ≥ n0, y0 /∈ An. De plus, pour toutn ≥ n0, il existeyn tel que

yn ∈ Lω(v) ∩ An et yn /∈ γ .

En effet, supposons que pour touty ∈ Lω(v), ou bieny ∈ γ ou bieny /∈ An. Comme le
compĺementaire deAn+1 contient le compĺementaire deAn (ça va mieux avec un dessin !, cf
Figure IV.2), etγ ⊂ An+2, y0 ∈ Lω(v) ∩ (U \An+1), on aurait alors

Lω(v) ⊂ An+2 ∪ (U \An+1) , Lω(v) ∩ An+2 6= ∅ , Lω ∩ (U \An+1) 6= ∅ .

Les ensemblesAn+2 et (U \An+1) étant ouverts, cela contredirait la connexité deLω(v) (voir
la proposition IV.4).

Maintenant, par compacité deLω(v), la suite(yn) admet une sous-suite convergente vers un
point z et par construction de(yn), dist(z, γ) = 0, doncz ∈ γ puisqueγ est compact. Pour
simplifier, on note encore(yn) la suite extraite. SoitS une section locale enz etZ une bôıteà flot
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assocíee. Pourn assez grand,yn ∈ Z, donc il existesn ∈]− τ, τ [ tel quexn := φsn(yn) ∈ S,
etxn 6= z puisqueyn /∈ γ. Commeyn ∈ Lω(v), on a aussixn ∈ Lω(v). Autrement dit,z etxn

sont deux points distincts deLω(v) ∩ S. Ceci est en contradiction avec le corollaire IV.1.
C’est donc que notre hypothèseétait absurde : on a nécessairement

γ = Lω(v) .

2



Chapitre V

Stabilit é des solutions stationnaires

On va s’int́eresser icìa deux types de stabilité : l’une concernant le comportement asymp-
totique des solutions pour des données initiales proches d’une solution stationnaire ; l’autre
concernant le portrait de phase autour d’un point fixe lorsqu’on perturbe l’équation (en faisant
varier des param̀etres par exemple). Dans le premier cas, on parle de stabilité asymptotique (ou
de stabilit́e tout court), que l’on peut́etudier gr̂aceà la th́eorie de Lyapunov. Dans le second cas,
on parle de stabilit́e structurelle, ce qui am̀ene aux notions de variét́es stable/ instable/centrale
et à des probl̀emes de bifurcations.

1 Théorie de Lyapunov

Définition V.1 Un point singulierv d’un champ de vecteursf ∈ C1(U) est ditstables’il existe
un voisinageV0 dev dansU tel que

i). le flotφt(w) est d́efini pour toutt ≥ 0 et pour toutw ∈ V0,

ii). pour tout voisinageW dev dansU , il existe un voisinageV ⊂ V0 tel queφt(w) appartient
àW pour toutt ≥ 0 et pour toutw ∈ V.

Si de plus, on a

iii). pour toutw ∈ V0,
lim

t→+∞
φt(w) = v

alors le point fixev est ditasymptotiquement stable.

On dit d’un point non stable qu’il estinstable.

Concernant la stabilité deséquilibres pour leśequations lińeaires, la proposition III.5 se
reformule ainsi.

Théorème V.1 SoitA ∈Mn(R). Le point0 est stable pour l’́equation

du

dt
= Au

si et seulement si

i). les valeurs propres deA sont toutes de partie réelle ńegative ou nulle,

ii). les valeurs propres imaginaires pures deA sontsemi-simples.

51
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Le point0 est asymptotiquement stable si et seulement si

iii). les valeurs propres deA sont toutes de partie réelle strictement ńegative.

Pour leséquations non-lińeaires, la stabilit́e deséquilibres est plus d́elicateà étudier (en
dimension finie et a fortiori en dimension infinie). La théorie de Lyapunov repose sur l’existence
de fonctions (de Lyapunov !) qui permettent de« contr̂oler» , dans une certaine mesure, le
comportement asymptotique des solutions pour des données initiales proches de l’équilibre.

Théorème V.2 (Lyapunov no1) Soitv un point d’́equilibre du champf ∈ C1(U), U étant un
ouvert dans un espace de BanachX. On suppose qu’il existe un voisinageV dev dansU et une
fonctionF ∈ C2(V), telle que

• le point v est un minimum local deF , d’où nécessairementDF (v) = 0, et de plus il
existeα > 0 tel queD2F (v) ≥ α Id,

• et la fonctionF est d́ecroissante le long des orbites issues deV , c’est-̀a-dire DF (u) ·
f(u) ≤ 0 ∀u ∈ V .

Alorsv est un point d’́equilibre stable.

Dém. Soit η0 > 0 tel quef soit borńee, disons parM , et Lipschitzienne dans la boule
B(v, 2 η0) ⊂ V. La d́emonstration du th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz montre que le flotφt(w)
est d́efini pour toutw ∈ B(v, η0) et t ∈ [0, τ ] avecτ := η0

2M
.

D’après l’hypoth̀ese surF et la formule de Taylor̀a l’ordre 2, il existeη ≤ η0 tel que

F (v + h) − F (v) ≥ α
4
‖h‖2

pour touth ∈ X avec‖h‖ ≤ η. Par suite,

inf
‖u−v‖=η

F (u) ≥ F (v) +
α

4
η2 =: m.

Par continuit́e deF ,
Vη := {u ∈ B(v, η) ; F (u) < m }

est un voisinage (ouvert) dev dansU . De plus, siw ∈ Vη,

F (φt(w)) ≤ F (w) < m

pourt ∈ [0, τ ] et donc‖φt(w) − v‖ reste strictement inférieurà η ≤ η0. En particulier,φτ (w)
appartient̀aVη ⊂ B(v, η0). Donc on peut prolongerφt(w) à t ∈ [τ, 2τ ], et de proche en proche
à tout intervalle[kτ, (k+1)τ ] (k ∈ N), tant en restant dansVη. En conclusion, pour toutw ∈ Vη,
φt(w) est d́efini pour toutt ≥ 0 et à valeurs dansVη. 2

Définition V.2 La fonctionF du th́eor̀eme V.2 est appelée unefonction de Lyapunov.

Exemple : une int́egrale premìere ayant un minimum local (au sens strict de l’énonće du
théor̀eme V.2) env est un fonction de Lyapunov !

Dans les mod̀eles physiques, les fonctions de Lyapunov sont souvent reliéesà uneénergie.

Remarque V.1 En dimension finie, on peut affaiblir l’hypothèse surF , en demandant quev
soit un minimum local strict sans nécessairement avoir d’estimation deD2F (v).
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Si l’on dispose d’une fonction de Lyapunov dotée d’une propríet́e suppĺementaire ad́equate,
on peut obtenir la stabilité asymptotique de l’équilibre.

Théorème V.3 (Lyapunov no2) Soitv un point d’́equilibre du champf ∈ C1(U), U étant un
ouvert dans un espace de BanachX. On suppose qu’il existe un voisinageV dev dansU et une
fonction de LyapunovF ∈ C2(V) telle que

• il existeβ > 0 tel queDF (u) · f(u) ≤ − β (F (u) − F (v) ) ∀u ∈ V .
Alorsv est un point d’́equilibre asymptotiquement stable.

Dém.On sait d́ejà d’apr̀es la preuve du th́eor̀eme V.2 qu’il existe un voisinageW dev inclus
dansV tel que

φt(W) ⊂ W
pour toutt ≥ 0. L’hypothèse renforćee surF permet facilement de voir que

lim
t→+∞

φt(w) = v

pour toutw ∈ W. En effet,

d

dt
(F (φt(w)) − F (v) ) = DF (φt(w)) · f(φt(w)) ≤ − β (F (φt(w)) − F (v) )

implique par une int́egration imḿediate :

(F (φt(w)) − F (v) ) ≤ (F (w) − F (v) ) e−β t .

Or
F (φt(w)) − F (v) ≥ α

4
‖φt(w)) − v ‖2

par construction deW. 2

Définition V.3 La fonctionF du th́eor̀eme V.3 est appelée unefonction de Lyapunov forte.

Remarque V.2

i). Bien ŝur, une int́egrale premìere n’est pas une fonction de Lyapunov forte. Cependant,
on peut parfois trouver une fonction de Lyapunov forte comme intégrale premìere d’un
syst̀eme “approch́e”. C’est le cas par exemple pour l’équation du pendule avec amortis-
sement :

d2x

dt2
+ k

dx

dt
+ sinx = 0 , k > 0 .

SoitE l’int égrale premìere connue pourk = 0 :

E(x, x′) =
1

2
(x′)2 − cosx .

Alors pour une solution du système amorti on a :

d

dt
E(x(t), x′(t)) = x′(t) ( x′′(t) + sin x(t) ) = − k (x′(t))2 < 0

pour x′(t) 6= 0. La fonctionE est donc une une fonction de Lyapunov aux points de la
forme(2kπ, 0) ; ce n’est pas tout̀a fait une fonction de Lyapunov forte, mais elle permet
de montrer que ces points sont asymptotiquement stables (ceci est laissé en exercice).
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ii). Des syst̀emes admettant une fonction de Lyapunov forteévidente sont lessyst̀emes gra-
dient, de la forme

du

dt
= −gradV (u) .

Siv est un minimum local strict deV alorsV est une fonction de Lyapunov forte au point
v.

Un résultat remarquable de la théorie de Lyapunov, en dimension finie, est l’équivalence
de la stabilit́e asymptotique pour l’équation non-lińeaire et pour sa version linéariśee au point
d’équilibre. Il peut s’́enoncer ainsi.

Théorème V.4 (Lyapunov no3) Soit v un point d’́equilibre du champf ∈ C1(U), U ⊂ Rn.
On suppose que la matrice jacobienneDf(v) a toutes ses valeurs propres de partie réelle
strictement ńegative. Alorsv est asymptotiquement stable.

On dit aussi en abréǵe que lastabilité spectrale(c’est-̀a-dire que le spectre du linéariśe
est inclus dans{λ ∈ C ; Reλ < 0 }) implique la stabilit́e non-lińeaire. C’est un ŕesultat
sṕecifique de la dimension finie1, qui équivaut d’apr̀es le th́eor̀eme V.1à l’assertion suivante.
Si v est un point d’́equilibre def et si 0 est un point d’́equilibreasymptotiquementstable du
syst̀emelinéariśeautour de ce point d’équilibre :

du

dt
= Df(v)u

alorsv est un point d’́equilibre asymptotiquement stable du systèmenon-linéaire.
Pour d́emontrer le th́eor̀eme V.4, on aura besoin du

Lemme V.1 SoitA ∈ Mn(R) dont les valeurs propres sont toutes de partie réelle strictement
négative. Alors l’́equation

du

dt
= Au

admet une fontion de Lyapunov forte qui est une forme quadratique.

Dém. On commence par “diagonaliserA à ε près”, c’est-̀a-direà trouver, pour toutε > 0,
une matricePε ∈ GLn(C) et une matriceCε ∈ Mn(C) de norme (subordonnéeà la norme
hermitienne surCn) inférieureà ε telles que

P−1
ε APε = D + Cε

avecD diagonale de coefficients{λ1, . . . , λn} les valeurs propres deA. Pour cela, il suffit
de trigonaliserA de façon particulìere : sia est l’endomorphisme de matriceA dans la base
canonique deCn, on fabrique une base(e1, . . . , en) dans laquelle la matrice dea soit une
matrice triangulaire suṕerieureD +B, c’est-̀a-dire que pour toutj ∈ {1, . . . , n} :

a(ej) = λj ej +

j−1∑
i=1

bij ei ,

1Démontrer le m̂eme ŕesultat en dimension infinie demande en géńeral beaucoup d’efforts supplémentaires.
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puis on dilate les vecteurs de base enẽj = ηj ej , de sorte que

a(ẽj) − λj ẽj =

j−1∑
i=1

bij η
j−i ẽi .

Autrement dit, on aP−1AP = D + C avecP la matrice de vecteurs colonnesẽ1, . . . , ẽn et
C la matrice triangulaire supérieure de coefficientscij := bij η

j−i pour i ≤ j − 1 (et cij = 0
pouri ≥ j). Cette matrice est de norme inférieureà ε pourvu queη < min(1, ε/‖B‖).

Soit alors
q(u) = u∗Q∗Qu = ‖Qu ‖2 , Q = P−1

ε .

On a
q(0) = 0 , Dq(u) · h = u∗Q∗Qh + h∗Q∗Qu , D2q(u) = 2 Q∗Q .

CommeQ∗Q est hermitienne d́efinie positive, la fonctionq admet bien un minimum local strict
en0 (on a la minoratiońevidenteQ∗Q ≥ α In avecα = min‖h‖=1 ‖Qh‖2). De plus,

Dq(u)Au = 2 Re(u∗Q∗QAu) = 2 Re(u∗Q∗DQu) + 2 Re(u∗Q∗C Qu) .

D’après l’inégalit́e de Cauchy-Schwarz, on a

Re(u∗Q∗C Qu) ≤ ‖Qu ‖ ‖C Qu ‖ ≤ ε ‖Qu ‖2

par construction deC. Donc, siβ = − maxj Reλj, on a

Dq(u)Au ≤ − 2 (β − ε) q(u) ,

ce qui implique queq est une fonction de Lyapunov forte pourvu qu’on ait choisiε < β. 2

Dém. [Théorème V.4]On peut appliquer le lemme V.1̀a la matrice jacobienneA = Df(v).
On a ainsi une forme quadratiqueq(u) = ‖Qu‖2, telle que

q(0) = 0 , Dq(0) = 0 , Dq(0) ≥ α In

et
Dq(u)Au ≤ − β q(u)

avecα et β > 0. Alors F (w) = q(w − v) définit une fonction de Lyapunov forte pour le
champf . En effet, on a de façońevidente :

F (v) = 0 , DF (v) = 0 , DF (v) ≥ α In .

De plus, d’apr̀es la formule de Taylor avec reste intégral,

f(w) = Df(v) (w − v) + B(v, w) · (w − v, w − v)

oùB(v, w) est l’application bilińeaire d́efinie par :

B(v, w) =
1

2

∫ 1

0

(1− θ) D2f(v + θ(w − v)) dθ .

En particulier, il existec > 0 tel que pour‖w − v ‖ ≤ 1 :

‖B(v, w) · (w − v, w − v) ‖ ≤ c ‖w − v ‖2 ≤ 2c
α
‖Q (w − v)‖2 .
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Par suite

DF (w) f(w) = 2 Re((w − v)∗Q∗Qf(w))

= Dq(w − v)A (w − v) + 2 Re( (w − v)∗Q∗QB(v, w) · (w − v, w − v) )

d’où par l’inégalit́e de Cauchy-Schwarz

DF (w) f(w) ≤ − β F (w) + 4c
α
‖Q‖ ‖Q(w − v)‖3 ≤ − ( β − 4c

α
‖Q‖2 ‖w − v‖ ) F (w) .

Pour‖w − v‖ ≤ α β
8 c ‖Q‖2 on a donc

DF (w) f(w) ≤ − β
2
F (w) .

DoncF est une fonction de Lyapunov forte pourf au pointv, et l’équilibrev est asympto-
tiquement stable d’après le le th́eor̀eme V.3. 2

Pour un “gros” syst̀eme, il peut parfoiŝetre plus facile de trouver une fonction de Lyapunov
que de montrer que le système lińeariśe a ses valeurs propres sont de partie réelle ńegative. En
dimension infinie, le spectre du linéariśe est encore plus difficilèa localiser et il ne suffit pas̀a
prouver la stabilit́e. La recherche de fonctions de Lyapunov est donc très importante.

2 Points fixes hyperboliques

La classification des points fixes pour leséquations diff́erentielles lińeaires dans le plan (cf
TDs) montre que les centres (correspondantà une matriceA ∈ M2(R) avec des valeurs propres
imaginaires pures) jouent un rôle particulier, au sens où ils ne sont pas structurellement stables :
une modification arbitrairement petite de la matrice(

0 β
− β 0

)
en

(
α β
− β α

)
avec|α| � 1 modifie dramatiquement le portrait de phase au voisinage de0 ! Ces points sont
les prototypes de points fixesnon hyperboliques.

Définition V.4 Un point singulierv du champf est dithyperboliquesi le spectre de l’oṕerateur
Df(v) n’intersecte pas l’axe imaginaire.

Les points fixes hyperboliques sont préciśement ceux qui sont structurellement stables, au
sens topologique du terme. C’est l’objet du théor̀eme suivant, que nous admettrons.

Théorème V.5 (Hartman-Grobman) Siv est un point fixe hyperbolique de l’équation diff́erentielle

du

dt
= f(u) ,

avecf ∈ C1(U), U un ouvert deRn, il existe un voisinageV dev dansU , un voisinageO de0
dansRn et un hoḿeomorphismeh deV surO tel que le flotφt(w) vérifie :

h(φt(w)) = et Df(v) h(w)

pour toutw ∈ V et t ∈ R tel queφt(w) soit bien d́efini.
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Ce th́eor̀eme signifie que l’on peut déformercontin̂umentles orbites au voisinage dev pour
obtenir les orbites du système lińeariśe

du

dt
= Df(v) (u − v) ,

et ŕeciproquement. Il ne dit rien sur les propriét́es de nature diff́erentielle (tangentes, convexité,
etc.) de ces courbes. En particulier, il ne fait pas la distinction entre les différentes sortes nœuds
en dimension2. Le th́eor̀eme dit de la varíet́e stable ci-apr̀es ne fait pas non plus de distinction
entre ces points, mais il donne des informations sur les propriét́es diff́erentielles des orbites,
souvent utiles dans les applications.

Théorème V.6 (de la varíeté stable locale)Si v est un point fixe hyperbolique de l’équation
différentielle

du

dt
= f(u)

(avecf ∈ C1(U), U un ouvert deRn), dont le flot est notéφt(w), il existe un voisinageV dev
dansU tel que les ensembles

W s
loc = {w ∈ V ; t 7→ φt(w) ∈ C1

b (R+) } , W u
loc = {w ∈ V ; t 7→ φt(w) ∈ C1

b (R−) }

soient desvariét́es(à bord) contenantv, tangentes respectivementàEs etEu, les sous-espaces
stable et instable deDf(v), au pointv : autrement dit,W s

loc etW u
loc sont desgraphesde fonc-

tions diff́erentiables sur des voisinages dev dans les sous-espaces affinesv + Es et v + Eu

respectivement, dont la différentielle s’annule env.
De plus,W s

loc est positivement invariante par le flot, c’est-à-direφt(W
s
loc) ⊂ W s

loc pour tout
t ≥ 0, tandis queφt(W

u
loc) ⊂ W u

loc pour toutt ≤ 0, et on a

W s
loc = {w ∈ V ; lim

t→+∞
φt(w) = v } , W u

loc = {w ∈ V ; lim
t→−∞

φt(w) = v } .

Définition V.5 Les ensemblesW s
loc etW u

loc sont appeĺes respectivementvariét́e stable localeet
variét́e instable locale.

Nous allons voir une d́emonstration du th́eor̀eme de la varíet́e stable (locale)̀a l’aide de la
méthode de Lyapunov-Schmidt.

Méthode de Lyapunov-Schmidt. Cette ḿethode permet de résoudre un problème non-lińeaire
du type

F (x, ξ) = 0 ,

lorsque le th́eor̀eme des fonctions implicites ne s’applique pas, c’est-à-dire lorsque la diff́erentielle
deF par rapport̀ax n’estpas inversible. Plus pŕeciśement, consid́eronsF de la forme

F (x, ξ) = Bx − G(x, ξ)

pour(x, ξ) ∈ X ×Rp, oùX est un espace de Banach,B est un oṕerateur continu deX dans un
autre espace de BanachZ etG ∈ C1(X × Rp;Z) est telle que2

G(0, 0) = 0 , ∂xG(0, 0) = 0 .

La méthode de Lyapunov-Schmidt est fondée sur une conséquence du

2il suffit en fait queG soit de classeC1 au voisinage de(0, 0)
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Théorème V.7 (de l’application ouverte) SiB est une application lińeaire continuesurjective
d’un espace de BanachX dans un espace de BanachY , alorsB estouverte, c’est-̀a-dire pour
tout ouvertΩ deX, B(Ω) est un ouvert deY . Par suite, siB estbijective, son inverseB−1 est
continu.

(La démonstration de ce théor̀eme se trouve par exemple dans le livre d’analyse fonctionnelle
de [5], p. 19–20.) On sait qu’une application linéaire injective admet un inverseà gauche au sens
algébrique, de m̂eme qu’une application lińeaire surjective admet un inverseà droite. Du point
de vue de l’analyse fonctionnelle, l’existence d’un inverseà droite (continu) pour une applica-
tion linéaire continue surjective demande en plus que son noyau admette unsuppĺementaire to-
pologique3, tandis que l’existence d’un inverseà gauche (continu) pour une application linéaire
continue injective demande que son image soit fermée et admette un supplémentaire topolo-
gique (voir par exemple [5], p. 23). Le lemme suivant rassemble en quelque sorte ces deux
résultats en un seul.

Lemme V.2 SoitB un oṕerateur lińeaire continu d’un espace de BanachX dans un espace
de BanachZ. SiX0 := KerB admet un supplémentaire topologiqueX1 = KerP , où P est
un projecteur continu d’imageX0, et si ImB est ferḿe, alors il existe un oṕerateurK linéaire
continu deImB dansX1 tel que

BK = IdImB et K B = IdX − P .

Dém. La restriction deB à X1 est injective d’image ImB. Donc, pour toutz ∈ ImB, il
existe un uniquex ∈ X1 tel quez = B x. Si on d́efinit l’opérateurK sur ImB, qui est
un espace de Banach comme sous-espace fermé d’un espace de Banach, parK z = x, K
estévidemment lińeaire, et continu d’après le th́eor̀eme de l’application ouverte ; il vérifie par
construction l’identit́eK B x = x pour toutx ∈ X1. De plus, n’importe quelx ∈ X s’écrit
de façon unique sous la formex = x0 + x1 avecx0 = P x ∈ KerB et x1 ∈ X1. On a alors
B x = B x1, d’oùK B x = K B x1 = x1 = x − P x par d́efinition deK. 2

Ainsi donc, siB est un oṕerateur satisfaisant les hypothèses de ce lemme, l’équationBx =
G(x, ξ) (avecG ∈ C1(X ×Rp;Z)) équivaut̀aG(x, ξ) ∈ ImB etB (x0 + x1) = G(x0 + x1, ξ)
avecx0 = P x ∈ X0 = KerB etx1 ∈ X1. Si de plus il existeQ un projecteur continu sur ImB,
ceciéquivaut̀aG(x0 + x1, ξ) = QG(x0 + x1, ξ) etB x1 = QG(x0 + x1, ξ). En composant
à gauche parK, cette dernìereéquation impliquex1 = x1 − P x1 = KQG(x0 + x1, ξ). On
arrive ainsi au système :

(1)


x1 = KQG(x0 + x1, ξ) ,

0 = (IdZ − Q)G(x0 + x1, ξ) ,

Réciproquement, si on a une solution(x1, x0) ∈ X1 ×X0 de ce syst̀eme, alors

B (x0 + x1) = B x1 = BK QG(x0 + x1, ξ) = QG(x0 + x1, ξ) = G(x0 + x1, ξ) .

Or la premìereéquation du système (1) :

x1 = KQG(x0 + x1, ξ)

3Par d́efinition, un suppĺementaire topologique d’un sous-espacefermé est un suppĺementaire au sens
algébrique, qui est de plus ferḿe et sur lequel il existe un projecteur continu.
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se ŕesout par le th́eor̀eme des fonctions implicites. En effet, par hypothèse surG, la fonction

F1 : X1 ×X0 × Rp → X1

(x1, x0, ξ) 7→ x1 − KQG(x0 + x1, ξ)

est telle queF1(0, 0, 0) = 0 et ∂x1F1(0, 0, 0) = IdX1 . Donc il existe une applicationχ1 de
classeC1 au voisinage de(0, 0) telle queF1(x1, x0, ξ) = 0 avec(x1, x0, ξ) voisin de(0, 0, 0)
équivautàx1 = χ1(x0, ξ). En substituant cette relation dans la deuxièmeéquation du système
(1), on voit que la ŕesolution de l’́equation de d́epartF (x, ξ) = 0 au voisinage de(0, 0) équivaut
à la ŕesolution de

(IdZ − Q)G(x0 + χ1(x0, ξ), ξ) = 0

au voisinage de(0, 0). Cette dernìereéquation est trivialement satisfaite dans le cas où Q =
IdZ , c’est-̀a-dire si ImB = Z. Ce sera le cas dans la démonstration du th́eor̀eme de la varíet́e
stable par cette ḿethode.

Dém. [Théorème de la varíeté stable locale]Sans perte de géńeralit́e, on supposev = 0,
et on noteA = Df(0), g(u) = f(u) − Au. Noter que le th́eor̀eme III.6 s’appliquèa A,
fournissant ainsi des projecteurs continusΠs et Πu sur les sous-espaces stable et instable deA
respectivement.

On consid̀ere les espacesX = C1
b (R−;X) etZ = Cb(R−;X) munis des normes« natu-

relles» :

‖x‖X = max(‖x‖∞, ‖x′‖∞) , ‖z‖Z = ‖z‖∞ := max
t∈R−

‖z(t)‖X .

Alors

B : x ∈ X 7→ dx

dt
− Ax

définit un oṕerateur lińeaire continu deX dansZ. D’après le th́eor̀eme III.6, on voit que

KerB = ImS

où
S : Eu → X

ξ 7→ Sξ : t ∈ R− 7→ etA ξ .

Un projecteur sur KerB est simplement donné par

P x = S ◦ Πu x(0) .

On a bienP ◦ P = P puisque(P x)(0) = Πu x(0) et donc

P (P x) = S ◦ Πu (P x)(0) = S ◦ Πu ◦ Πu x(0) = S ◦ Πu x(0) = P x .

D’autre part, ImB = Z. Soit en effetz ∈ Z. Trouverx ∈ X tel quez = B x équivautà
résoudre l’́equation diff́erentielle avec terme source :

dx

dt
= Ax + z
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assortie d’une conditioǹa la limite en−∞ (par d́efinition deX , x doit être borńee ainsi que sa
dérivée en−∞). Une telle solution s’obtient grâceà une formule de type Duhamel :

(2) x(t) =

∫ t

−∞
e(t−τ) A Πs z(τ) dτ −

∫ 0

t

e(t−τ) A Πu z(τ) dτ , t ≤ 0 .

La premìere int́egrale est bien convergente, et on a la majoration :∣∣∣∣ ∫ t

−∞
e(t−τ) A Πs z(τ) dτ

∣∣∣∣ ≤ bε ‖z‖Z
∫ t

−∞
e−(β−ε) (t−τ) dτ = bε

β−ε
‖z‖Z .

On a aussi une majoration pour la seconde intégrale :∣∣∣∣ ∫ 0

t

e(t−τ) A Πu z(τ) dτ

∣∣∣∣ ≤ cε ‖z‖Z
∫ 0

t

e(γ−ε) (t−τ) dτ = cε

γ−ε
‖z‖Z ( 1 − e(γ−ε) t )

≤ cε

γ−ε
‖z‖Z .

Donc la formule (2) d́efinit bien une fonction continue bornée surR− ; le fait quex′(t) =
Ax(t) + z(t) découle d’un calcul facile, en se rappelant queΠu + Πs = IX ; et on d́eduit une
borne pourx′. Doncx appartient̀aX et vérifieB x = z.

Étant donńew ∈ X proche de0, on peut reformuler̀a l’aide des oṕerateursB et S le fait
quex : t 7→ φt(w) appartiennèaX . En effet, par d́efinition du flot,x doit être solution du
probl̀eme de Cauchy :

(3)


dx

dt
= Ax + g(x) ,

x(0) = w .

Ce probl̀eme a une solutionx ∈ X si et seulement siP x = S ξ avecξ = Πuw et x1 =
x − P x ∈ X1 := KerP est solution de

B x1 = g(S ξ + x1) .

D’après le lemme V.2, il existe un opérateurK linéaire continu deZ dansX1 tel que

BK = IdZ et K B = IdX − P .

D’après le calcul fait plus haut, on a même une expression explicite deK donńee par la formule
(2) :

(K z)(t) =

∫ t

−∞
e(t−τ) A Πs z(τ) dτ −

∫ 0

t

e(t−τ) A Πu z(τ) dτ , t ≤ 0 .

Soit alors
F1 : X1 × Eu → X1

(x1, ξ) 7→ x1 − K g(S ξ + x1) .

On aF1(0, 0) = 0 et dx1F1(0, 0) = IdX1 . Donc on peut appliquer le théor̀eme des fonctions
implicitesàF1 au voisinage de(0, 0). On en d́eduit que l’́equationB x1 = g(S ξ + x1) admet
une solution uniquex1 = χ1(ξ) dans un voisinageV1 × W ⊂ X1 × Eu de (0, 0), avecχ
de classeC1 surW et χ1(0) = 0, dξχ1(0) = 0 (puisqueDg(0) = 0). Par suite, pour tout
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w ∈ (Πu)−1(W), le probl̀eme de Cauchy (3) admet une unique solutionx ∈ SW + V1 ⊂ X ,
donńee par

x = S ξ + χ1(ξ) , ξ = Πuw .

En particulier, on aw = x(0) = ξ + χ1(ξ)(0). On peut noter queχ1(ξ)(0) appartient̀aEs,
carx1 = χ1(ξ) appartient̀a KerP et doncS Πux1(0) = 0, ce qui impliqueΠux1(0) = 0.
L’application

h : W ⊂ Eu → Es

ξ 7→ h(ξ) = χ1(ξ)(0)

est de classeC1 et vérifieh(0) = 0, dξh(0) = 0 . Cela signifie exactement que

{w ∈ (Πu)−1(W) ; t 7→ φt(w) ∈ X } = {w = ξ + h(ξ) ; ξ ∈ W }

est une varíet́e tangentèaEu.
Il resteà vérifier que le voisinageV = (Πu)−1(W), est tel que

φt(V) ⊂ V

pour toutt ≤ 0, et qu’on a m̂eme
lim

t→−∞
φt(w) = 0

pour toutw ∈ V. Pour cela on va appliquer le théor̀eme de Lyapunov no3 à uneéquation
diff érentielle ŕeduite, pour laquelle0 est asymptotiquement stable.

Consid́erons en effet, pourw ∈ V, y(t) := Πu(φt(w)) : au moins au voisisnage det = 0
on ay(t) ∈ W et doncφt(w) = y(t) + h(y(t)), ce qui montre quey est solution dansEu du
probl̀eme de Cauchy : 

dy

dt
= Au y + Πu ◦ g(y + h(y)) ,

y(0) = Πuw ,

oùAu = Df(v) ◦Πu. Par construction, l’applicationy 7→ Πu ◦ g(y+ h(y)) a une diff́erentielle
nulle eny = 0. CommeAu a tout son spectre de partie réelle strictement positive, le théor̀eme
V.4 (en renversant le temps) montre que, quitteà ŕeduireW, y(t) reste dansW pour toutt ≤ 0
et de plus que

lim
t→−∞

y(t) = 0 .

Ceci impliqueévidemmentφt(w) ∈ W pour toutt ≤ 0 et, par continuit́e deh (qui vaut0 en
0 !),

lim
t→−∞

φt(w) = 0 .

La preuve concernant la variét́e stable est identique : il suffit de changerf en−f . 2

Remarque V.3 À partir des varíet́es stable et instable locale on peut définir les varíet́es glo-
bales :

W s =
⋃
t≤0

φt

(
W s

loc

)
et W u =

⋃
t≥0

φt

(
W u

loc

)
.

Cependant, rien ne dit que ce sont des graphes.
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3 Vari étés invariantes

Plus ǵeńeralement, on peut trouver des variét́es invariantes par le flot d’uneéquation diff́erentielle
en śeparant de façon arbitraire le spectre de l’équation lińeariśee : ceci ne demande plus l’hy-
perbolicit́e du point fixe !

De plus, on peut construire des« variét́es globales», définies comme des graphes de fonc-
tions d́efinies sur des sous-espaces entiers (invariants par l’équation lińeariśee),à condition que
la partie non-lińeaire du champ de vecteurs soit globalement assez petite.

C’est l’objet du ŕesultat suivant, que l’on admettra mais dont on montrera comment il im-
plique en particulier le th́eor̀eme V.6.

Théorème V.8 Soit f ∈ C1(Rn), v ∈ Rn tel quef(v) = 0, et E−, E+ des sous-espaces
suppĺementaires dansRn, invariants parA := Df(v) tels que

σ
(
A|E−

)
⊂ {λ ; Reλ ≤ −β } , σ

(
A|E+

)
⊂ {λ ; Reλ ≥ γ } ,

où −β < γ (sans rien supposer a priori sur leur signe). En notantg(x) = f(x) − Df(v) ·
(x− v), si ‖g‖C1

b (Rn) est assez petit, ilexisteununiqueh ∈ C1(E+;E−) tel que

h(0) = 0 , Dh(0) = 0 , sup
ξ∈E+

9Dh(ξ)9 < +∞ ,

et le graphe deh :
W+ := { v + ξ + h(ξ) ; ξ ∈ E+ }

soit invariant par le flotφ de l’équation diff́erentielleu′ = f(u). De plus, pour toutw =
v + ξ + h(ξ) ∈ W+ et pour toutγ′ > γ il existeC > 0 tel que

‖φt(w)− v‖ ≤ C eγ′t ‖ξ‖ .

Dans cet́enonće, si les deux param̀etresβ et γ sont strictement positifs, cela implique en
particulier que le point fixe est hyperbolique, et la variét́e obtenue est préciśement la varíet́e
instable.

Voyons comment en d́eduire pŕeciśement le th́eor̀eme V.6. Pour fixer les id́ees, disons qu’il
s’applique pour‖g‖C1(Rn) ≤ ε. En ǵeńeral, on ne peut espérer cette ińegalit́e globale. Cependant
on peut s’y ramener, quittèa modifierf , et donc aussig en dehors d’un voisinage dev. En effet,
il existe une bouleB(v; η) dansRn telle que

sup
x∈B(v;η)

9Dg(x)9 ≤ ε/3 , d’où sup
x∈B(v;η)

‖g(x)‖ ≤ η ε/3

par le th́eor̀eme des accroissements finis. Soit alorsχ ∈ C∞(Rn; R+), valant identiquement1
dansB(v; η/3), identiquement0 en dehors deB(v; η) telle que

sup
x∈Rn

‖χ(x)‖ = 1 , sup
x∈Rn

9Dχ(x)9 ≤ 2/η .

(L’existence d’un telχ, appeĺe fonction de troncatureest laisśee en exercice.) Considéronsf̃
définie par

f̃(x) = Df(v) · (x− v) + g̃(x) , g̃ := χ g .



3. VARIÉTÉS INVARIANTES 63

Évidemment on ãf = f dansB(v; η/3), et donc en particulierDf̃(v) = Df(v). De plus

9Dg̃(x)9 ≤ 9Dχ(x) 9 sup
x∈B(v;η)

‖g(x)‖ + 9Dg(x)9 ≤ 2

η

η ε

3
+
ε

3
= ε .

Donc le th́eor̀eme V.8 s’appliquèa l’équation diff́erentielleu′ = f̃(u), dont le flot coincide
avec celui deu′ = f(u) dansB(v; η/3).

Définition V.6 Lorsqueγ = 0 dans l’́enonće du th́eor̀eme V.8, la varíet́e obtenueW+ est ap-
peĺeevariét́e centrale-instable(au pointv) et ǵeńeralement not́eeW cu. On obtient lavariét́e
centrale-stableW cs par renversement du temps (t 7→ −t). On d́efinit alors lavariét́e centrale
(au pointv) parW c := W cu ∩W cs.

Quiteà diminuerε dans l’́enonće du th́eor̀eme V.8, on peut d́emontrer queW c est le graphe
d’une fonction de classeC1 au dessus deEc := Ecu∩Ecs oùEcu etEcs désignent naturellement
les espaces tangents respectivementàW cu etW cs au pointv. D’après le th́eor̀eme V.8, siw ∈
Wc, pour toutα > 0 il existeC > 0 tel que

∀t ∈ R , ‖φt(w)− v‖ ≤ C eαt .

Autrement dit, les solutions de problèmes Cauchy avec donnée initiale dans la variét́e centrale
Wc ne peuvent crôıtre que de façon modéŕee (tout en restant̀a valeurs dansWc du fait de son
invariance par le flot).

Attention, on rappelle que le théor̀eme V.8 ne s’applique qu’aux champs de vecteurs dont la
partie non-lińeaire est assez petite dansC 1

b (Rn). En fait, on peut d́emontrer (notammentà l’aide
d’une troncature comme ci-dessus), l’existence d’unevariét́e centrale locale.

Théorème V.9 (de la varíeté centrale locale)Siv est un point fixe de l’équation diff́erentielle

du

dt
= f(u)

(avecf ∈ C1(U), U un ouvert deRn), dont le flot est notéφt(w), siEc, le sous-espace central
deDf(v), c’est-̀a-dire la somme des sous-espaces caractéristiques associés aux valeurs propres
imaginaires pures deDf(v), est non trivial, il existe un voisinageV dev dansU et une varíet́e
localeW c

loc, tangentèaEc au pointv, c’est-̀a-dire que

W c
loc = {w = v + ξ + h(ξ) ; ξ ∈ O ⊂ Ec} ,

où O est un voisinage de0 dansEc et h : O → Es ⊕ Eu (somme des sous-espaces ca-
ractéristiques associés aux valeurs propres de parties réelles respectivement strictement négatives
et strictement positives) est telle queh(0) = 0, dh(0) = 0, vérifiant les deux propríet́es sui-
vantes :

i). Invariance par le flot :quel que soitw ∈ W c
loc, quel que soitt ∈ R,

φt(w) ∈ V ⇒ φt(w) ∈ W c
loc .

ii). Lieu des orbites globales proches dev : quel que soitw ∈ V, si φt(w) est d́efini et à
valeurs dansV quel que soitt ∈ R, alorsw ∈ W c

loc.
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Attention, ce th́eor̀eme ne pŕetend pas montrer l’unicité deW c
loc : il peut exister plusieurs

variét́es centrales locales, tangentesàEc et vérifiant les propríet́esi) ii) . Un exemple tr̀es simple
est celui du système {

x′ = x2 ,
y′ = −y ,

dont on peut calculer explicitement les solutions et constater que les orbites sont incluses dans
les courbes ayant uneéquation de la forme

y = C exp(1/x) ,

où C est une constante arbitraire. Le portrait de phase montre ainsi une infinité de courbes
tangentes̀a l’axeOx et vérifiant les propríet́esi) ii) : ce sont pŕeciśement les graphes de toutes
les fonctions de la forme

x 7→
{

0 x ≥ 0 ,
C exp(1/x) x < 0 .

.

(Voir la figure V.3.)

4 Introduction aux bifurcations

On va s’int́eresser ici aux bifurcations dites de co-dimension 1, c’est-à-dire concernant des
champs de vecteurs dépendant d’un param̀etre scalaire et dont le portrait de phase (local) change
brutalement lorsque le paramètre traverse une valeur critique. D’après le th́eor̀eme de Hartman-
Grobman, ceci ne peut se produire qu’au voisinage d’un point fixenon hyperbolique. Nous
allons donc consid́erer

f : U × Λ ⊂ Rn × R → Rn

(u, λ) 7→ f(u, λ) ,

de classeC 2, tel qu’il existe(u0, λ0) ∈ U × Λ pour lequelf(u0, λ0) = 0 et le spectre de
Df(u0, λ0) (où D désigne la diff́erentielle partielle par rapportàu) intersecte l’axe imaginaire.
Plus pŕeciśement, nous allons nous placer successivement dans les cas les plus simples :

i). la seule valeur propre imaginaire pure deDf(u0, λ0) est0 ;

ii) . la jacobienneDf(u0, λ0) admet exactement deux valeurs propres imaginaires pures (et
donc forćement conjugúees l’unèa l’autre).

Sous des hypoth̀eses« géńeriques» , le premier cas correspondà la bifurcatiońelémentaire
ditecol-nœud, et le second̀a unebifurcation de Hopf.

4.1 Bifurcation col-nœud

Si Df(u0, λ0) a seulement0 comme valeur propre imaginaire pure, alors le systèmeaug-
ment́e :

(4)


du

dt
= f(u, λ) ,

dλ

dt
= 0 ,



4. INTRODUCTION AUX BIFURCATIONS 65

x

λ

Figure V.1: Portrait de phase du système (5) lorsque∂λg(0, λ0) > 0 et∂xg(0, λ0) > 0.

admet une variét́e centrale locale en(u0, λ0) de dimension2. Le syst̀eme ŕeduit sur cette variét́e
est de la forme

(5)


dx

dt
= g(x, λ) ,

dλ

dt
= 0 ,

où l’inconnuex est scalaire,g(0, λ0) = 0 et∂xg(0, λ0) = 0. Supposons en outre que

∂λg(0, λ0) 6= 0 , ∂xg(0, λ0) 6= 0 .

Pour fixer les id́ees, on supposera ces deux quantités positives. Dans ce cas, pourλ < λ0, la
fonction g(·, λ) ne s’annule pas au voisinage de0, pourλ = λ0 elle s’annule exactement au
point 0, et pourλ > λ0 elle s’annule en deux points de signes opposés. Plus pŕeciśement, au
voisinage de(0, λ0) dans le plan{(x, λ) ∈ R2}, l’ensemble des źeros deg est une courbe,
tangentèa l’axeOx en(0, λ0), avec la concavité tourńee versλ > λ0. Le portrait de phases du
syst̀eme (5) est particulièrement simplèa tracer, car sur les droites d’équationλ = constante, il
se ram̀ene au portrait de phase d’équations diff́erentiellesscalaires! Il est d’usage de tracer ce
portrait de phases avec le paramètre (λ) en abscisse, voir la figure V.1.

Le nom de cette bifurcation provient du portrait de phase de l’équation scalaire

dx

dt
= g(x, λ)

augment́ee d’unéequation hyperbolique, par exemple

dy

dt
= −y .

Le portrait de phase du système plan ainsi obtenu est qualitativement le même que celui du
syst̀eme mod̀ele :

(6)


dx

dt
= x2 − λ + λ0 ,

dy

dt
= − y ,



66 CHAPITRE V. STABILITÉ DES SOLUTIONS STATIONNAIRES

x

y

Figure V.2: Portrait de phase du système (6) pourλ > λ0.

x

y

Figure V.3: Portrait de phase du système (6) pourλ = λ0.

(aussi appelé forme ŕeduite). Il change radicalement lorsqueλ traverse la valeur critiqueλ0,
voir les figures V.2, V.3, V.4.

4.2 Bifurcation de Hopf

On revient maintenant̀a un champf tel quef(u0, λ0) = 0 et l’on suppose queDf(u0, λ0)
admet exactement deux valeurs propres imaginaires pures,±iω avecω 6= 0. Ainsi, 0 n’est pas
valeur propre, et doncDf(u0, λ0) est inversible. Le th́eor̀eme des fonctions implicites montre
donc que l’ensemble des zéros def voisins de(u0, λ0) est paraḿetŕe parλ : il existe une
fonctionu∗, définie et de classeC 2 au voisinage deλ0, telle queu∗(λ0) = u0 et

f(v, λ) = 0 ⇐⇒ v = u∗(λ) .

À nouveau le système augmenté (4) admet une variét́e centrale locale en(u0, λ0). Elle est ici
de dimension3, et contient ńecessairement la courbe de points fixes{(u∗(λ), λ) }. Le syst̀eme
réduit sur cette variét́e se ram̀eneà un syst̀eme plan d́ependant du param̀etreλ. C’est pourquoi
on suppose dans ce qui suitn = 2.

Théorème V.10 (bifurcation de Hopf) On suppose queDf(u∗(λ), λ) admet deux valeurs propres
complexes conjuguées valant±iω enλ0 et dont la partie ŕeelle change de signe enλ0. Alors
trois cas sont possibles au voisinage deλ0 :

i). le point fixeu∗(λ) est un centre : le portrait de phase du champ de vecteurs (non-linéaire !)
f(·, λ) est constitúe de cycles concentriques ;
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x

y

Figure V.4: Portrait de phase du système (6) pourλ < λ0.

ii). on a unebifurcation surcritique: pour λ < λ0, le champ de vecteursf(·, λ) n’admet
aucun cycle autour deu∗(λ), et pourλ > λ0, il admet exactement un cycle autour (et
assez proche) deu∗(λ) ; le diamètre de ce cycle est enO(

√
λ− λ0).

iii). on a unebifurcation souscritique: pour λ > λ0, le champ de vecteursf(·, λ) n’admet
aucun cycle autour deu∗(λ), et pourλ < λ0, il admet exactement un cycle autour (et
assez proche) deu∗(λ) ; le diamètre de ce cycle est enO(

√
λ0 − λ).

La démonstration de ce théor̀eme repose sur la théorie des formes normales, qui sort du
cadre de ce cours. Nous nous contenterons d’observer ce qui se passe sur la forme réduite de
Poincaŕe-Andronov : {

x′ = −y + λ− x(x2 + y2) ,
y′ = x+ λ− y(x2 + y2) .

La valeur critique du param̀etre est icíevidemmentλ = 0. En passant en coordonnées polaires,
ce syst̀eme se ram̀eneà {

r′ = λr − r3 ,
θ′ = 1 ,

c’est-̀a-dire finalement̀a l’équation scalaire

dr

dθ
= λr − r3 .

Si λ < 0 cetteéquation a un seul point fixe,0, et siλ > 0, elle en a trois :0 et±
√
λ. Attention,√

λ et−
√
λ ne sont pas des points fixes du système de d́epart, mais

√
λ est pŕeciśement le rayon

d’un cycle.
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