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Chapitre |

Introduction

La forme la plus grérale d’uneéquation diférentielle ordinaire(en abege E.D.O.) est
F(tuo,...,u®) =0,

ou u est une fonction inconnue de la variabéellet a valeurs dan®” ou plus gréralement
dans un espace de Banagh «/,...u*) désignent les @rivées successives de et F' est une
fonction donee, suppose« réguliere» (on pecisera comment par la suite) dux U x U' x
---U* ou I estun intervalle ouvert d&, U, U!, ...,U* sont des ouverts connexes dle On ne
s'intéressera dans ce cours guleséquations diftrentiellesrésoluespour lesquelles il existe
une fonctionG, réguliere surl x U x U' x --- Uk telle que

F<t7 u, u/’ e 7u(k)) - 0 g u(k) = G(t7 u, u/7 e 7u(k_1)) .
On observe de plus que

u®) = G(t,u, ... u*Y) o U = G(tU),

u 0o I ... 0 0
v/ o 0
U = : , G(,U) = o [ U+ : )
uk=1) 0 ... 0 G(t,u, o, ..., ulF=D)

la fonctionG étantevidemment ausséguliere que=. On supposera donc sans perte éeegalite
k= 1.
Désormais, on consitle« unes! équation dite d’ordre, de la forme

E = f(tvu)

ou u est une fonction inconnue de la variabéellet a valeurs dans un espace de BanagGhet
f estune fonction dorée surl x U, ouvert connexe non vide d&x X. Lorsquef ne cepend

z

pas de, I'équation diferentielle est ditautonome

Remarqgue 1.1 On peut toujours se ramener, par une astuceneéquation autonome. En effet,
il suffit de consiérer I'équationetendue

H0)- (%)

!Les guillemets songl pour souligner qu’enéréral il s’agit en fait d’'ursyseémed’équations !
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Cette approche, parfois utile, est m&dout artificielle. Il faut savoietudier directement
certaines propétes desquations ditea coefficients variableou f dépend vraiment de Ce
sera le cas au moins dans les deux premiers chapitres.

Exemples et contre-exemplefe nombreux moéles physiques (en@saniqueélectricig,
chimie, écologie, etc.) s’expriment au moyeréduations diférentielles ordinaires en dimen-
sion finie. Citons simplementéguation de la iacanique des points néatels :

d?x

qui s'écrit de facorequivalente dans lglan de phase

dz
dt
dv
dt m
Dans cetteequation, pose dansR? et autonomeF'(z) repiesente la@sultante des forces ap-
pliquées au point;, suppoé de masse:. Des exemples équations difrentielles en dimen-
sion infinie peuvent venir de la digtisation déquations aux érivees partiellesPrenons par

exemple [equation de la chaleur
atU = aixv .

Une facon d’approcher les solutions de céftgiation est de cherche(jAx,t) ~ u;(t) (ou
Az est unpasde discétisation etj € Z) avec

du; 1

d_tj - A_QCQ(“J'H = 2u; + U1 ).
Ceci est uneequation diférentielle ordinaire dans I'espace de suit&&.), qui est un espace
de Banach quel que sqite [1,...,+oc|. Attention, pour voir [equation de la chaleur elle-

méme comme unéquation diférentielle ordinaire, il faudrait disposer d’'un espace fonctionn-
nel qui soit un espace de Banach stable§art De facon grérale, la tieorie destquations
differentielles ordinaires ne s’applique pas aguations auxé&rivees partielles. (Toutefois, les
equations aux &fivees partielles @&volutionlinéairespo€es dansout I'espacese ranénenta
deséquations difrentielles ordinaires gcea la transformation de Fourier...)

« Résolution» deséquations differentielles. Dans le chapitre 1l, on va s'igtessen I'exis-
tence,a l'unicité, eta la cependance des solutions par rapport awonditions initiales>
u(ty) = wue. On (re)verra dessultats essentiellemengtbriques, car il y a &s peu dquations
différentielles dont on conitaexplicitement les solutions, en dehors @egiations liairesa
coefficients constants (dont les solutions s’expringehaide de I'exponentielle de matrice) et
deséquations scalaires d’ordre 1 autonomes (dont le calcul des solutionsésgecaom calcul
de primitive). Le chapitre Il sera cons&aux propietes sigcifigues degquations ligaires, en
insistant sur le caa coefficients variableg partir du chapitre IV, on s’attaquera apropriétes
gualitativesdeséquations diferentielles : sans ptendre @soudre cesquations, on peut en effet
obtenir beaucoup d’informations sur le comportement de leurs solutions. (Cedtepickrale
remontea Poincag.) Onétudiera notamment I'existence et la stabitie solutions particuéres,
comme les solutions stationnaires et les soluti@rgopliques (qui jouent un grandle dans les
applications).
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Un outil indispensable. Latheorie degquations difrentielles utilise abondamment le lemme
(ou I'inégali€) de Gronwall. Ce chapitre introductif est I'occasion de le rappeler.

Parfois, on appellea(tort) lemme de Gronwall le fait suivant : si une fonctie@ valeurs
dansR, de class€!, satisfait une iggali€ differentielle du type :

' (t) < b(t) + a(t)u(t), pourtoutt € [0,T]
alors .
u(t) < el a®ds () + / b(r) el 94 qr  pour toutt € [0, T].
0
En effet, I'inégali€ differentielle implique

d t ¢
pr (e‘ Jo als)ds u(t)> < e Joalds gy

et donc par irggration entr® et¢ on obtient imnédiatement I'i@gali€& annonée. Le lemme de
Gronwall est un peu plus subtil, puisqu’il suppose uregali€ integrale et non une égalie
différentielle (la seconde impliquant la pré&mre mais pas l'inverse). Or lestimations a priori
gue I'on obtient en gréral sont pludt du type inégral, d’'as I'intérét de ce lemme, dont la
preuve est @anmoinelémentaire.

Lemme 1.1 (Gronwall) Siu € C([0,T]; R") est telle qu’il existe: eth € C([0, T]; R™) avec
t
u(t) < b(t) + / a(t)u(r) dr, pourtoutt € [0,7],
0

alors .
u(t) < b(t) + / b(7) a(7) el “)% dr  pour toutt € [0,7].
0

Dém. La seule astuce consistenajorer I'inegrale du second membre

par hypotlése, on a donc

% <e— fot a(s)ds U(t)) < e fg a(s)ds a(t) b(t),

d’ou apes inggration (notez que(0) = 0 par cefinition) :

t
u(t) < / a(r) b(r) el- @4 47 pour toutt € [0, T].
0

En majorant de cette facarit) dans I'iregali& de épart, on obtient leésultat. O

2Attention, ici intervient de facon cruciale le fait quesoit positive !



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Cette version du lemme de Gronwall est deasurtout pour mettre évidence la rathode
de calcul. On pourrait donner une autre version deefjialie obtenue, en igfgrant par parties
Sib est cerivable :

t
u(t) < b(0) elo a=)ds 4 / b'(r) el 9% dr - pourtoutt € [0,77.

0

En particulier, sb est constante, on obtient simplement :
u(t) < beb ads,

En pratique, il est consedlide refaire rapidement le calcul pauiter les erreurs.



Chapitre |l

Le probleme de Cauchy gneral

Soit U un ouvert connexe non vide d'uR-espace de Banacki, / un intervalle ouvert de
R,etf : I x U — X une fonctioncontinue On appellesolutionde I'équation diférentielle

du

E = f(t’u)

1)
une fonctionu de class&€! sur un intervalle/ C I eta valeurs dan&, dont la derivéee \érifie
u'(t) = f(t,u(t)) pourtoutte J.

(Il est parfois d’'usage de noter par une lettre &fifinte la fonction inconnue dans (1) et les
solutions.) On appelleondition initiale une égali& de la formeu(ty) = wuy avec(to,ug) €
I x U. On appellgrobleme de Cauchlg syseme déquations

{ ul(t> = f(t7u(t))v ted,

U(to) = Up .

(2)

Résoudre le proeime de Cauchy (localement) revientrouver un intervalle/ C I contenant
to et une fonction: de class&€! sur.J satisfaisant (3).

Lorsquef est« seulemeng continue etX est de dimension infinie, on ne peut rien dire. Si
X estde dimension finie en revanche, ledeme de Cauchy-Arzela-Peano (dontéatbnstration
repose sur le #oeme d’Ascoli) affirme I'existence d’au moins une solution de (3), quel que
soit (tg, ug) € I x U. Mais il n’y a pas unici en @réral.

On supposera dans la suite un peu plusétgularie sur f, de sorte que I'on aia la fois
existence et unidit de solutions locales.

1 Existence et unicié locale

Théoreme 1.1 (Cauchy-Lipschitz) On suppos¢g € C(I x U; X) etlocalement Lipschizienne
par rapporta u.

Existence: Quel que soitty, ug) € I x U, il exister > 0 etu € C'([to— 7, o+ 7]; U) solution
de(3)avec] = [ty — T, to + 7.

Unicité: siv est une autre solution, elle rcide avea: sur un intervalle d'inérieur non vide
inclus dangty — 7,to + 7).

Régularite: Side plusf est de classé€”, r > 1, alorsu est de classé"+!.

7



8 CHAPITRE II. LE PROBLEME DE CAUCHY GENERAL

Dém.Pouréviter de« trainers des valeurs absolues, on fait lardonstration en remplacant
I'intervalle centé [ty — T,tq + 7] par [to,t,] avect, = to + 7 > 1o (le cas de lintervalle
[to — T, o] S’en ceduisant par le changement de variable (¢, — t)).

L' étape O consista choisir un voisinage dg, u,) de la forme

C(t+,R) = [to,t_;,_] X B(UO,R) Cc IxU

avect, >ty etR > 0, oll B(uy, R) désigne la boule ferée de centre, et de rayonk, dans
lequel f est boree, disons par une constaite:

If(t,w)|| < M quel que soit(t,u) € [to,t,] x B(ug, R),
et est Lipschitzienne, disons avec une constante de Lipsthitz
If(t,z) — f(t.y)| < Llz — yl| pourtoust € [t,t.], = ety € Blug, R).
La nceud de la@monstration consiste aloagéécrire le probéme de Cauchy

u'(t) = f(t,u(t)),

u(to) = Up
sous la forme iréigrale :

u(t) = uy + /t f(r,u(r)) dr,

eta chercher une solution comme limite de la siite),,.n définie par

u’ = g, "t (t) = uy + /tt f(r,u™(r)) dr.

L’ étape 1 est &s facile. Elle consista verifier que pourt, assez proche dg, la suite
(u™),en €St bien éfinie danst, ¢, | eta valeurs dan$(uy, R). En effet, la fonction,® constante
est biema valeurs dans (ug, R). Supposons qu’on ait construit continue suffty, ¢, | eta va-
leurs dansB(uy, R). Alors v+ est bien @finie et de plus :

[ (1) — o]l < /t [f(mu ()l dr < (8 —to) M.

Donc il suffit que
(ty —t)) M < R

pour queu™*! soit aussa valeurs dan$ (ug, R).

L' étape 2 est de montrer que, quigteliminuert,, la suite(u™),cy est de Cauchy et donc
convergente dans I'espace de Banéch, t.]; X) (muni de la norme uniforme). Pour > 1
ona

lu™ (1) —u ()] < /t 1f(rw (7)) = f(ra" () d7 < (ti—to) L sup [lu" —u" .

[to,t+]

Donc, par exemple $i. est tel que

N | =

(t+ —to) L <



1. EXISTENCE ET UNICITE LOCALE 9
on a par uneécurrence imradiate :

1
sup [[u"™ — '] < o sup [lut — .
[t07t+] [t07t+]

On en cduit ai€#ment que la suitéu"),,y est de Cauchy.
L’ étape 3 est quasi-imadiate. Il faut erifier que la limiteu est solution de notre praine.
Or, par passage la limite dans legalie

u" T (t) = uy + /t f(r,u™(7)) dr

on voit que
u(t) = uo + / f(ryu(r)) dr.

Commeu est continue ainsi qug, le second membre de ceéigali€ est de classé' et doncu
aussi. (Plus greralement, sf est de classé”, r > 0, u est de classé"*!.) Et u vérifie :

u'(t) = f(t,u(t)) pourtoutt e [to,t,].

Ceci acleve la preuve de I'existence d’une solution.

La preuve de I'unici locale est &s facile gace au lemme de Gronwall. En effetpgst une
autre solution du i@me probtme de Cauchy, elle eatvaleurs dan®(uy, R) sur un intervalle
[to,tl], 0 < t; < ty. Eton a

ult) — v(t) = / (f(ru(r) — f(r.o(r)dr.

to
et donc ,
[u(t) — v(®)]] < L/ Ju(r) — v(r)[[dr.
to
Par conéquent, une version simplissime du lemme de Gronwall implique :
lu(t) — o) < €' [lu(to) — v(to)]| = 0O

pour toutt € [to, t1]. O
Remarques.
e On peut affiner la @monstration de I'existence, en supprimant la restriction sur le temps
d'existence(t, —ty) L < 3. En effet, on montre facilement paaurrence que la suite
u™ vérifie en fait 'inégali® :

L™t —ty)"
| < % [sup] |u' — u®|| pourt € [ty,t,].
. to,t4+

lum 2 (t) — " (t)
Comme la grie Y~ £ est convergente, on eréduit que(u™) est de Cauchy dans
C([to, t+]) sans avoia diminuert ..
¢ Le theoeme s’applique en particulier aux fonctiofisle class&’!, qui sont localement
lipschitziennes (d’'aps le tleoreme des acroissements finis).
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2 Solutions maximales

Le theoreme II.1 fournit des solutions locales. L'unieitle ces solutions permet derdontrer
le résultat suivant.

Lemme Il.1 Sous les hypo#ises du teoreme 1.1, siu; € CH(Jy;U) etuy, € C'(Jy; U) sont
deux solutions sur des intervallgs et J, respectivement, et s’il existg € J; N J;, tel que
ul(to) = UQ(to), alors

ur(t) = wue(t), pourtoutte JyN.J,.

Dém. C’est une application classique de la notioncd@nexié. On remarque qué; N J,
est un intervalle non vide par hyp@tbe et on conséte I'ensemble :

A = {tEJlﬂJg; ul(t) = UQ(t)}.

D’apres l'unicite locale des solutions4 est un ouvert. De plus, il est clairement fé&rpar
continuie deu; etu,. Donc A estégala J; N J. O

Ce lemme montre qu’il existe un plus grand intervallsur lequel le proldme de Cauchy
(3) admet une solution, et que cette solution est unique. Cette solution estappletion
maximale: par cefinition, on ne peut pas la prolonger\J. LorsqueJ = I on dit que cette
solution esglobale

La question naturelle est ensuite de savoguelle(s) condition(s) une solution maximale
est globale.

Théeoreme 11.2 Sous les hypo#ses du teoreme I1.1, soit: € C!(.J; U) une solution maximale.
Notonsb la borne sugrieure del et la borne sugrieure deJ. Alors ou biens = b ou bien
« u Sort de tout compact de U, c’esta-dire que pour tout compadt C U, il existen < [ tel
que

u(t) e U\K, pourt > navecte J.

Et on a le €sultat analogue pour les bornesénieures.

Dém. Supposons? < b et raisonnons par I'absurde. S'il existait un compAtciet une
suitet,, tendant verss telle queu(t,) € K pour toutn, quitte & en extraire une sous-suite,
on pourrait supposer qu’elle converge vers K. Soientr > 0 et R > tel quef soit borree
et Lipschitzienne par rappaétu dans[3 — 27, 3 + 27] x B(u,2R). Alors en vertu du lemme
1.2 ci-aprs, il exister < 7 tel que pour toutty, ug) € [3 — 7,3 + 7] x B(u, R) la solution
maximale du prol@me de Cauchy (3) eséfinie sur un intervalle contenalty — 7, ¢, + 7]. Or,
pourn assez grandt,, u(t,)) € [ —T, 5+ 7] x B(u, R), ett, +7 > (. Ceci contredit le fait
gquewu soit une solution maximale. O

Lemme II.2 Supposons qué¢ soit continue borree et Lipschitziennepar rapporta u dans
[t —27,t + 27] x B(u,2R) pourt > 0 et R > 0. Alors il exister €]0, 7] tel que pour tout
(to,uo) € [t — 7,1+ 7] x B(u, R), la solution maximale du probme de CauchB) soit céfinie
sur un intervalle contenarnt, — 7, to + 7).
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Dém. Il suffit de reprendre la@mnonstration du #oeme I1.1 : en effet, la @thode suivie
permet de construire une solution dans l'intervétle-7, to+7] qui soita valeurs dans (ug, R)
(donca fortiori a valeurs dan®(u, 2R) par I'inégali€ triangulaire), pour tout > 0 et inferieur

a
. R 1
win(7. 3737
ou M est une borne d¢ et L une constante de Lipschitz gesur [t — 27, ¢ + 27] x B(u, 2R).
(Comme on I'aremaraaplus haut, la contrainte < 1/(2L) n’est en fait pas @cessaire : mais
le fait que la constante de Lipschifzexiste est crucial!) O

3 Existence globale

On peut parfois montrer que toutes les solutions maximales sont globales. C’est le cas si la
fonction f est cefinie surX tout entier et si elle egflobalement.ipschizienne : car alors il n'y
a pas de risque de sortir de son domaine&fandion, ni du domaine de validitde sa constante
de Lipschitz.

Théoreme 11.3 On supposg € C(I x X; X) etglobalement Lipschizienngar rapporta u.
Alors, quel que soitty, ug) € I x X, il existe (un unique) € C'(I; X) solution de(3).

Dém.Reprendre la@monstration du #oeme I1.1 et la remarque qui le suit : en utilisant la
constante de Lipschitz globale gequels que soient, b tels quet, € [a,b] C I, on construit
une suite de solutions apprdgts(u™) qui est de Cauchy dari¥|a, b]; X). O

Attention! Lhypothése de ce #oeme est s forte. En gréral, il ne s’applique paa des
fonctions f non-linéaires. (Pensex 'exemple de Equation de Riccati,io/ = R, X = R et
f(t,u) = w?: seule la solution nulle est globale.) En revanche, il s’applique aux foncfions
affines :sib € C(I; X) et A € C(I; L(X)) (ou L(X) désigne I'espace des applicatiméaires
continuesde X dansX), toutes les solutions maximales de

du

= Alhu + ()

sont globales. On reviendra plus egtails sur ce type @&quations au chapitre Ill.

4 Dépendance par rapport aux donrees initiales

On a entrevu dans le lemme 1.2 ce que I'on peut attendre lorsqu’on fait varier la condition
initiale. En fait, on peut gciser ce lemme, pour comparer effectivement deux solutions de
donrees initiales distinctes.

Lemme I1.3 Dans le cadre du lemme 11.2, il existe > 0 tel que si(t;,v;) € [t — 7,t + 7] X
B(u, R) pouri = 1o0u2, aveclts — t;| < 7, les solutionsu; des probémes de Cauchy
correspondantsérifient I'estimation :

lui(t) — ua(t)|] < Cllvy — e + C|ty —ta| pourtoutt € [ty —7,t1+7|N[ta—T,ta+7].
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Dém. Par hypotkse, l'intervalle[t; — 7,¢, + 7] N [ta — 7,t2 + 7] €st non vide et contient
I'intervalle d’extremitest; ett,. En faisant la diference des deux relations :

t
ui(t) = v; + / f(r,ui (7)) dr,
t;
on obtient I'irégalié :
t
fui() = w@ | < lvr — vl + Mty — & + L / [ui(s) — ua(s) | ds,
t1

d’ou par le lemme I.1:
Jur(t) — ua(t) | < €7 ([[vg — v2ll + Mty — to]).

|

Théoreme 11.4 (du flot) On supposé de class&? surl x U, ol I est un intervalle ouvert de
R etU est un ouvert deX. Soit(tg, ug) € I x U. Il existe un voisinag®y x V = [to — 7,to +
7] x B(ug, R) de(ty, uo) dansI x U et une unique application’ € C'(W x V;U) telle que

D
ot

(t,v) = f(t,¢™(t,v)), pourtout (t,v)eW xV,

¢ (tg,v) = v, pourtoutv e .

La fonctiong® est appeteflot (local) au point, de I'equation diferentielle. En particulier,
ce treoeme affirme que pour toute doam initialev proche deu, I'applicationu : ¢ +—
@™ (t,v) est solution du prokime de Cauchy

w'(t) = f(t,u(t)), pourtoutt e [to— T,t0+ 7],

U(to) =,

et qu'en plus elle @pend de maereC! dewv. Lorsqu'il n'y a pas d’ambigiié, onécrira simple-
mentg au lieu dep’.
La demonstration du #oreme 11.4 repose sur le calcul suivant, formel pour l'instant. Sup-
posons que I'on ait construitet que I'on puisse&river I'eégalié
o¢
ot
par rapporta v. Désignons pab la différentiation dans¥, et soity(t,v) = D¢(t,v) (par
définition, c’est une application lgaire continueX dansX). Alors, en permutangf avecD (on

suppose les fonctions suffisamme@gjulieres pour pouvoir appliquer le lemme de Schwarz),
on obtient :
o

E(tﬂ}) = Df(tv ¢(t7v>> © ¢(t7v) :

En supposanp connue, ceci est unequation diférentiellelinéaire par rapporia ! De plus,
en cerivant la relationp(ty,v) = v on obtient la condition initiale

w(tg,v) = IX .

(t,’U) = f(t>¢(tvv))
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Dém. [Théoreme du flot]Pourv € V := B(uy, R) avecB(ug,2R) C U, notons

o(v) 0 W = [to—7,to+7] — B(v,R)
t — ot,v) = u(t)

la solution de lequation diferentielle construite dans le lemme 11.2 pour la desannitiale

v. Alors ¢ est de classé! par rapporiat, et d’'apes le lemme 11.3 elle est Lipschitzienne par
rapportav avec une constante de Lipschitz uniforme®ux V. Elle est en particulier continue
comme fonction dé¢, v). Donc I'application

(t,v) — Df(t, ¢(t,v))

est aussi continue. Par suite, pour towt V I' équation diferentiellelinéaire, appeéeéquation
aux variations.

dw
(3) E - Df<t7 ¢(t7 U)) oW )
admet une solution unique sWy tout entier satisfaisant la condition initiale(¢y) = Ily.

Notonsv(t,v) = W(t) cette solutiora I'instantt. On veut montrer que est contifiment
différentiable par rappoétv ety (t,v) = Do(t,v).

La premere étape de la @monstration consist& montrer que) dépend contiiment de
(t,v). D’apres I'inégali€ triangulaire, on a

[9(t,v) = (o, w)l| < lv(Et,v) = Plov)|| + llvlov) — (o, w)ll.

Le premier terme se majore directement par :

[9(t,v) = (o) < [t - o max IIDf (s, &(s,v)) max [4(s, vl

s€o

< |t — o] a(o, t;v) lotv) max(olft)

par lemme de Gronwall, avec
a(o,t;v) = max [[Df(s, é(s, )| -

D’autre part, on peut aussi majorer le second terraegyau lemme de Gronwall. Ags calcul
(voir le lemme I1.4 ci-apgs), on obtient :

(0, v) — P(o,w)l| < blosv,w) |o| &)l
ou
b(o;v,w) := [|Df(0,¢(0,v)) — Df(o, ¢(o, w))|[
a(o;v,w) = max ([[Df(o, ¢(o, )l IDf(o, ¢(o,w))[) -

Par continuié deD f et deg, les fonctions: et sont localement boées, tandis quio; v, w)
converge ver§ lorsquev tend versw. Donc||y(t,v) — (o, w)|| tend vers) lorsque(t, v) tend
vers(o, w).

La secondeétape est de montrer quis(t, v) existe et cincide avea)(t,v). Consicrons
pour cela 'accroissement :

O(t,h) == ¢(t,v+h) — o(t,v).
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D’apres le lemme I1.3,
16, h)|| < C [

siv etv + h sont dang’. Et on a par éfinition deg,
e(to,h) =v+h—v=h.
Donc

O(t,h) = h + /t (f(s,o(s,v+h)) — f(s,o(s,v)) ds.

to
D’autre part, par éfinition de) :

Y(t,v)-h = h+/ Df(s,¢(s,v))w(s,v) - hds.

to

D’ou, par soustraction et@gali€ triangulaire :

10(£, h) = ¢ (t,v)-h]| < /t 1/ (s, d(s,0 4 h)) = f(s,6(s,v)) — Df(s,é(s,0)) - 0(s, h)|| ds

+/t IDf(s,¢(s,0)) (0(s,h) — ¥(s,v)-h)|lds.

Le premier terme se majore en utilisant le fait ¢fuest de class€? (on aurait besoin seulement
de C! en dimension finie, puisqu’aloi® f serait localement uniforément continue). Quitte
a réduire R on peut en effet suppos®?f borrée surlt, — 7,ty + 7] x B(ug; R), et donc,
d’'apres le tleoreme des accroissements finis, pour tout 0, il existen > 0 tel que pour
z,y € B(ug; 2R), ||y — z|| < nentrdne
1f(s,z) = f(s,y) = Df(s,y) - (z—y)ll < ellz—yl

pour touts € [ty, t]. Donc, pour|h|| < n/C,ona

1 (s, 0(s,0 4+ h)) = f(s,0(s,v)) — Df(s,0(s,0)) - 0(s,h)|| < eC|A].

D’ou pour toutt > tq :
t
10(t,h) — ¥(t,v) - hl| < eC||h|| (t—to) + a(to,t;v) / | 6(s,h) — (s,v)-h | ds
to
avec la néme signification pous que dans la prerareétape. On appliquant une nouvelle fois
le lemme de Gronwall, on&tluit pourt € [ty — 7,to + 7] :
16(t,h) — W (t,0) - hl| < eC ||h| 7erlommtormIT,

Ceci montre que

fim o (9(t.0 ) = 9(t.0) = 0(t.0) ) = 0,

c’est-a-dire quep est differentiable par rappoétv etDo(t,v) = (L, v).
En conclusiong est contifiment drivable par rapporit etav et donc de classeé!. O
En prime, on a moné que la diferentielle dep par rapporta v, D¢ est de class€’ et
solution de lequation lirgaire (3) avec la condition initiale

DQﬁ(to,’U) = IX .
Pour compégter, montrons maintenant le lemme uélidans la @monstration.
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Lemme ll.4 SiA : [ty—7,to+7]xV — L(X) ('espace des applications aires continues
de X dansX) est continue (par rappora sa premere variablet), alors les solutiong +—
Y(t,v) de I'equation lireaire

o
E(t’ v) = A(t,v) (L, v)

telles quey (ty, v) = v satisfont I'estimation

[t v) = vt w)ll < ol 7 max J[A(s,v) = Als, w)ll

sE€[to—T,to+T
xexp( 7 max max([|A(s, )|, [[As, w)[l|)
sE€[to—T7,to+7]

quels que soiente [ty — 7,ty + 7|, etv, w € V.

Dém. Quitte a faire une translation enon peut supposer = 0. Et on peut faire la preuve
pourt > t, (le cast < to s'en ceduisant par sy#trie). Enfin, pour simplifier legcritures,
introduisons les notations

a(t,v) == max [[A(s,v) | et b(t,v,w) := max [[|A(s,v) — A(s,w) || .
s€[0,¢] s€[0,t]

Puisque par éfinition,

bt v) — d(tw) = / As,0) (s, 0) — Als, w) (s, w) ds,

on a pour tout € [0, 7],

Lot v) — it w)]| < alr,v) / (s, ) — (s,w)]|ds + b(r, v, w) / (s, w)]| ds

De plus, t
lott W)l < oll + a(r,w) / (s, w)]| ds

Donc, par une prerare application du lemme de Gronwall,

[t w)|| < labol| € *).
On en é&duit

t
[¥(t,v) — Pt w)| < / a(7,0) [[¢(s,0) = (s, w)|| + b(r,0,w) & T 4| ds.
0
En appliquan& nouveau le lemme de Gronwall, ceci donne
t
J(t.0) = ¥t w)] < brvosw) ol [ e e
0

< b(T, v, U}) ”wOH e max(a(r,w),a(T,v)) :

ce qui est l'iregali€é annonée (avea € [ty, to + 7] etty = 0). O
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5 Deépendance par rapporta des paranetres

Connaissant le #toeme du flot, on obtient é&s facilement unésultat pour degquations
dépendant d’un paragtre :

Théoreme 11.5 On supposé de class&! surl x U x A, ol I est un intervalle ouvert d&, U

est un ouvert d& et A un ouvert d’'un autre espace de BanachLes solutions de &quation
differentiellea paranetre :

du

E = f(tvu7/\)

sont contiiment diférentiables par rappora \.

Dém. Consicerons le systmeaugmeng :

du

E = f(taunu)’
dp
U =0.

Soit® le flot local ent, de ce systme. Alors la solution du probine de Cauchy :
u'(t) = ft,u(t),N),
u(ty) = v

est donge par
u(t) = P(2"(t,v,7))

ouP : X xY — X désigne la projection sux. D’apres le tleoeme 1.4, c’est une fonction
continiment diférentiable par rappo# (v, \) et donc en particulier par rappa\. O



Chapitre Il

Equations lineaires

Dans ce chapitre, on s’iatesse exclusivement aéguations diftrentielles du type

du

— = Al)u + b(),

1)
avech € C(I; X) et A € C(I; L(X)) (ou L(X) désigne I'espace des applicatiinéaires
continuedans I'espace de Banacdf). On dit que sont desquations« linéairess (car A(t) est
linéaire) avec terme source (b). On qualifie parfois (1) simplementé&tjuation lirgaire (par
abus de langage, le terme corrétant plubt affine).

1 Existence globale

D’apres le tleoeme I1.3, les solutions de (1) sont globales.

Théoreme lll.1 Pourb € C(I; X) etA € C(I; L(X)), quel que soitty, ug) € I x X, il existe
une unique fonctiom € C!(7; X) solution de(1) telle queu(ty) = wuo.

On peut aussi donner unémonstration de ce &meme en faisant appel auéheme de
point fixe suivant :

Théoreme IIl.2 Soit7 un operateur sur un espace de Banach dont une puissance est contrac-
tante. Alors7 admet un point fixe unique.

Dém. Ce resultat est une coaguence facile du #oeme de point fixe de Banach-Picard.
Par hypotkse, il existe un entier tel que7” soit contractant et donc admette un point fixe
uniqueu. Alors

THT (u)) = T(T*(u)) = T(u).

Donc7 () est aussi un point fixe d&*. A cause de I'unici de ce point fixe on a aingi(u) =
u. De plus, tout point fixe dg étantévidemment un point fixe d&*, u est I'unique point fixe
deT. O

17
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Démonstration du theoreme 1ll.1. Pour €soudre le proeime de Cauchy de doae« ini-
tiale» u(tg) = ug, on cherches tel que

t

u(t) = ug + / (A(s) u(s) + b(s)) ds
to

c’esta-dire de facorequivalente

u(t) = v(t) + up, avec v(t) = /t(A(s) (v(s) + up) + b(s)) ds.

to

Pour simplifier, on suppose (sans perte deegalit, il suffit de translater toutes les fonctions
en jeu)t, = 0. Soientx et 5 tels quen < 0 < (3 et[a, §] C I. Définissons alors 'oprateur :

T C([o,f; X) — C([ 5] X)
v — Tu; = [1(A ) + uo) + b(s))ds.

Quels que soient etw dansC([a, 8]; X) on a

(To)(t) — (Tw)(t) = /0 A(s) (v(s) — w(s)) ds
et donc

[(To)(e) ~ (Tw)(®)]l < Ct max o~ wl], avecC = max [ A(s)]
se€|a,

Montrons par &currence que

[(T™)(0) = (Tw)®) < €= max v — w]

- n! sefo,

pour toutt € [a, 3]. C'est vraia I'ordre 1 comme on vient de le voir. Supposons &malié
vraiea 'ordren. Alors

(T o)) = (T o)) = I T(T") () — (T(T™)w(t))]]
<C /0 |(T")(s) — (T"w)(s)||ds < C max lv — w|| / C’”—ds

d’apres I'hypotlese de&currence. ERvaluant I'inegrale on obtlent imédiatement I'i@galié
alordren +1:

n+1
(T 0)(t) = (T w) (1) < O”“m lv — w|.
Par conéquent, on a
770 = T < o Py

n!

guels que soient etw. Donc7™ est contractant pour assez grand et d’ags le tleoeme I11.2,
7 admet un point fixe unique. a
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2 Resolvante

Consicerons lequation diferentielle lireaire dansC(X) :

dM

) 5 = Ao M.

D’apres le tleoeme lll.1, ses solutions maximales sont globales.

Définition 1.1  On appellerésolvantale I'eéquation diférentielle

du
— =A
g (t)u
I'application

R: IxI — L(X)

(t,to) — R(t,tg)

out — Rt ty) est la solution du prol@me de Cauchy poul2) avec la condition initiale
R(to,to) = lx.

On observe que pour touy € X, l'applicationu : ¢t — R(t,to)uy est la solution du
probleme de Cauchy pour (1) et la condition initiale,) = u,. Autrement dit, le flot de (1)
est dong par

¢t0 (ta Uo) - R(t, tQ)UO .

Par constructionk est contitiment diferentiable par rappoétt. De plus, le lemme 11.3 (ap-
plication simple du lemme de Gronwall) montre g@est Lispchitzienne par rappat,. Donc
en particulier,R est une fonction continue dé, ¢,). Comme I'ensemble des isomorphismes de
L(X) estun ouvert eR(ty,ty) = |x esttrivialement un isomorphisma&(t, ¢,) est un isomor-
phisme pour tout voisin det,. En fait, ceci est vrai pour tout € I comme consquence de
la :

Proposition Ill.1 La résolvante est telle que
R(t,s) o R(s,ty) = R(t,ty) quels que soient,s,t, € I.

Dém. Soituy € X etu(t) = R(t,to)uo. Alors la solution du pro@me de Cauchy

dv
dt

= A(t)v
n'est autre quer, mais elle s’exprime aussi comme
vt o) = R(ts)u(s) = R(t,s)o R(s,ty)ug.

D’ou
R(t,to)ug = R(t,s) o R(s,ty)ug .

Ceciétant vrai quel que soity, on en @duit la formule voulue. O
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Corollaire 1.1 Pour tout(¢,ty) € I x I, R(t,to) est un isomorphisme, d’inverde(ty, t).
De plus, R est contitiment diférentiable comme fonction de deux variables, et sst/ges
partielles satisfont

OR

E(u s) = A(t)o R(t,s) et @(t, s) = — R(t,s) o A(s).

0s

Déem.La premere partie est coggjuence imradiate de la proposition 111.1 :
R(to, t) o R(t, to) = R(to, to) =ly et R(t, to) o R(t(), t) = R(t, t) = lyx.

L'expression de la@rivee partielle d&? par rapporta sa prengre variable @dcoule directement
de la cfinition deR : elle est continue comme comg@esde fonctions continues (on rappelle
que R est continue comme fonction des deux variables). Pour montreRast cerivable par
rapporta sa seconde variable, on utilise la prereipartie : comme (¢, s) = R(s,t)™!, R est
dérivable par rappo# s par composition de — R(s,t) et de I'application

IsomX) — Isom(X)
M — ML,

dont on sait qu’elle est (confiment) diferentiable. Pour exprimer effectivement laridée
partielle deR par rapport sa seconde variable, oérive simplement I'identé

R(t,s)o R(s,t) = Ix

en utilisant I'expression de laédivée partielle deR par rapport sa prengre variable, ce qui
donne :

OR
g(t, s)o R(s,t) + R(t,s)o A(s) o R(s,t) = 0.
CommeR(s, t) est un isormorphisme, on elduit I'expression annoge. O

Attention! En géréral, on ne conriapas explicitement lagsolvante.

2.1 Cas defquations linéaires autonomes

Si A estindépendantet, la résolvante de (1) s’exprimeel’aide de I'exponentielle, dont on
rappelle la

Définition 111.2  Pour toutA € £(X),

(La rie ci-dessus est normalement convergente dans.)

Lemme lIl.1 PourtoutA € £(X), 'applicationt — € “ est contifiment @rivable (et @me

de class&>), et
d s

= Add =4 A.
dt
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La demonstration est laiég en exercice. Elle utilise de facon cruciale la pretprde I'ex-

ponentielle :
e(t+s)A _ etA esA'

Le lemme I11.3 montre que le&solvante de Equation diferentielle lireaireautonome

du
4
at Y

est donge par
R(t,s) = et=94,

2.2 Cas defquations linéaires en dimension finie

Dimension 1. Les équations diférentielles (d’ordre 1) lieaires scalaires, pour lesquelles
X = R, se esolvent explicitement : l&&solvante de

du
— =a(t)u

5 = )

ou I'inconnueu esta valeurs gelles etz : I — R est continue est doie par

R(t,s) = el adr

Dimension 2 et plus. |l est tentant de gréraliser la formule gredente. Cependant, si les
matricesA(t) (ou les endormophismes) ne commutent pas dedeux, une telle formule (que
I'on se garde volontairement &trire) estfausse: ceci est Ie au fait que €2 n'estpas le
produitde €' et € lorsque les matriced et B ne commutent pas.

Tout ce que I'on peut dire est que ksolvante estdiea une base de solutions.

Proposition IIl.2 SoitA : I — M, (R) continue, et? : I — M,,(R) la résolvante de

© T = A,

c’esta-dire que pout toutt,s) € I x I,

OR

E(t, s) = A(t)R(t,s) et R(s,s) =1,.
Si(ey,...,e,) estune base dR™, alors les applications — R(t,to)e; (pouri € {1,...,n})
forment une famille ingpendante de solutions {&). Inversement, si, . . ., u,, est une famille
indépendante de solutions (®), soitB : ¢t € [ — B(t) € GL,(R) dont les vecteurs colonnes
sontu, (t), ...,u,(t). Alors la resolvante dé€3) est donge par

R(t,s) = B(t)B(s) ™.

Dém. La premere partie écoule de la €finition et du corollaire Ill.1, qui montre que
R(t,s) € GL,(R). La preuve de la seconde partie consiste simpleaeatnarquer que I'ap-
plicationt — B(t) B(s)~! est solution du rdme probéme de Cauchy que— R(t,s). O
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Remarque. On peut aussi montrer que(t, s) est inversible enérifiant que son eterminant
satisfait uneequation dif€rentielle scalaire ligaire (d’ordre 1). C’est I'objet diesultat suivant,
parfois apped formule de Liouville.

Proposition I1l.3 SoitA(t, s) := dét(R(t, s)). Alors
A(t,s) = gl tr(A(m)dr

Dém. C’est un petit calcul qui utilise la di#irentielle du éterminant, dont on rappelle
gu’elle est donge par :
d(det)(M) - H = tr((comM) ' H).

Par congquent, la@gle de @rivation des fonctions compess montre que :

%(t, s) = tr((comR(t, s))t%(@s)) :

D’ou
%(m - tr((comR(t,s))tA(t)R(t, s)) - tr((comR(t, SR, S)A(t)) — A(t, ) tr(A(t))
d’apres la formulgcomR)' R = (détR) 1. 0

3 Formule de Duhamel

Ce paragraphe est consaerun gsultat tés facilea cemontrer et Banmoins fondamental.
Il exprime le principe de superposition bien connu selon lequ@lsolution grérale d’'une
équationlinéaireavec terme source est dampar la solution grérale de lequation homogne
plus une solution particudire de I[eéquation avec terme source.

Proposition 1.4 (Formule de Duhamel) SoitA € C(I; £(X)) etR larésolvante de €quation

differentiellehomogene:

du
— =A
i (t)yu

Soith € C(I; X) et¢' le flot enty € I de I'équation

du

i A(t) u + b(t).

Alors pour tout(t,v) € I x X,

¢(t,v) = R(t,to) - v + /t R(t,s)-b(s)ds.

to

Dém. On verifie par un calcul facile que I'application

t— /t R(t,s) - b(s)ds

est solution de Bquation avec le terme soureeCommet — R(t, ty) - v est solution de
I’ équation homogne, la somme des deux est, pagén€, solution de Bquation avec terme
source. De plus elle vautat = ¢,. Donc c’est I'unique solution cherék. O
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4 Equations linéaires autonomes

L'objectif ici est d’introduire certains outils utiles dans la suite du cours. On commence par
le cadre plulementaire deéquations en dimension finie.

4.1 Dimension finie

On consi@re dans ce paragrapHec M, (R) et I'équation diferentielle lireaire homogne
assocee

du

On sait que les solutions sorgfthies suiR tout entier. Que peut-on dire de leur comportement

a l'infini ? Cela cependa I'évidence des prog@ies de la matricel, que I'on va pour I'occasion
identifiera un endomorphisme d&". L'analyse de (4) est intimemenéka I'algebre lirtaire,

dont voici quelques rappels (pour information le vocabulaire anglophone, lorsqu’il n’est pas
intuitif, est donr@ en note).

Définition I11.3  Lesvaleurs proprésde A sont les nombres complexepour lesquels le noyau
de( A — A1) estnon trivial. S\ est une valeur propre d&, on dit que I'espac&er ( A — A1)
est lesous-espace progreassoce. Sik est le plus grand entier tel que

Ker(A — AI)*' c Ker(A — AI)* avecinclusion stricte

I'espaceKer (A — \1)* est apped sous-espace carécistiqué de ).
e Ladimension du sous-espace proger (A — A1) est appedemultiplicité geonetrique

de ).

e La dimension du sous-espace caggtiqueKer (A — M\I)* est appete multiplicité
algebriquede \.

e Lorsque les multiplicés geonétrique et alg¢brique cincident, la valeur propre est dite
semi-simple

e Lorsque les multiplicés geonetrique et al@brique cdncident et valentl, la valeur
propre \ est ditesimple

Théoreme II1.3
e Les valeurs propres dé sont les 2ros dupolyndbme carad@ristique:

P(\) = det(A\I — A).

La multiplicité alggbrique d’'une valeur propre eggalea son ordre commeézo du po-
lyndme caracgristique. Les sous-espaces cagtdtiques sont en somme directe et leur
somme est”.

e (Cayley-Hamilton) Les valeurs propres de sont aussi leséros dupolyndme minima)
défini comme le grérateur unitaire de I'idkal des polyfimes annulateurs dé.

e Si toutes les valeurs propres sont semi-simples, les sous-espace£stigcies et les
sous-espaces propres s@gaux, et la matricel est diagonalisable.

Pour la @monstration, se reportarun ouvrage d’algore lirgaire...

1« eigenvalues
2« eigenspace
3« generalized eigenspase
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Attention! Le vocabulaire seelescope un peu car on appelle augésblvantale A la matrice
(A — XI)~!lorsque) n'est pas une valeur propre de Le terme est dona manipuler avec
précaution.

Le comportement asymptotique des solutions de (4) est&lpanle ésultat suivant, que
I'on donne suiR™ et qui admeévidemment un analogue sRr (changer en—t et A en—A).

Proposition IIl.5 L'application t — € est boriee surR* si et seulement si les valeurs
propres deA sont toutes de partiecelle regative ou nulleetsi les valeurs propres imaginaires
pures sont semi-simples. Elle tend viéen +oo si et seulement si les valeurs propres4lsont
toutes de partie&elle strictementé&gative.

Dém. Soit {Ay,...,\,} 'ensemble des valeurs propres de(avecp < n et);, # );
pouri # j). A chaque valeur proprg; on associe le sous-espace cagestiquel;, etll; la
projection surt; paralelementa@,.; £;. Par céfinition deL;, il existe un entiek; tel que

(A - )\jI)kj Hj — 0,

et d'apes le tieoeme 111.3, on a

Par suite

kj—1

A_ietAH Zet)\ etA A Zem Ztk( _)\jI)kHj,
j=1

ce qui tend bien ver8 en+oco si les\; sont toutes de partieelle strictement @égative. Par
ailleurs, si les\; sont de partie@elle regative ou nulle et si lek; valent tousl, alors é4 est
borrée suR*. Les ieciproques sont facileserifier :

- S'il existe A de partie eelle strictement positive tel quév = A v pour un vecteup non
nul, alors

glv =t

est non bora.

- Si A € iR est une valeur propre non semi-simple, il existe des vecteurs now etiis
tels que

Av = Av, Aw = lw + v.

On montre par&currence que
A"w = N"w + mA™" o

pour tout entier natureh, et donc

tA

gdlw =& (w + tv)

est de norme sugpieure oltgaleat ||v|| — ||w| pourt > 0, ce qui esevidemment non boén
- Enfin, siA € iR est une valeur propre@me simpleAv = A\wv avecv non nul entrine
que
gto =ty

est de normégalea ||v||, ce qui ne tend pas veds O
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Définition 111.4 Une matrice n'ayant pas de valeur propre imaginaire pure est lijieerbo-
lique.

Proposition I11.6 SoitA € M,,(R) une matrice hyperbolique. Alors les ensembles
Es:{wER";tli+m étw =0}, E“:{wER”;tlim éltw =0}

sont des sous-espaces vectoriel®detables pard, appeks respectivemenbus-espace stable
et sous-espace instablet il existe des projecteuils” et [I° commutant aved! tels quell* +
IT* = I satisfaisant les estimations suivantes. En notgnt) I'ensemble des valeurs propres
deAet

B =—max{ReX < 0; N€o(A)} et v=min{ReX > 0; A€o(A)},
pour toute > 0, il existe des constantés et c. telles que
| €A < b.e P9 ve>0 et || <. €790 V<O,

Dém.Le fait queFE* et E* soient des sous-espaces vectorielRtistables parl estévident
(rappelons que’é commute avecl). On va commencer patfinir les projecteurs$l® et I1°,
et on \erifiera ensuite qué&® = Im(I1*) et E* = Im(I1*). On reprend pour cela lesémes
notations que dans la preuve de la proposition I11.5. Soient

T = Y I et I":= Y I
7;Rex;<0 j;Rex;>0

Noter que ces projecteurs sont biemaleurs dan&™ : en effet, les valeurs propres naetles
de A sont dewa deux conjugées, etl;, = II; si\; = A; doncll; + I, esta valeurs dans
R™.

Comme ledl;, IT* etII* sont bien des projecteurs commutant ae&t commeA n’a pas
de valeur propre imaginaire pure on a

p
M+ 1I° = > I = L.
j=1

De plus, on a I'expression explicite :
tA TS ¢t o Y CTVE T8
i = ) e Zk:!(A A DRI
j;Rex;<0 k=0

d’ou, pourt > 0,
K tk
A 118 < _ A k S — Bt
14T < p s, 1A = SO €7 3

avecK = max;k; — 1. Le dernier terme, polydmial ent, étant majoé par une constante
fois € poure > 0, on en @&duit I'estimation dd|e’ 4 I1°||. L'estimation dej|¢/ 4 I1*|| s’obtient
exactement de la @me margre. On @duit directement de ces estimations les inclusions

Im(IT°) ¢ E° et ImII*) C E“.
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Réciproquement, soit par exemple € E£°. Commell* commute avecd, il commute aussi
avec é4, donc
I wl| = €4 e M wl|| < c. € [le w]|

pour toutt < 0. En prenant < ~, le second membre tend versorsque tend vers—oo (pour
le dernier terme, on utilise simplement l&fohition de £°). DoncIl*w = 0, c’esta-dire que
w = II*w € Im(IT*). Ainsi £ C Im(II*). On montre de facon analogue g€ est inclus
dans InfII%). O

4.2 Dimension infinie

Pour simplifier la pesentation, on suppose dans ce paragrapheXgast unC-espace de
Banach, et quel est un oprateur lireaireet continu surX, ce que I'on noted € £(X).

On a vu au paragraphegedent desésultats sur le comportement de éorsqueX est
de dimension finie, qui reposent pour une large part suédacation des matrices. Lorsque
X est de dimension infinie, tout devient pluslidat. Tout d’abord, lespectrede A n’est plus
exclusivement constiude valeurs propres.

Définition 111.5 On appellespectrede A € L(X) I'ensembles(A) des nombres complexas
tels que( A — Alx ) ¢ Isom(X) (ensemble des isomorphismesXlg Le spectre ponctuedst
inclus dans le spectre : c’est 'ensemble dedeurs propresc’esta-dire des nombrea € C

pour lesqueld A — Alx ) est non injectif.

Remarques.
e L'ensemble des isomorphismétant un ouvert, Ensemble&solvantde A :

p(A) = C\o(A)
est ouvert, par contingtde I'application

C — L(X)
A= (A= Aly).

e Le spectre d’'un oprateurA € £(X) est bor :
a(A) C {5 AL < (AN}
En effet, sijA| > |||Al]], (A — Alx ) estinversible d'inverse

1 X1
A—My) = -2 — A"
( X) )\mzoAm Y

cette €rieétant normalement convergente. Plusgigment, on a (voir la preuve ci-as)
(5) o(A) € {A; A < v = Tim ATV Y et o(A) N {A; (Al =ra} # 0.

e Ainsi, 0(A) est un compact non vide d&

Attention! Si A était un o@rateur non bora(c’esta-dire lintaire mais pas continu), on pour-
rait encore éfinir son spectre mais il pourrditre vide ou non boén
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Démonstration de(5). C’est un peu subtil, car rien ne ditpriori que la limite de||A™|||*/™
existe. Nous allons le prouver, ereme temps que lrmule du rayon spectral

(6) Hm [ A™[|Y™ = sup{|\[; A € o(A)}.

i
m——+00

(Si on savait quer(A) est exclusivement constéude valeurs propres, la preuve serait plus
facile.) On sait éja ques(A) est un compact, inclus dans le disque de cedte¢ de rayon
|||Al||. Le critere de Cauchy sur la convergence darges montre que

{X; [Al > limsup [A™||M/™} € p(A),
dou
o(A) C {A; [A] < limsup || A"/}

En fait, on a mieux presque sans effort. En effety si o(A) alorsA™ € o(A™). Ceci esulte
simplement de la formule

(A™ = A"lx) = (A = Mx) > A Amh,

k=0
On en cduit
A < [IJA™ [IY™  pour touth € o(A) et pour toutn € N,
d’'ou
o(A) C {X; |\ < limJirnf [ A™]|]2™ } .
On aura effectivement&onté (6), si I'on \érifie que :
- premirement le spectre(A) est non vide, ce qui permet défihir
sa = sup{|A[; A€ a(A)},

- deuxemementlim sup |||A™|||Y/™ < o pourtouto > sy .

m—-+00

Car alors on aura la suite dégaliés

sa < liminf [|A™||Y™ < limsup [||A™[[™ < s,
m—+00 m——+00

d'ol sy = liminf,, . o [[|A™][|Y™ = limsup,,_ . [[|A™[|*/™. Ceci impliqueévidemment
(5) (pour la seconde partie de (5), on dit simplement que le sup de la fonction cohtirué)|
est recessairement atteint sur le compact non vi@é) ; autrement dit : il existe\ € o(A) sur
le cercle de centreé et de rayors, = r4!)

La demonstration des deux prop#sénon&es ci-dessus utilise le

Lemme IIl.2 L'application

Ri: p(Ad) — L(X)
A = (A= Aly)?

estholomorphgc’est-a-dire cerivable comme fonction de variable complexe).
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Dém. On sait @ja que cette application est continue, comme cor@pates applications
continues\ € C — A — Ay etu € Isom(X) — u~'. De plus, poun et \, dans I'ensemble
résolvantp(A),

(7 (A - )\IX)’l - (A - )\OIX)’l = (A=) (A - )\IX)’l (A — )\OIX)’l.
Ceci fésulte du calcul facile suivant :

A= X) (A= Ax) (A = Xlx)! =
(A= XMx) (A= Qolx) (A= Qolx)™ = (A= Mx)™ (A= Xlx) (A= Qlx)"
On céduit de la formule (7) que

d
5<A —AMx) ™t = (A = Nx) 2.
O
Comme R, esta valeurs dans 'akgpre de Banachi(X ), il faut prendre quelques @cautions
si I'on veut appliquer la thorie classique des fonctions de variable complexe. L'astuce consiste

a consi@rer les applications

f: p(A) — C
A = gp((A—)\lx)_l),
avecy € L(X)'. Le thtoeme de Hahn-Banach montre qu’il existe au moinspua £(X)’

pour lequelf n’est pas identiquement nul. De plysest holomorphe (par composition), et elle
admet le éveloppement

FO) = =AY AT p(Am)

pour|A| > |[||A]||. En particulier, on &imy_., | f(A)| = 0. Le theoreme de Liouville montre
donc quep(A) ne peut pagtreégala C tout entier. Autrement dity(A) est non vide. Soit donc
sa = sup{|A|; A € 0(A)} comme annor& L'extérieur du disque ceréren( et rayons 4 est
donc inclus dang(A), et f est une fonction holomorphe d¢ X pour |A| > s4. Par suite, le
développement eresie entere

—+00

f(1/2) = =2 Y 2" p(A™)

m=0
est convergent dans le disque de rayos,. En particulier, on doit donc avoir
sup [N\ p(A™)| < oo pour [A| > s4.
Grace au esultat d’analyse fonctionnelle damrans le thoeme 1l11.4 ci-apés (applige a

'espaceB = L(X) eta lafamilleB,, = A\ A™), on en @duit qu’il existe des nombres
réels positifS(\) tels que

sup A7 [ A" < C(A)  pour [A] > s4,

d'ou
lim sup [[|A™[||'/™ < |A]  pour |\ > s4.

Ceci acleve la @monstration de (5). a
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Théoreme lll.4 Si(B,,) est une famille clements d’'urC-espace de Banach tel que pour
touty € 1,
sup [p(B)| < oo

alors
sup || Bn|| < o0.
m

Dém. Cela revient simplemerit combiner le thoeme de Hahn-Banach avec l@t®eme
de Banach-Steihaus : le premier montre en effet que

1Bl = [lbmllciey OU  (bm, ) = @(Bn) Vo €B,
et le second dit que
sup [{bm, )| < oo Vo e B = sup ||bm||cc) < 0.

O
Gracea I'astuce mentionge plus haut (utiliser des formeséiaires continueg pour revenir
dansC), on peut faire passer legsultats classiques de laéthrie des fonctions de variable
complexe aux fonctiona valeurs dans une afgre de Banach. En patrticulier, on a le

Theoreme III.5 Soit 2 un ouvert connexe non vide dé et 5 une algbre de Banach. Si
f : Q — B est holomorphe elle est analytique, c’'@stlire developpable en&ie entere
(et reciproquement). De plus, BietI” sont des lacetaomotopesians?, alors

/Ff(z) a: = [ rea

Remarque. Dans le cas de l'algpre5 = L£(X) et de la fonction R, la premére partie de
I’énoné& est facilea \erifier. On peut rdme peciser I'observation faite au lemme 111.2 en

Proposition IIl.7 L'application R, estanalytique De plus,R, n’admet pas de prolongement
analytique en dehors dg A).

Dém.Pour\, )\, € p(A), la formule (7) sécrit aussi
Ra(Mo) = (1x — (A= Xo)Ra(No) ) Ra(N).

Par suite, on a
—+o00

Ra(A) = D (A = )" (Ralo))"",

n=0
cette &rieétant convergente pox — A\o| < 1/|||Ra(Xo)]|| . Ceci montre que Rest analytique
dansp(A). « Inversemens si la frie ci-dessus converge, alors sa somme est

—+00

SAN) = > (A = A)" (Ra(M)™™ = (1x — (A= Ao)Ra(Xo) ) Ra(Xo).

n=0

Or
Ra(Xo) (A — Alx) =1x — (A= X)) Ra(Xo).
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Donc Si(A\) (A — Alx) = lx. On montre de la @me fagcon qué A — Alx)Ss(\) =
Ix. Dol A € p(A) et Ry(A\) = Sa(N). Par congquent, R n'admet pas de prolongement
analytique en dehors ggA).

Pour s’en convaincre, on fait un raisonnement classique mais un peu acrobatique. Supposons
gu’une fonction analytiqug’ prolonge Ry au voisinage d’'un poinA du bord dep(A). Par
définition, A n’appartient pas I'ouvertp(A). Soitr le rayon de convergence déwkloppement
en €rie entére def au point). Il existe un point\g € p(A) N {\; |A = A < r/2}, etle
développement erésie entére def au point\, a un rayon au moinggalar — |[\g — A| >
|Ao—Al. En particulier) est dans le disque de convergence.f@mincide avec R au voisinage
de )\ et son @veloppement eresie entere est donc

+oo

JO) =D = 20" (Ra(h))"

n=0

D’aprées ce qui peade, tous les points du disque de convergence devigtiendang(A), mais

ce n'est pas le cas de O
Nous sommes maintenant é&mpour aborder I'extension de la proposition 111.6 en dimen-

sion infinie. Comme en dimension finie, on dit d’'uréogteur qu’il est hyperboligue s'’il n’a pas

de spectre imaginaire pur.

Theoreme III.6 Si A est un ograteur hyperbolique, il existe des projecteurs contiiéiet 1T
comme dans la proposition IlI.6.

Dém. On pro@de en deuktapes :1) on construit les projecteuid® et IT* de sorte que
AII® ait son spectre de partiéelle regative etAIl* ait son spectre de partiéelle positive 2)
on cemontre I'estimation de'# lorsqueA a son spectre de partiéalle regative ; I'estimation
« symetrique» s’en ceduit par le changement de variabtes: —t.

1) Le spectre ded étant un compact disjoint de I'axe imaginaire pur, il existe des courbes
fermées simpled’.. incluses dans les demi-plans de droite/gauche et qui entourent les en-
sembles

Yy = o(A)N{X; Rex =0}

(par exemple, on peut prendre le bord de demi-disques de faydih +¢). Soient alors

1 1
s — 5ir (zlx — A)'de, II* = 5 5 (zlx — A)"tdz.
Prenons par exemple le casldg et pour aléger les notations on omet I'exposardinsi que
I'indice — aT".
On commence parérifier quell est un projecteur. Pour cela, on remarque que daje&
théoreme 111.511 est invariant par un petitgghlacement d€' (puisque I'ensembleasolvant est
ouvert). Soitl” un chemin ferrd@ simple entourant' et ne rencontrant pas I'axe imaginaire.

Alors
1

e L [t = A (- ) s

/F /V —2) 7 (2lx = A)T = (- )T (Fx - A) e dY

IIoll =

1
(2im)?
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d’apres la formule (7). Or, puisqu€ est exérieural’, I'indice des points d&” par rapporia
I" est nul, tandis que l'indice des points Ogar rapporaI” vaut1. Donc il reste seulement le
premier terme, qui egtgalall.

Pour \érifier quell commute aveci, on utilise le fait que lesasolvantes commutent entre
elles (d’apés la formule (7)). Ceci implique, pour todte C\o(A) (ensemble non vide!),

(A= AMx) "I =T1(A — Mx)t,

d’ou
(A - Xlx)=(A— Xx)II etdonc ITA = AIIl.
Consicerons alorsA™~ la restriction deA au sous-espac& — := Im(II) (stable parA) et
AT la restriction deA au sous-espac&* := Im(lx — II) (également stable pat). On a

A* € L(X*) et les ensemblegsolvants de ces endomorphismes contiennent celdi dar
pour tout\ ¢ o(A), on a simplement

(A% — Myx=)t = (A — My ) Hxe.
En fait, on va montrer que leurs spectres sont exactement
O'(A:t) = Zi .

Pour cela, on commence par observer que pourtatit(A) qui n’est pas sur,

1
A—ANx) 'l = —— A= Xx) 7 (A= zlx)?
( Alx) oy F( AMx)7 (A= zlx) dz
1 B dz 1 L de
_2i7r<A AMx) /Fz—)\ 2i7r/F<A 21x) z— A

d’apres la formule (7).
- Pour\ a I'extérieur del’, le premier terme est nul, et il reste donc :
1

dz
_ -1 - _ -1

Le membre de droite est analytique &nquel que soit\ a I'exterieur del’, et fournit donc un
prolongement analytique ded — \lx )~'II a tout I'exérieur del’. Ceci montre que(A™)
esta l'intérieur del’, et donco(A™) C X_.
- Pour) a l'intérieur del’, on a
1

dz
_ 17 — _ -1 - B -1
(A )\lX) II (A )\lx) + 20 F(A Z|X> N — -

etdonc( A — My )~! (Ix — II) se prolonge analytiquemeatout I'interieur del’. Ceci montre
quec(AT) esta I'extérieur del’, et donco (A1) C X
Enfin,o(A) N p(A7) N p(AT) = 0 car pour tout € p(A~) N p(At),ona

(Ra-(M) I+ Rar(A) (Ix — 1I)) (A — Alx)

= (A= Mx) (RN + Rye (V) (Iy — 10)) = Ix
etdonc) € p(A). Par suiteyy C o(A*).
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2) Il s’agit maintenant d’obtenir une estimation délg@ = &4, Pour simplifier, on note
A a la place dedll, ce qui revienta supposer que le spectre deest tout entiea I'intérieur
d’'une courbe ferr@e simplel’, elle-méme incluse dans un demi-plgn; ReA < ~} avec
v €] — 3,0[. On veut montrer qu’il existé > 0 tel que pour tout > 0,

el < ver.

La encore, il faut faire preuve d’'imagination car kngonstration faite en dimension finie ne
s’adapte pas. Liée repose sur l@ansformation de Laplacejui suggre qu’au moingormel-

lemement )

tA t —1

e = 2im Rez:vez (ZlX A) dz .
(Noter que par construction la droite verticdle; Rez = ~} est incluse dans I'ensemble
résolvantp(A).) Toutefois, rien n'assure que cetteégtale soit convergente! En effet, I'ex-
ponentielle est oscillante mais pagcdoissante l'infini, et (z1x — A)™' = —Ra(z) se
comportea priori en1/z a I'infini. En revanche, si 'on modifie convenablement le chemin
d’intégration on peut rendre l'iagrale absolument convergente : en I'occurrence (puisque le
spectre ded est bor@) on va voir qu’on peut tout simplement remplacer la drdite Rez =
~ } par la courbe ferm@el" (ce qui supprime tout probime de convergence) !

Soit en effet .
= — t Iy — A)7! .
o= /r e (zlx )" dz

Comme Re: < v lelong del’, il existeévidemment”' > 0 tel que pour tout > 0,

S(t) -

ISl < ce.

D’apreés I'etapel) on sait queS(0) = | . De plus, par drivation sous le sign¢, on a

S'(t)—L ze (zlx — A)tdz

- 2Z7T r
L ety — At A) (2l — A) s = AS()

2Z7T C
/ etdz =0
N

(la fonctionz — €* nayantévidemment pas de singulda I'intérieur del’). Autrement dit,
S est solution du du probme de Cauchy :

puisque

dsS
— =A = lx.
i S, S(0) X

C’est donc ques(t) = €. La formule ainsi obtenue :

etA:L e (zlxy — A) tdz

2 Jp

est appdieintégrale de Dunford-Taylor O
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5 Equations differentielles lineairesa coefficients @riodiques

Soit X un espace de Banach (sRrou C) et A € C(R; X) périodique de priode7". On
consicere I'equation diferentielle lireaire

du
— =A
= A,

etR: R xR — IsomX) sa ésolvante :

OR
E(t’ s) = A(t)o R(t,s) et R(s,s) = lx.

Définition 111.6  Quel que soit € R, on appelle I'of@rateur
C(s) = R(s+T,s)
opérateur de monodromi@u points).

Proposition I11.8 Les operateurs de monodromie sont toasnjugwes Pour gu'il existe une
solutionT-périodique non-triviale de Bquation diférentielle, il faut et il suffit que soit valeur
propre de ces ofrateurs.

Dém.On commence par observer que
R(t+T,s+T) = R(t,s)

pour tout(t,s) € R x R. (Les deux membres, vus comme fonctionstdsont solutions du
méme probéme de Cauchy.) Gcea la formule de la proposition Ill.1, on a donc, quels que
soientt ets :

Ct)R(t,s) = R(t+T,s) = Rt+T,s+T)C(s) = R(t,s)C(s).

Par ailleurs, I'existence d’'une solutiogodiqueu # 0 équivauta I'existence dei, # 0 tel
queR(T,0)uy = uo. O

Le résultat suivant montre que, en dimension finie,dgqaations diférentielles likairesa
coefficients griodiques sont en quelque sorte configsa deséquations diferentielles auto-
nomes.

Théoreme III.7 (Floquet-Lyapunov) Si X est unC-espace vectoriel ddimension finieet
A € C(R; L(X)) estT-périodique, il existe une applicatiofi-périodique : R — Isom X)
et B € L(X) telle queu est solution de

du

si et seulement gi — ov(t) := Q(¢) u(t) est solution de

dv

W _ B,
at v
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Dém. La dimension finie permet d’appliquer le lemme lI)Xi-apes : il existe dond €
L(X) tel que
e’? = C(0) = R(T,0).

Soit alors@ définie par
Qt) = €7 R(0,1).
On a bienQ(t) € Isom(X), et d’'une part
Q(t) R(t,s)u(s) = €8 R(0,s)u(s)

est bien solution de&quation assoéeea B et d’autre part,

Qt+T) = & R(T,0) R0,t +T) = &P R(T,t +T) = €® R(0,1) = Q(t).

Remarque. Dans le cadre de ce&beme, on a inversementt) = P(t)v(t), avec
Pt) = Q)™ = R(t,0)e'".
La version eelle du tleoreme est le

Théoreme I11.8 (Floquet-Lyapunov) Si X est unR-espace vectoriel ddimension finieet
A € C(R; L(X)) estT-périodique, il existe une applicatiat¥’-périodique® : R — Isom X)
etB € L(X) telle queu est solution de

du

si et seulement i — v(t) := Q(t) u(t) est solution de

dv

E = Buwv.

Dém.D’apres le lemme I11.3i), il existe B € £(X) tel que
e’? = 0(0)* = R(T,0)2.

On cefinit a nouveau) par

Qt) = €7 R(0,1).
Elle est2T-périodique car
Q(t +2T) = &P R(T,0)*> R(0,t +2T) = € R(T,0) R(T,t + 2T)

_ B R(T,t+T) = etB R(O,t) = Q(t)

Lemme II1.3 (Inversion de I'exponentielle)

i). Pour toutC € GL,(C), il existe B € M,,(C) tel quee? = C.
ii). PourtoutC € GL,(R), il existe B € M,,(R) tel quee® = C2.
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Dém.i) Par eduction aux sous-espaces cagastiques, on peut supposer que= A1, +
N, ou N estnilpotent d’ordréc < n — 1. CommeC est inversible) est non nul : il existe donc
B € C tel que\ = €°, et I'on peutécrire

C=¢&(l,+X'N).

Tout revient don@ trouvers tel que

e =1, +N, N:=\X'N.

(Noter queN est nilpotent comméV.) Car alors il suffira de posé8 = 31, + B. Désormais
on omet les tildes (ce qui revieatsupposeA = 1). Par analogie avec leegdeloppement en
série entére deln(1 + ¢) au pointt = 0, un candidat est

~+00 k
(_1)m+1 (_1>m+1
B = ~ 72 N™ = — N™.
P PR
La vérification de legalie € = 1, + N n'est toutefois pas imédiate. Pour cela on va

utiliser quelques propeies de I'exponentielle et notamment le fait que I'exponentielle est un
diffeomorphisme local €@, : il existe une boul®/, centée erD,, et une boulg’; centée en },
telles que pour touf; € V; il existe un uniquel/ € V, tel queC, = €. (Ceci esout pour le
moment notre proBime seulement lorsque la matrideest« petite») On va de plus montrer
gue I'exponentielle@alise un horaomorphisme de 'ensemble des matrices nilpotentes d’ordre
k, que I'on noteV,, sur 'ensemble,] + N,. La bijection Eciproque sera bieriscelle qu’on

attend a savoir :
k

ck:cHZﬂ(C—M)M.

m
m=1

Montrons tout d’abord que le débmorphisme qui est l&ciproque locale de I'exponen-

tielle est
(-

£:CHZT(C—|H)’”.

m=1

OnacL(e”) = L(l,) = 0,.De plus, pour touB € V, et pour tout: € [0, 1] :

k +o00
d B m—1 B m—1 AtB tB\m ~tB
Ec(e):g::l(—n (&P —1,) eB:mz::O(ln—e)eB:B.

Donc£(e?) = B.On en @&duit que pour toud! € V;, M) = M. Cette formule se traduit
en particulier, poud/ € Vy N (1, + N3), par

et (M) — pAr
Soit N € N;. Regardons I'application
tors gl H N N

Elle estpolymdmiale(car I'applicationt — L (I, + t N) est polyrdmiale eta valeurs dans
N, donc il ne reste qu’'un nombre fini de termes lorsqu’on compose par I'exponentielle), et
nulle au voisinage de. Elle est donc identiquement nulle. En particulier,

efrIntN) |4 N

i) Voir par exemple [6]. a
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Théoreme I11.9 (« spectral mapping theorems) SoitK = R ouC. SiC € GL,(K) s’écrit
C = €P, alors les valeurs propres dé caincident avec les exponentielles des valeurs propres
de B, avec les rames multiplicis.

Définition 111.7 Les valeurs propres des emteurs de monodromie sont appemultiplica-
teurs cara@ristiques Les nombreg: tels quee*” est un multiplicateur caraéristique sont
appeksexposants de Floguet

Grace aux teoemes II1.7 et 111.9, la proposition I11.5 implique le

Théoreme 111.10 Les solutions de

du
— = A(t
i (t)u

sont borrees suiR™ si et seulement si les multiplicateurs cagstiques sont tous de module
inferieur ouégala 1 etceux de modules sont semi-simples. Toutes les solutions tendent vers
0 en+oo si et seulement si les multiplicateurs ca@tstiqgues sont tous de module strictement
inférieura 1.

Consicerons maintenantéquation avec terme source :

du
dt
avech périodique de rame @riode queA.

— A(t)u + b(t),

Proposition I11.9 Si1 n'est pas dans le spectre deséoateurs de monodromie deefjuation
homogene, Iequation avec terme source admet au moins une soluédongique.

Remarque. Lorsqueb = 0 la solution g@riodique en question est identiquement nulle!
Déem. Soit R la résolvante de &quation homogne. D’apeés la formule de Duhamel, toute
solution de lequation avec terme sourcerifie

w(T) = R(T,0)u(0) + /0 R(T,s)b(s)ds.

Sil'opérateur k — R(T,0) est inversible, il existe un unique € X tel que

ax—mﬂmmozz_mﬂgugm.

La solution du prol#me de Cauchy de doee initialeu, ent = 0 vérifie doncu(7") = u(0).
Ceci suffita prouver gu’elle est-périodique, car sa transét +— u(t + 7') est solution du
méme probdme de Cauchy (on utilise ici le fait que le terme source aitéaene @riodicite que
A). O

Theoreme II1.11 Supposons( de dimension finie. Pour queejuation
du
dt

avec A et b périodiques de r@me fgriode, admette une solutiorepodique, il suffit qu’elle

admette une solution boee surR+.

= A(t)u + b(t)
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Dém. Soit P I'application affine @&finie par

P(v) = R(T,0) (v + /0 ' R(0,5)b(s) ds),

ou R est la Esolvante de €quation homogne. Toute solution de I'équation avec terme source
verifie d’apes la formule de Duhamel éiée), pour toutr € N, u(nT) = P™(ug) OU uy =
1(0). Donc s'il existe une solution boée, c’est qu'il existey, € X tel que la suite”” (u,) Soit
borrée.

On va raisonner par I'absurde et montrer que la non-existence de soluéapnsgigues
empecheP™(uy) d'étre bore. S’il 'y a pas de solutiongpiodique c’est que I'oprateurP n'a
pas de point fixe. Autrement dit, le vectaur= R(T’,0) fOT R(0, s) b(s) ds n'appartient pas
E :=1Im (Ix — R(T,0)), qui est ferng puisqu’'on a suppéd’espace de dimension finie. Donc
il existep € E* tel queyp(y) # 0 (sinon on auraiy € (E+)* = E = FE). Par construction,
ceci implique

p(v — R(T,0)v) = 0 pourtoutv € X,

c'esta-direp(v) = p(R(T,0)v) et doncy(v) = @(R(T,0)™v) pour tout entiem. Or une
recurrence facile montre que

n—1
P"(v) = R(T,0)"v+ Y _R(T,0)"y.
k=0
On en cduit
e(P"(v)) = ¢(v) + nely),
ce qui n'est pas bopuisquep(y) # 0. O

Remarque. Endimension infinie, la @me @&monstration fonctionn@,condition desupposer

Im (Ix — R(T,0)) = Im (Ix — R(T,0)).
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Chapitre IV

Equations autonomes

On revient maintenarda deséquations non-lieaires, supp@es autonomes c’eatdire de
la forme

) = ).

ou f est une fontion de class¥ sur un ouveri/ d'un espace de Banacki dansX. On dit
gu’une telle fonctionf est unchamp de vecteurt’ étude de equation diferentielle (1) revient
a I'eétude des champs de vecteurs.

1 Champs de vecteurs

Définition IV.1 On appelleintégrale prenére d’'un champ de vecteuf sur U une fonction
E € CY(U,R) telle que

dE(u) - f(u) = 0 quel que soitt € U .
On dit aussi quer est une inkgrale premére de léquation diférentielle(1).

Par cfinition, quel que soit. € C'(.J; U) solution de (1), SE est une inégrale prengre de
(1) alorsE o u est incependant de.

Exemple. Le champ de vecteurs assed la loi de Newton en &canique est de la forme
f : (x,v) € R" xR" — (v,F(z)). LorsqueF « dérive d’'un potentiel" » c’esta-dire
F = —grad/, alors I'énergie totale
1 2
E(z,v) = 5 [l]” + V(2)

est une inégrale premnére.

La connaissance d’iagrales prengires est cruciale pour eser €soudre explicitement
I’ équation diferentielle ; et elle est toujours utile pour montrer des pé#psi qualitatives de
cetteéquation.

Définition IV.2 Un champ de vecteurg est ditcompletsi et seulement toutes les solutions
maximales d€1) sont globales, c’esi-dire cefinies suiR tout entier.

39
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Attention! La regularieé d’'un champ de vecteurs n’a riarvoir avec le fait qu’il soit complet
ou non, comme le montre I'exempledfr simple de Bquation de Riccati,ioX = R, f(u) =
u? (donc f est analytique!) et les solutions non trivialesxplosent en temps fini.

Pour cemontrer qu’'un champ de vecteurs est complet, on peut faire appel au

Théeoreme 1V.1 Supposons que pour tout intervatievertborné J, toute solution: € C*(J;U)

de 1
O = f(u)

soita valeurs dans un compaséf; deU. Alors le champf est complet.

Dém. C’est une consquence du #oeme des bouts (Boeme 11.2), un peu subtile car le
compactk ; peuta priori dépendre dangereusement du didira de/. En fait, on va appliquer
le theoeme des bouta un systme €quivalentiaugment.

Soitu € C(J; U) une solution maximale de

du

E:f(u)-

Alors l'applications € J +— (u,t) = (u(s),s) est une solution maximale du sgste aug-
mene :

du

& - f(u)a
dt

— =1.
ds

Supposons qug = supJ eta = infJ soient finis. Choisissong > max(J, — a).
D’apres le tlieoeme 11.2, la solution maximal@u, t) du syseme augmegtdoit sortir du com-
pactK; x [-T,T]. Commeu reste dangs,;, c’est quef sort de l'intervalle]—T7', T'] et donc de
J; ce qui est absurde puisque- s € J.

Donc 'une au moins des bornes dest infinie. Et en fait les deux le sont. On s’en convainc
aisament en reprenant l&&thonstration du #oreme des bouts : si on avait par exemgle=
| — o0, B[ avecs < +oo, alors, pour touty < g etT > max(3, —~), la solution(u,t) €
C'(], B[) du syseme augmestdevrait sortir du compadty, 5 x -7, T) lorsques 3, ce
qui est impossible. O

En dimension finie, &rifier les hypotkses de ce #oreme revient simplemesttrouver des
estimations a prioric’esta-dire une majoration des solutions sur les intervallesésorn

Exemple. Le champ de vecteurs de legeaniquef : (z,v) € R" x R" — (v, —grad/ (z))
est complet pourvu quE soit une fonction positive.
En effet, rappelons que

1
B(w,0) = 5 ol + V(o

)
est une inégrale premére. Sil’ est positive, st — (z(t),v(t)) est une solution deé&quation
différentielle assoékea f, alorsv(t) = 2/(t), d'ouz(t) = z(0) + f(f v(s)ds, et
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etdonc

lz@)II < [l=(0)Il + T /2 E(2(0),v(0))

pourt €] — T,T|. Ainsi la restriction de(x, v) & tout intervalle boré esta valeurs dans un
ensemble fer@ borreé deR?". Donc on peut appliquer le éoeme 1V.1.

Définition IV.3 Les trajectoires des solutions maximales(ilg c’esta-dire les courbes dans
X de laforme{u(t); t € J} ouwu € C'(J;U) est une solution maximale @&), sont appedes
courbes inkgraledu champ de vecteurs

Remarque. D’apres l'unicite dans le teoeme de Cauchy-Lipschitz, les courbesales
d’'un champ de vecteurs sont deauxleux disjointes !

2 Flot

Les flots locauxp’® et ¢’ d’'une équation diférentielle autonome (1) seduisent I'un de
I'autre par translation. En effet, les applicatigns> ¢’ (t,v) ett — ¢ (¢t + ¢, — to, v) SONt par
définition deux solutions de (1) et elles prennent lkamne valeun ent = t,, donc elles sont
egales.

C’est pourquoi on fixeé, = 0 une fois pour toutes. On notera@sbrmaisp;(v) = ¢°(t,v).

2.1 Orbites

Si le champ de vecteursest complet, le flot est global, c’eatdire que pour tout € U,
I'applicationt — ¢,(v) est cefinie surR tout entier. De plus, 'ensemble

{peC(U;U); teR}

muni de la loi de composition est ungroupe commutatifEn effet, il contient), = ¢, et en
utilisanta nouveau l'unicié du tfeoeme de Cauchy-Lipschitz on montre que

Qs 0 Qr = Q10 Py = Ppps

guels que soient ett. Cette structure alprique justifie la dfinition suivante.

Définition IV.4 Pour toutv € U on appelleorbite de v (pour I'équation diférentielle(1)) la
courbe inégrale def passant paw, c’esta-dire 'ensemble

{d(v); teJ}

ou est I'intervalle maximal d’existence deau pointv.

Bien dr, les orbites sont deuxdeux disjointes.
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Remarque. Sil'on dispose d’une irigrale prenére £, toute orbite esévidemment incluse
dans un ensemble de niveau fle

Proposition IV.1 L'orbite d’un pointv est eduite au singletoguv} si seulement sf(v) = 0.
Si ce n'est pas le cas et s'il existg # sq tel queg,,(v) = ¢4 (v) alorst — ¢,(v) est une
solution globalegpériodiqueet I'orbite dewv est une courbe ferae simple.

Dém. Supposons que;(v) soit cefini pourt € [0, T avec) < sy < ty < T < +00. Soitm
le plus grand entier tel que
m (to — 80) < T.

L'application
t = Drito—so(V)
est solution de Bquation diferentielle et vaut

¢t0 (U) = ¢50 (U)

ent = sq. En utilisant une fois de plus l'uni@tdes solutions, on eréduit

Grrto—s0 (V) = Pi(v) pourtoutt € [0, T — (tg — so)]-

En particulier,
¢m(t()—50)<v) = ¢o(v) = v.

Par conéquent, I'application: définie par

u(t) = Grom(to—s0)(v) POUrt € [m(to — so), (m + 1)(to — s0)]

est solution du prokime de Cauchy :

u(m(ty — sg)) = v

et prolonget — ¢,(v) au deb deT'. C'est donc que, peutétre prolongea toutR. Et elle est
périodique de priode(ty — so).
L'ensemble{t > 0; ¢;(v) = v} contient en particulief, — so. On peut donc &finir

T = inf{t > 0; ¢(v) = v}.

Siv n’est pas un point fixel est strictement positif. En effet, il existece X' tel quep(f(v)) #
0. Supposons par exemplé f(v)) > 0. Par continuié det — o(f(¢:(v))) on a donc, dans un
intervalle[0, 7] avecn > 0 assez petitp(f(¢:(v))) > e > 0. Par suite,

o(¢(v) — v) = / o(f(6e(v)))ds > te

pourt € [0,7n]. Donc¢:(v) — v ne peut s'annuler dari8, ] en dehors de = 0. Ceci montre
queT est strictement positif. De plus est atteint par continuétdet — ¢, (v).

Avec cette @finition deT’, I'applicationt — ¢;(v) est injective suf0, 7', et I'orbite dev est
la courbe ferrée{ ¢,(v); t € [0, T}, qui est sans point double caj(v) = ¢s(v) implique
¢r—s(v) = vetdonct —s > T sit > s. O
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Définition IV.5 On appellepoint stationnair@u point fixe ou point d'équilibreun pointv € U
dont 'orbite est Bduited {v}, ce quiéquivauta ce que le champ de vecteurs s’annule au point
v : on dit aussi que est unpoint singulierdu champ de vecteurs.

Définition IV.6 On appellecycleune orbite ferrge.
Définition IV.7 On appelleorbite Feteroclineune courbe iréigrale globale

{#:(v); t € R}

reliant deux points fixes défents ent-oo et —oo. On appelleorbite homoclinaune orbite

{¢e(v); t € R}

reliant un néme point fixe er-oco et —co.

2.2 Redressement du flot

Définition IV.8 On appellesectionlocale du chamg en un poininon singuliery (c’est-a-dire
tel que f(y) # 0), un ouvertS d’une hypersurface contenapttel que pour toutu € S,
f(u) € T,,S ('espace tangend S au pointu) : on dit aussi quef (u) esttransversé T,,S.

En particulier, il existe toujours dections planes’esta-dire incluses dans un hyperplan
affine. En effet, sif (y) # 0, il existe un hyperplan (vectoriel) fei@rt! tel que

Rf(y) ® H=X.

(En dimension infinie, ceci repose sur l@tieme de Hahn-Banach.) Par contiguite f, I'en-
semble{u € U; f(u) ¢ H } estouvert. Donc il existe > 0 tel que pour tout, € B(y, ) (la
boule ouverte de centreet de rayorr), f(u) ¢ H.Par congquent, I'intersection de I'hyper-
plan affiney + H (dont I'espace tangent en tout point estg@g&mentH) avecB(y, r) est une
section locale en.

Théoreme IV.2 (de redressement du flot)SiR f(y) ® H = X, alorsil exister > 0 etr > 0
tels que
S, =y + H, avecH, :={heH; |hllx <r}

soit une section locale epet I'application

¢ : |-7,7[xH, — B:=®(—71,7[x85,)
(tv h) = ¢t(y+h)a

soit un diftfomorphisme. En outre, pour toute B, il existe un unique €] — 7, 7[ tel que
¢t(v) < ST.

L'ouvert B est appead unebaite a flot

Dém. On a ja vu la premére partie. Il s’agit ensuite d’appliquer legibveme d’inversion
locale. La fonctiond est de class€' pourr etr assez petits. De plus, la déffentielle deb au
point (0, 0) est donie par

d®(0,0) - (s,k) = s f(y) + k pourtout(s,k) e R x H.



44 CHAPITRE IV. EQUATIONS AUTONOMES

C’est une bijection d&R x H sur X puisqueR f(y) & H = X, et elle esttvidemment
continue. Donc saéciproque est aussi continue d’'apre tleoeme de I'application ouverte :
on peut aussi le voir de fagon plésélementaires> (bien qu'il y ait derrere le tleoeme de
Hahn-Banach), eacrivantH = Ker ¢ avecy € X' tel quep(f(y)) = | f(y)||?, de sorte que

R0 R T ))

Par congquent® est un diftomorphisme local, et donc un @timorphisme dé— 7, 7[x H,
sur son image, quitta reduirer etr.
Ceci implique que pour tout € B, il existe un uniquét, h) €] — 7, 7[x H, tel que

sy +hk=1 o ACH RN GOy

¢t(y + h) = U,
dou¢_(v) = y+ h € S,. Inversement, s €| — 7, 7| est tel queps(v) = y+ 1’ € S,, alors
v = ¢_s(y+ h')etdoncs = —teth = h'. O

Remarque V.1 Le diffomorphisme inverse—! opere unredressement du flden effet, 'image
réciprogue d’une orbit¢ ¢,(v); t €] —7,7[} avecv = y + h € S, n'est autre que le segment
de droite{ (¢, h); t €] — 7, 7[}.

3 Portraits de phase

Définition IV.9 On appelleportrait de phased’'un champ de vecteur$, ou de l'eéquation
differentielle assoée(1), la partition deU en orbites.

Obtenir des informations sur le portrait de phase @eessite pas de savo@soudre expli-
citement lequation diférentielle !

Le point de @part consisté regerer les orbitestationnaires ce qui revienta resoudre
I’ équation algbriquef(v) = 0. On verra plus loin (Chapitre V) comment trouver I'allure des
orbites au voisinage des points stationnaira@s@ciment le téoreme de redressement du
flot ne s’applique pas!)

Il y a d’autres orbites remarquablasechercher. La recherche de cycles et d’orbites homo-
cline ou teteroclines est enéyéral non triviale. On verra dans la suite du cours quelques outils
pour cela.

Remarque. Sil'on dispose d’'une iréigrale premére I, les orbites sonévidemment incluses
dans des ensembles de niveaurleEn dimension finie, si I'on dispose de: — 1 intégrales
premeres in@pendantes, les intersections de leurs ensembles de niveaux forment des courbes,
qui fournissent le portrait de phase complet. (C’est une situatiesiadet rare !)

Quoi qu'’il en soit, en dimension finie on obtient des informationériessantes sur I'allure
des orbites par une simpé&ude du signe des composantes du champ de vecteurs.

Les portraits de phase en dimensiosont essentiellement triviaux : ils reposent seulement
sur le tableau de variations de la fonctignEn dimension sugrieurea 3 ils sont difficiles
a repeésenter et d'une grande compléxien gréral. Le cas de la dimensidhesta la fois
riche et pas trop complidgu.. (On en verra une raison profonde avec &otbme de Poincér
Bendixson.)

Il est important de remarquer que le portrait de phaggedd en fait seulement de la direc-
tion du champ de vecteurs.
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Proposition IV.2 Le portrait de phases d’un champ de vectefiroincide avec le portrait de
phases de tout champ de vecteurs de la fokgheol \ € CH(U; R*).

Dém.C’est une simple question de changement de patage. Soit € U etu € C*(]s_, s, |)
la solution maximale de

Soit alors i
vww:AAmw»w,

qui est une fonction strictement croissante puisguest par hypotbsea valeurs positives, et
soit S la fonction Eciproque d€’, définie sur

It 4], oty = /Osi (o)) do

Ona

d s 1

SUS) = (S) = MuSW) Fu(S®) 55y

etu(S(0)) = u(0) = v. DoncU = wo S est solution du proBime de Cauchy :
{ U't) = fU®)),

U0) = wv.

= f(u(S@)))

De plus,U est maximale. Supposons en effet que I'on puisse prolariget _, ¢, + ], & > 0.
Prolongeons alorS§ alt_, ¢, + ¢] par

¢ dr
“”:K;MWﬂy

On peut ainsi prolongef als_, s, + n] avec

ty+e dr
”:[+ NG

Et on trouve qué/ o7 est solution du @me probdme de Cauchy quesur l'intervalle|s_, s, +
n], contenant strictememnt_, s [. Cela contredit le fait que soit maximale. C’est donc qué
est aussi une solution maximale (pour le chafipAutrement dit, I'orbite dev sous le champ
Af, c’esta-dire la courbe

{u(s); s €ls_ sy [} = {uoS(t); t €]t t,[}
est exactement I'orbite desous le chamg. O

Remarque IV.2 Quel que soit le champ de vecteyrss C'(U), il existe A € CH(U; R™) tel
queg := ) f soitcomplet En effet, il suffit de posek(u) := 1/(1 + || f(u)]|*) car alors
g = X f estborre et le tlieoreme 1V.1 montre que ce chamest complet.
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4 Ensemblesv-limite

Dans ce qui suitf est un champ de vecteurs de cla€sesur I'espace de Banack tout
entier pour simplifier.

4.1 Propriétés genérales

Définition IV.10 Soitv € X. Sil'intervalle J de cEfinition de la courbe irtgrale def passant
parv esttel queup J = +oco, on appelle ensemble-limite dev 'ensemblel,, (v) des valeurs
d’adhérence d€g ¢, (v)} lorsquet — +oo. Siinf J = —oo, on appelle ensemble-limite dev
I'ensembleL,,(v) des valeurs d’adérence dg¢.(v)} lorsquet — —oc.

(Ces noms onété choisi parce que etw sont respectivement la preene et la derriéire
lettre de I'alphabet grec.)

Exemples.
e Siv appartienty une orbite Bterocline, alors par&finition il existev_ etv, € U tels que
lim; 4o ¢¢(v) = vy. ParcongquentL,(v) = {v_} etL,(v) = {v,}.
e Siwv appartient un cycley, alorsL,(v) = L,(v) = 7.

Proposition IV.3 Les ensembles-limite eta-limite d’'un pointv sont fern&s et invariants par

le flot. Ils sont de plus inclus dans I'ensemble de nivéau, F(w) = E(v)} si E est une
intégrale premére. Plus gréralement, si” : X — R estune fonction continue et monotone le
long des courbes iggrales, les ensembleslimite eta-limite sont inclus dans des ensembles
de niveau de-'.

Dém. Ces prop®tes sont presque contenues dansgnition. Siw € L, (v), il existe une
suitet,, tendant versroo telle queg;, (v) tend versw. Alors, quel que soit,

¢r(w) = HEIEOO Gryt, (V)

appartient aussh L, (v). Donc cet ensemble est bien invariant par le flot. D’autre part, le
compkmentaire de I'ensemble-limite est par @finition 'ensemble desv tels qu’il existe
g > 0etty > 0 avec

[6:(v) — wl| = &

pour toutt > ty. Or pour un teko, on aévidemment

l¢n(v) = z[l = 3eo

pour toutt > ¢, et pour toutz € B(w, %go). Donc le comptmentaire de I'ensemble-limite
est ouvert. S’ : X — R est continue et telle que— F(¢;(v)) soit simplement monotone,
alors il existen € [—oo, +o0] tel que

lim F(¢(v)) = a.

t——+o0

Siy € L,(v), il existe une suitét,, ),y tendant versroo telle que

lim ¢, (v) = y.

n—-+400
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Par continuig deF’, on en éduit

a = lim F(¢,(v)) = F(y)

n—-+o00

(en patrticulier,

a| < o0). Ceci prouve qué.,(v) C {y; F(y) = a}. a

Proposition IV.4 Soitv € X. Sil'orbite {¢;(v)} est c.finie pour tout € R* etrelativement
compactealors L, (v) estcompact non videtconnexe

Dém.La compacié delL,(v) est quasi-imradiate : c’est un fer@inclus dans le compact
{#e(v); t € RT}.

Il est non vide puisque l'orbit¢®,(v); t € RT} admet au moins une valeur d’aflence. La
connexié de L, (v) demande un peu plus de travail. Raisonnons par I'absurde et supposons
gu'’il existe deux ouverts disjoints,; etU, tels que

Lw(v) cUJ UQ, LW(U> N U; 7£ 0.

Par cefinition de L, (v), pour toutn € N, il existe donc une suitér,,) strictement croissante
telle queg,,, (v) € Us, ¢r,y,,,(v) € Uy. Comme I'ensemblg ¢,(v); 7o, < t < Topqq } €SE
connexe (image d’'un connexe par une application continue!), il negpeinclus dans’; UUs.
Donc il existet,, € |7, Ton41[ tel queg,, (v) ¢ U; U Us. Or la suiteg,, (v) admet une valeur
d'adrérences € L, (v), et cette limite appartient au congphentaire dé/; U U, (car c’est un
fermé). Ceci contredit I'inclusion_,,(v) C U; U U,. C’est donc que de tels ouvelts et U
n’existent pas, ce qui montre quig(v) est connexe. O

Remarque 1V.3 Inversement, sk, (v) est compact et non vide, I'orbite

{¢(v); t e R}

est relativement compacte, puisqu’elle admet au moins une valeuré&ladte, et toutes ses
valeurs d’adl@rence sont incluses dans le compAgtv).

4.2 Equations dans le plan

DansR?, les sections locales “planes” sont des segments de droite, en particulier orientables.
De plus, on dispose du

Théeoreme IV.3 (de Jordan) Une courbe ferrae simple divise le plan en dewégions connexes,
I'une borrée et I'autre non borée.

Gracea ces deux ingrdients, on peut&montrer le

Théoréme V.4 (de Poincaé-Bendixson) Pour un champ de vecteurs daRs$, tout ensemble
w-limite compact non vide et sans point fixe est un cycle.

Il existe d’autres versions de ceeihieme ( sans I’hypotse« sans point fixes notamment).
La démonstration n’est pas difficile mais un peu longue. Elle utilisedssltats peliminaires
gue Vvoici.
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Figure IV.1: Flot et section ; composanteen hachug.

Lemme IV.1 SiS estune section locale, &i,) est une suite croissante telle que = ¢, (v) €
S, alors la suite(y,,) est aussi monotone le long de c’esta-dire

d,et(yn+1 —Yn,Yn — ynfl) Z 0.

Dém. Il suffit de faire la preuve pour trois poinis, i1, y2. Fixons doncy, = ¢y, (v) et
y1,= ¢y (v) appartenand S avect, < t; etyy # y1. On peut supposer que I'orbite dene
coupe pas dans l'intervallel := [y, y1] : Sitelétait le cas, on remplaceraif pary, = ¢ (v1)
le premier point appartenaatS en partant dg; dans le sens dgs< t; (cf Figure IV.1), car
montrer quey,, y1 etys = ¢,(v), t > t; sont ordon@s revien& montrer quey, y; ety, le sont.

Soit C la courbe fornde de la €union del et de{¢s(v); s € [to,t1]}. C'est une courbe
fermée, simple giicea la pecaution que I'on a prise et au fait qu’une orbite ne s’intersecte pas
elle-méme. Donc d’'aps le tlieoeme V.3, elle divise le plan en deux composantes connexes.
Soit D celle qui est boree. Puisqué' est une section, le champpointe vers le rame demi-
plan le long deS, et en particulier le long dé. En particulier, il pointe soit ver® soit vers
R?\ D. Quitte a renverser le temps (éthangery, ety;), on peut supposer qu’on est dans le
second cas. Alor® est regativement invariant par le flot, c’eatdire que pour touy € D,
¢:(y) € D pourt < 0. En effet, le flot ne peut sortir ni pdrni par{¢.(v); ¢ € [ty,t1] }. Ceci
implique en particulier que;, (v, ) appartien&R?\ D pour toutt > ¢,. De plus,S\ I est constité
de deux intervalleg, et /; contenant respectivememntety; dans leur bord. Or on peut joindre
tout point del, assez proche dg a¢_.(y,) avecs > 0 assez petit, point appartenanb, sans
passer par le bord d@, on en @duit quel, est dangD. Donc, Siy; = ¢y, (v) € S ett > ta, yo
appartient Bcessairemerat ;. O

Corollaire IV.1 Si S est une section locale, pour toute U, L,(v) N S contient au plus un
point.

Dém. Supposons qué, (v) N S contienne deux points distinctg, ety,. Soient alors des
baites a flot disjointes,V; > y; etV, > y,. Comme ces points sont dafis(z), 'orbite =
repasse une infirétde fois dans chacune de cedtés, et donc aussi par chacun des intervalles
I, =V, C Setl, =V, C S. Plus pecigment, il existe une suitg, ), croissante et tendant
vers +oo avecn, telle ¢y, . (v) € I, ety (v) € I,. Commel; et I, sont disjoints, ceci
contredit le lemme IV.1. O
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>

Figure 1V.2: Voisinages tubulaires$, de~.

Dém. [Théoreme de Poincae-Bendixson]Supposong.,(v) compactel € L, (v). Onva
montrer que I'orbite de@, qui estincluse danb, (v), est un cycle. On conséde pour celd.,(y),
qui est un sous-ensemble non videldgv). Soit alorsz € L, (y), S une section locale enet
Z une bdte a flot assod@e. Il existe une suitg,,) tendant vers-oo telle queg,, (y) appartienne
au voisinageZ dez pour toutn. En particulier, il existe des instantsett,, distants de plus de
27, et des instants, ets,, €] — 7, 7[ (avecr comme dans le #peme 1V.2) tels que,, . s, (y)
etoy, s, (y) appartiennerd S. D’apres le corollaire V.1, ceci implique

Ptntsn(y) = Dtontsm () -

Commet,, + s, # t. + sm, €t quey n'est pas uréquilibre, I'orbite dey est donc un cycle
d'aprés la proposition IV.1), et C L, (v).

Pour prouver qué.,(v) estégala au cycley, raisonnons par I'absurde. Supposerstric-
tement inclus dans,, (v). Soity, € L, (v), yo ¢ 7, etng tel que

1 < 2™ dist(yg, ) -

Notons, pour tout € N,

A, = B(z,1/2").

zey

Alors, pour toutn > ng, yo ¢ A,. De plus, pour tout > ny, il existey,, tel que

yn € L,(v) N A, et y,¢n~.

En effet, supposons que pour tapte L, (v), ou bieny € ~ ou bieny ¢ A,. Comme le
compkmentaire ded,,,; contient le comg@mentaire ded,, (ca va mieux avec un dessin!, cf
Figure IV.2), ety C A,,42, yo € L,(v) N (U \ A,11), On aurait alors

Lo(v) € Aupa U (U\Arr). Lo(0) N Apgs # 0, Lo (U\Aupr) # 0.

Les ensembles.,, ., et (U \ 4,,,) étant ouverts, cela contredirait la connéxe L, (v) (voir
la proposition 1V.4).

Maintenant, par compaéideL, (v), la suite(y,,) admet une sous-suite convergente vers un
point z et par construction déy,,), dist(z,v) = 0, doncz € ~ puisquey est compact. Pour
simplifier, on note encorgy,,) la suite extraite. Soit une section locale enet Z une béte a flot
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assocdke. Poum assez grandy, € Z, donc il existes,, €] — 7, 7[ tel quez,, := ¢, (y,) € S,

etx, # z puisquey, ¢ v. Commey, € L,(v), on aaussk, € L,(v). Autrement dit;z etx,

sont deux points distincts de,(v) N .S. Ceci est en contradiction avec le corollaire IV.1.
C’est donc que notre hypatkeétait absurde : on aétessairement

v = L,(v).



Chapitre V

Stabilite des solutions stationnaires

On va s’inéresser ica deux types de stabiit: I'une concernant le comportement asymp-
totiqgue des solutions pour des dé@es initiales proches d’une solution stationnaire ; I'autre
concernant le portrait de phase autour d’'un point fixe lorsqu’on pertuggedtion (en faisant
varier des paragtres par exemple). Dans le premier cas, on parle de séadslyimptotique (ou
de stabilié tout court), que I'on pewdtudier gacea la theorie de Lyapunov. Dans le second cas,
on parle de stabil structurelle, ce qui aeme aux notions de vates stable/ instable/centrale
eta des prol#mes de bifurcations.

1 Théorie de Lyapunov

Définition V.1 Un point singulierv d’'un champ de vecteurs € C'(U) est ditstables'il existe
un voisinage), dev dansU tel que

i). le flot¢,(w) est ckfini pour toutt > 0 et pour toutw € V),

ii). pour tout voisinageV dev dansU, il existe un voisinag® C V), tel queg,(w) appartient
a )y pour toutt > 0 et pour toutw € V.

Side plus, on a

iii). pour toutw € V,

tilinoo ¢t(w) - v

alors le point fixev est ditasymptotiquement stable
On dit d’'un point non stable qu’il eshstable

Concernant la stabift deséquilibres pour legquations ligaires, la proposition 1l1.5 se
reformule ainsi.

Théoreme V.1 SoitA € M,,(R). Le point0 est stable pour Bquation

du

U
at Y

si et seulement si
i). les valeurs propres dd sont toutes de partieelle regative ou nulle,
i). les valeurs propres imaginaires pures desontsemi-simples

51
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Le point0 est asymptotiquement stable si et seulement si
iii). les valeurs propres del sont toutes de partiegelle strictement&gative.

Pour leséquations non-lieaires, la stabilé deséquilibres est plus @icatea étudier (en
dimension finie et a fortiori en dimension infinie). La&trie de Lyapunov repose sur I'existence
de fonctions (de Lyapunov!) qui permettent decontdler» , dans une certaine mesure, le
comportement asymptotique des solutions pour des@kmimitiales proches deetjuilibre.

Théoreme V.2 (Lyapunov rt1) Soitv un point dequilibre du chamgf € C*(U), U étant un
ouvert dans un espace de BanachOn suppose qu'’il existe un voisinagelev dansU et une
fonctionF' € C%(V), telle que
e le pointv est un minimum local dé’, d’ou nécessairemendF'(v) = 0, et de plus il
existea > 0 tel queD?F(v) > ald,
e et la fonctionF' est cecroissante le long des orbites issuesldec’esta-dire DF (u) -
flu) <0 VueV.
Alors v est un point dgquilibre stable.

Dém. Soitn, > 0 tel que f soit borree, disons pai/, et Lipschitzienne dans la boule
B(v,2n9) C V. La démonstration du #oeme de Cauchy-Lipschitz montre que le #fgtw)
est cfini pour toutw € B(v,n) ett € [0, 7] avecr := .

D’apres I'hypotlese suif’ et la formule de Tayloa 'ordre 2, il existen < 1, tel que

F(v+h) = Fv) = ¢ [P
pour touth € X avec|h| < 7. Par suite,

2

inf F(u) > Fv) + —n° =1 m.

(0%
llu—vll=n 4

Par continuig¢ defF,
V, = {u€ Blo,n); Flu) < m}

est un voisinage (ouvert) dedansU. De plus, siw € V),
F(o(w)) < Flw) < m

pourt € [0, 7] et donc||¢.(w) — v|| reste strictement igfieuran < ny. En particulierg, (w)
appartientaV,, C B(v, ). Donc on peut prolonges,(w) at € [r, 27], et de proche en proche
atoutintervalldkr, (k+1)7] (k € N), tant en restant dans,. En conclusion, pour tout € V,,
¢:(w) est cefini pour toutt > 0 eta valeurs dan¥,. O

Définition V.2 La fonctionF' du theoreme V.2 est appet ungonction de Lyapunov

Exemple : une inkgrale premére ayant un minimum local (au sens strict denbn@ du
théoreme V.2) erv est un fonction de Lyapunov !
Dans les modles physiques, les fonctions de Lyapunov sont souvege@liuneénergie

Remarque V.1 En dimension finie, on peut affaiblir I'hypathe surF’, en demandant que
soit un minimum local strict sansgnessairement avoir d’estimation B8 F'(v).
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SiI'on dispose d’'une fonction de Lyapunov éetd’une propgt suppémentaire aglquate,
on peut obtenir la stabibtasymptotique deé&quilibre.

Théoreme V.3 (Lyapunov f2) Soitv un point déquilibre du chamg € C}(U), U étant un
ouvert dans un espace de BanachOn suppose qu'’il existe un voisinagelev dansU et une
fonction de Lyapunoy¥’ € C*(V) telle que

e ilexisteg > 0telqueDF(u) - f(u) < —fB(F(u) — F(v)) Yuel.
Alors v est un point cequilibre asymptotiquement stable.

Dém.On sait &ja d’apes la preuve du #oeme V.2 qu'il existe un voisinage/ dewv inclus
dans) tel que
o(W) CW

pour toutt > 0. L'hypothese renforée surF’ permet facilement de voir que

tlg,-noo ¢t(w> -

pour toutw € W. En effet,

%W%W»—”MZDNMM%MWMS—MNMM%JWN

impligue par une irégration imnédiate :
(F(¢e(w)) — F(v)) < (F(w) — F(v)) e "

Or o
F%W»—HWZZWMW—N2

par construction d@\ . O
Définition V.3 La fonctionF' du theoreme V.3 est apped undonction de Lyapunov forte

Remarque V.2

i). Bien diIr, une inegrale premére n'est pas une fonction de Lyapunov forte. Cependant,
on peut parfois trouver une fonction de Lyapunov forte comnégiate premére d’'un
syseéme “approcle”. C'est le cas par exemple poutéguation du pendule avec amortis-

sement : » ;
X i .
E—l—kg—l—smxzo, k> 0.
Soit £ I'intégrale premére connue pouk = 0 :
! 1 N2
E(z,z") = 5 (z")* — cosz.
Alors pour une solution du syshe amortion a :

%E(x(tw(t» = 2/(t) (a"(t) + sina(t)) = —k(2'(£)* < 0
pourz’(t) # 0. La fonctionE est donc une une fonction de Lyapunov aux points de la
formg2km,0) ; ce n'est pas touh fait une fonction de Lyapunov forte, mais elle permet

de montrer que ces points sont asymptotiquement stables (ceci estdaisgercice).
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ii). Des sysemes admettant une fonction de Lyapunov féxielente sont lesysemes gra-

dient de la forme
du

dt
Siv est un minimum local strict dé alors V' est une fonction de Lyapunov forte au point
V.

= —grad/(u).

Un résultat remarquable de laébrie de Lyapunov, en dimension finie, egduivalence
de la stabilie asymptotique pour&quation non-ligaire et pour sa version Bari€e au point
d’équilibre. 1l peut s2noncer ainsi.

Théoreme V.4 (Lyapunov rt3) Soitv un point deéquilibre du champf € C'(U), U C R™.
On suppose que la matrice jacobienbg (v) a toutes ses valeurs propres de partéelle
strictement ggative. Alor est asymptotiguement stable.

On dit aussi en alege que lastabilite spectrale(c’est-a-dire que le spectre du Barig
estinclus dand A € C; ReX < 0}) implique la stabilie non-lirtaire. C’est unésultat
specifigue de la dimension finiequi équivaut d’apes le tleoeme V.1a I'assertion suivante.
Si v est un point céquilibre def et si0 est un point céquilibre asymptotiquemerdtable du
sysemelinéaris autour de ce point équilibre :

d
= = Df(w)u
alorsv est un point déquilibre asymptotiguement stable du gysenon-lineaire

Pour cemontrer le teoreme V.4, on aura besoin du

Lemme V.1 SoitA € M,,(R) dont les valeurs propres sont toutes de paréelte strictement

négative. Alors léquation

du
4
di Y

admet une fontion de Lyapunov forte qui est une forme quadratique.

Déem. On commence par “diagonalisdra c pres”, c'esta-direa trouver, pour tout > 0,
une matriceP. € GL,(C) et une matrice”. € M,,(C) de norme (subordo@ea la norme
hermitienne su€™) inférieureac telles que

P'AP. =D + C.

avec D diagonale de coefficient§\, ..., \,} les valeurs propres dd. Pour cela, il suffit
de trigonaliserA de facon particuére : sia est I'endomorphisme de matricé dans la base
canonique deC™, on fabrique une basge,...,e,) dans laquelle la matrice de soit une
matrice triangulaire sw@ieureD + B, c’esta-dire que pour tout € {1,...,n}:

7j—1
a(ej) = )\j ej + Zbl] €e;,
=1

Démontrer le rBme Esultat en dimension infinie demande @méyal beaucoup d’efforts sugphentaires.
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puis on dilate les vecteurs de basesen= 1’ e, , de sorte que
7j—1

a(Ej) — /\j Ej = Z bij 77]_Z 62 .
=1

Autrement dit, ona”~ ' AP = D + C avecP la matrice de vecteurs colonnés ..., e, et
C' la matrice triangulaire s@ieure de coefficients; := b;;7’“ pouri < j — 1 (etc;; = 0
pouri > j). Cette matrice est de norme @&mnfeurea s pourvu quey < min(1,e/||B||).

Soit alors

gu) = v Q" Qu = [|Qul*, Q=P ".
Ona
q(0) =0, Dg(u)-h =u" Q" Qh +h"Q Qu, D*u) =2Q"Q.
CommeQ* Q est hermitienneé&finie positive, la fonctiog admet bien un minimum local strict
en0 (on a la minoratiorevidenteQ* @ > al, aveca = miny, = ||Qh|?). De plus,

Dg(u)Au = 2Re(v* Q" Q Au) = 2Re(v" ' Q" DQu) + 2 Re(u* Q*CQu) .
D’apres I'inégali€ de Cauchy-Schwarz, on a
Re(u' Q" CQu) < |Qull [CQu| < e[| Qul?
par construction dé’. Donc, sif = — max; Re\;,ona
Dg(u) Au < —=2(8 — €)q(u),
ce qui implique que est une fonction de Lyapunov forte pourvu qu’on ait cheisi . O

Dém. [Théoreme V.4]On peut appliquer le lemme Vella matrice jacobienng = D f(v).
On a ainsi une forme quadratique:) = ||Q u||?, telle que

4(0) = 0. Dg(0) = 0, Dg(0) > al,

et
Dg(u) Au < — B q(u)

aveca et > 0. Alors F(w) = q(w — v) définit une fonction de Lyapunov forte pour le
champf. En effet, on a de faco@vidente :

Fw) =0, DF(w) =0, DF(v) > al,.
De plus, d’apes la formule de Taylor avec resteégtal,
fw) = Df(v) (w —v) + Blo,w) - (w — v,w — v)

ou B(v,w) est I'application bilieaire efinie par :

B(v,w) — % /0 (1= 6) D2f(v+ 6w —v)) db.

En particulier, il existe: > 0 tel que poufjw — v < 1:

IBw,w) (w—v,w—=v)| <clw-v|*<Z|Qw - ).
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Par suite

DF(w) f(w)

2Re((w—v)" Q" Q f(w))
— Dg(w—v) A(w — v) + 2Re((w—v)* Q" QB(v,w) - (w — v,w — v))
d’ou par I'inégalie de Cauchy-Schwarz
DF(w) f(w) < =B F(w) + £ QI IQw —v)[P < = (8 — ZNQI lw—v]) F(w).

Pour|lw —v|| < 55 onadonc
DF(w) f(w) < =5 F(w).

Donc F' est une fonction de Lyapunov forte pofiau pointv, et I'équilibrev est asympto-
tiguement stable d’aps le le teoeme V.3. O

Pour un “gros” systme, il peut parfoigtre plus facile de trouver une fonction de Lyapunov
gue de montrer que le syshe lireari€ a ses valeurs propres sont de paéile regative. En
dimension infinie, le spectre du eari€ est encore plus difficila localiser et il ne suffit paa
prouver la stabilé. La recherche de fonctions de Lyapunov est dogeitnportante.

2 Points fixes hyperboliques

La classification des points fixes pour kExguations diferentielles lieaires dans le plan (cf
TDs) montre que les centres (correspondamhe matricel € M, (RR) avec des valeurs propres
imaginaires pures) jouent udle particulier, au sengidls ne sont pas structurellement stables :
une modification arbitrairement petite de la matrice

(—Oﬂ ﬁ) o (—Qﬁ §>

avec|a| < 1 modifie dramatiquement le portrait de phase au voisinage! d&es points sont
les prototypes de points fixe®n hyperboliques

Définition V.4 Un point singulierv du champf est dithyperboliquesi le spectre de I'oprateur
Df(v) n’intersecte pas I'axe imaginaire.

Les points fixes hyperboliqgues songpiement ceux qui sont structurellement stables, au
sens topologique du terme. C’est I'objet dédieme suivant, que nous admettrons.

Theoreme V.5 (Hartman-Grobman) Siv est un point fixe hyperbolique détjuation diférentielle
du
dt

avecf € C'(U), U un ouvert deR", il existe un voisinag® dewv dansU, un voisinage? de0

dansR™ et un honeomorphismé deV sur O tel que le flotp,(w) vérifie :

= flu),

h(du(w)) = &P h(w)

pour toutw € V ett € R tel queg,(w) soit bien @fini.
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Ce theoreme signifie que I'on peutadormercontinimentles orbites au voisinage dgpour
obtenir les orbites du sy&ine lirearie

du

S = D) (u - v).

et reciproquement. Il ne dit rien sur les progés de nature diffrentielle (tangentes, convejt
etc.) de ces courbes. En particulier, il ne fait pas la distinction entre |&setities sortes nceuds
en dimensior2. Le theoeme dit de la vaété stable ci-amrs ne fait pas non plus de distinction
entre ces points, mais il donne des informations sur les @épriifferentielles des orbites,
souvent utiles dans les applications.

Théeoreme V.6 (de la varété stable locale)Si v est un point fixe hyperbolique deeuation
differentielle

du

Qb f(u)
(avecf € CY(U), U un ouvert deR™), dont le flot est n@ ¢, (w), il existe un voisinag®’ dev
dansU tel que les ensembles

Wee = {weVit—g(w) eGRY Y, Wi = {weV; t gw) €C(RT)}

soient devariétes(a bord) contenant, tangentes respectivement® et £, les sous-espaces
stable et instable d® f(v), au pointv : autrement dit,}3. et W%, sont deggraphesie fonc-
tions diferentiables sur des voisinages dalans les sous-espaces affines £° etv + E*
respectivement, dont la cgifientielle s’annule en.

De plus,IV;;. est positivement invariante par le flot, c’éstdire ¢, (1W3.) C W, pour tout

t > 0, tandis quep,(W,4.) C Ws. pour toutt < 0, eton a
Wie = {weV: lim gi(w) = v}, Wi = {weV; lim gy(w) = v}.

Définition V.5 Les ensembleld/s. et 11X, sont appeds respectivementriéte stable localet
variéte instable locale

Nous allons voir une @monstration du #oeme de la vaéte stable (localej I'aide de la
méthode de Lyapunov-Schmidt

M éthode de Lyapunov-Schmidt. Cette néthode permet dé&soudre un probime non-ligaire
du type
F(z,§) =0,

lorsque le tkoeme des fonctions implicites ne s’applique pas, caesire lorsque la difrentielle
de F' par rapportx n’estpas inversiblePlus pecigment, considronsF’ de la forme

F(x7§) = Bz — G<x7§)

pour(z,£) € X x RP, ol X est un espace de Banadhgest un oprateur continu d& dans un
autre espace de BanaghetG € C*(X x RP; Z) est telle qué

G(0,0) = 0, 9,G(0,0) = 0.

La méthode de Lyapunov-Schmidt est f@edsur une co@sjuence du

2l suffit en fait queG soit de class€' au voisinage dé0, 0)
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Theoreme V.7 (de I'application ouverte) Si B est une application li@aire continuesurjective
d’'un espace de Banacki dans un espace de Banakh alors B estouverte c’esta-dire pour
tout ouvert) de X, B(Q2) est un ouvert d&". Par suite, siB estbijective, son inverseB~! est
continu.

(La demonstration de ce &meme se trouve par exemple dans le livre d’analyse fonctionnelle
de [5], p. 19-20.) On sait qu’une applicationdaire injective admet un inveraggauche au sens
algébrique, de rame qu’une application lgmire surjective admet un inveraalroite. Du point

de vue de 'analyse fonctionnelle, I'existence d’un inveasdroite (continu) pour une applica-

tion linéaire continue surjective demande en plus que son noyau admsti@piEmentaire to-
pologiqué, tandis que I'existence d’un inveraggauche (continu) pour une applicatioréliire
continue injective demande que son image soit ésrrat admette un sugghentaire topolo-

gique (voir par exemple [5], p. 23). Le lemme suivant rassemble en quelque sorte ces deux
résultats en un seul.

Lemme V.2 Soit B un operateur lineaire continu d’'un espace de Banaghdans un espace
de BanachZ. Si X, := KerB admet un supgimentaire topologiqu&’;, = KerP, ou P est
un projecteur continu d'imag&y, et silmB est ferng, alors il existe un ograteur K linéaire
continu delmB dansA’ tel que

BK = Idjy, e KB =Ildy — P.

Dém. La restriction deB a X; est injective d’'image In8. Donc, pour tout: € ImB, il
existe un uniquer € AX; tel quez = Bx. Si on cfinit 'opérateur K sur ImB, qui est
un espace de Banach comme sous-espaceefdiom espace de Banach, prz: = z, K
estévidemment ligaire, et continu d’ajs le tleoreme de I'application ouverte ; ilerifie par
construction l'identié K Bx = x pour toutz € &Xj. De plus, n'importe quet € X s’écrit
de facon unique sous la forme= z, + x; avecxy, = Pz € KerB etx; € X;. On a alors
Bxr = Bx;,douK Bx = KBz = ©1 = x — P x par cefinition deK. O

Ainsi donc, siB est un ograteur satisfaisant les hype#es de ce lemmegluationBr =
G(z,€) (avecG € CH(X x RP; Z)) équivauaG(x, &) € ImB etB (g + 1) = G(xg + 71, €)
avecry = Px € Xy = KerBetz; € &). Side plus il exist&) un projecteur continu sur I,
ceciéquivaua G(zg + x1,€) = QG(zg + x1,§) etBx; = Q G(xy + x1,&). En composant
a gauche pak/, cette derréreéquation impliquer; = =1 — Px; = K Q G(z9 + x1,£). On
arrive ainsi au sysime :

1 = KQG(SIJO—i‘l’l,f),
(1)
0= (ldz — Q) G(zo + z1,§),

Réciproquement, si on a une solution , =) € A; x A, de ce systme, alors
B(xo + 1) = Bry = BKQG(x9+11,8) = QG(xo+11,8) = G(wg+71,8).
Or la premereéquation du sysime (1) :

Tr, = KQG(ZU()"‘.QTLS)

3Par ckfinition, un supg@mentaire topologique d’'un sous-espdeemé est un sup@mentaire au sens
algébrique, qui est de plus fe@ret sur lequel il existe un projecteur continu.
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se esout par le tahoeme des fonctions implicites. En effet, par hypestd suiz, la fonction

Fli X1XX0XRP — Xl
(#1,20,§) = a1 — KQG(xo+21,¢)

est telle quer;(0,0,0) = 0 etd,, F1(0,0,0) = ldy, . Donc il existe une applicatioy; de
classeC! au voisinage d€0, 0) telle queF;(x1,zo,&) = 0 avec(zy, zg, &) voisin de(0,0,0)
équivautaz; = x1(xo, ). En substituant cette relation dans la démxeéquation du sysime
(1), on voit que lagésolution de Equation de dpartF'(x,£) = 0 au voisinage d€0, 0) équivaut
a la esolution de

(ldz — Q) G(xo + x1(%0,€),§) = 0

au voisinage de¢0,0). Cette derrére équation est trivialement satisfaite dans le cag)o =
Idz, c'esta-dire si ImB = Z. Ce sera le cas dans l@monstration du #oeme de la vaate
stable par cette athode.

Dém. [Théoreme de la varété stable localelSans perte deéyéralite, on suppose = 0,
eton noteA = Df(0), g(u) = f(u) — Awu. Noter que le teoeme 111.6 s’appliquea A,
fournissant ainsi des projecteurs contiifset [T* sur les sous-espaces stable et instabld de
respectivement.

On consiére les espace¥ = C}(R™; X) etZ = C,(R™; X) munis des normes natu-
relles» :

lzlle = max(flelleo, 2"lo)  ll2llz = [l2lloc = max [[z(t)]x -

Alors

B:wEXHd—I—A:L’
dt

définit un ogerateur lirgaire continu det dansZ. D’apres le tleoeme I11.6, on voit que
KerB = ImS

ou
S: E* — X
£ — S¢E:teR —ede.

Un projecteur sur KgB est simplement dor@npar
Px = Soll"z(0).
On abienP o P = P puisque(P z)(0) = I1*z(0) et donc
P(Pz) = Soll*(Px)(0) = Soll"oII*z(0) = Soll*z(0) = Px.

D’autre part, InB = Z. Soit en effetz: € Z. Trouverz € X tel quez = Bz équivauta
resoudre kquation diferentielle avec terme source :

d
d—f:ijLz
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assortie d’'une conditioa la limite en—oco (par cefinition deX’, = doit &tre boriee ainsi que sa
dérivee en—oo). Une telle solution s’obtient gcea une formule de type Duhamel :

t 0
@) 2(t) = / AT o(r) dr — / DA (r)dr, £ < 0.

—00 t

La premere inEgrale est bien convergente, et on a la majoration :

¢
‘ / glt=m A 118 z(r)dr

On a aussi une majoration pour la secondegrle :

0
‘/ glt=7) A v z(T)dr
¢

t
<bllelle [ e dr = e e

— 00

0
<elellz [ €N dr = ez (1 &)
t

< < ez

Donc la formule (2) éfinit bien une fonction continue bara surR—; le fait quex'(t) =
Ax(t) + z(t) découle d'un calcul facile, en se rappelant dlte+ I1° = |y ; et on céduit une
borne pour:’. Doncz appartient X’ et verifie Bx = z.

Etant don@ w € X proche de), on peut reformulea I'aide des oprateursB et S le fait
quex : t — ¢(w) appartienné X. En effet, par éfinition du flot,» doit &tre solution du
probleme de Cauchy :

dx
z(0) = w.

Ce probéme a une solutiom € X si et seulement sPx = S¢ avec{ = IM"w etx; =
r — Px € X, := KerP est solution de

Bz = g(S&+ ).
D’apres le lemme V.2, il existe un @pateurk’ linéaire continu de£ dansX’, tel que
BK =1dz et KB =1dy — P.

D’apres le calcul fait plus haut, on agme une expression explicite dedonree par la formule
(2): t .
(K 2)(t) = / et AT 2(7)dr — / et A 2(r)dr, t <0.
t

Soit alors
F1 . Xl x B* — Xl
(21,€) +— 1 — Kg(S€+ x1).

On aF;(0,0) = 0etd,, F1(0,0) = Idy, . Donc on peut appliquer le @oeme des fonctions
implicitesa F au voisinage dé0, 0). On en @duit que lequationB x; = ¢g(S¢ + z1) admet
une solution unique:; = x;(£) dans un voisinag®; x W C A; x E* de(0,0), avecy
de class&! surW et x1(0) = 0, dgxa1(0) = 0 (puisqueDg(0) = 0). Par suite, pour tout
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w e (II*)~1(W), le probEme de Cauchy (3) admet une unique solutich SW + V; C X,
donree par
r=5¢+ ), ¢=1IT"w.

En particulier, on av = z(0) = £ + x1(£)(0). On peut noter qug;(£)(0) appartient £°,
carr; = xi(&) appartienta Ker P et doncS 11"z, (0) = 0, ce qui impliquell“z;(0) = 0.
L'application
h: WcCcFkE* — F°
& = A& = x1(§)(0)

est de classé' et verifie h(0) = 0, d:h(0) = 0. Cela signifie exactement que
{we )W)t g(w) €X'} = {w=¢+ h(); §€EW}

est une vaBt tangenté £".
Il restea vérifier que le voisinag® = (I1“)~!(W), est tel que

(V) CV

pour toutt < 0, et qu’on a Réme
tliI_n oe(w) =0

pour toutw € V. Pour cela on va appliquer le@beme de Lyapunov 43 a uneéquation
differentielle eduite, pour laquellé est asymptotiquement stable.

Consicerons en effet, pouw € V, y(t) := II*(¢:(w)) : au moins au voisisnage de= 0
on ay(t) € W etdonce,(w) = y(t) + h(y(t)), ce qui montre qug est solution dan&™ du
probleme de Cauchy :

dy
T = Aty + I o g(y + h(y)),
y(0) = MM"w,

ou A* = D f(v) o IT*. Par construction, I'application — I1“ o g(y 4+ h(y)) a une diferentielle
nulle eny = 0. CommeA*" a tout son spectre de partieelle strictement positive, leébeme
V.4 (en renversant le temps) montre que, quittéduire)V, y(t) reste dan3V pour toutt < 0
et de plus que

tEmooy(t) =0.
Ceci impliqueévidemment,(w) € W pour toutt < 0 et, par continué deh (qui vaut0 en
01),

tli£n or(w) = 0.
La preuve concernant la vaté stable est identique : il suffit de changeen—f. O

Remarque V.3 A partir des varétes stable et instable locale on pelgfihir les vargtes glo-

bales :
We = U N (VVIgc> et W" = U O <V[/Igc>
t>0

t<0

Cependant, rien ne dit que ce sont des graphes.
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3 Variétés invariantes

Plus gereralement, on peut trouver des \&s invariantes par le flot d’urégjuation diférentielle
en £parant de facon arbitraire le spectre dgliation lieari€e : ceci ne demande plus I'hy-
perbolicie du point fixe !

De plus, on peut construire desvariétes globales, definies comme des graphes de fonc-
tions cefinies sur des sous-espaces entiers (invariantsgrardtion liari€e),a condition que
la partie non-ligaire du champ de vecteurs soit globalement assez petite.

C’est I'objet du Esultat suivant, que I'on admettra mais dont on montrera comment il im-
pligue en particulier le thoeme V.6.

Théoreme V.8 Soit f € C!(R"), v € R" tel que f(v) = 0, et E~, ET des sous-espaces
suppEmentaires danR”, invariants parA := Df(v) tels que

o(Ap-) € {A; ReA< =B}, o(Ap+) C {A; ReA >},

ou —f < ~ (sans rien supposer a priori sur leur signe). En notaft) = f(z) — Df(v) -
(r —v), si \|g||cg(Rn) est assez petit, @xisteununiqueh € C'(E™; E7) tel que

h(0) =0, Dh(0) =0, sup [[DA()[| < +oo,
EeEt

et le graphe dé :
W= {v+&+nE: EeE}

soit invariant par le flot¢ de I'équation diférentiellew’ = f(u). De plus, pour toutw =
v+ &+ h(§) € W etpourtouty >~ il existeC' > 0 tel que

l6o(w) — vl < Ce™ ¢l

Dans cetenon@, si les deux paraétres ety sont strictement positifs, cela implique en
particulier que le point fixe est hyperbolique, et la @triobtenue est pcigment la vaigte
instable.

Voyons comment enatluire pecigement le tkoeme V.6. Pour fixer les &ks, disons qu'il
s'applique pouf|g|lc =) < e. Engeréral, on ne peut egper cette iggali€é globale. Cependant
on peut s’y ramener, quitiemodifierf, et donc aussj en dehors d’un voisinage deEn effet,

il existe une boule3(v; ) dansR” telle que

sup  [[Dg(z)|| <e/3, dou sup [[g(z)|| <ne/3
z€B(vin) z€B(vin)

par le tteoeme des accroissements finis. Soit alprs C*>°(R™; R™), valant identiquement
dansB(v;n/3), identiquemend en dehors dé3(v; n) telle que

sup [[x(z)|| = 1, sup [[Dx(z)|| < 2/n.
reR™ zeR”™

(Lexistence d’'un tely, appeé fonction de troncaturest laisge en exercice.) Conéd)nsf
définie par
f@) = Df(v) - (x—v) +9(z), g:=xg.
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Evidemmenton g = f dansB(v;n/3), et donc en particulied f(v) = Df(v). De plus

IDg()lIl < IDx(x) I sup lg(@)l] + [[Dg(x)l < =c.

z€B(vin)

I | o

ne
3+

Wl M

Donc le tteoeme V.8 s’appliquex I'équation diferentiellew’ = f(u), dont le flot coincide
avec celuide/ = f(u) dansB(v;n/3).

Définition V.6 Lorsquey = 0 dans Iénoné& du tfeoreme V.8, la vaété obtenudl* est ap-
peleevariete centrale-instabléau pointv) et gereralement ndate 17 <*. On obtient lavariete
centrale-stablél’<* par renversement du temps+> —t). On cefinit alors lavariéte centrale
(au pointv) par W¢ .= W nWwe,

Quitea diminuers dans Ienoné& du tfeoeme V.8, on peut@montrer quél’c est le graphe
d’une fonction de class®' au dessus d&° := E““NE° ou £ et B désignent naturellement
les espaces tangents respectivendgnt et 1W< au pointv. D’apres le tleoeme V.8, siw €
W., pour touto > 0 il existeC' > 0 tel que

VEER, |[lg(w) —v| < Ce.

Autrement dit, les solutions de pra@phes Cauchy avec doge initiale dans la vagié centrale
W, ne peuvent ciitre que de facon ma@ée (tout en restaré valeurs dansdl/, du fait de son
invariance par le flot).

Attention, on rappelle que le #o®eme V.8 ne s’applique qu’aux champs de vecteurs dont la
partie non-lirkaire est assez petite da#j5(R"). En fait, on peut @montrer (notammesrat|'aide
d’une troncature comme ci-dessus), I'existence dw@ete centrale locale

Théeoreme V.9 (de la varété centrale locale) Siv est un point fixe de &quation diférentielle

du

Ezf(u)

(avecf € C1(U), U un ouvert deR™), dont le flot est n@& ¢, (w), si E¢, le sous-espace central
deDf(v), c’esta-dire la somme des sous-espaces ca@nastiques assoés aux valeurs propres
imaginaires pures d® f(v), est non trivial, il existe un voisinagé dev dansU et une varéte
locale W, tangentea E° au pointv, c’esta-dire que

locy
Wee ={w =v+E&+h(); {0 CEY,

ou ¢ est un voisinage dé dansEc eth : ¢ — E° @ E“ (somme des sous-espaces ca-
ractéristiqgues assoés aux valeurs propres de partiegsailes respectivement strictemeagatives
et strictement positives) est telle qu@) = 0, dh(0) = 0, vérifiant les deux propétés sui-
vantes :

i). Invariance par le flot quel que soitv € WS, quel que soit € R,
th(w) eV = th(w) S |8C'

ii). Lieu des orbites globales proches @e quel que soitw € V, si ¢, (w) est cfini eta
valeurs dang’ quel que soit € R, alorsw € W..
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Attention, ce t@oeme ne petend pas montrer 'uni@deW. : il peut exister plusieurs
varietes centrales locales, tangendds® et \erifiant les propg@tesi) i) . Un exemple s simple
est celui du sysime

:L’/ — 172
{ y = —v,

dont on peut calculer explicitement les solutions et constater que les orbites sont incluses dans
les courbes ayant urégjuation de la forme

y = C exp(l/x),

ou C' est une constante arbitraire. Le portrait de phase montre ainsi uneérdmitourbes
tangentes I'axe Ox et \erifiant les prop@tesi) ii) : ce sont peciement les graphes de toutes

les fonctions de la forme

0 x>0,
Cexp(l/z) x<0.

Xr =

(\Voir la figure V.3.)

4 Introduction aux bifurcations

On va s’ineresser ici aux bifurcations dites de co-dimension 1, @editre concernant des
champs de vecteurgdendant d’'un paragtre scalaire et dont le portrait de phase (local) change
brutalement lorsque le para&tne traverse une valeur critique. D’aprle tleoeme de Hartman-
Grobman, ceci ne peut se produire qu'au voisinage d’'un pointrfote hyperboliqueNous
allons donc consierer

f: UxACR"XR — R"
(u, A) = flu,A),

de classes?, tel qu'il existe (ug, A\o) € U x A pour lequelf(ug, \g) = 0 et le spectre de
D f(uo, Ao) (ou D désigne la diferentielle partielle par rappoatu) intersecte I'axe imaginaire.
Plus pecigment, nous allons nous placer successivement dans les cas les plus simples :

i). la seule valeur propre imaginaire pureld(ug, Ag) est0;

ii). la jacobiennd f(ug, \g) admet exactement deux valeurs propres imaginaires pures (et
donc forément conjugées 'unea l'autre).

Sous des hypo#tses« gérériquess , le premier cas corresporda bifurcationelementaire
dite col-nceudet le secona@ unebifurcation de Hopf

4.1 Bifurcation col-noeud

Si D f(ug, A\o) @ Seulemen® comme valeur propre imaginaire pure, alors le &ystaug-
meng:

du
dt
Q
dt

(4)
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X

Figure V.1: Portrait de phase du s§ste (5) lorsqué, g(0, o) > 0etd,g(0, o) > 0.

admet une vaéite centrale locale efu, \o) de dimensior2. Le syseme Eduit sur cette vagite
est de la forme

dz

E — g(l', )‘>7
©)) >

=~ —0

dt ’

ou I'inconnuez est scalaireg(0, A\g) = 0etd,g(0, \g) = 0. Supposons en outre que

8,\g(0, )\0) # O, (9xg(0,)\0) 7é 0.

Pour fixer les i@es, on supposera ces deux quastjiositives. Dans ce cas, pour )\, la
fonction g(-, \) ne s’annule pas au voisinage dlepour A = ), elle s’annule exactement au
point 0, et pour\ > )\, elle s’annule en deux points de signes o@so$lus peciement, au
voisinage de(0, \g) dans le plan{(z,\) € R?}, 'ensemble desé&os deg est une courbe,
tangented 'axe Ox en (0, \y), avec la concavi tourrée vers\ > \,. Le portrait de phases du
systme (5) est particidirement simpl@ tracer, car sur les droitesadjuation\ = constante, il
se rangéne au portrait de phaseédjuations diferentiellesscalaired Il est d'usage de tracer ce
portrait de phases avec le partne (\) en abscisse, voir la figure V.1.

Le nom de cette bifurcation provient du portrait de phaseé&bpiation scalaire

i—f = g(z, )
augmente d’'uneequation hyperbolique, par exemple
dy
% ="

Le portrait de phase du sgshe plan ainsi obtenu est qualitativement [éme que celui du
syséme moeéle :
dz
dt
dy
dt

:$2—)\+)\0,
(6)
= Y,
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Figure V.2: Portrait de phase du sgste (6) pout\ > \,.

Figure V.3: Portrait de phase du syste (6) poutx = \,.

(aussi appé forme Eduite). Il change radicalement lorsqddraverse la valeur critiqueg,
voir les figures V.2, V.3, V.4.

4.2 Bifurcation de Hopf

On revient maintenarit un champyf tel que f(ug, Ag) = 0 et I'on suppose qu® f (ug, Ao)
admet exactement deux valeurs propres imaginaires ptiesavecw # 0. Ainsi, 0 n’est pas
valeur propre, et donb f(ug, Ao) est inversible. Le tho'eme des fonctions implicites montre
donc que I'ensemble de€ms def voisins de(ug, \g) est pararétré par\ : il existe une
fonctionu,, définie et de class&? au voisinage de\, telle queu.(\) = vy et

fo,\) =0 <= v=u,(N).

A nouveau le sysime augmeit (4) admet une vaste centrale locale efug, \o). Elle est ici
de dimensiors, et contient Bcessairement la courbe de points fixés.(\), \) }. Le syseme
réduit sur cette vagite se ramd@nea un systme plan épendant du paragtre \. C’est pourquoi
on suppose dans ce qui suite 2.

Théoreme V.10 (bifurcation de Hopf) On suppose quB f (u.(\), A) admet deux valeurs propres
complexes conjud@es valant-iw en )\, et dont la partie éelle change de signe eq. Alors
trois cas sont possibles au voisinage’de

i). le point fixeu.(\) estun centre : le portrait de phase du champ de vecteurs (néaifia!)
f(-, A\) est constité de cycles concentriques;
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Figure V.4: Portrait de phase du sgste (6) poun\ < ).

ii). on a unebifurcation surcritique pour A < ), le champ de vecteur§(-, \) n'admet
aucun cycle autour de.()), et pourA > ), il admet exactement un cycle autour (et
assez proche) de,()) ; le diametre de ce cycle est éi(v/ )\ — o).

iif). on a unebifurcation souscritique pour A > )\,, le champ de vecteurg(-, A\) n'admet
aucun cycle autour de.()), et pour\ < ), il admet exactement un cycle autour (et
assez proche) de.()\) ; le diamétre de ce cycle est éf(1/ Ao — \).

La demonstration de ce #oeme repose sur la éorie des formes normales, qui sort du
cadre de ce cours. Nous nous contenterons d’observer ce qui se passe sur |@doiteale

Poincaé-Andronov :
s R GENTD
Y =z4+ -yl +y?).

La valeur critique du paraétre est icevidemment\ = 0. En passant en coordoges polaires,
ce syskme se ramnea

r =X — 1,
=1,
c’esta-dire finalemen& I'équation scalaire
d
d_; = \r — 13,

Si \ < 0 cetteéquation a un seul point fix8, et siA > 0, elle en a trois 0 et++v/\. Attention,
VA et—V/) ne sont pas des points fixes du gyse de @part, mais/\ est pecigment le rayon
d’un cycle.
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