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1 Notions de base

Au del̀a deséquations diff́erentielles ordinaires, où les inconnues d́ependent d’une seule variable (souvent le temps), de nombreux modèles
s’expriment au moyen d’équations aux d́erivées partielles, et ce dès que les inconnues dépendent d’au moins deux variables : ces variables
peuvent̂etre des variables d’espace seulement (cas d’un problème stationnaire multidimensionnel) ou des variables d’espace et de temps (cas
d’un probl̀eme d’́evolution mono ou multi-dimensionnel). Il existe une telle variét́e d’É.D.P. qu’il n’est gùere raisonnable de vouloir les
consid́erer dans leur ensemble. Si l’on se risqueà écrire la forme ǵeńerale d’uneÉ.D.P, on obtient quelque chose d’assez abscons,à savoir :

F(X,U,DU, . . . ,DnU) = 0 ,

où le vecteurX, de composantes(x0, x1, . . . , xd)) = (t,x) en abŕeǵe, repŕesente ce qu’on appelle parfois les variables indépendantes, tandis
que les composantes du vecteurU repŕesentent les inconnues (parfois appelées variables d́ependantes), qui sont en fait des fonctions deX, et
pour toutk entier,DkU est la diff́erentiellek-ième deU par rapport̀aX. La fonctionF est elle-m̂emeà valeurs vectorielles en géńeral. Il existe
une th́eoriealgébriquedesÉ.D.P. dans ce cadre abstrait (en particulier, cette théorie permet de rechercher lesgroupes de syḿetrie de façon
syst́ematique). En revanche, du point de vue de l’analyse (existence et unicité des solutions, d́ependance par rapport aux données, initiales
et/ou aux limites), on ne peut rien dire d’uneÉ.D.P. ǵeńerale. C’est pourquoi l’analyse desÉ.D.P. est une discipline extrêmement vaste, qui fait
appelà des outils varíes, d́ependant du type d’É.D.P. consid́eŕe.

On distingue habituellement trois grands types d’É.D.P., comme il y a trois types de coniques (l’analogieétantà mon humble avis un peu
tirée par les cheveux). Si l’on s’intéressèa des ph́enom̀enes de propagation d’ondes, il faut au moins rajouter un type, que j’appelleraidispersif.
C’est un terme que l’on expliquera plus loin, et on verra que certainesÉ.D.P. de type hyperbolique sont aussi dispersives. Le tableau suivant
donne des exemples simples (fondamentaux) d’équationslinéairespour chacun de ces quatre types. Par convention, la colonne dispersive
est ŕeserv́ee auxÉ.D.P. dispersives qui ne sont pas hyperboliques au sens classique du terme. Il se trouve que les exemples choisis d’É.D.P.
dispersives ont de plus unestructure Hamiltonienne, en un sens fonctionnel que l’on préciseráegalement. On pourrait bien sûr mélanger les
genres mais on s’en tiendra là.

La notationu ou u repŕesente toujours une inconnue, de même quep si nécessaire, les autres notations correspondentà des param̀etres
physiques. Les oṕerateurs diff́erentiels∇, ∆, etc. agissent en variable d’espace seulement.

Il n’est pas question de développer ici l’analyse de toutes ceséquations. On se concentrera sur certains phénom̀enes, et notamment la
propagation d’ondes.̀A ce propos, leśequations de type elliptique sont hors sujet, de même que l’́equation de la chaleur. En effet, malgré son
apparente similitude avec l’équation de Schrödinger, cettéequation a des propriét́es toutà fait différentes. Leśeléments d́evelopṕes ci-apr̀es
devraient clarifier cette assertion.
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Type Elliptique Parabolique Hyperbolique Dispersif
Particularit és Probl̀emes stationnaires Probl̀emes d’́evolution Probl̀emes d’́evolution Probl̀emes d’́evolution

avec effet ŕegularisant avec propagatioǹa vitesse finie Hamiltoniens

Laplace :∆u = 0 chaleur/diffusion : transport :∂tu + a · ∇u = 0 Korteweg-de Vries :
Équations ∂tu = κ ∆u (κ > 0) ∂tu + c ∂xu + k ∂3

xxxu = 0
scalaires Poisson :∆u = f ondes :∂2

tt u − c2 ∆u = 0

Helmoltz :∆u + k2 u = 0 Klein-Gordon : Boussinesq :
∂2

tt u − c2 ∆u + k u = 0 ∂2
tt u − c2 ∂2

xxu + k ∂4
xxxx u = 0

Stokes : diffusion multi-esp̀eces : acoustique : Schr̈odinger :

Syst̀emes
{
−µ∆u + ∇p = f ,
divu = 0 .

∂tu = M∆u (M définie positive)

{
∂tp + ρ c2 divu = 0 ,
∂tu + 1

ρ ∇p = 0 .
i h ∂tu = ∆u (u ∈ C)

+ Maxwell, élasticit́e, etc.

Tableau 1:É.D.P. lińeaires types.
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Ondes planes.

On suppose que les variables spatiales sont représent́ees par un vecteurx deRd (géńeralement,d = 1, 2 ou3 !).

• On appelleonde planeune fonction d́ependant seulement det et deξ · x, pour un certainξ ∈ (Rd)∗, identifié à un vecteur deRd appeĺe
vecteur d’onde. Par d́efinition, une onde plane est donc constante sur les hyperplans orthogonaux au vecteur d’onde.

• Si de plus,u(x, t) = u(ξ · x − ω t), avecω ∈ R, on parle d’onde plane progressive. Sa vitesse de propagation estc = ω/‖ξ‖, ce qui
signifie queu(x, t) = u(x − c tn , 0), n := ξ/‖ξ‖.

• On appelleonde plane progressive monochromatiqueune onde de la forme

u(x, t) = u ei (ξ·x−ω t) .

Le nombreω est appeĺepulsationde l’onde,ζ := ω/2π est safréquence(c’est-̀a-dire l’inverse de sa ṕeriode temporelle) etλ := 2π/‖ξ‖
est salongueur d’onde(c’est-̀a-dire sa ṕeriode spatiale dans la directionn = ξ/‖ξ‖).

Dispersion. En recherchant les ondes planes progressives monochromatiques d’uneÉ.D.P. lińeaire, on obtient unéequation pour(ξ, ω),
appeĺeerelation de dispersion. Lorsque cettéequation se ŕesout sous la formeω = ω(ξ), on d́efinit alors deux vitesses vectorielles :

• la vitesse de phase

vϕ :=
ω(ξ)

‖ξ‖
ξ

‖ξ‖
,

qui n’est autre quecn avec les notations utilisées plus haut,

• la vitesse de groupe
vg := ∇ω ,

où l’opérateur∇ agit ici sur la variableξ.

Lorsquevϕ 6= vg, l’ É.D.P. sous-jacente est ditedispersive. On parle aussi d’onde dispersive. On verra plus loin ce que signifie la dispersion
en terme detrain d’onde(de la formeu(x, t) = u(ξ · x) ei (ξ·x−ω t) , où le graphe deu est une courbe en clocheétaĺee sur plusieurs longueurs
d’onde). On dit aussi parfois que l’É.D.P. est dispersive dès que la vitessevϕ dépend deξ.
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Exemples.

Chaleur vsSchrödinger : La relation de dispersion pour l’équation de la chaleur est

i ω + κ ‖ξ‖2 = 0 ,

qui n’admet pas de solution non triviale(ξ, ω) ∈ Rd × R pourκ 6= 0. Autrement dit :l’ équation de la chaleur n’admet pas de solution sous
forme d’onde monochromatique non triviale.En revanche, pour l’équation de Schrödinger, la relation de dispersion est

‖ξ‖2 − hω = 0 .

Donc, sih 6= 0, il y a des ondes monochromatiques de pulsation

ω =
1

h
‖ξ‖2 ,

de vitesse de phasevϕ = ξ/h et de vitesse de groupevg = 2 ξ/h. Ce sont donc des ondes dispersives.

Équation des ondes et ses modifications :Quantà l’équation des ondes, on a comme relation de dispersion

ω2 − c2 ‖ξ‖2 = 0 ,

d’où

ω = ± c ‖ξ‖ et vϕ = ± c ξ

‖ξ‖
= vg .

Ainsi, la vitesse de phase coı̈ncide bien avec la vitesse de groupe, mais l’équation des ondes est dispersive au sens affaibli du terme, lorsque
la dimension est supérieure ouégaleà 2, puisqu’alorsvϕ dépend deξ. Pour l’équation de Klein-Gordon, obtenue en ajoutant un terme
d’amortissementk u aveck > 0 à l’équation des ondes, on trouve :

ω = ±
√
k + c2 ‖ξ‖2 et vϕ = ±

√
k + c2 ‖ξ‖2

‖ξ‖
ξ

‖ξ‖
, vg = ± c2 ξ√

k + c2 ‖ξ‖2
.

L’ équation de Klein-Gordon est donc dispersive dans tous les sens du terme. On pourrait aussi considérer l’équation dite dutélégraphe, obtenue
en ajoutant une autre sorte d’amortissement, enr ∂tu avecr > 0. Dans ce cas, la relation de dipersion devient :

ω2 + i r ω − c2 ‖ξ‖2 = 0 ,
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qui n’admet pas de solution(ξ, ω) ∈ Rd × R non triviale. En fait, on trouve de cette façon des solutions particulières de la forme

u e−γ t ei (ξ·x−β t )

avecβ = Reω etγ = − Im ω > 0 (en particulierγ = r pourr < 2 c ‖ξ‖) : ce sont des “modes” exponentiellement décroissants en temps.
L’existence de tels modes témoigne de ladissipativit́e de l’équation du t́elégraphe. C’est́egalement le cas pour l’équation de la chaleur, qui
admetà l’évidence des solutions particulières de la forme :

u e−κ ‖ξ‖2 t ei (ξ·x) .

La recherche d’ondes planes progressives monochromatiques pour les autres exemples du tableau est laissée en exercice.

É.D.P. dissipatives /É.D.P. conservatives

On dit d’uneÉ.D.P. d’́evolution qu’elle estdissipatives’il existe une fonctionnelle strictement convexe et strictement décroissante le long des
solutions non triviales (c’est-à-dire d́ependant effectivement du temps). On dit qu’elle estconservatives’il existe une fonctionnelle convexe
constantele long des solutions. La fonctionnelle en question est souvent liée à uneénergie physique, c’est pourquoi on parle d’estimation
d’énergielorsqu’onévalue ses variations. Il n’est pas impossible que les deux aspects, dissipation et conservation, soient présents, pour deux
fonctionnelles distinctes.

Exemples. Pour l’équation de la chaleur, siu ∈ C1([0, T ];L2(Rd)) est une solution non triviale alors

d

dt

∫
Rd

1

2
u(x, t)2 dx =

∫
Rd

u ∂tu dx =

∫
Rd

u∆u dx = −
∫

Rd

‖∇u‖2 dx < 0

apr̀es int́egration par parties. On peut justifier cette intégration par parties caru est en fait de classeC∞ enx : c’est l’effet ŕegularisantde
l’ équation de la chaleur, qui se montre grâceà la transformation de Fourier (voir le chapitre 2). L’équation de la chaleur est donc bien dissipative
au sens de la d́efinition ci-dessus. Quantà l’équation de Schrödinder, elle est conservative. En effet, siu ∈ C1([0, T ];L2(Rd)) est une solution
non triviale alors

d

dt

∫
Rd

1

2
|u(x, t)|2 dx =

1

2

∫
Rd

(u ∂tu + u ∂tu ) dx = i
h

2

∫
Rd

(−u∆u + u∆u ) dx = i
h

2

∫
Rd

d∑
j=1

( ∂ju ∂ju − ∂ju ∂ju ) dx = 0
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apr̀es int́egration par parties. En fait, pour justifier ici l’intégration par parties, il faut supposer au départu ∈ C([0, T ];H1(Rd)), oùH1(Rd) est
l’espace de Sobolev des fonctions de carré int́egrable ainsi que leur dérivée premìere (voir encore le chapitre 2 pour une définition pŕecise de
H1(Rd)). En effet, l’́equation de Schrödinger n’a pas du tout l’effet régularisant de l’́equation de la chaleur !
Exercice. Vérifier que les autreśequations de la colonne hyperbolique et de la colonne dispersive sont conservatives, si l’on suppose tous les
coefficients constants.

Souvent, leśequations conservatives admettent unestructure hamiltonienne, c’est-̀a-dire unéecritureéquivalente de la forme

∂tu = J δH[u] ,

où

H =

∫
H[u] dx

est la fonctionnelle conservée, ouHamiltonien, δH[u] est songradient variationnel, défini par :∫
δH[u] · u̇ dx =

d

dθ
H[u+ θu̇]|θ=0 ,

etJ est un oṕerateur (diff́erentiel) antisyḿetrique pour le produit scalaire deL2(Rd). Réciproquement, pour un système d’́E.D.P. admettant
une telle structure, la fonctionnelleH est conserv́ee le long des solutions. En effet, siu est une solution (dans un espace fonctionnel adéquat) :

d

dt
H[u(t)] =

∫
Rd

δH[u(t)] · ∂tu dx =

∫
Rd

δH[u(t)] · J δH[u(t)] = 0

d’apr̀es l’antisyḿetrie deJ (qui est donc aussi alternée).

Exemple. Pour l’équation de Schrödinger, le Hamiltonien est

H[u] =

∫
Rd

1

2
|u(x, t)|2 dx =

∫
Rd

1

2
( v2 + w2 ) dx

avecv = Reu etw = Im u, d’où

δH[u] =

(
v
w

)
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qui s’identifieàu. Comme la multiplication pari a pour matrice

(
0 −1
1 0

)
, on a

i h ∂tu = ∆u ⇐⇒ ∂tu =
1

h

(
0 ∆
−∆ 0

)
δH[u] .

Exercice.Vérifier que l’oṕerateur diff́erentiel matriciel (
0 ∆
−∆ 0

)
est antisyḿetrique.
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2 Analyse de Fourier

Un outil essentiel pour l’́etudes deśE.D.P. (lińeaires) est la transformation de Fourier. Il existe différentes conventions pour sa définition.
Concernant le d́eveloppement de la théorie, il est plus commode de définir (formellement) la transforḿee d’une fonctionu dex ∈ Rd par

û(ζ) =

∫
Rd

u(x) e− 2 i π ζ·x dx , ζ ∈ Rd .

Par abus de langage, la variableζ est appeĺeefréquence1. Dans les applications, il est souvent plus agréable de travailler avec

ũ(ξ) =

∫
Rd

u(x) e− i ξ·x dx .

Le passage de l’unèa l’autre est́evident, c’est un simple changement d’échelles en “fŕequences” :

û(ζ) = ũ(2π ξ) .

On se place pour commencer en dimensiond = 1.
La transformation de Fourier est aux fonctions suffisamment “décroissantes”̀a l’infini ce que les śeries de Fourier sont aux fonctions

périodiques, ces deux approches ayant des liens que l’on va mettre enévidence.

2.1 Śeries de Fourier

Pourp ∈ N∗, on noteLp(T) l’espace des fonctions mesurables surR, 1-ṕeriodiques (au sens où f(x+ 1) = f(x) pour presque toutx ∈ R) et
de puissancep-ième int́egrable sur[0, 1], que l’on munit de la norme naturelle

‖f‖Lp(T) =
(∫ 1

0

|f(x)|p dx
)1/p

.

(Bien ŝur la notationT signifie le toreR/Z.) On remarque en particulier l’inclusionLp(T) ⊂ L1(T) pour toutp ≥ 1 (conśequence de l’ińegalit́e
de Hölder, sur l’intervalleborné [0, 1]).

1ce qui correspond au vocabulaire physique lorsquex est en fait homog̀eneà un temps!
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Si f ∈ L1(T), on d́efinit sescoefficients de Fourierpar

cn =

∫ 1

0

f(x) e− 2 i π n x dx , n ∈ Z ,

et on consid̀ere sasérie de Fourier ∑
n

cn e2 i π n x .

On noteraSN(f) =
∑N

n=−N cn e2 i π n x les sommes partielles de cette série. Comme(e2 i π n x)n∈Z est une famille orthonormale deL2(T), on
a les propríet́es fondamentales suivantes :

• (In égalité de Bessel)pour toutf ∈ L2(T), et pour toutN ∈ N,

‖SN(f)‖L2(T) ≤ ‖f‖L2(T) ,

• si g est unpolyn̂ome trigonoḿetrique, c’est-̀a-dire une somme finie d’éléments de la famille, il existeN0 tel que pour toutN ≥ N0,
SN(g) = g.

Théorème 1 Pour toutf ∈ L2(T),
lim

N→+∞
‖SN(f) − f‖L2(T) = 0 .

Dém. Soientf ∈ L2(T) et ε > 0. Par densit́e des fonctions continues dansL2(T) (conśequence du th́eor̀eme de Lusin, voir par exemple
Rudin [3], p. 66), il existef0 continue et1-périodique telle que

‖f − f0‖L2(T) ≤ ε/4 .

Cette application continue1-périodiquef0 induit une application continueF0 sur le cercle unit́eC telle que

f0(x) = F0(e
2 i π x) .

D’après le th́eor̀eme de Stone-Weierstrass, l’applicationF0 est limite uniforme de fonctions polynômiales sur le compactC. On en d́eduit
quef0 est limite uniforme de polyn̂omes trigonoḿetriques sur l’intervalle[0, 1]. En particulier, il existe un polyn̂ome trigonoḿetriqueg tel que

sup
[0,1]

‖f0 − g‖ ≤ ε/4 .
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Par l’inégalit́e triangulaire,

‖SN(f) − f‖L2(T) ≤ ‖SN(f) − SN(g)‖L2(T) + ‖SN(g) − g‖L2(T) + ‖f − g‖L2(T) ≤ 2 ‖f − g‖L2(T) + ‖SN(g) − g‖L2(T)

d’apr̀es l’inégalit́e de Bessel. Or, pourN assez grand,SN(g) − g = g. On en d́eduità nouveau gr̂aceà l’inégalit́e triangulaire,

‖SN(f) − f‖L2(T) ≤ 2 ‖f − f0‖L2(T) + 2 ‖f0 − g‖L2(T) ≤ ε .

2

Une conśequence imḿediate du th́eor̀eme 1 est

lim
N→+∞

‖SN(f)‖L2(T) = ‖f‖L2(T) ,

d’où l’ identit́e de Parseval: ∑
n∈Z

|cn|2 = ‖f‖2
L2(T)

en utilisantà nouveau l’orthonormalité de la famille(e2 i π n x)n∈Z. Inversement, toute suite(cn)n∈Z ∈ `2(Z) est la suite des coefficients de
Fourier d’une applicationf ∈ L2(T) : les sommes partielles

∑N
n=−N cn e2 i π n x forment en effet une suite de Cauchy dansL2(T) qui est

complet, donc convergent vers une fonctionf ∈ L2(T), et

〈f,e2 i π m x〉 = lim
N→+∞

〈
N∑

n=−N

cn e2 i π n x,e2 i π m x〉 = cm .

Il existe divers autres résultats de convergence, plus fins que le théor̀eme 1 :

Théorème 2 Si la śerie
∑

n cn des coefficients de Fourier d’une fonctionf ∈ L1(T) est absolument convergente, alors sa série de Fourier est
uniformément convergente et

lim
N→+∞

sup
[0,1]

|SN(f) − f | = 0 .

Théorème 3 (Dirichlet) Sif ∈ L1(T) est d́erivableà gauche et̀a droite en tout point, alors

lim
N→+∞

SN(f)(x) =
1

2
(f(x+ 0) + f(x− 0))

quel que soitx.

Théorème 4 (F́ejer) Si f ∈ L1(T) est continuèa gauche et̀a droite en tout point, alorsSN(f)(x) converge en moyenne de Césaro vers
1
2
(f(x+ 0) + f(x− 0)) quel que soitx.
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2.2 Transformation de Fourier des fonctions int́egrables

Pour toutf ∈ L1(R), on d́efinitF(f) = f̂ la transforḿee de Fourier def par

f̂(ζ) =

∫
f(x) e− 2 i π ζ x dx .

Une application imḿediate du th́eor̀eme de Lebesgue montre que c’est une application continue. De plus, elle est bornée par‖f‖L1(R).
Voici tout d’abord une formule remarquable, qui fait le lien avec les séries de Fourier.

Théorème 5 (Formule sommatoire de Poisson)Si f est int́egrable, continue et telle que la série
∑

n f(x + n) converge normalement sur
L∞([a, b]) quels que soienta et b finis et si la śerie

∑
n f̂(n) est absolument convergente, alors∑
n∈Z

f(x+ n) =
∑
n∈Z

f̂(n) e2 i π n x .

En particulier
∑

n∈Z f(n) =
∑

n∈Z f̂(n).

Dém. D’après les hypoth̀eses, la fonction
x 7→ F (x) =

∑
n∈Z

f(x+ n)

est d́efinie et continue en tout pointx deR, et elle est́evidemment1-périodique. Ses coefficients de Fourier sont

Cm =

∫ 1

0

∑
n∈Z

f(x+ n) e− 2 i π m x dx =

∫ 1

0

∑
n∈Z

f(x+ n) e− 2 i π m (x+n) dx =
∑
n∈Z

∫ 1

0

f(x+ n) e− 2 i π m (x+n) dx ,

c’est-̀a-dire par changement de variable,

Cm =
∑
n∈Z

∫ n+1

n

f(y) e− 2 i π m y dy =

∫ +∞

−∞
f(y) e− 2 i π m y dy = f̂(m) .

L’hypothèse sur la śerie
∑

n f̂(n) assure queF est somme de sa série de Fourier (par le th́eor̀eme 2), d’òu le ŕesultat. 2

La formule de Poisson permet, entre autres, de donner une démonstration rapide du théor̀eme fondamental suivant.
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Théorème 6 Sif est int́egrable et continue, si les séries
∑

n f(x+n) et
∑

n f̂(ζ+n) convergent normalement surL∞([a, b]) quels que soient
a et b finis, alors

• (formule d’inversion)

f(x) =

∫
R
f̂(ζ) e2 i π ζ x dζ

pour toutx ∈ R.

• (formule de Plancherel) ∫
R
|f(x)|2 dx =

∫
R
|f̂(ζ)|2 dζ .

Dém. On commence par remarquer la formuleélémentaire :

F
(
f e− 2 i π τ ·

)
= f̂(·+ τ) .

En appliquant la formule sommatoire de Poissonà la fonctionx 7→ f(x) e− 2 i π τ x, on en d́eduit donc :∑
n∈Z

f(x+ n) e− 2 i π τ (x+n) =
∑
n∈Z

f̂(n+ τ) e2 i π n x ,

ou encore ∑
n∈Z

f(x+ n) e− 2 i π τ n =
∑
n∈Z

f̂(n+ τ) e2 i π (n+τ) x .

Le membre de gauche est une série de Fourier par rapportà la variableτ , dont les coefficientscn = (f(x−n))n∈Z forment une śerie absolument
convergente (̀ax fixé). En particulier, le coefficientc0 = f(x) est donńe par :

c0 =

∫ 1

0

∑
n∈Z

f(x+ n) e− 2 i π τ n dτ =

∫ 1

0

∑
n∈Z

f̂(n+ τ) e2 i π (n+τ) x dτ =
∑
n∈Z

∫ n+1

n

f̂(ζ) e2 i π (ζ) x dζ =

∫
R
f̂(ζ) e2 i π ζ x dζ .

Ceci montre la formule d’inversion. D’autre part, d’après l’identit́e de Parseval, on a

∑
n∈Z

|f(x+ n)|2 =
∑
n∈Z

|cn|2 =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

f̂(n+ τ) e2 i π (n+τ) x

∣∣∣∣∣
2

dτ =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

f̂(n+ τ) e2 i π n x

∣∣∣∣∣
2

dτ ,
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d’où ∫
R
|f(x)|2 dx =

∫ 1

0

∑
n∈Z

|f(x+ n)|2 dx =

∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

f̂(n+ τ) e2 i π n x

∣∣∣∣∣
2

dτ dx .

Grâce au th́eor̀eme de Fubini, on peut intervertir l’ordre d’intégration, et comme∫ 1

0

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

f̂(n+ τ) e2 i π n x

∣∣∣∣∣
2

dx =
∑
n∈Z

|f̂(n+ τ)|2

par la formule de Parseval, on obtient finalement∫
R
|f(x)|2 dx =

∫ 1

0

∑
n∈Z

|f̂(n+ τ)|2 d τ =

∫
R
|f̂(ζ)|2 dζ .

2

Remarque 1

• Les th́eor̀emes 5 et 6 ne sont pas vides : il existe des fonctionsf satisfaisant leurs hypothèses. En effet, sif est une fonction d́erivable et
intégrable, de d́erivéef ′ aussi int́egrable2, alors on a

f̂(ζ) =

∫
f(x) e− 2 i π ζ x dx =

1

2 i π ζ

∫
f ′(x) e− 2 i π ζ x dx =

1

2 i π ζ
f̂ ′(ζ) .

Par suite, sif est deux fois d́erivable, avecf , f ′ etf ′′ intégrables, on a

f̂(ζ) = − 1

4π2 ζ2
f̂ ′′(ζ) ,

d’où

|f̂(ζ + n)| ≤ 1

4π2 (ζ + n)2
‖f̂ ′′‖L1(R) .

La śerie
∑

n f̂(ζ + n) est donc normalement convergente surL∞([a, b]) quels que soienta et b finis. Pour que la śerie
∑

n f(x + n)
le soit aussi, il suffit de prendref à support compact3. Une fonction de classeC2 à support compact remplit donc les hypothèses des
théor̀emes 5 et 6.

2noter qu’une telle fonctionf tend ńecessairement vers0 en±∞.
3Rappelons que le support d’une application continue est l’adhérence de l’ensemble des points où elle ne s’annule pas.
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• Attention, il n’y pas d’ordre entreL1(R) etL2(R) (contrairement̀a ce qui se passe sur le toreT). Cependant, on montre que les fonctions
satisfaisant les hypothèses du th́eor̀eme 6 sont ńecessairement de carré int́egrable. En effet, pour toutN ∈ N,∫ N+1

−N

|f(x)|2 dx =
N∑

n=−N

∫ 1

0

|f(x+ n)|2 dx ≤
N∑

n=−N

max
[0,1]

|f(·+ n)|2 .

Donc
∫

R |f(x)|2 dx est finie d̀es que la suitemax[0,1] f(· + n) appartientà `2(Z). Et il y a bel et bien ordre entres les espace de suites
`p(Z) :

`1(Z) ⊂ `2(Z) ⊂ . . . `∞(Z) .

Par suite, l’́egalit́e de Plancherel dans le cadre du théor̀eme 6 a lieu entre quantités finies !

2.3 Transformation de Fourier sur L2

On va “́etendreF par densit́e”, en s’appuyant sur le

Théorème 7 Pour toutp ∈ [1,+∞[, l’ensemble des fonctions de classeC∞ à support compact est dense dansLp(R).

Dém. (constructive)
Il existe des fonctions de classeC∞ à support compact (laissé en exercice). Soitρ l’une d’entre elles,̀a valeurs positives ou nulles,à support

dans[−1, 1] et d’intégrale1. Pour toutε > 0, consid́erons

ρε(x) =
1

ε
ρ
(x
ε

)
.

Cette nouvelle fonction est bien sûr encorèa valeurs positives ou nulles, elle està support dans[−1/ε, 1/ε] et d’intégrale1.
Soitf ∈ Lp(R) etα > 0. Il existeε0 > 0 tel que (∫

|x|>1/ε0

|f(x)|p dx
)1/p

≤ α

2
.

Soit ε > 0 etfε définie par

fε(x) =

∫ 1/ε

−1/ε

f(y) ρε(x− y) dy ,
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c’est-̀a-dire
fε = (1[−1/ε,1/ε] f) ∗ ρε .

Rappelons que laconvolutionde deux fonctionsg eth, intégrables surR est d́efinie pour presque toutx ∈ R par :

(g ∗ h)(x) =

∫
R
g(y) h(x− y) dy .

Plus ǵeńeralement, on peut́etendre la d́efinition à g ∈ Lp(R) eth ∈ L1(R), les fonctionsy 7→ g(y) h(x − y) étant int́egrables pour presque
toutx, et on a l’ińegalit́e :

‖ g ∗ h ‖Lp(R) ≤ ‖ g ‖Lp(R) ‖h ‖L1(R) .

(La démonstration est une application astucieuse de l’inégalit́e de Ḧolder, cf Bŕezis [1] p. 67.)
Revenons donc̀a la fonctionfε. Elle est clairement̀a support compact (inclus dans[−1/ε− ε, 1/ε + ε]), de classeC∞ commeρε. Et on a

pour toutε ∈]0, ε0],
‖fε − f‖Lp(R) ≤ ‖(1{|x|>1/ε0}) f ∗ ρε‖Lp(R) + ‖ f ∗ ρε − f ‖Lp(R) .

D’après le rappel sur la convolution, le premier morceau est inférieur ouégalà

‖(1{|x|>1/ε0}) f‖Lp(R) ‖ρε‖L1(R) =
(∫

|x|>1/ε0

|f(x)|p dx
)1/p

≤ α

2

par hypoth̀ese surε0. Quant au second morceau, il tend vers0 lorsqueε tend vers0 : c’est une propríet́e fondamentale de la convolution par
une suite de fonctions du type deρε, aussi appeléenoyau de ŕegularisation, que l’on montrèa part dans le lemme 1. Donc il est inférieuràα/2
pourε assez petit. 2

Lemme 1 Soitρ une fonction de classeC∞ à support compact,̀a valeurs positives ou nulles,à support dans[−1, 1] et d’intégrale1. Soit

ρε(x) =
1

ε
ρ
(x
ε

)
pour toutε > 0. Soitf ∈ Lp(R), p ∈ [1,+∞[. Alors

lim
ε→0

‖ f ∗ ρε − f ‖Lp(R) = 0 .
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Dém. Pour presque toutx, on a, par d́efinition def ∗ ρε et puisqueρε est d’int́egrale1,

(f ∗ ρε)(x) − f(x) =

∫
R
f(y) ρε(x− y) dy − f(x) =

∫
R

( f(y) − f(x) ) ρε(x− y) dy =

∫
R

( f(x − εz) − f(x) ) ρ(z) dz .

Ici on est coinće en ǵeńeral. En revanche, sif est continuèa support compact, on peut conclure de façonélémentaire : commef(x− εz)− f(x)
tend vers0 lorsqueε tend vers0 et

|( f(x − εz) − f(x) ) ρ(z)| ≤ 2 |ρ(z)| max
[x−1,x+1]

|f | ,

on peut appliquer le th́eor̀eme de convergence dominée de Lebesgue; on en déduit que(f ∗ ρε)(x) − f(x) tend vers0 lorsqueε tend vers0,
uniformément sur tout compact. Comme en fait(f ∗ ρε)(x) − f(x) està support dans un compact fixe suppf + [−1, 1], cela suffit pour avoir

lim
ε→0

‖ f ∗ ρε − f ‖Lp(R) = 0 .

Pour une fonctionf ∈ Lp(R) quelconque, on fait appel au résultat d’approximation suivant, que l’on admettra :l’ensemble des fonctions
continuesà support compact est dense dansLp(R) (conśequence du th́eor̀eme de Lusin). Soitf ∈ Lp(R) et α > 0. Il existeg continueà
support compact telle que

‖ f − g ‖Lp(R) ≤
α

3
.

Alors

‖ f ∗ ρε − f ‖Lp(R) ≤ ‖ (f − g) ∗ ρε ‖Lp(R) + ‖ g ∗ ρε − g ‖Lp(R) + ‖ g − f ‖Lp(R) ≤ 2 ‖ g − f ‖Lp(R) + ‖ g ∗ ρε − g ‖Lp(R) .

Le premier morceau est inférieurà2α/3, et le second est rendu inférieuràα/3 pourε assez petit (d’après le ŕesultat sur les fonctions continues
à support compact). 2

Grâce aux th́eor̀emes 7 et 6, la transformation de FourierF s’étend contin̂ument en une isoḿetrie deL2(R). En effet, sif ∈ L2(R), il
existe une “suite”fε de fonctionsC∞ à support compact convergeant versf dansL2(R) lorsqueε tend vers0. La “suite” (F(fε))ε>0 est de
Cauchy dansL2(R), puisque

‖F(fε) − F(fε′)‖L2(R) = ‖fε − fε′‖L2(R)

donc elle converge vers une fonctionF ∈ L2(R). Cette limite ne d́epend pas de la suite. Car sigε en est une autre, de limiteG, on a

‖F(fε) − F(gε)‖L2(R) = ‖fε − gε‖L2(R) ,
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d’où en passant̀a la limite
‖F − G‖L2(R) = ‖f − g‖L2(R) = 0 .

Cette limite est par d́efinition la transforḿee de Fourier def , not́eef̂ . De plus, en passantà la limite dans l’identit́e :

‖F(fε)‖L2(R) = ‖fε‖L2(R) ,

on obtient
‖f̂‖L2(R) = ‖f‖L2(R) .

Quantà la formule d’inversion, d’après la remarque 1, elle est satisfaite au moins sur le sous-ensemble dense constitué des fonctions de classe
C2 à support compact. On peutécrire en abŕeǵe la formule d’inversion :

F ◦ F = Id .

Cette identit́e est vraie surL2 tout entier par passageà la limite. En revanche, la formule d’inversion telle qu’elle estécrite dans le th́eor̀eme 6
supposêf intégrable,ce qui n’est pas automatique.

2.3.a Transformation de Fourier en dimension quelconque

En suivant une d́emarche analogue, on peut définir la transforḿee de Fourier surL2(Rd) quel que soit l’entierd. C’est une application que l’on
note encoreF :

• linéaire deL2(Rd) dansL2(Rd),

• qui pŕeserve la norme,

• telle que
F ◦ F = Id ,

• et sif ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd), F(f) = f̂ est d́efinie par

f̂(ζ) =

∫
f(x) e− 2 i π ζ·x dx .
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f(x) ∂αf(x) (f ∗ g)(x) f(x + a) f(ax) f(x) cos(2πx · ζ0)

f̂(ζ) (2 i π)|α| ζα f̂(ζ) f̂(ζ) ĝ(ζ) e2 i π ζ·a f̂
(
ζ
)

1
|a|d f̂

(
ζ
a

)
1
2
(f̂(ζ − ζ0) + f̂(ζ + ζ0))

Tableau 2: Formulaire de base (on obtient des formules analogues enéchangeant les rôles def et f̂ )

Notations. Pour toutd-upletα = (α1, . . . , αd) on convient de noter|α| = α1 + · · ·+ αd la “longueur” deα, et

∂α =
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαd

d

, ζα = ζα1
1 . . . ζαd

d

pour toutζ = (ζ1, . . . , ζd) ∈ Rd.

Remarque 2 Si f est une fonction de classeC∞ à support compact, sa transformée de Fourierf̂ se prolonge en une fonctionanalytique sur
Cd. En effet, siK = supp(f),

f̂(ζ) =

∫
K

f(x) e− 2 i π ζ·x dx

est d́efini quel que soitζ ∈ Cd et h́erite de l’analyticit́e de la fonction exponentielle. De plus, en notant|ζ| =
√∑d

j=1 |ζj|2, η = Im ζ et

IK(η) = max
x∈K

(x · η) ,

on montre par int́egrations par parties successives, l’inégalit́e

|f̂(ζ)| ≤ 1

(2π |ζ|)|α|
‖∂αf‖L1(K) e2 π IK(η) ,

pour toutd-upletα. Par suite, pour toutp ∈ N∗, il existeCp > 0 tel que

|f̂(ζ)| ≤ Cp

(1 + |ζ|)p
e2 π IK(η)

quel que soitζ ∈ Cd. (Noter qu’en particulier siK est la boule de centre0 et de rayonR, IK(η) = R ‖η‖.) Cette propríet́e caract́erise en
fait la transforḿee de Fourier des fonctions de classeC∞ à support inclus dansK (théor̀eme de Paley-Wiener).
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2.3.b Espaces de Sobolev construits surL2

Pour touts > 0, on d́efinit
λs(ζ) = (1 + ‖ζ‖2)s/2 ,

et l’espace
Hs(Rd) = { f ∈ L2(Rd) ; λs f̂ ∈ L2(Rd) }

muni de la norme
‖f‖Hs(Rd) = ‖λs f̂ ‖L2(Rd) .

C’est un espace de Hilbert. D’après la formule d́ejà rencontŕee

∂̂αf(ζ) = (2 i π)|α| ζα f̂(ζ) ,

on voit que pour toutp ∈ N∗,Hp(Rd) contient les fonctionsp fois dérivables dont toutes les dérivées jusqu’̀a l’ordrep sont de carŕe int́egrable.
En fait,Hp(Rd) est exactement l’ensemble desdistributions temṕerées(voir le paragraphe 2.4) dont toutes les dérivées jusqu’̀a l’ordrep sont
des fonctions appartenantàL2(Rd). Et la norme surHp(Rd) estéquivalentèa la normẽ‖ · ‖̃ définie par

‖̃u ‖̃
2

= ‖u‖2
L2(Rd) +

∑
|α|≤p−1

‖∂αu‖2
L2(Rd) .

2.3.c Transformées de Fourier classiques

• En dimension 1, on calcule facilement la transformée de Fourier de la fonction créneau :

f = 1|x|≤R =⇒ f̂(ζ) =
sin(2π R ζ)

π ζ
.

Ces deux fonctionśetant de carŕe int́egrable, on a inversement :

f(x) =
sin(2π Rx)

π x
=⇒ f̂(ζ) = 1|ζ|≤R .

• Poura > 0, la fonctionf, : x ∈ R 7→ e− a |x| a pour transforḿee de Fourier

f̂(ζ) =
2 a

a2 + 4 π2 ζ2
.
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• Pour une Gaussienne :

f(x) =
1√

(2σ2 π)d
e−

‖x−m‖2

2 σ2 ,

la transforḿee de Fourier est de m̂eme nature :
f̂(ζ) = e−2 i π ζ·m e−2 π2 σ2 ‖ζ‖2 .

En particulier, on voit que la fonction
f(x) = e−π ‖x‖2

est invariante par transformation de Fourier. On remarque tout d’abord qu’il suffit de faire le calcul pourd = 1. En effet, il est́evident quef
est int́egrable. Sa transforḿee de Fourier est donc définie par

f̂(ζ) =

∫
e−

‖x−m‖2

2 σ2 e− 2 i π ζ·x dx ,

et le th́eor̀eme de Fubini montre que :

f̂(ζ) =

∫
R

e−
(x1 −m1)2

2 σ2 e− 2 i π ζ1 x1 dx1 . . .

∫
R

e−
(xd −md)2

2 σ2 e− 2 i π ζd xd dxd .

Pour calculer

gm(ζ) =

∫
R

e−
(x−m)2

2 σ2 e− 2 i π ζ x dx = e−2 i π ζm g0(ζ) ,

il y a plusieurs ḿethodes. On peut faire appelà la th́eorie des fonctions de variable complexe (formule de Cauchy). Un calcul plusélémentaire
consistèa remarquer :

g′0(ζ) = − 2 i π

∫
R
x e−

x2

2 σ2 e− 2 i π ζ x dx = − 4π2 σ2 ζ

∫
R

e−
x2

2 σ2 e− 2 i π ζ x dx = − 4π2 σ2 ζ g0(ζ)

par int́egration par parties. D’òu, en ŕesolvant̀a vue l’́equation diff́erentielle satisfaite parg0 :

g0(ζ) = g0(0) e− 2 π2 σ2 ζ2

.

Il resteà calculer, et c’est vrai quelle que soit l’approche choisie, l’intégrale∫
R

e−
x2

2 σ2 dx = g0(0) .
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Par un changement de variableévident on a : ∫
R

e−
x2

2 σ2 dx = σ
√

2

∫
R

e−y2

dy .

Enfin, il y a une astuce bien connue pour calculer

I :=

∫
R

e−y2

dy .

On remarque que ∫
R2

e−‖x‖
2

dx = I2

(par le th́eor̀eme de Fubini) et on calcule l’intégrale surR2 en passant en coordonnées polaires :∫
R2

e−‖x‖
2

dx = 2π

∫ +∞

0

r e−r2

dr = π .

D’où finalement ∫
R

e−
x2

2 σ2 dx = σ
√

2π .

• On peut utiliser le ŕesultat pŕećedent pour calculer la transformée de Fourierau sens des distributions(voir le paragraphe 2.4 ci-après) de
la fonction continue borńee :

f(x) = ei s ‖x‖2

pours 6= 0. On trouve

f(ζ) =
( π
|s|

)d/2

e± i d π/4 ei π2 ‖ζ‖2/s ,

où le signe± est celui des.

2.4 Transformation de Fourier sur S ′

Le comportement de la transformation de Fourier visà vis de la d́erivation et inversement, vis̀a vis de la multiplication par un polynôme,
implique une sorte de dualité entre la ŕegularit́e et la d́ecroissancèa l’infini : plus une fonction est régulìere, plus sa transforḿee de Fourier
décrôıt rapidement̀a l’infini; plus une fonction d́ecrôıt rapidement̀a l’infini, plus sa transforḿee de Fourier est régulìere. Il existe une classe de
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fonctions qui allie les deux propriét́es, c’est laclasse de Schwartzdes fonctionsC∞ à d́ecroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées (on dit
souvent en abréǵe fonctionsà décroissance rapide), qui est par conśequent invariante par transformation de Fourier. La définition pŕecise est

S(Rd) =

{
f ∈ C∞(Rd) ; pour tout multi-indiceα , pour tout entierβ , sup

x∈Rd

(1 + ‖x‖)β |∂αf(x)| < +∞
}
.

L’exemple classique de fonctionf ∈ S(Rd) est la gaussienne :

f(x) = e−‖x−m‖2 .

L’ensembleS(Rd) est donc un espace vectoriel non trivial, que l’on munit de la topologie associée aux semi-normes :

‖f‖α,β = sup
x∈Rd

(1 + ‖x‖)β |∂αf(x)| .

Cela signifie en particulier qu’une suite de fonctionsfn ∈ S(Rd) converge versf si et seulement si

lim
n→+∞

‖fn − f‖α,β = 0 pour tout multi-indiceα et pour tout entierβ .

On peut ensuite d́efinir le dualS ′(Rd), espace des formes linéaires surS(Rd), continues au sens séquentiel suivant:

〈u , fn 〉S′,S → 〈u , f 〉 pour toute suitefn ∈ S convergeant versf .

Leséléments deS ′(Rd) sont appeĺesdistributions temṕerées. La topologie surS ′(Rd) est telle que:

un → u dansS ′ (ce que l’on note aussiun ⇀ u ) si et seulement si 〈un , f 〉S′,S → 〈u , f 〉 pour toutf ∈ S .

En particulier, toute fonction mesurableg à croissance au plus polynomiale peutêtre vue comme une distribution tempéŕee : il suffit pour
cela de l’identifier avec la forme lińeaire continue

f 7→ 〈 g , f 〉 :=

∫
Rd

g(x) f(x) dx .

L’exemple classique de distribution tempéŕee est lamasse de Diracδx, définie par :

〈 δx , f 〉 = f(x) .

Ce n’est pas une fonction, contrairementà un abus de langage courant. On peut la voir comme une mesure de Radon (puisque c’est aussi une
forme linéaire continue sur l’espace des fonctions continues bornées). Il est int́eressant de remarquer queδx s’obtient par passagèa la limite
sur les noyaux d́ejà rencontŕes.
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Proposition 1 Soitρ une fonction de classeC∞ à support compact,̀a valeurs positives ou nulles,à support dans[−1, 1] et d’intégrale1. Soit

ρε(y) =
1

εd
ρ
(y − x

ε

)
pour toutε > 0. Alorsρε converge versδx dansS ′(Rd) lorsqueε→ 0.

Dém. L’ énonće signifie que pour toutf ∈ S(Rd),
lim
ε→0

〈 ρε , f 〉 = f(x) .

Le calculà faire pour prouver cette assertion est le même que pour le lemme 1 (sauf qu’ici on est en dimensiond, ce qui donne unεd dans le
jacobien du changement de variables). 2

L’espaceS(Rd) étant invariant par transformation de Fourier, il est très facile d’́etendre cette transformationàS ′(Rd). En effet, notons que
pour deux fonctionsg etf deS(Rd),

〈 g , f̂ 〉 =

∫
Rd

g(ζ)

∫
Rd

f(y) e− 2 i π y·ζ dy dζ =

∫
Rd

f(ξ)

∫
Rd

g(x) e− 2 i π x·ξ dx dξ = 〈 ĝ , f 〉

(où l’on a simplement utiliśe le th́eor̀eme de Fubini). Il est donc naturel de définir

F : S ′(Rd) → S ′(Rd)

T 7→ T̂ ; 〈 T̂ , f 〉 = 〈T , f̂ 〉 pour tout f ∈ S(Rd) .

Exemple. La transforḿee de Fourier au sens des distributions de

x 7→ ei s ‖x‖2

pours > 0 s’identifie avec la fonction

ζ 7→
(π
s

)d/2

ei d π/4 e−i π2 ‖ζ‖2/s .

En effet, on sait que la Gaussiennex 7→ ϕ(x) = e− a ‖x‖2 , qui est une fonction deS poura > 0, admet pour transforḿee de Fourier

ζ 7→ ϕ̂(ζ) =
(π
a

)d/2

e−π2 ‖ζ‖2/a .
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Par suite, on a pour toute fonctionf ∈ S,∫
Rd

e− a ‖x‖2 f̂(x) dx =
(π
a

)d/2
∫

Rd

e−π2 ‖ζ‖2/a f(ζ) dζ .

Consid́erons alors les fonctions de la variable complexez définies par

F (z) =

∫
Rd

e− z ‖x‖2 f̂(x) dx , G(z) =
(π
z

)d/2
∫

Rd

e−π2 ‖ζ‖2/z f(ζ) dζ ,

où z1/2 désigne la la racine carrée dez de partie ŕeelle positive pour Rez > 0. D’après la formule ci-dessus, ces deux fonctions coı̈ncident
pourz ∈ R+∗. De plus, elles sont analytiques dans le demi-plan ouvert{ z ; Rez > 0 }. Donc elles cöıncident en fait sur tout le demi-plan.
Enfin, elles admettent toutes deux un prolongement par continuité à iR\{0}. PourG, on remarque que pours > 0,

lim
x

>→0

(x+ is)1/2 =
√
s ei π/4 , lim

x
>→0

(x− is)1/2 =
√
s e− i π/4 .

D’où à la limite,

F (− i s) =

∫
Rd

ei s ‖x‖2 f̂(x) dx = G(− i s) =
(π
s

)d/2

ei d π/4

∫
Rd

e−i π2 ‖ζ‖2/s f(ζ) dζ

pours > 0. Ceciétant vrai quelle que soit la fonctionf , on en d́eduit le ŕesultat annonće.

La dérivation au sens des distributions se définit aussi par extension des formules vraies pour les fonctions :

〈 ∂αT , f 〉 = (−1)|α| 〈T , ∂αf 〉 pour tout f ∈ S(Rd) ,

quel que soit le multi-indiceα. Ceci permet de montrer facilement la formule:

∂̂αT = (2iπ)|α| ζα T̂ ,

et ainsi de donner un sensà l’assertion faite plus haut concernant les espaces de Sobolev d’indice entierp ∈ N∗. On a en effet

Hp(Rd) = { f ∈ L2(Rd) ; ∂αf ∈ L2(Rd) pour tout multi-indiceα de longueur|α| ≤ p } ,

où les d́erivées sont prises au sens des distributions.
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2.5 Transformation de Fourier discrète

Pour simplifier, on se place ici en dimensiond = 1.

2.5.a Cas d’un ŕeseau infini

Lorsqu’on s’int́eressèa l’approximation nuḿerique d’́E.D.P. on peut̂etre ameńe (par exemple pouŕetudier la stabilit́e d’un sch́ema nuḿerique)
à faire une “transformation de Fourier” sur des suites au lieu de fonctions : typiquement, une suite(un)n∈Z est suppośee approcher les valeurs
de la solution d’unéE.D.P. en des points répartis sur une grille, oumaillage (xn)n∈Z. Lorsque les pointsxn sont équidistants au sens où
xn+1 − xn = ∆x indépendamment den, on dit que le maillage eststructuŕe. Plaçons nous dans ce cadre. Pour simplifier la présentation, on
peut faire un changement d’échelle et supposer∆x = 1 (ainsi quexn = n).

La transforḿee de Fourier discrète d’une suiteu = (un)n∈Z ∈ `2(Z) se d́efinit alors de façon assez naturelle comme l’unique fonction
Fd(u) = ũ ∈ L2(T) dont les coefficients de Fourier sont lesun (voir le paragraphe 2.1). Plus exactement, définissons̃u comme la limite dans
L2(R/Z) des sommes partielles de la série ∑

n∈Z

un e− 2 i π n ω .

Bien ŝur, d’apr̀es la formule de Parseval, on a : ∑
n∈Z

|un|2 =

∫ 1

0

|ũ(ω)|2 dω ,

ce qui signifie que la transformation de Fourier discrète :

Fd : `2(Z) → L2(T)
u = (un)n∈Z 7→ ũ

est une isoḿetrie. Il se trouve que l’on peut aussi voir la restriction deũ à l’intervalle (de longueur 1)] − 1/2, 1/2[ comme la transforḿee de
Fourier (standard, “non discrète”) d’une certaine fonctionu∗ interpolant la suite(un). Consid́erons en effet les fonctionsψn définies par

ψn(x) =
sin(π (x − n))

π (x − n)
.

D’après le paragraphe 2.3.c, on sait que
ψ̂n(ζ) = 1|ζ|≤1/2 e− 2 i π n ζ .
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En particulier, d’apr̀es la formule de Plancherel,

‖ψn‖L2(R) = 1 et 〈ψn , ψk 〉 = 0 pourn 6= k ,

c’est-̀a-dire que(ψn)n∈Z est une famille orthonorḿee. D’autre part, les fonctionsψn admettent des prolongements par continuité aux points
x = n, et on a de façońevidente,

ψn(k) = δk
n (symbole de Kronecker).

Définissons alors
E(u) = u∗ =

∑
n∈Z

un ψn

(au sens hilbertien, c’est-à-dire comme limite des sommes partielles dansL2(R)). On a

∀n , u∗(n) = un , et ‖u∗‖L2(R) = ‖u‖`2(Z) .

Finalement, on a le diagramme commutatif suivant, oùJ : f 7→ f 1|ζ|≤1/2 .

Fd

(un) ∈ `2(Z) 7→ ũ ∈ L2(T)

E ↓ ↓ J
F

u∗ ∈ L2(R) 7→ û∗ ∈ L2(R)

2.5.b Cas d’un ŕeseau fini

En pratique, les approximations numériques de la solution d’unéE.D.P. ne sont jamais définies surZ tout entier, et on dispose seulement d’un
nombre fini de valeurs(un). Supposons ces valeurs indexées parn ∈ {0, . . . , N − 1}. La transforḿee de Fourier discrète d’une telle suite,
prolonǵee par źero pour les indicesn /∈ {0, . . . , N − 1}, est le polyn̂ome trigonoḿetrique :

ũ(ω) :=
N−1∑
n=0

un e− 2 i π n ω .
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Or, à partir deN donńees, il n’y a pas de raison d’obtenir plus deN informations. C’est pourquoi il est assez naturel de ne considérer queN
valeurs prises par̃u(ω). Pour des raisons de symétrie, on choisit les valeursU0 = ũ(0), U1 = ũ(1/N),. . . ,UN−1 = ũ((N − 1)/N). Ceci
définit une transformation de Fourier discrète :

FN : CN −→ CN

u = (un)n∈{0,...,N−1} 7→ U = (Uk)k∈{0,...,N−1} ; Uk =
N−1∑
n=0

un e− 2 i π n k/N .

Comme les autres transformations de Fourier, c’est quasiment une involution. On vérifie en effet facilement que sa réciproque est donnée par :

F−1
N : CN −→ CN

U = (Uk)k∈{0,...,N−1} 7→ u = (un)n∈{0,...,N−1} ; un = 1
N

N−1∑
n=0

Uk e2 i π k n/N .

Transformation de Fourier rapide. LorsqueN est une puissance de2, il existe un algorithme qui accélère consid́erablement (lorsqueN
est grand) le calcul de la transformée de Fourier discrète surCN . L’algorithme de Cooley et Tuckey (1965) permet en effet de faire le calcul
avec un nombre d’oṕerations de l’ordre deN logN au lieu deN2. C’est un joli exercice que de programmer cet algorithme (voir par exemple
[2] (leçon no 9) pour les d́etails), aussi appelé F.F.T pourFast Fourier Transformen anglais. De nos jours, la FFT est préprogramḿee dans les
logiciels de calcul scientifique comme Matlab (aussi disponible sous Maple). Attention cependant au décalage : les vecteurs sont numérot́es de
1 àN . Ainsi, pour un tableaux de taille(1, N), l’instructionFFT(x, N) retourne un tableauX de taille(1, N) dont les composantes sont

X(k) =
N∑

n=1

x(n) e− 2 i π (n−1) (k−1)/N .

L’instruction inverseIFFT(X, N) redonnex, en calculant

x(n) =
1

N

N∑
k=1

X(k) e2 i π (k−1) (n−1)/N .
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Approximation de coefficients de Fourier au moyen de la FFT. Si f est une fonction1-périodique, dont la śerie de Fourier
∑

n cn e2 i π n x

est absolument normalement convergente, on peut estimer l’erreur commise lorsqu’on approche les coefficientscn grâceà la transforḿee de
Fourier discr̀ete de la suite

uN
k := f(k/N) , k ∈ {0, . . . , N − 1} .

En effet, puisquef est somme de sa série de Fourier (qui converge absolument), on a :

uN
k =

∑
n∈Z

cn e2 i π n k/N =
∑
m∈Z

N−1∑
r=0

cmN+r e2 i π r k/N =
N−1∑
r=0

(∑
m∈Z

cmN+r

)
e2 i π r k/N ,

ce qui montre queUN = FN(uN) vérifie
UN

r = N
∑
m∈Z

cmN+r , r ∈ {0, . . . , N − 1} .

Si on prolonge la suite(UN
r )r∈{0,...,N−1} par ṕeriodicit́e à r ∈ Z tout entier, en posant

UN
r+pN = UN

r , ∀ p ∈ Z ,

on voit que la formule pŕećedente reste vraie :
UN

r = N
∑
m∈Z

cmN+r , ∀ r ∈ Z .

En particulier, on a pourr ∈ {−N/2, . . . , N/2− 1} :

|cr −
1

N
UN

r | =
∣∣∣∑
m6=0

cmN+r

∣∣∣ ≤ ∑
|n|≥N/2

|cn| .

On pourrait bien ŝur écrire une estimation moins grossière. En tous cas, la précision de l’approximation decr par 1
N
UN

r dépend du taux de
décroissance decn lorsquen→ +∞, lequel d́epend de la ŕegularit́e de la fonction.

Illustration. Les sommes partielles de la série de Fourier d’une fonction convergent d’autant mieux que la fonction est régulìere. Consid́erons
par exemple la fonction continue

x 7→
{
x pourx ∈ [0, 1/2[ ,
1 − x pourx ∈ [1/2, 1[ .
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Figure 1: Graphes des sommes partielles de séries de Fourier (tracés avec 500 points).

et la fonction discontinue

x 7→
{

1 pourx ∈ [0, 1/2[ ,
−1 pourx ∈ [1/2, 1[ .

La śerie de Fourier de la première s’́ecrit
1

4
+
∑
n≥0

− cos(2π (2n+ 1) x)

π2 (2n+ 1)2
.

Elle est absolument convergente. Quantà la seconde série de Fourier :∑
n≥0

4 sin(2π (2n+ 1) x)

π (2n+ 1)
,

elle est seulement semi-convergente.
La figure 1 repŕesente les sommes partielles

∑101
n=0 de ces śeries. On constate que les points de discontinuités sont le sìege d’une “mauvaise

convergence”: c’est un phénom̀ene bien connu. Plus préciśement, on a le

Théorème 8 (Ph́enomène de Gibbs)Soit

C :=

∫ 1

0

sin(πx)

πx
dx ≈ 0.58948987 . . .
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Figure 2: Coefficients de Fourier approchés.

Sif ∈ L1(T) admet une d́erivéeà gauche et une d́erivéeà droite en tout point, alors pour toutx

lim
N→+∞

(
SN(f) − f

)
|x+ 1

2N+1
= (C − 1

2
) (f(x+ 0) − f(x− 0)) ,

lim
N→+∞

(
SN(f) − f

)
|x− 1

2N+1
= − (C − 1

2
) (f(x+ 0) − f(x− 0)) .

D’autre part, la convergente trop lente vers0 des coefficients de Fourier des fonctions discontinues nuit au calcul approché de leurs coef-
ficients de Fourier par FFT. La figure 2 représente la comparaison entre les coefficients exacts et les coefficients approchés, calcuĺes pour les
deux fonctions pŕećedentes avec une discrétisation de 500 points (m̂eme si on a représent́e seulement les 50 premiers : attention, il faut se
rappeler que l’approximation se déteriore lorsqu’on s’approche de l’indice maximal, ici 500). Cependant, les coefficients de Fourier approchés
donnent une bonne approximation des sommes partielles, cf figure 3. Pour la fonction continue on ne perçoit pas de différence avec la somme
partielle exacte. Pour la fonction discontinue, l’amplitude des oscillations semble moindre avec les coefficients approchés ! Les scripts Matlab
ayant fourni ces figures se trouvent en Annexe.
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Figure 3: Graphes des sommes partielles de séries de Fourier approchées (traćes avec 500 points).

2.6 Application à quelquesÉ.D.P.

2.6.a Équation de la chaleur

Consid́erons l’́equation
∂tu = κ∆u

et cherchons des solutions dansS ′. En appliquant la transformation de Fourier en espace, l’opérateur Laplacien est transformé en l’oṕerateur
de multiplication par− 4π2 ‖ζ‖2, et on obtient pour chaque valeur deζ uneéquation diff́erentielle ordinaire en temps :

d

dt
û(t, ζ) = − 4κπ2 ‖ζ‖2 û(t, ζ) ,

dont la solution est́evidemment :
û(t, ζ) = û(0, ζ) e− 4 κ π2 t ‖ζ‖2 .

On voit que pourκ < 0 le comportement de cette solution est “explosif” lorsquet > 0. Le probl̀eme de Cauchy est mal posé dans le sens usuel
du temps (t > 0). Heureusement, pour la véritableéquation de la chaleur (décrivant la diffusion de la chaleur dans un matériau homog̀ene au
repos) le coefficientκ est positif (strictement). Dans ce cas, on voit queû(t, ζ) converge exponentiellement vite vers0 pour toute valeur non
nulle deζ : ceci traduit la convergence vers unétat d’́equilibre. En observant que

e− 4 κ π2 t ‖ζ‖2 = F(Gt)(ζ) ; Gt(x) =
( 1

4κπ t

)d/2

e−
‖x‖2
4 κ t ,
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on peut facilement revenir en variables spatiales. On obtient par transformation de Fourier inverse :

u(t, ·) = u(0, ·) ∗ Gt ∀ t > 0 .

CommeGt est dansS pourt > 0, on peut en effet la convoler avec n’importe quelle distribution tempéŕeeT en posant

(T ∗ Gt)(x) = 〈T , Gt(x− ·) 〉 ∀x ∈ Rd .

Le résultatT ∗ Gt est une fonction de classeC∞ (qui définit aussi une distribution tempéŕee). Siu(0, .) est une fonction borńee ou/et int́egrable,
on a de plus la formule intégrale :

u(t,x) =
( 1

4κπ t

)d/2
∫

Rd

u(0,y) e−
‖x−y‖2

4 κ t dy .

En particulier,on voit queu(t, ·) est de classeC∞ dès quet est strictement positif : l’́equation de la chaleur régularise instantanément toute
donńee initiale “raisonnable” (dans un espaceLp ou plus ǵeńeralement une distribution tempéŕee).

2.6.b Équation de Schr̈odinger

Bien que d’apparence semblableà l’équation de la chaleur, l’équation de Schrödinger

i ∂tu = h∆u

a des propríet́es toutà fait différentes (physiquement,u repŕesente ce que l’on appelle une fonction d’onde en mécanique quantique, eth est
li éeà la masse de la particule considéŕee età la constante de Planck). Appliquons en effet la transformation de Fourier. Il vient

d

dt
û(t, ζ) = 4 i h π2 ‖ζ‖2 û(t, ζ) ,

d’où
û(t, ζ) = û(0, ζ) e4 i h π2 t ‖ζ‖2 .

On voit d’embĺee sur cette formule, et d’après la formule de Plancherel, que la normeL2 de la solution est constante au cours du temps (ce que
l’on avait d́ejà observ́e au moyen d’une “estimation d’énergie”). Supposons pour fixer les idéesh > 0. Alors, pourt > 0, la fonction

ζ 7→ e4 i h π2 t ‖ζ‖2
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est la transforḿee de Fourier de

x 7→ Gt(x) :=
( 1

4hπ t

)d/2

e−i d π/4 e−i
‖x‖2
4 h t .

Mais attention, si cette fonction est bien de classeC∞, elle n’est pas dansS. On ne peut pas la convoler avec n’importe quelle distribution
temṕeŕee (c’est possible avec des distributionsà support compact, ou avec des fonctions intégrables). Si par exempleu(0, ·) ∈ L1, alors

u(t,x) =
( 1

4hπ t

)d/2

e−i d π/4

∫
Rd

u(0,y) ei
‖x−y‖2

4 h t dy .

Du point de vue de la ḿecanique quantique, le coefficient de module1 (e−i d π/4) n’a pas de signification, ni m̂eme d’ailleurs les valeurs
ponctuelles deu! (ce sont ce que l’on appelle les observables, de la forme

∫
Rd u

∗ A · u dx, A étant un oṕerateur diff́erentiel Hermitien, qui
comptent).

2.6.c Équations hyperboliques

• L’ équation hyperbolique la plus simple est indéniablement l’́equation de transport :

∂tu + a · ∇u = 0 .

On peut faire appel̀a la transformation de Fourier pour la résoudre, puisque l’équation transforḿee :

∂tû + 2 i π (a · ζ)û = 0

se ŕesoutà vue en
û(t, ζ) = û(0, ζ) e− 2 i π (a·ζ) t =⇒ u(t,x) = u(0,x − a t) .

Cette façon de procéder est efficace et assez rapide, mais tout de même un peu luxueuse. En effet, cela ne demande pas beaucoup d’intuition
pour voir que, siu est solution de l’́equation de transport de vitessea,

d

dt

(
u(t,y + at)

)
= 0 !

Les courbes d’́equation paraḿetrique
x = y + a t
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sont appeĺeescourbes caract́eristiques, et l’information se propage exactement selon ces courbes.
• Si on passèa uneéquation un peu plus compliquée, l’équation des ondes, la transformation de Fourier n’est pas forcément la ḿethode la

plus facile pour la ŕesoudre (en particulier, il n’est pasévident d’obtenir des formules explicites si on les connaı̂t pasà l’avance). On verra au
chapitre 3 une ḿethodèa la fois pluśelémentaire et plus astucieuse.

• Cependant, la transformation de Fourier est utile pourétudier les propríet́es qualitatives deśE.D.P., et en particulier deśequations hy-
perboliques plus compliquées que l’́equation des ondes (dans lesquelles se cachent deséquations d’onde). Voyons par exemple l’équation de
l’ élasticit́e :

∂2
ttu − µ∆u − (λ+ µ)∇ div u = 0 .

L’inconnue u ∈ Rd repŕesente le d́eplacement d’un matériau donńe par rapport̀a un état de ŕeférence, et les coefficientsλ, µ sont des
caract́eristiques du matériau (coefficients de Laḿe ou modules d’Young). Effectuons une transformation de Fourier en espace. On obtient
l’ équation diff́erentielle ordinaire du second ordre :

∂2
ttû + 4 π2 µ û + 4 π2 (λ+ µ) (ζ · û) ζ = 0 .

Le but ici n’est pas de résoudre explicitement l’équation, mais de dégager quelques propriét́es et/ou solutions particulières. Pour toutζ ∈ Rd,
on consid̀ereP (ζ) la projection orthogonale surζ⊥, et

V(t, ζ) = P (ζ) û(ζ) , W(t, ζ) = û(ζ) − V(t, ζ) .

On a alors :
∂2

ttV + 4 π2 µ V = 0 et ∂2
ttW + 4 π2 (λ+ 2µ) W = 0 .

Ceci signifie que
v(t, ·) = F−1(V(t, ·)) et w(t, ·) = F−1(W(t, ·))

sont toutes deux solutions d’uneéquation des ondes,à savoir :

∂2
ttv − µ∆v = 0 , ∂2

ttw − (λ+ 2µ) ∆w = 0 ,

et bien ŝur on retrouveu = v + w comme la superposition des deux. En termes d’ondes planes progressives monochromatiques, cette
décomposition correspond̀a deux types d’ondes : celles de la formev ei (ξ·x−ω t) avecv ⊥ ξ (ondes dites de cisaillement, de vitesse
c =

√
µ) et celles de la formew ei (ξ·x−ω t) avecv ‖ ξ (ondes dites de compression, de vitessec =

√
λ+ 2µ).
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3 L’ équation des ondes

Comme on l’a vu, l’́equation des ondes régit (approximativement) de nombreux phénom̀enes physiques : propagation du son, propagation de
vibrations dans les matériaux solides, propagation de la lumière, etc. Elle ḿerite donc qu’on s’y attarde un peu. Commençons par quelques
propríet́es de base, nous verrons ensuite sa résolution explicite (!, au moyen de formules intégrales tout de m̂eme) et sa ŕesolution nuḿerique
(avec des ḿethodes transposablesà deséquations plus compliquées). Pour ce qui est de la modélisation, quelques exemples sont donnés en
annexe, òu l’on obtient l’équation des ondes monodimensionnelle dans différents contextes̀a partir de principes physiques simples.

3.1 Propriétés de base

• L’ équation des ondes est conservative, au sens où l’ énergie totale

E = Ec + Ep , avec Ec :=
1

2

∫
R

(∂tu)
2 dx , Ep :=

1

2

∫
R
c2 ‖∇u‖2 dx ,

est conserv́ee au cours du temps. En effet, supposons queu ∈ C2([0, T ];L2(Rd)) ∩ C([0, T ];H2(Rd)) soit une solution. Alors, en multipliant
l’ équation par∂tu, on obtient apr̀es int́egration par parties du second morceau :

d

dt

1

2

∫
R

(∂tu)
2 dx +

d

dt

1

2

∫
R
c2 ‖∇u‖2 dx = 0 .

L’ équation modifíee (t́elégraphe+Klein-Gordon) :

∂2
tt u − c2 ∂2

xx u + r ∂t u + k u = 0

est quant̀a elle dissipative, car l’énergie modifíee :

1

2

∫
R

(∂tu)
2 dx +

1

2

∫
R
c2 ‖∇u‖2 dx +

k

2

∫
R
u2 dx

décrôıt pourr > 0, sa d́erivéeétant inf́erieure oúegaleà− r
∫

R (∂tu)
2 dx.

• L’ équation des ondes “propage l’informationà vitesse finie”. Cette propriét́e apparâıtra clairement sur les formules de résolution.
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3.2 Formules de ŕesolution

3.2.a En dimension 1

Forme générale des solutions. Plusieurs approches sont possibles. La première consistèa remarquer la d́ecomposition de l’oṕerateur des
ondes (appelé aussi D’Alembertien) en

∂2
tt − c2 ∂2

xx = ( ∂t − c ∂x ) ( ∂t + c ∂x ) .

Par suite, pour ŕesoudre
∂2

tt u − c2 ∂2
xxu = 0

il suffit de ŕesoudre successivement
( ∂t − c ∂x ) v = 0 ,

( ∂t + c ∂x )u = v .

Or la premìereéquation est une simpléequation de transport, dont la solution ne d́epend que de(x + c t). Pour s’en convaincre, il suffit de
vérifier que

d

dt
v(y − c t , t ) = ∂t v − c ∂x v = 0 ,

et doncv(y − c t , t ) = v(y, 0) quel que soity. En renversant les notations, on av(x, t) = v(x + c t, 0) quel que soitx. Notons plus
simplementh(y) = v(y, 0). Il faut ensuite ŕesoudre l’́equation de transport avec terme source :

( ∂t + c ∂x )u(x, t) = h(x + c t) .

La solution ǵeńerale de l’́equation homog̀ene estu(x, t) = g(x − c t) (par le m̂eme argument que ci-dessus). De plus, en notantf une
primitive deh/2c, on a une solution particulière “́evidente”u(x, t) = f(x + c t). Finalement, par lińearit́e, la solution recherchée est de la
forme :

u(x, t) = f(x + c t) + g(x − c t) .

Une autre ḿethode consistèa faire le changement de variables

(x, t) 7→ (y, z) := (x + c t , x − c t ) .

On a
∂x = ∂y + ∂z , ∂t = c ( ∂y − ∂z ) ,
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d’où
∂2

tt − c2 ∂2
xx = c2

(
( ∂y − ∂z )2 − ( ∂y + ∂z )2

)
= − 2 c2 ∂2

yz .

On doit donc ŕesoudre le problème
∂2

yz ũ = 0

dans les nouvelles variables, dont la solution estévidemment de la forme

ũ(y, z) = f(y) + g(z) .

Problème de Cauchy surR. Soit à ŕesoudre le problème de Cauchy :
∂2

tt u − c2 ∂2
xxu = 0

u(x, 0) = φ(x) ,

∂tu(x, 0) = ψ(x) .

Il s’agit d’exprimer les fonctionsf etg apparaissant dans la forme géńerale de la solution en fonction deφ etψ. Les deux́equations̀a satisfaire
sont {

φ(x) = f(x) + g(x) ,
ψ(x) = c f ′(x) − c g′(x) .

En d́erivant la premìere, on en d́eduit {
2c f ′(x) = c φ′(x) + ψ(x) ,
2c g′(x) = c φ′(x) − ψ(x) ,

d’où 
f(x) =

1

2
φ(x) +

1

2c

∫ x

0

ψ(y) dy + cste,

g(x) =
1

2
φ(x) − 1

2c

∫ x

0

ψ(y) dy + cste’,

Finalement, en revenantà l’équation non d́erivéeφ(x) = f(x) + g(x), on en d́eduit

u(x, t) = f(x + c t) + g(x − c t) =
1

2
(φ(x + c t) + φ(x − c t) ) +

1

2c

∫ x + c t

x− c t

ψ(y) dy .
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Cette formule est appeléeformule de D’Alembert. Réciproquement, siφ est au moins deux fois dérivable, etψ au moins une fois d́erivable, la
formule de D’Alembert fournit la solution cherchée.

On peutégalement ŕesoudre le problème de Cauchy pour l’équation des ondes avec terme source :

∂2
tt u − c2 ∂2

xxu = f .

Là encore diverses ḿethodes sont possibles. La plus directe consisteà utiliser laformule de Green. Étant donńe (x0, t0), consid́erons son
“c ône” de d́ependance, qui est en fait le triangle

∆ := { (x, t) ; x0 − c (t0 − t) ≤ x ≤ x0 + c (t0 − t) } .

0

x

t

t

x

∆

0

On a ∫
∆

(
∂2

tt u − c2 ∂2
xxu
)

= −
∫

∂∆

(
∂t u dx + c2 ∂x u dt

)
.

On d́ecompose bien sûr cette int́egrale en trois morceaux. L’un vaut simplement∫ x0+ct

x0−ct

ψ(y) dy .

D’autre part, le long du segment
{ (x, t) ; x = x0 − c (t − t0)} ,
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on a
∂t u dx + c2 ∂x u dt = − c (∂t u dt + ∂x u dx ) .

Donc l’intégrale correspondante vaut
− c (u(x0, t0) − φ(x0 + c t0) ) .

De la m̂eme façon, l’int́egrale restante vaut
− c (u(x0, t0) − φ(x0 − c t0) ) .

En additionnant, on obtient donc∫
∆

(
∂2

tt u − c2 ∂2
xxu
)

dx dt =

∫ x0+ct

x0−ct

ψ(y) dy − 2 c u(x0, t0) + c (φ(x0 + c t0) + φ(x0 − c t0) ) ,

d’où la formule

u(x0, t0) =
1

2
(φ(x0 + c t0) + φ(x0 − c t0) ) +

1

2c

∫ x0 + c t0

x0− c t0

ψ(y) dy +
1

2c

∫
∆

f dx dt .

Problème de Dirichlet surR+. La résolution du probl̀eme de Dirichlet homog̀ene

∂2
tt u − c2 ∂2

xxu = 0 , x > 0 ,

u(x, 0) = φ(x) , x > 0 ,

∂tu(x, 0) = ψ(x) x > 0 ,

u(0, t) = 0 , t > 0 ,

lorsqueφ etψ satisfont les conditions de compatibilitéφ(0) = 0 etψ(0) = 0, se ram̀eneà celle du probl̀eme de Cauchy par la ḿethode dite
des images. En effet, siu est solution, alors(x, t) 7→ u(−x, t) est solution du problème syḿetrique, pośe surR−, avecφ etψ prolonǵees en
des fonctions impaires :φ(x) = −φ(−x) etψ(x) = −ψ(−x). Donc la fonctionu définie comme la superposition des deux solutions est une
solution surR tout entier, sauf peut-être en0. Réciproquement, soit

u(x, t) =
1

2
(φ(x + c t) + φ(x − c t) ) +

1

2c

∫ x + c t

x− c t

ψ(y) dy .
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Cette fonction satisfait l’́equation des ondes partout où elle est deux fois d́erivable. C’est le cas siφ etψ sont respectivement deux fois et une
fois dérivable surR+, sauf peut-̂etre sur lecône caract́eristique

{ (x, t) ; x ± c t = 0} .

(Si φ satisfait la condition de compatibilité suppĺementaireφ′(0) = 0, il n’y pas de probl̀eme.) De plus, lorsqueφ et ψ sont impaires, il en
est de m̂eme deu. Par conśequent, c’est bien une solution du problème de Dirichlet homog̀ene, sauf peut-être sur la demi-droite{x = c t}.
Lorsquex > c t, les fonctionsφ et ψ sontévalúees en des points positifs. Lorsquex < c t, on peut vouloir exprimeru(x, t) à l’aide des
fonctionsφ etψ originales, d́efinies surR+. On trouve ainsi la formule

u(x, t) =
1

2
(φ(c t + x) − φ(c t − x) ) +

1

2c

∫ c t + x

c t−x

ψ(y) dy .

Problème de Dirichlet sur un intervalle borné [0, L]. La “méthode des images” s’applique comme préćedemment : il suffit cette fois de
prolongerφ etψ en fonctions impaires et2L-périodiques, comme sur le dessin ci-dessous,

L0−L 2L 3L

et à nouveau calculeru par la formule de D’Alembert :

u(x, t) =
1

2
(φ(x + c t) + φ(x − c t) ) +

1

2c

∫ x + c t

x− c t

ψ(y) dy .

Cela fournit bien une solution de l’équation des ondes, en dehors de

{ (x, t) ; x ± c t ∈ LZ } .

Cette solution est impaire et2L-périodique, donc satisfait les conditions de Dirichlet homogènes enx = 0 etx = L.
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3.2.b En dimension 3

Problème de Cauchy surR3. Soit à ŕesoudre le problème de Cauchy :
∂2

tt u − c2 ∆u = 0 , x ∈ R3 , t > 0 ,

u(x, 0) = φ(x) , x ∈ R3 ,

∂tu(x, 0) = ψ(x) , x ∈ R3 .

On va utiliser laméthode des moyennes sphériques, qui permet de se ramenerà un probl̀eme en dimension1, que l’on sait ŕesoudre d’apr̀es la
premìere partie. Pour cela on associeàu la fonction de(r, t) ∈ R+ × R+

ū(r, t) :=
1

4π r2

∫
Sr

u ,

où Sr est la sph̀ere de rayonr :
Sr := {x ∈ R3 ; ‖x‖ = r } .

Pour obtenir l’́equation satisfaite paru, on applique la formule de Green sur la boule

Br := {x ∈ R3 ; ‖x‖ ≤ r } ,∫
Br

∆u =

∫
Sr

∂u

∂n
,

où n est le vecteur normal unitaire surSr = ∂ Br, sortant deBr. Pour queu soit solution de l’́equation des ondes, il faut donc que∫
Br

∂2
tt u = c2

∫
Sr

∂u

∂n
.

En utilisant les coordonńees sph́eriques habituelles, représent́ees ci-dessous
cetteégalit́e s’́ecrit de façońequivalente :∫ r

0

∫ 2π

0

∫ π

0

∂2
tt u ρ

2 sin θ dθ dϕ dρ = c2 r2

∫ 2π

0

∫ π

0

∂r u sin θ dθ dϕ .
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�
�
�
�θ

r
ϕ

Or, par d́efinition,

ū =
1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

u sin θ dθ dϕ .

On d́eduit donc de l’́equation pŕećedente : ∫ r

0

ρ2 ∂2
tt ū dρ = c2 r2 ∂r ū .

D’où, en d́erivant une fois par rapportà r :
r2 ∂2

tt ū = c2 ∂r ( r2 ∂r ū ) ,

c’est-̀a-dire

∂2
tt ū − c2 ∂2

rr ū − 2
c2

r
∂r ū = 0 .

(Ceci n’est rien d’autre que l’équation des ondes axisymétrique.) En posantv := r ū, on se ram̀eneà uneéquation des ondes monodimension-
nelle ordinaire :

∂2
tt v − c2 ∂2

rr v = 0 .
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Puisquev doit s’annuler enr = 0, cela revient̀a chercher la solution du problème de Dirichlet dansR+, avecv(r, 0) = r φ̄(r), ∂t v(r, 0) =
r ψ̄(r) et les notationśevidentes

φ̄(r, t) :=
1

4π r2

∫
Sr

φ , ψ̄(r, t) :=
1

4π r2

∫
Sr

ψ .

On a une formule explicite pourv :

v(r, t) =
1

2
( (c t + r) φ̄(c t + r) − (c t − r) φ̄(c t − r) ) +

1

2c

∫ c t + r

c t− r

y ψ̄(y) dy , 0 ≤ r ≤ c t ,

que l’on peut ŕeécrire

v(r, t) = ∂t

(
1

2c

∫ c t + r

c t− r

y φ̄(y)

)
+

1

2c

∫ c t + r

c t− r

y ψ̄(y) dy .

On ŕecup̀ere ensuiteu(0, t) = ū(0, t) par d́erivation, puisquēu(0, t) = ∂rv(0, t). Comme

∂r

(
1

2c

∫ c t + r

c t− r

y ψ̄(y)

)
|r=0 = t ψ̄(c t) =

1

4π c2 t

∫
Sc t

ψ ,

avec la m̂eme formule pourφ, on en d́eduit

u(0, t) = ∂t

(
1

4π c2 t

∫
Sc t

φ

)
+

1

4π c2 t

∫
Sc t

ψ .

Bien ŝur, on a la m̂eme formule lorsqu’on translate0 enx0. Finalement, on a obtenu la formule géńerale, dite deKirchhoff :

u(x0, t) = ∂t

(
1

4π c2 t

∫
‖x−x0‖=ct

φ

)
+

1

4π c2 t

∫
‖x−x0‖=ct

ψ .

Il est possible de montrer cette formule en utilisant la transformation de Fourier. Le calcul est laissé en exercice.
On observe sur la formule de Kirchhoff que la solution au point(x0, t) ne d́epend des données initiales que sur lasph̀ere{x ; ‖x− x0‖ = ct }.

Autrement dit, si les donńees initiales sont concentrées dans{x ; ‖x− x0‖ ≤ R }, la solution au point(x0, t) est nulle pour toutt > R/c.
C’est ce qu’on appelle leprincipe de Huyghens. Il est faux en dimension2 comme on va le voir.
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3.2.c En dimension 2

Problème de Cauchy surR2. On va se servir de la formule de Kirchhoff en dimension3 pour obtenir une formule en dimension2. Il suffit
en effet de ŕesoudre le problèmeétendùaR3, avecφ etψ indépendantes de la troisième variablex3 =: z ! Or, pour une fonctionψ dépendant
seulement de(x1, x2) =: (x, y), l’int égrale double

∫
Sr
ψ se d́ecompose en∫

Sr

ψ = 2

∫
Sr∩{z > 0}

ψ ,

et la demi-sph̀ereSr ∩ {z > 0} est paraḿetŕee par(x, y) :

Sr ∩ {z > 0} = { (x, y, z) ; x2 + y2 < r2 et z =
√
r2 − x2 − y2 } ,

l’ élément de surfacéetant
r√

r2 − x2 − y2
dxdy .

D’où ∫
Sr

ψ = 2 r

∫
x2+y2≤r

ψ(x, y)√
r2 − x2 − y2

dx dy .

On en d́eduit la formule explicite en dimension2 :

u(x0, y0, t0) = ∂t

(
1

2π c

∫
(x−x0)2+(y−y0)2≤c2t2

φ(x, y)√
c2t2 − x2 − y2

dx dy

)

+
1

2π c

∫
(x−x0)2+(y−y0)2≤c2t2

ψ(x, y)√
c2t2 − x2 − y2

dx dy .

On remarque sur cette formule que, même avec des données initiales concentrées dans{x ; ‖x− x0‖ ≤ R }, la solution au point(x0, t) ne
“s’ éteint jamais”.
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3.3 Approximation numérique

Les formules de ŕesolution explicites que l’on vient de voir ne sont pas toujours commodesà mettre en œuvre numériquement, d’autant qu’elles
portent sur le problème de Cauchy posé dans tout l’espace, alors qu’en pratique on doit résoudre le problème avec des conditions aux limites.
Même si on a vu comment traiter certains problèmes aux limites par la ḿethode des images, cela nécessite un calcul d’intégrale en chaque
point de ŕesolution, ce qui n’est pas façon la plus efficace de résoudre le problème. Nous allons construire etétudier une ḿethode de ŕesolution
approch́ee, tr̀es simplèa impĺementer et qui donne de bons résultats.

3.3.a Sch́ema de base

Une ḿethodeélémentaire de discrétisation deśE.D.P. est celle dite desdifférences finies, consistant̀a remplacer les d́erivées exactes par des
dérivées approch́ees discr̀etes au moyen de la formule de Taylor. En ce qui concerne l’équation des ondes, on doit approcher des dérivées
secondes, ce que l’on peut faire en remarquant que pour toute fonctionf de classeC2, la formule de Taylor donne

f ′′(y) =
f(y + h) − 2 f(y) + f(y − h)

h2
+ O(h) .

On se limitera dans cette présentatioǹa la dimension 1.
Étant donńes un pas d’espace∆x et un pas de temps∆t, on cherchèa calculerun

j , suppośe approcher la solution exacte de l’équation des
ondes

∂2
tt u − c2 ∂2

xxu = 0

au point(xj, t
n), avecxj+1−xj = ∆x et tn+1 − tn = ∆t. En appliquant la formule préćedente dans la direction du temps et dans la direction

de l’espace, et en substituant les approximations ainsi obtenues dans l’équation des ondes on obtient le schéma centŕe :

un+1
j − 2un

j + un−1
j

∆t2
− c2

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

∆x2
= 0 .

3.3.b Ordre

L’ ordre en temps, respectivement en espace, d’un schéma est l’ordre en∆t, respectivement en∆x, de l’erreur de troncature, obtenue en
appliquant le sch́emaà la solution exacte :

en
j :=

u(xj, t
n+1) − 2u(xj, t

n) + u(xj, t
n−1)

∆t2
− c2

u(xj+1, t
n) − 2u(xj, t

n) + u(xj−1, t
n)

∆x2
.
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Dans le cas pŕesent, on a
en

j = O(∆t) + O(∆x) ,

le sch́ema est donc d’ordre1 : c’est le minimum que l’on puisse faire pour espérer approcher effectivement la solution exacte !

3.3.c Stabilit́e

Une seconde propriét́e importante est lastabilité d’un sch́ema. Une condition ńecessaire de stabilité dans̀ 2 s’obtient facilement gr̂aceà la
transforḿee de Fourier discrète, en observant que pour l’opérateur de “shift” :

T : u = (uj)j∈Z 7→ U = (Uj := uj+1)j∈Z , on a (Fd ◦ T (u)) (ζ) = Ũ (ζ) = e2 i π ζ ũ(ζ) .

Le sch́ema centŕe se ŕeécrivant

un+1
j = s (un

j+1 + un
j−1 ) + 2 ( 1 − s )un

j − un−1
j , s := c2

∆t2

∆x2
,

(noter ques est un nombre sans dimension) ou encore, en posantvn
j := un−1

j : vn+1
j

un+1
j

 =

 0 1

−1 2 ( 1 − s ) + s (T + T −1 )

  vn
j

un
j

 ,

par transformation de Fourier discrète (en espace seulement !), on obtient v̂n+1(ζ)

ûn+1(ζ)

 = H(ζ)

 v̂n(ζ)

ûn(ζ)

 ,

oùH(ζ) est ce qu’on appelle lamatrice d’amplificationdu sch́ema. Elle vaut simplement

H(ζ) =

 0 1

−1 2 ( 1 − s ) + s ( e2 i π ζ + e− 2 i π ζ )

 =

 0 1

−1 2 ( 1 − s ( 1 − cos 2π ζ ) )

 .
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L’it ération ci-dessus se résout explicitement en  v̂n(ζ)

ûn(ζ)

 = H(ζ)n

 v̂0(ζ)

û0(ζ)

 .

On pourra donc contrôler la normeL2 de la solutioǹa l’it érationn en fonction de la normeL2 initiale si et seulement si la norme de la norme
de la matriceH(ζ)n est uniforḿement borńee (enn et ζ). Par la propríet́e d’isoḿetrie de la transformation de Fourier discrète, ceci fournit une
condition ńecessaire et suffisante de stabilité `2 du sch́ema. Dans l’́etat, elle n’est cependant pas très exploitable. On n’a pas préciśe la norme
matricielleà utiliser. En fait, il suffit qu’il en existe une telle queH(ζ)n soit borńee. Une condition ńecessaire pour cela, ditecondition de von
Neumann, est que le rayon spectral deH(ζ) soit inférieur ouégalà1. Or les valeurs propres deH(ζ) sont les racines de

λ2 − 2 b(ζ)λ + 1 = 0 , b(ζ) := 1 − s ( 1 − cos 2π ζ ) .

Le produit de ces racines vaut donc1. Si jamais elles sont réelles, l’une sera ńecessairement de valeur absolue supérieureà 1, et la condition
de von Neumann sera violée. Il faut donc que le discriminant de cetteéquation soit ńegatif (ou nul), c’est-̀a-dire que|b(ζ)| ≤ 1 quel que soit
ζ. Ceci revient̀a demanders ≤ 1. Réécrite en fonction de∆t et∆x, cette condition est

c∆t ≤ ∆x .

Ce type de condition, majorant le pas de temps en fonction du pas d’espace, est appelécondition de Courant-Friedrichs-Lewy(CFL en abŕeǵe).
Par extension, le nombre sans dimensionc∆t/∆x est souvent appelé nombre CFL. On constate en pratique que si cette condition n’est pas
satisfaite, le sch́ema “diverge” (au sens où les valeurs nuḿeriques obtenues en guise de solution approchée deviennent d́emesuŕement grandes)
au bout de quelques itérations. On verra plus loin jusqu’à quel point la condition CFL est suffisante.

3.3.d Propriétés suppĺementaires

On peut attendre d’un schéma qu’il pŕeserve une version discrète de l’́energie; on va voir que c’est bien le cas. De plus, il serait souhaitable que
le sch́ema propage l’informatioǹa la m̂eme vitesse (c) que l’équation des ondes. Ce point est assez délicat et líe au probl̀eme de la dispersion
numérique que l’ońetudiera plus loin en d́etail. De façońelémentaire, on peut rechercher des solutions numériques de la forme

un
j = u ei (ξ j ∆x−ω n ∆t)

(analogue discret des ondes progressives monochromatiques continues). En substituant cette expression dans le schéma

un+1
j − 2un

j + un−1
j

∆t2
− c2

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

∆x2
= 0 ,
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on obtient la relation

1 − cos ω∆t = s ( 1 − cos ξ∆x ) , s = c2
∆t2

∆x2
.

On voit que sous la CFLs ≤ 1, il existe bien de telles ondes (ce schéma particulier n’est pas dissipatif; on va voir qu’il préserve unéenergie
discr̀ete), ayant pour vitesse

c∗ =
Arccos( 1 − s ( 1 − cos ξ∆x ) )

ξ∆t
.

Cette vitesse est différente dec, sauf dans le cas particuliers = 1. On a donc int́er̂et en pratiquèa s’approcher le plus près possible de la limite
s = 1 autoriśee par la condition CFL.

Pour trouver une estimation d’énergie discr̀ete, multiplions

un+1
j − 2un

j + un−1
j

∆t2
− c2

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

∆x2
= 0

par(un+1
j − un−1

j ) et faisons la somme surj. On obtient

∑
j∈Z

un+1
j − un

j − ( un
j − un−1

j )

∆t2
(un+1

j − un
j + un

j − un−1
j ) − c2

∑
j∈Z

un
j+1 − un

j − (un
j − un

j−1 )

∆x2
(un+1

j − un−1
j ) = 0 ,

d’où, apr̀es translation d’indice dans la deuxième somme :

∑
j∈Z

(un+1
j − un

j )2 − ( un
j − un−1

j )2

∆t2
− c2

∑
j∈Z

(un
j+1 − un

j ) (un+1
j − un+1

j+1 )

∆x2
+ c2

∑
j∈Z

(un
j+1 − un

j ) (un−1
j − un−1

j+1 )

∆x2
= 0 .

Par suite, on a conservation de l’énergie discr̀ete :

En+1/2 :=
1

2

∑
j∈Z

(
un+1

j − un
j

∆t

)2

+
c2

2

∑
j∈Z

(
un

j+1 − un
j

∆x

) (
un+1

j+1 − un+1
j

∆x

)
.

On remarque que l’“́energie potentielle discrète” (c’est-̀a-dire le deuxìeme morceau deEn+1/2) n’est pas automatiquement positif, contrairement
à l’énergie potentielle exacte.
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Termes d’ordre inf érieur. Il est facile de discŕetiser les termes d’ordre inférieur dans l’́equation modifíee (t́elégraphe+Klein-Gordon) :

∂2
tt u − c2 ∂2

xxu + r ∂t u + k u = 0 .

Il suffit de consid́erer le sch́ema (toujours centré) :

un+1
j − 2un

j + un−1
j

∆t2
− c2

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

∆x2
+ r

un+1
j − un−1

j

2 ∆t
+ k un

j = 0 .

On montre alors la d́ecroissance de l’énergie discr̀ete modifíee :

En+1/2 :=
1

2

∑
j∈Z

(
un+1

j − un
j

∆t

)2

+
c2

2

∑
j∈Z

(
un

j+1 − un
j

∆x

) (
un+1

j+1 − un+1
j

∆x

)
+ k

∑
j

un+1
j + un

j

2
un

j .

En reprenant le calcul préćedent, on montre en effet facilement que

En+1/2 − En−1/2 + r∆t
∑
j∈Z

(
un+1

j − un−1
j

2 ∆t

)2

= 0 .

3.3.e Impĺementation

Le sch́ema d́ecrit ci-dessus est très facileà impĺementer. Voici par exemple un programme Matlab qui l’utilise pour résoudre le problème de
Dirichlet.
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Explications Programme

Vitesse des ondes c=1
Longueur du domaine spatial L= 100;
Borne inférieure du domaine xm = 0;
Borne suṕerieure du domaine xp = xm+L;
Nombre de points en espace J=500;
Pas d’espace dx = L/(J-1);
Nœuds du maillage x=xm:dx:xp;
Condition initiale umax=1;

u0=2.*umax.*(L/2-umax.*abs(x-L./2))./L;
umax1=1;
u1=2.*umax1.*(L/2-umax1.*abs(x-L./2))./L;

Tracé initial plot(x,u0,’LineWidth’,2)
up=max(umax,umax1);
axis([xm xp -up up])
pause

CFL cfl = 1;
s = cfl 2̂;

Pas de temps dt = cfl*dx/c;
Temps de calcul T = 1000*dt;
Démarrage temps = 0;
Début de boucle while temps<T

temps = temps+dt;
u1past = [u1(1) u1(1:J-1)];
u1forwd = [u1(2:J) u1(J)];
u = s.*(u1past+u1forwd)+2.*(1-s).*u1-u0;

Bord gauche u(1)=0;
Bord droit u(J)=0;

u0=u1;
u1=u;

Tracé plot(x,u0,’LineWidth’,2)
axis([xm xp -up up])
drawnow

Fin de boucle end
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Ceci ŕesout le probl̀eme de Dirichlet homog̀ene. Pour le problème de Neumann homogène, seules les deux lignes concernant les conditions
au bord changent,́evidemment. Elles sont simplement remplaçées par

u(1)=u(2);
u(J)=u(J-1);
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4 Sch́emas aux diff́erences finies

De façon ǵeńerale, leśE.D.P. d’́evolution, de type hyperbolique en particulier, se prêtent bieǹa l’approximation par des schémas aux diff́erences
finies, tout du moins en dimension 1 d’espace (en dimension supérieure, on pŕefère souvent l’approche parvolumes finis, de principe diff́erent
mais dont les “briques” sont essentiellement des schémas aux diff́erences finies monodimensionnels).

Ce chapitre a pour objet de présenter et́etudier les sch́emas classiques pour l’équation de transport

∂tu = a ∂xu

ou plus ǵeńeralement pour les systèmes de la forme
∂t U = A∂x U ,

où A est une matricèa coefficients ŕeels (sur laquelle on fera quelques hypothèses). L’́equation des ondes peut en particulier se mettre sous
cette forme, en posantv = ∂x u, w = (1/c) ∂t u et en notantU = (v, w)t et

A =

(
0 c
c 0

)
.

Un paragraphe seráegalement consacré aux sch́emas aux diff́erences finies pour l’équation de la chaleur.

4.1 Sch́emas centŕes pour l’équation de transport

Comme on l’a vu pour l’́equation des ondes, la méthode des diff́erences finies est basée sur la formule de Taylor. Dans sa version la plus
simple, elle consiste simplementà remplacer les d́erivées par des taux d’accroissement. Il reste cependantà choisir quels points utilisent ces
taux d’accroissement. Le schéma utiliśe pour l’́equation des ondeśetait naturellement centré, car il n’y avait que des dérivées secondes. Pour
l’ équation de transport, d’ordre 1 en temps et en espace, on peut envisager de discrétiser de façon d́ecentŕee en temps (schéma d’Euler) et
centŕee en espace. Cela donne :

un+1
j = un

j +
∆t

2 ∆x
a (un

j+1 − un
j−1 ) .

Mais ce sch́ema estinconditionnellement instable! En effet, par transformation de Fourier discrète, on obtient

ûn+1(ζ) = h(ζ) ûn+1(ζ) , h(ζ) := 1 + i a
∆t

∆x
sin(2πζ)
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eth(ζ) est clairement de module supérieurà un (poura 6= 0).
Divers “bons” sch́emas sont cependant construitsà partir du sch́ema centŕe, modifíe de façoǹa le rendre stable.
Une premìere ḿethode pour stabiliser un schéma est de le rendreimplicite. Ici cela donne

un+1
j = un

j +
∆t

2 ∆x
a (un+1

j+1 − un+1
j−1 ) ,

qui estinconditionnellement stable: par transformation de Fourier discrète,

ûn+1(ζ) = h(ζ) ûn+1(ζ) , h(ζ) :=
(
1 − i a

∆t

∆x
sin(2πζ)

)−1

,

qui est toujours de module inférieurà un. En contrepartie, ce schéma est assez coûteux, car son implémentation ńecessite l’inversion d’une
matrice, et pŕesente d’autres problèmes (líesà la dissipation et la dispersion numériques, voir§4.7). Un autre sch́ema, aussi côuteux mais plus
précis (́etant d’ordre 2), est celui deCrank-Nicolson, qui fait la moyenne entre l’explicite et l’implicite:

un+1
j = un

j +
∆t

4 ∆x
a (un+1

j+1 − un+1
j−1 + un

j+1 − un
j−1 ) .

Son facteur d’amplification est

h(ζ) :=
1 + i a ∆t

∆x
sin(2πζ)

1 − i a ∆t
∆x

sin(2πζ)
,

de module exactement un, quel que soitζ.
Une autre ḿethode permettant de stabiliser le schéma centŕe de base est de remplacerun

j par une valeur moyenne, ce qui donne la classe
des sch́emas de typeLax-Friedrichs

un+1
j =

αun
j+1 + β un

j + αun
j−1

2α + β
+

∆t

2 ∆x
a (un

j+1 − un
j−1 ) ,

où α etβ sont des param̀etres positifs.
Exercice: montrer que ce schéma est stable sous la CFL

a∆t ≤ 2α

2α+ β
∆x .
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On peut aussi remplacerun
j parun−1

j , et∆t par2 ∆t, ce qui revient̀a approcher∂tu de façon centŕee. Cela donne lesch́ema saute-mouton
(“leap-frog” en anglais) :

un+1
j = un−1

j +
∆t

∆x
a (un

j+1 − un
j−1 ) .

Ce sch́ema est stable sous la CFL
a∆t < ∆x .

Ici l’ égalit́e a∆t = ∆x est exclue car elle entraı̂ne une ŕesonance responsable d’une instabilité (voir [4], p. 83–84). Ce schéma a d’autres
inconv́enients. Comme il est̀a deux pas, on doit faire appelà un autre sch́ema pour calculeru1. De plus, on doit ǵerer la pŕesence d’unmode
parasite. Voir [4], p. 84–88 pour plus de détails.

Enfin, on peut ajouter un terme au schéma centŕe, qui le rendèa la fois stable et d’ordre 2. C’est ainsi que l’on obtient lesch́ema de
Lax-Wendroff:

un+1
j = un

j +
∆t

2 ∆x
a (un

j+1 − un
j−1 ) +

∆t2

2 ∆x2
a2 (un

j+1 − 2un
j + un

j−1 ) .

Il est stable sous la CFL
a∆t ≤ ∆x .

4.2 Sch́emas centŕes pour les syst̀emes hyperboliques

Tous les sch́emas d́ecrits pŕećedemment pour l’́equation de transport s’adaptent de façon immédiate aux systèmes de la forme

∂t U = A∂x U .

Pour esṕerer avoir des sch́emas stables, il faut déjà que le syst̀eme d’́E.D.P le soit : une condition nécessaire et suffisante pour cela est que la
matriceA soit diagonalisable surR. En effet, par transformation de Fourier, on a

Û(ζ, t) = e2 i π t ζ A Û(0, t) ,

et donc une CNS pour contrôler la normeL2 de la solution en fonction de la normeL2 de la donńee initiale est

sup
θ∈R

‖ei θ A‖ < +∞ .

Or on montre (version facile du théor̀eme de Kreiss) que ceci est vrai si et seulement siA est diagonalisable surR. On dit alors du système
d’É.D.P. consid́eŕe qu’il esthyperbolique.
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Si l’on reprend l’analyse de la stabilité des sch́emas̀a un pas pŕećedents (donc̀a l’exclusion du sch́ema saute-mouton) le facteur d’amplification
h(ζ) est simplement remplacé par une matriceH(ζ), définie de façon analogue avecA à la place dea, qui se diagonalise dans la même base
queA. Par suite, la condition de von Neumann est nécessaire et suffisante pour la stabilité de ces sch́emas: dans toutes les conditions CFL il
suffit de remplacera par le rayon spectral deA.

Remarque : avec le sch́ema centŕe à deux pas pour l’équation des ondes, la matrice d’amplification (voir le§3.3.c) n’est pas diagonalisable
en0 et n’est donc pas uniforḿement borńee: on a (par ŕecurrence)

H(0)n =

 1− n n

−n n+ 1

 .

Cette croissance enO(n) est une ŕeminiscence des solutions exactes enO(t) et donc ińevitable, voir [4] (p. 159–160) pour plus de détails.

4.3 Sch́emas “décentŕes”

Pour l’équation de transport, on peut utiliser une discrétisation d́ecentŕee de la d́erivée spatiale,̀a condition qu’elle le soit dans le “bon sens”.
Ce sens est d́etermińe par le signe dea. Supposons pour fixer les idées quea soit positif. La solution exacte de∂tu = a ∂xu étant donńee par

u(x, t) = u(x+ at, 0) ,

cela signifie que l’information est propagée vers la gauche. Ceci suggère de d́ecentrer le sch́ema de sorte que le calcul deun+1 n’utilise deun

que ce qui vient de la droite, c’est-à-dire

un+1
j = un

j +
∆t

∆x
a (un

j+1 − un
j ) .

L’ étude de stabilit́e confirme le choix du d́ecentrement. En effet, on trouve comme facteur d’amplification

h(ζ) = 1 + a
∆t

∆x
(e2iπζ − 1) ,

qui est de module inférieurà1 pour toutζ si seulement si

0 ≤ a
∆t

∆x
≤ 1 .
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Bien ŝur, sia était ńegatif, on obtiendrait un schéma stable en d́ecentrant dans l’autre sens:

un+1
j = un

j +
∆t

∆x
a (un

j − un
j−1 ) .

On voit que ces sch́emas d́ecentŕes ne sont transposables qu’aux systèmes ayant une matrice dont les valeurs propres sont toutes de même
signe. Ceci peut̂etre tr̀es contraignant en pratique. En particulier, ceci ne s’applique pas au système correspondantà l’équation des ondes, pour
lequel les valeurs propres sont préciśementc et−c.

Il existe un sch́ema valable pour n’importe quelle matrice diagonalisable surR, et qui cöıncide avec un sch́ema d́ecentŕe lorsque les valeurs
propres sont toutes de même signe. C’est le schéma deGodunov, que l’on va pŕesenter ici pour un système lińeaire mais qui áet́e initialement
introduit pour les systèmes hyperboliques non-linéaires (voir le chapitre 5).

Pour un syst̀eme lińeaire
∂t U = A∂x U

le sch́ema de Godunov coı̈ncide avec le sch́ema de Roe; il est d́efini en d́ecomposant la matriceA en

A = A+ + A− , A± :=
1

2
(A ± |A|) ,

où |A| est d́efinie comme
|A| = R diag(|λk|)R−1 ,

siR est une matrice inversible de vecteurs propres deA etλk les valeurs propres associées (de sorte queR−1AR soit diagonale et de coefficients
λk). Par construction, les valeurs propres deA+ sont positives (ou nulles) et celles deA− sont ńegatives. On peut donc appliquer les schémas
décentŕesà ces matrices. Par superposition (justifiée par la lińearit́e du syst̀eme), on obtient comme schéma pour le système de d́epart:

Un+1
j = Un

j +
∆t

∆x
A− (Un

j − Un
j−1 ) +

∆t

∆x
A+ (Un

j+1 − Un
j ) .

Sa condition de stabilité est clairement

max
k

(|λk|)
∆t

∆x
≤ 1 .

Son impĺementation demande de diagonaliserA. Pour les systèmes “standard” comme celui de l’acoustique par exemple, la diagonalisation se
fait à la main. Pour des systèmes plus compliqúes, on peut̂etre ameńe à utiliser une ḿethode nuḿerique de ŕeduction...
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Figure 4: Repŕesentation d’un sch́ema explicitèa 3 points

4.4 Le problème des conditions aux limites

En pratique, les schémas nuḿeriques sont implément́es sur un nombre fini de points. Le calcul de la solution numérique demande un traitement
particulier aux extŕemit́es. En effet, le calcul deun+1 nécessite des valeurs deun qui sortent du domaine de calcul (voir la figure 4.4). Il s’agit
donc d’attribuer̀a des points “fictifs” des valeurs numériques permettant de poursuivre le calcul, sans nuireà la consistance (ces valeurs ne
doivent pas introduire une erreur trop grande) nià la stabilit́e. C’est un probl̀eme d́elicat, qui d́epend du contexte physique.

Conditions aux limites artificielles

Si les bords du domaine sontartificiels, c’est-̀a-dire si l’on souhaite calculer dans une fenêtre[0, L] la solution approch́ee d’un probl̀eme pośe
dans tout l’espace (avec donnée initiale constante en dehors de]0, L[), c’est un probl̀eme deconditions aux limites artificielles. Avec un sch́ema
dit à 3 points comme ceux présent́es plus haut, on a besoin de valeurs en un point (ou plutôt une maille) supplémentaire de part et d’autre
de l’intervalle[0, L]. Si l’on parvientà affecter des valeurs̀a ces points fictifs qui “laissent sortir les ondes”, sans réflexion, on parle alors de
conditions aux limitesabsorbantes.

L’obtention de conditions aux limites absorbantes est un problème assez d́elicat en ǵeńeral. On peut d́ejà se poser la question pour l’É.D.P.,
indépendamment de tout schéma nuḿerique. Le cas de l’équation des ondes en dimension 1 est très simplèa comprendre. En effet, on sait que
toute solution est de la forme(x, t) 7→ f(x+ ct) + g(x− ct), où (x, t) 7→ f(x+ ct) est une onde progressive se propageant vers la gauche et
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(x, t) 7→ g(x− ct) est une onde progressive se propageant vers la droite. Donc, si l’on ne veut pas d’onde rentrante enx = 0, il faut et il suffit
d’imposer la condition

∂tu − c ∂xu = 0 ,

ce qui entrâıneg = 0. De façon syḿetrique, la condition
∂tu + c ∂xu = 0 ,

ne laisse pas entrer d’onde enx = L. Le cas d’un système hyperbolique ǵeńeral∂tU = A∂xU est un peu plus compliqué mais l’id́ee est la
même. Si(r1, . . . , rN) est une base de vecteurs propres deA, de valeurs propres associées(λ1, . . . , λN), toute solution se d́ecompose en

U(x, t) =
∑

k

αk(x, t) rk avec ∂tαk = λk ∂xαk , d’où αk(x, t) = αk(x+ λkt, 0) .

Ainsi, en supposant lesλk tous non nuls,

U(x, t) = f(x, t) + g(x, t) , f(x, t) =
∑
λk>0

αk(x, t) rk , g(x, t) =
∑
λk<0

αk(x, t) rk .

Une condition aux limites absorbante enx = 0 doit “tuer” g. Pour cela, il faut et il suffit queΠ−U = 0, où Π− est la projection sur le
sous-espace Vect(rk ; λk < 0) parall̀element̀a Vect(rk ; λk > 0). La projectionΠ− admet une expression très simple lorsqueA a ses valeurs
propres toutes distinctes, ce qui est souvent le cas en pratique (on dit alors que le système∂tU = A∂xU eststrictement hyperbolique), grâce
auxvecteurs propres̀a gauchedeA. Ce sont en fait des vecteurs lignes`m tels què mA = λm `m. Par d́efinition, siλm 6= λk, `m rk = 0.
Donc si lesλk sont tous distincts, il existe une base(`1, . . . , `N) telle que

`m rk = δm
k pour tousm, k ∈ {1, . . . , N} .

Par suite, la d́ecomposition deU sur la base(r1, . . . , rN) est donńee parαk = `k · U . Si pour fixer les id́ees on ordonne lesλk de sorte que
λk < 0 équivautàk ≤ p, on a

Π−U = 0 ⇔ `k · U = 0 pour tout k ≤ p .

Remarque : pour l’équation des ondes, la condition aux limites absorbante obtenue plus haut enx = 0, s’écrit, sur les composantes(v =
∂xu,w = c−1∂xu), v = w: ceci revient̀a demander queU = (v, w)t soit vecteur propre pour la valeur propre+c de la matrice

A =

(
0 c
c 0

)
.
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On voit donc qu’en ǵeńeral, les conditions aux limites absorbantes pour lesÉ.D.P. hyperboliques donnent une information sur certaines
composantes de l’inconnue seulement. Ceci ne résout pas le problème pour les sch́emas nuḿeriques, qui ont besoin d’une valeur pour toutes
les composantes deU aux noeuds fictifs.

Pour le sch́ema de Godunov/Roe, une idée assez naturelle est de poserUn
0 = Un

1 . On voit alors que le schéma se ŕeduit au pointj = 1 à

Un+1
1 = Un

1 +
∆t

∆x
A+ (Un

2 − Un
1 ) ,

ce qui ne touche effectivement pas aux composantes deU assocíees aux modes rentrants:

Π−Un+1
1 = Π−Un

1 .

De façon syḿetrique, poserUn
J+1 = Un

J permet de ne pas introduire de mode rentrant au bord droit. Les conditions aux limites artificiellesà
retenir sont donc très simples: il suffit de recopier dans les mailles fictives les valeurs calculées dans les mailles extrêmes!

En fait, cette m̂eme id́ee marche aussi pour les schémas centŕes explicites pŕesent́es plus haut. La justification est fondée sur la notion de
flux nuḿerique, que l’on verra plus en d́etail au chapitre 5. ( En particulier, il n’y a pas besoin pour les schémas centŕes explicites de calculer
la projectionΠ−: pour les sch́emas̀a 3 points, il suffit de poser

Un
0 = Un

1 et Un
J+1 = Un

J .

(En revanche, utiliserUn+1
0 = Un+1

1 ouUn+1
J+1 = Un+1

J dans le sch́ema centŕe implicite ŕeserve de dr̂oles de surprises!)

Résolution numérique d’un probl ème aux limites physique

Si le bord du domaine correspondà des frontìeres physiques, typiquement l’entrée et la sortie d’un tuyau en mécanique des fluides, alors on a
en principeà notre disposition des conditions aux limites physiques. Cependant, ces conditions sont en géńeral partielles. Rappelons en effet
que pour un système hyperbolique∂tU = A∂xU , toute solution s’́ecrit

U(x, t) =
∑

k

αk(x, t) rk avec αk(x, t) = αk(x+ λkt, 0) .

On voit donc en particulier que pourλk > 0, αk(0, t) est d́etermińe de façon unique par la donnée initialeαk(·, 0) sur l’intervalle[0, L], tant que
λk t ≤ L. Il serait d́eraisonnable de vouloir imposer une valeur différente deαk au bordx = 0. Et en effet, on montre que les seuls problèmes
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aux limites bien pośes sur une demi-droite sont du type
∂tU = A∂xU , x > 0 , t > 0 ,
Π− U(0, t) = g(t) , t > 0 ,
U(x, 0) = U0(x) , x > 0 ,

où Π− est la projection sur les modes rentrants définie ci-dessus. La résolution nuḿerique de tels problèmes ńecessite doncΠ−. La méthode
naturelle consistèa calculerUn+1

1 = Π− Un+1
1 + Π+ Un+1

1 grâce d’une part aux conditions aux limites “physiques” et d’autre part au schéma
décentŕe appliqúe aux modes sortants:

Π− Un+1
1 = g(tn+1) ,

Π+Un+1
1 = Π+Un

1 +
∆t

∆x
A+ (Un

2 − Un
1 ) .

4.5 Sch́emas pour l’équation de la chaleur

On peutégalement discrétiser leśequations de type parabolique par des différences finies.
Le sch́ema le plus simple, centré et explicite, s’́ecrit pour l’́equation de la chaleur∂tu = κ ∂xu :

un+1
j − un

j

∆t
= κ

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

∆x2
.

C’est un sch́ema d’ordre1 en temps et2 en espace par construction, c’est-à-dire que l’erreur commise lorsqu’on l’appliqueà une solution
exacte (ńecessairement régulìere d’apr̀es l’analyse de l’́equation de la chaleur), est

u(xj, t
n+1) − u(xj, t

n)

∆t
− κ

u(xj+1, t
n) − 2u(xj, t

n) + u(xj−1, t
n)

∆x2
= O(∆t + ∆x2) .

Son facteur d’amplification vaut

h(ζ) = 1 − 2κ
∆t

∆x2
( 1 − cos(2πζ) ) ,

qui reste inf́erieur ouégalà1 en valeur absolue si et seulement si

κ
∆t

∆x2
≤ 1 .
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On voit que cette condition est beaucoup plus contraignante sur le pas de temps que la condition CFL rencontrée pour leśequations hyper-
boliques.À nouveau, on peut s’en affranchir en “implicitatant” le schéma. En effet, le facteur d’amplification du schéma implicite centŕe

un+1
j − un

j

∆t
= κ

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

∆x2

vaut
1

1 + 2κ ∆t
∆x2 ( 1 − cos(2πζ) )

,

qui est toujours inf́erieur ouégalà1. Le sch́ema centŕe implicite est aussi d’ordre 1 en temps et 2 en espace.
Un sch́emaà la fois inconditionnellement stable et d’ordre 2 en temps est celui de Crank-Nicolson, obtenu comme pour leséquations

hyperboliques en faisant la moyenne du schéma explicite et du schéma implicite:

un+1
j − un

j

∆t
= κ

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

2∆x2
+ κ

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

2∆x2
.

Cependant, avec des données initiales peu régulìeres, le sch́ema implicite donne de meilleurs résultats.
Quant au sch́ema saute-mouton,

un+1
j − un−1

j

2∆t
= κ

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

2∆x2
,

il est inconditionnellement instable, doncà proscrire.

4.6 Convergence des schémas aux diff́erences finies lińeaires

Rappelons (voir§2.5.a) qu’̀a une suite de carré sommableu = (uj)n∈Z, on peut associer une fonction de carré int́egrable surR par un oṕerateur
d’interpolation. Ici, on introduit naturellement le pas d’espaceh = ∆x comme param̀etre dans l’oṕerateur d’interpolation. On définit donc

Eh : `2(Z) → L2(R)

u 7→ Eh(u) = uh :=
∑
n∈Z

uj ψ
h
j

où

ψh
j (x) =

sin(π (x − jh)/h)

π (x − jh)/h
, c’est-̀a-dire ψh

j = F−1
(

1h|ζ|≤1/2 e−2iπnhζ
)
.
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Autrement dit,uh s’exprimeà l’aide de la transforḿee de Fourier discrète, que l’on renormaliséegalement en utilisanth:

Fh
d : `2(Z) → L2(−1/(2h), 1/2h)

u 7→ Fh
d (u) = ũh :=

∑
n∈Z

uj e− 2iπ j h ζ .

On a en effet:

uh(x) =

∫ 1/(2h)

−1/(2h)

ũh(ζ) e2iπxζ dζ .

Théorème 9 (Lax-Richtmyer) Un sch́emaconsistantavec un probl̀eme d’́evolution lińeaire bien pośe estconvergentsi et seulement s’il est
stable.

Dans cet́enonće, la notion de stabilité est un peu plus faible que celle déjà rencontŕee. Plus pŕeciśement, notons icig (au lieu deh, réserv́e
au pas d’espace) le facteur d’amplification du schéma: c’est une fonction deζ, qui d́epend́egalement des paramètresh = ∆x etk = ∆t, que
l’on fait apparâıtre en exposant ci-dessous.

Définition 1 Un sch́ema de facteur d’amplificationg(h,k) est dit stable dans un domaineΛ = {(h, k) } s’il existe une constanteC > 0 telle
que

| g(h,k)(hζ) | ≤ 1 + C k ,

pour tousζ ∈ R et (h, k) ∈ Λ.

Cette notion admet une augmentation possible de la norme`2 de la solution nuḿerique, qui reste toutefois bornée tant quen∆t est borńe
(c’est-̀a-dire tant qu’on ŕesout sur un intervalle de temps borné!). En effet, la solution nuḿerique, calcuĺee par le sch́ema v́erifie

‖un‖`2(Z) ≤ (1 + C∆t)n ‖u0‖`2(Z) ≤ eCn∆t ‖u0‖`2(Z) .

La notion de consistance est très faible. Elle demande juste que l’erreur de troncature tende vers0 lorsque(∆t,∆x) tend vers(0, 0) dansΛ
(sans notion d’ordre). Cette convergence se traduit en terme de symbole dans le lemme suivant.

Lemme 2 Soit uneÉ.D.P. d’́evolution∂t u = P · u, où P est un oṕerateur diff́erentielà coefficients constants surR. On notep son symbole,
au sens òu la solution du probl̀eme de Cauchy

∂t u = P · u , u|t=0 = u0
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est
u(·, t) = F−1(et p(ζ) û0) .

Alors pour un sch́ema consistant avec cetteÉ.D.P., de facteur d’amplificationg(h,k), on a ńecessairement pour toutζ ∈ R,

lim
(k,h)

Λ→(0,0)

ekp(ζ) − g(h,k)(hζ)

k
= 0 .

Dém. La fraction
ekp(ζ) − g(h,k)(hζ)

k
cöıncide avec l’erreur de troncature associéeà la solution particulìere

u(x, t) = e2 i π ζ x et p(ζ)

(où ζ est fix́e). 2

Prenons par exemple l’équation de transport (P = a ∂x) avec le sch́ema d́ecentŕe. On a

p(ζ) = 2 i π a ζ et g(h,k)(hζ) = 1 + a
k

h
( e2iπhζ − 1) ∼ 1 + 2 i π a ζ k ∼ e2 i π a ζ k

lorsque(h, k) tend vers(0, 0) aveck/h borńe.
La convergence du schéma dans l’́enonće (vague) du th́eor̀eme 9 est̀a prendre au sens suivant: quelles que soientv, solution du probl̀eme

exact, etu, solution du sch́ema nuḿerique, siEh(u0) tend versv|t=0, alorsEh(un) − v|t=n∆t tend vers dansL2(R) lorsque(∆t,∆x) tend vers
(0, 0) dansΛ avec0 ≤ n∆t ≤ T .

Dém. Montrons donc la convergence sous les hypothèses de consistance et stabilité. Le fait que le problème exact soit bien posé signifie
qu’il existeCT > 0 tel que

|et p(ζ) | ≤ CT , ∀t ∈ [0, T ] ,∀ζ ∈ R .

De façon analogue, la stabilité du sch́ema implique

| (g(h,k)(hζ))n | ≤ C ′
T , 0 ≤ n k ≤ T .

La combinaison des deux entraı̂ne

|en k p(ζ) − (g(h,k)(hζ))n | ≤ n max(CT , C
′
T ) |ek p(ζ) − g(h,k)(hζ) | ,
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ce qui implique, d’apr̀es le lemme 2,
|en k p(ζ) − (g(h,k)(hζ))n | ≤ n k ε(h, k) ,

où ε tend vers0 avec(h, k). Comme

F ( Eh(un) )(ζ) = 1h|ζ|≤1/2 Fh
d (un)(ζ) = (g(h,k)(hζ))nFh

d (u0)(ζ) ,

on a par le th́eor̀eme de Plancherel :

‖ v(tn) − Eh(un) ‖2
L2 =

∫ 1/(2h)

−1/(2h)

|etn p(ζ) v̂0(ζ) − (g(h,k)(hζ))nFh
d (u0)(ζ) |2 dζ +

∫
|ζ|>/1(2h)

|etn p(ζ) v̂0(ζ) |2 dζ .

Supposons momentanément quêv0 = Fh
d (u0) sur l’intervalle]− 1/(2h) , 1/(2h)[. Alors

‖ v(tn) − Eh(un) ‖2
L2 ≤ T ε(h, k) ‖v̂0‖2

L2 + C2
T

∫
|ζ|>/1(2h)

| v̂0(ζ) |2 dζ ,

ce qui tend bien vers0 avec(h, k).
Le cas ǵeńeral s’en d́eduit. En effet, soitw0 la suite dont la transforḿee de Fourier discrète cöıncide aveĉv0 sur ]− 1/(2h) , 1/(2h)[, alors

‖ v(tn) − Eh(un) ‖L2 ≤ ‖ v(tn) − Eh(wn) ‖L2 + ‖ Eh(wn − un) ‖L2 .

Le premier morceau tend vers0 d’apr̀es ce qui pŕec̀ede, et le carŕe du second morceau est majoré par

C ′
T ‖w0 − u0 ‖2

`2 = C ′
T

∫ 1/(2h)

−1/(2h)

| v̂0(ζ) − F(Eh(u0))) |2 dζ ≤ C ′
T ‖v0 − Eh(u0))‖2

L2 ,

qui tend vers0 par hypoth̀ese. 2

4.7 Dissipation et dispersion nuḿerique

Si la dissipation nuḿerique est souhaitable pour leséquations paraboliques, qui sont elles-mêmes dissipatives, elle ne l’est pas pour leséquations
hyperboliques. Malheureusement, la plupart des schémas sont dissipatifs, saufà s’approcher (parfois dangereusement) de la limite de stabilité
(voir par exemple le sch́ema centŕe sur l’́equation des ondes).
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La dissipation est présente lorsque le facteur d’amplification est de module strictement inférieurà 1. (On pourrait donner une définition
plus pŕecise, et parler d’ordre de dissipation...)

La dispersion nuḿerique est associéeà une erreur dans la vitesse de propagation.
Pour fixer les id́ees, supposons̀a nouveau que l’équation exacte soit unéequation de transport∂tu = a ∂xu. Elle admet comme solutions

particulìeres les ondes progressives monochromatiques de la formeu(x, t) = u0 e2 i π ζ ( x + a t ), vérifiant ainsi

u(x+ ∆t, t) = u(x, t) e2 i π ζ a ∆t .

Si on applique un sch́ema de facteur d’amplificationg(h,k) à l’analogue discret d’une telle onde,un
j := u0 e2 i π ζ ( j h + a n k ), on obtient

un+1
j = g(h,k)(hζ) un

j = |g(h,k)(hζ)|e2 i π ζ k α(hζ) un
j ,

et en ǵeńeralα(hζ) 6= a.
Exemple.Pour le sch́ema d́ecentŕe, en notantλ = k/h,

g(h,k)(θ) = 1 + a
k

h
( e2iπhθ − 1) , |g(h,k)(θ)|2 = 1 − 4 a λ (1 − a λ) sin2 πθ ,

et

tan( 2π λ θ α(θ) ) =
a λ sin(2π θ)

1 − a λ ( 1 − cos(2π θ) )
,

si bien queα(θ) = a poura λ = 1 seulement.
Plus ǵeńeralement, on peut considérer un train d’ondeu(x, t) = u0(x + a t) e2 i π ζ ( x + a t ). Si le sch́ema n’est pas dissipatif (c’est-à-dire si

|g(h,k)(θ)| = 1), on peut montrer que la solution numérique avec donńee initialeu0
j := u0( j h ) e2 i π ζ j h est proche de

u0(j h + γ(hζ)nk) e2 i π ζ ( j h + α(hζ) n k ) où γ(θ) := α(θ) + θ α′(θ) .
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Type d’É.D.P. Parabolique Hyperbolique Dispersif
Type d’ondes Ondes “visqueuses” Ondes de choc Ondes solitaires

Burgers-Hopf : Burgers : Korteweg-de Vries :
∂tu + ∂x(u2/2) = ∂2

xxu ∂tu + ∂x(u2/2) = 0 ∂tu + ∂x(u2/2) + k ∂3
xxxu = 0

Réaction-diffusion : Trafic routier : Boussinesq :
∂tu = κ ∆u + f(u) ∂tρ + ∂x(ρ v(ρ)) = 0 ∂2

tt u + ∂xf(u) − c2 ∂2
xxu + k ∂4

xxxx u = 0

+ Dynamique des fluides visqueux+ Dynamique des gaz, etc. Schr̈odinger :
compressibles i h ∂tu = ∆u + f(u)

Tableau 3: QuelqueśE.D.P. non lińeaires.

5 Ondes non-lińeaires

Les É.D.P. lińeaires sont en ǵeńeral des approximations de modèles non-lińeaires, beaucoup plus complexesà étudier. Nous en donnons
quelques exemples dans le tableau 5, en se limitant aux modèles dans lesquels interviennent des phénom̀enes de propagation d’ondes.

Les ondes progressives régulìeres s’obtiennent comme orbites hét́eroclines d’́equations diff́erentielles. En ǵeńeral, c’est un problème
difficile de trouver de telles orbites. Dans le cas d’équations scalaires (ou d’équations ayant suffisamment d’intégrales premières pour se
ramener̀a uneéquation scalaire), l’existence d’orbites hét́eroclines entre deux points fixes consécutifs est quasi-évidente (comme conséquence
du th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz et du théor̀eme des bouts). La ḿethode dite de Melnikov (voir le cours déquations diff́erentielles) peut
permettre de montrer leur persistence par variation de petits paramètres. Un autre problème important est celui de la stabilité des ondes
progressives correspondantes comme solutions particulières de l’́E.D.P.. C’est un sujet de recherches très actif en math́ematiques appliqúees,
dans lequel certaines techniques remontent seulement aux années 1990.
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Quant aux ondes de choc, elle se trouvent en résolvant un problème purement alǵebrique,à condition de d́efinir en quel sens ces ondes
discontinues sont des solutions de l’É.D.P. concerńee. C’est, entre autres, ce que l’on va expliquer dans la suite, sur l’exemple du modèle de
trafic routier dit LWR, attribúe à 3 auteurs : Lighthill, Whitham et Richards.

5.1 Le mod̀ele LWR

5.1.a Pŕesentation

Diagramme de Greenshield.

5.1.b Méthode des caract́eristiques

5.1.c Ondes de d́etente

5.1.d Ondes de choc

5.1.e Sch́ema de Godunov

Offre et demande dans le diagramme de Greenshield.

A Annexe

A.1 Utilisation de la FFT avec Matlab

Voir le tableau 4.
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Tableau 4: Quelques lignes Matlabà propos des séries de Fourier

Donńees communes Fonction continue Fonction discontinue
f = [y(1 : P/2− 1) 1− y(P/2 : P)]; f = [ones(1, (P/2)) − ones(1, (P/2))];

N=50;
M=500; SigmaN = 0.25; SigmaN = 0;
dx=1/(M-1); for n=0:N for n=0:N
x=0:dx:1; SigmaN = SigmaN− 2./(pî 2. ∗ (2. ∗ n + 1)̂ 2) SigmaN = SigmaN + 4./(pi. ∗ (2. ∗ n + 1))

. ∗ cos(2. ∗ pi. ∗ (2 ∗ n + 1). ∗ x); . ∗ sin(2. ∗ pi. ∗ (2 ∗ n + 1). ∗ x);
end end
plot(x,SigmaN,’LineWidth’,2) plot(x,SigmaN,’LineWidth’,2)

P=500; cfexact = [0.25− 2./(pî 2. ∗ (2. ∗ pp− 1).̂ 2)]; cfexact = 4./(pi. ∗ (2. ∗ pp− 1));
pp=1:1:P; cfapp = 2. ∗ fft(f, P)./P; cfapp = 2. ∗ i. ∗ fft(f, P)./P;
dy=1/(P-1); cfapp(1) = cfapp(1)./2;
y=0:dy:1; figure(2) figure(2)

plot(pp(1:P/10),cfexact(1:P/10)); plot(pp(1:P/10),cfexact(1:P/10));
hold on hold on
plot(pp(1:P/10),cfapp(1:P/10),’*’); plot(pp(1:P/10-1),cfapp(2:P/10),’*’);
Sigapp = 0; Sigapp = 0;
for p=1:2*N+2 for p=2:2*N+2
Sigapp = Sigapp Sigapp = Sigapp

+cfapp(p). ∗ cos(2. ∗ pi. ∗ (p− 1). ∗ x); +cfapp(p). ∗ sin(2. ∗ pi. ∗ (p− 1). ∗ x);
end end
figure(3) figure(3)
plot(x,Sigapp,’LineWidth’,2) plot(x,Sigapp,’LineWidth’,2)
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Tableau 5: Quelques unités physiques

symbole signification unité S.I.

m masse kilogramme (kg)

l longueur mètre (m)

t temps seconde (s)

T temṕerature Kelvin (K)

v vitesse m.s−1

f force Newton,1N = 1 kg.m.s−2

p pression Pascal,1Pa = 1 kg.m−1.s−2

e énergie Joule,1 J = 1 kg.m2.s−2

A.2 Quelques mod̀eles d’́equation d’ondes 1D

Pour information on mentionnera entre{ } la dimension des quantiés physiques mises en jeu, selon le tableau 5.

A.2.a Cordes vibrantes

Le déplacement d’une corde en tension obéit, au moins au premier ordre,à uneéquation des ondes, comme l’avait déjà montŕe D’Alembert au
XVIII ème sìecle. Les param̀etres physiques mis en jeu sont la densité linéaireρ0 {m.l−1}, reliéeà la densit́eω0 (ou masse volumique{m.l−3})
par

ρ0 = σ0 ω0 ,
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où σ0 {l2} est la section de la corde, etT0 la tension initiale de la corde, nombre> 0 homog̀eneà une force.
Soitu(x, t) ∈ R3 le déplacementtransversalde la cordèa l’instantt, par rapport̀a une position de référencex e1 ∈ R3, x ∈ R. On suppose le

déplacement longitudinal négligeable. Autrement dit, le point situé enx e1 dans la position de référence se retrouve enw(x, t) = x e1 + u(x, t),
etu(x, t) ⊥ e1.

Soit T (x, t) la tension de la corde enw(x, t). C’est un nombre positif tel qu’un morceau de corde[x, x + δx] (δx > 0) soit soumis̀a la
force

T (x+ δx, t) θ(x+ δx, t) − T (x, t) θ(x, t) ,

où θ(x, t) = ∂xw(x, t) est tangent̀a la corde enw(x, t).
L’accélération de la corde au pointw(x, t) est simplement∂2

ttw(x, t) = ∂2
ttu(x, t). La relation fondamentale de la mécanique, ou loi de

Newton (F = mγ) appliqúee au morceau de corde[x, x+ δx] s’écrit donc, pour la composante parallèleà e1 :

T (x+ δx, t) − T (x, t) = 0 ,

et pour la composante orthogonaleà e1 :

T (x+ δx, t) ∂xu(x+ δx, t) − T (x, t) ∂xu(x, t) =

∫ x+δx

x

ρ0 ∂
2
ttu(y, t) dy .

Par suite,T (x, t) = T0(t) est ind́ependant dex, et en faisant tendreδx vers0 dans la secondéequation, on obtient

T0 ∂
2
xxu = ρ0 ∂

2
ttu .

Si T0 est de plus supposé ind́ependant det, on a bien unéequation des ondes, avec

c =

√
T0

ρ0

,

à conditionqueT0 soit effectivement positif (une corde qui n’est pas en tension s’affaisse et ne peut pas pas vibrer!).

A.2.b Barres élastiques

À l’inverse d’un corde, dans une barreélastique rigide, on peut ne considérer que les d́eplacements longitudinaux, c’est-à-dire qu’un point sitúe
enx e1 dans la position de référence se retrouve après compression oúetirement enw(x, t) = x e1 + u(x, t) avecu(x, t) ‖ e1.
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On d́efinit encoreT (x, t) la tension de la barre enw(x, t), mais cette fois elle n’a pas de signe défini (la barre pouvant̂etre indiff́eremment
en compression ou eńetirement). Une loi de l’́elasticit́e affirme que pour faire varier deδl un morceau de longueurl0 il faut une variation de
tensionδT proportionnellèa δl/l0. Quantitativement, on d́efinitE0 le module d’Youngdu mat́eriau tel que

δT = E0 σ0
δl

l0
.

Par d́efinition,E0 est un nombre positif homogèneà une pression. En appliquant cette loià un morceau[x, x+ δx], qui devient[x+u(x, t), x+
δx+ u(x+ δx, t)], on obtient

T (x, t) − T0(x) = E0 σ0
u(x+ δx, t)− u(x, t)

δx
,

d’où à la limite lorsqueδx tend vers0 :
T (x, t) = T0(x) + E0 σ0 ∂xu .

D’autre part, d’apr̀es la loi de Newton appliqúee au morceau de corde[x, x+ δx] :

T (x+ δx, t) − T (x, t) =

∫ x+δx

x

ρ0 ∂
2
ttu(y, t) dy ,

d’où à la limite lorsqueδx tend vers0 :
∂xT = ρ0 ∂

2
ttu .

En supposant la tension de référenceT0 homog̀ene, c’est-̀a-dire ind́ependante dex, on en d́eduit queu (ainsi queT d’ailleurs, par d́erivation)
satisfait l’́equation des ondes de vitesse

c =

√
E0

ω0

.

Si l’on s’intéressèa la densit́eρ le long de la barre, on voit assez facilement qu’elle est donnée par

ρ(x, t) = ρ0 ( 1 − ∂xu ) .

En effet, pour chaque morceau de longueur initialel0 on a

ρ l = ρ0 l0 d’où
δρ

ρ0

+
δl

l0
= 0 .
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En appliquant cette relation au morceau[x, x+ δx] et en faisant tendreδx vers0, on en d́eduit

ρ − ρ0

ρ0

+ ∂xu = 0 .

Par suite, en supposant la densité initialeρ0 homog̀ene, on voit par d́erivation queρ satisfait la m̂emeéquation des ondes queu (etT ).

A.2.c Tuyaux sonores

Pour un fluide, un peu d’intuition physique montre que la tensionT est relíeeà la pressionp parp = −T/σ0. D’où,

δT

T0

=
δp

p0

= − 1

χ0

δv

v0

,

où χ0 est le coefficient de compressibilité (sans dimension), etv le volume. Or dans un tube de section constante,

δv

v0

=
δl

l0
.

Donc on a une loi analoguèa celle de l’́elasticit́e, avec

E0 =
p0

χ0

.

En particulier, pour un gaz parfait adiabatique,
p vγ = cte,

d’où χ0 = 1/γ etE0 = γ p0. On trouve comme vitesse de propagation

c =

√
γ p0

ω0

.

C’est l’expression bien connue de la vitesse du son.
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Application numérique. Dans l’air, assimiĺe à un gaz di-atomique, on a approximativementγ = 7/5 (on obtient ce nombre en raisonnant
sur le nombren de degŕes de libert́e des moĺecules; de façon ǵeńerale,γ = (5 + n)/(3 + n)). La loi des gaz parfaits

p =
ωRT

M
, R = 8, 3144 J.K−1.mol−1 , M = 28, 8.10−3 kg.mol−1 ,

permet de calculer

c =

√
γ
RT

M
' 332m.s−1

à une temṕerature de273K, ce qui correspond très bieǹa la ŕealit́e !
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[3] W. Rudin. Analyse ŕeelle et complexe. Masson, Paris, 1980. Traduit de l’anglais par N. Dhombres et F. Hoffman, 3èmeédition.

[4] John C. Strikwerda.Finite difference schemes and partial differential equations. The Wadsworth & Brooks/Cole Mathematics Series.
Wadsworth & Brooks/Cole Advanced Books & Software, Pacific Grove, CA, 1989.

77



Table des matìeres
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