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1 Notions de base

Au dela deséquations difrentielles ordinaires,toles inconnues&pendent d’'une seule variable (souvent le temps), de nombreugl@sod
s’expriment au moyen édguations aux &rivees partielles, et ceed que les inconnue€pendent d’au moins deux variables : ces variables
peuventetre des variables d’espace seulement (cas d'unmabbktationnaire multidimensionnel) ou des variables d’espace et de temps (&
d’un probBme dévolution mono ou multi-dimensionnel). Il existe une telle &&rid’E.D.P. qu'il n’est gére raisonnable de vouloir les
consicerer dans leur ensemble. Si I'on se ris@uéerire la forme grérale d’'uneE.D.P, on obtient quelque chose d’assez abscosayoir :

F(X,U,DU,...,D"U) = 0,

ou le vecteurX, de composantes, x1, ..., 24)) = (t,x) en abége, repésente ce qu’on appelle parfois les variablegpehdantes, tandis
gue les composantes du vect&lirepesentent les inconnues (parfois a@esl variables@&pendantes), qui sont en fait des fonctionXgeet
pour toutk entier,D*U est la diferentiellek-ieme deU par rappor&a X. La fonctionF est elle-n@mea valeurs vectorielles eregeral. Il existe
une tréorieaIgébriquedesE.D.P. dans ce cadre abstrait (en particulier, cetterie permet de rechercher lg®upes de syatrie de fagon
sysématique). En revanche, du point de vue de I'analyse (existence eteutgstsolutions, &endance par rapport aux dées, initiales
et/ou aux limites), on ne peut rien dire d’uBieD.P. grérale. C'est pourquoi I'analyse dEsD.P. est une discipline egimement vaste, qui fait
appela des outils vaéis, dpendant du type &.D.P. considre.

On distingue habituellement trois grands typeE.ﬂf.P., comme il y a trois types de coniques (I'analdg@nta mon humble avis un peu
tirée par les cheveux). Sil'on s’'ietesseé des penonenes de propagation d’ondes, il faut au moins rajouter un type, que j'appdikgarsif
C'est un terme que I'on expliquera plus loin, et on verra que certdires. de type hyperbolique sont aussi dispersives. Le tableau suiva
donne des exemples simples (fondamentaug&jjdationsinéairespour chacun de ces quatre types. Par convention, la colonne dispersi
est esenee auxE.D.P. dispersives qui ne sont pas hyperboliques au sens classique du terme. Il se trouve que les exemple&.EhBisis ¢
dispersives ont de plus urséructure Hamiltonienneen un sens fonctionnel que I'ongmiseraégalement. On pourrait biediismélanger les
genres mais on s’en tiendra. |

La notationu ou u repesente toujours une inconnue, dénre quep Si necessaire, les autres notations correspondeatgs paragtres
physiques. Les dpateurs diférentielsV, A, etc. agissent en variable d’espace seulement.

Il nest pas question deédelopper ici I'analyse de toutes cequations. On se concentrera sur certaifsnphenes, et notamment la
propagation d’ondesA ce propos, legquations de type elliptique sont hors sujet, dama que Equation de la chaleur. En effet, magon
apparente similitude avecguation de Sckidinger, cetteequation a des prog@tes touta fait differentes. Leglements évelopges ci-apes
devraient clarifier cette assertion.



Dispersif
ProbEmes dévolution
Hamiltoniens

Hyperbolique
ProbEmes dévolution
avec propagation vitesse finie

Parabolique
ProbEmes dévolution
avec effet egularisant

Type Elliptique
Particularit &és ProbBmes stationnaires

Korteweg-de Vries :

chaleur/diffusion : transport :0;u + a-Vu = 0
du + cOpu + kI3, u = 0

Laplace :Au = 0
ou = kAu (k> 0)

Equations
scalaires Poisson ‘Au = f ondes :02u — 2 Au = 0
Helmoltz : Au + k2u = 0 Klein-Gordon : Boussinesq :
Zu — Au+ ku =0 0Zu — 0% u+ kot .u=0
Stokes : diffusion multi-esgces : acoustique : Schiddinger :
R —pAu + Vp =1, B . Op + pctdivu = 0, _ B
Sysémes { diva — 0. Jpu = M Au (M définie positive) { du + %Vp —0. ihowu = Au  (u € C)

+ Maxwell, élasticit, etc.

Tableau 1E.D.P. lirgaires types.




Ondes planes.

On suppose que les variables spatiales sonésapies par un vectewr deR? (géréralementd = 1,2 ou3!).

¢ On appelleonde planaine fonction @pendant seulement det de¢ - x, pour un certairg € (R%)*, identifie a un vecteur d&< appeé
vecteur d’'ondePar cfinition, une onde plane est donc constante sur les hyperplans orthogonaux au vecteur d’onde.

e Side plusu(x,t) = u(€-x — wt), avecw € R, on parle donde plane progressivé&a vitesse de propagation est w/||€]|, ce qui
signifie queu(x,t) = u(x — ctn, 0),n := &/||&].

e On appelleonde plane progressive monochromatigure onde de la forme
U(X, t) =u ei(g.x—wt) )

Le nombrev est appeéd pulsationde 'onde,( := w/27 est sdréquencéc’est-a-dire I'inverse de sagriode temporelle) et := 27 /(]|
est sdongueur d’ond€gc’esta-dire sa priode spatiale dans la direction= &/|/£]).

Dispersion. En recherchant les ondes planes progressives monochromatiquescdiufe lingaire, on obtient unéquation pour§,w),
appeéerelation de dispersionLorsque cett@équation se@sout sous la forme = w(£), on cefinit alors deux vitesses vectorielles :

¢ lavitesse de phase

_wle) &
T NEN gl

qui n'est autre quen avec les notations uties plus haut,

A%

¢ lavitesse de groupe

ou I'opérateurV agit ici sur la variable.

Lorsquev, # v, I E.D.P. sous-jacente est diléspersive On parle aussi @nde dispersiveOn verra plus loin ce que signifie la dispersion
en terme dérain d’'onde(de la formeu(x, t) = u(¢ - x) g (&x—«t) ol le graphe de est une courbe en clockéake sur plusieurs longueurs
d’onde). On dit aussi parfois qued!D.P. est dispersivead que la vitesse,, depend de€.



Exemples.

Chaleur vsSchrodinger :  La relation de dispersion pou€uation de la chaleur est
iw+ s €[ =0,

qui n'admet pas de solution non trivialg, w) € R? x R pourx # 0. Autrement dit :I' équation de la chaleur n’admet pas de solution sous
forme d’onde monochromatique non trivialen revanche, pour&quation de Sckidinger, la relation de dispersion est

IEI* = hw = 0.

Donc, sih # 0, il y a des ondes monochromatiques de pulsation

1 2
w =3 lElP,

de vitesse de phasg, = £/h et de vitesse de groupg = 2£/h. Ce sont donc des ondes dispersives.

Equation des ondes et ses modifications :Quanta I'equation des ondes, on a comme relation de dispersion
W = E* =0,
d'ou
w = tcl& et v, =Ztc—5 = v,.
Ainsi, la vitesse de phaseiteide bien avec la vitesse de groupe, madsjliation des ondes est dispersive au sens affaibli du terme, lorsq

la dimension est su@ieure ouégalea 2, puisqu’alorsv,, depend def. Pour I'equation de Klein-Gordon, obtenue en ajoutant un terme
d’amortissement u aveck > 0 a I'équation des ondes, on trouve :

W
w =tk + 2| &> et v, == = el € , v, = £ 3 :
1€ €] k+ gl

L’ équation de Klein-Gordon est donc dispersive dans tous les sens du terme. On pourrait augsecdagigation dite dwelegraphe obtenue
en ajoutant une autre sorte d’amortissement; @n avecr > 0. Dans ce cas, la relation de dipersion devient :

Wwtirw — A2|€)F =0,
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qui n"admet pas de solutigig, w) € R? x R non triviale. En fait, on trouve de cette fagcon des solutions partigide la forme
U e_'Yt ei(ﬁ‘x_ﬁt)
avecf = Rewety = —Imw > 0 (en particuliery = r pourr < 2¢||¢||) : ce sont des “modes” exponentiellemegtrbissants en temps.

L'existence de tels modeérmoigne de lalissipativie de I'eéquation dué&légraphe. C’estgalement le cas pourkuation de la chaleur, qui
admeta I'évidence des solutions particefies de la forme :

U er Hf”2t ei (&x) .

La recherche d’ondes planes progressives monochromatiques pour les autres exemples du tableae estdaesice.

E.D.P. dissipatives E.D.P. conservatives

On dit d’uneE.D.P. devolution qu’elle estlissipatives'il existe une fonctionnelle strictement convexe et stricteméntaissante le long des
solutions non triviales (c’esa-dire cependant effectivement du temps). On dit gu’ellecstservatives'il existe une fonctionnelle convexe
constantde long des solutions. La fonctionnelle en question est souveatluneénergie physique, c’est pourquoi on parlestimation
d’énergielorsqu’onévalue ses variations. Il n’est pas impossible que les deux aspects, dissipation et conservationgsei@st pour deux
fonctionnelles distinctes.

Exemples. Pour I'équation de la chaleur, sie C'([0, T]; L?(R?)) est une solution non triviale alors

d 1
—u(x,t)?dx = / uou dx = / uAudx = —/ [Vul* dx < 0
Rd RY Rd

E Rd 2
aprmes ingegration par parties. On peut justifier cetteegration par parties car est en fait de classé™ enx : c'est I'effet iegularisantde
I’ équation de la chaleur, qui se montragga la transformation de Fourier (voir le chapitre 2)eduation de la chaleur est donc bien dissipative
au sens de ladfinition ci-dessus. Quart!’équation de Sckidinder, elle est conservative. En effetusi C!([0, T]; L?*(R?)) est une solution
non triviale alors

d [ 1 , 1 o o h o _h a L B
T Rd§|u(x,t)] dx-§/Rd(u3tu+u8tu)dX— ig /Rd(—uAu—l—uAu)dX—ZE/RdZ(ajuaju—ﬁjuﬁju)dX—O
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apres inegration par parties. En fait, pour justifier ici I'edration par parties, il faut supposer apdrtu € C([0, T]; H*(R?)), o H'(R?) est
'espace de Sobolev des fonctions de eantegrable ainsi que leurédivee premére (voir encore le chapitre 2 pour unéfidition pecise de
H(RY)). En effet, l'equation de Sclidinger n'a pas du tout I'effeegularisant de &quation de la chaleur !
Exercice. Veérifier que les autresquations de la colonne hyperbolique et de la colonne dispersive sont conservatives, si I'on suppose tol
coefficients constants.

Souvent, legquations conservatives admettent stracture hamiltoniennec’esta-dire uneecritureéquivalente de la forme

Ou = J SH[u],

ou
H = /H[u] dx

est la fonctionnelle conse®e, ouHamiltonien ¢H[u| est sorgradient variationneldéfini par :
. d :
/ SH[u] - udx = w0 Hu + 04]19—0

et 7 est un oprateur (diferentiel) antisyratrique pour le produit scalaire d&(R%). Réciproquement, pour un sgshe dE.D.P. admettant
une telle structure, la fonctionnell¢ est consere le long des solutions. En effetusest une solution (dans un espace fonctionnébadt) :

d

EH[u(t)] = SH[u(t)] - dyu dx = SH[u(t)] - T 0H[u(t)] = 0
Rd Rd

d’apres I'antisynetrie de7 (qui est donc aussi altezp).

Exemple. Pour I'équation de Sckdinger, le Hamiltonien est

Hlu] :/ 1yu(x,t)|2dx:/ Lo 4+ w?)ax
R4 2 Rd 2

avecv = Reuvetw = Imu, d'ou



qui s’identifieau. Comme la multiplication para pour matric

{

0
1

thou = Au < O =

Exercice. Vérifier que I'ogerateur diferentiel matriciel

est antisyratrique.



2 Analyse de Fourier

Un outil essentiel pour &tudes de£.D.P. (lircaires) est la transformation de Fourier. Il existeatéhtes conventions pour séfihition.
Concernant le @veloppement de la &orie, il est plus commode dé&finir (formellement) la transforée d’une fonction: dex € R¢ par

a(¢) = / u(x) e 27X dx | ¢ e RY.
R4
Par abus de langage, la variaglest appetefrequencé Dans les applications, il est souvent pluséadrie de travailler avec

(e) = / u(x) & €% dx
R4
Le passage de I'ung'autre esévident, c’est un simple changemenéchelles en “fequences” :

u(€) = u(27g).

On se place pour commencer en dimensicea 1.
La transformation de Fourier est aux fonctions suffisammeatraoissantesa l'infini ce que les éries de Fourier sont aux fonctions
périodiques, ces deux approches ayant des liens que I'on va metiédemce.

2.1 Series de Fourier

Pourp € N*, on noteL?(T) I'espace des fonctions mesurablesRud-périodiques (au sensigf (z + 1) = f(z) pour presque tout € R) et
de puissancg-ieme inégrable suf0, 1], que I'on munit de la norme naturelle

1fllLr(ry = (/01 |f ()P dx>1/p.

(Bien dir la notatiorT signifie le toreR /Z.) On remarque en particulier I'inclusidif (T) ¢ L'(T) pour toutp > 1 (congquence de l'iagalié
de Holder, sur l'intervalleborné [0, 1]).

Ice qui correspond au vocabulaire physique lorsqest en fait homognea un temps!



Si f € L'(T), on cefinit sescoefficients de Fourigpar

1
cn—/ f(x)ye 2™ dy, ncZ,
0

et on considre sasérie de Fourier

c e2i7rnx
E n .
n

onnoteraSy(f) = 2N ¢, €77"* les sommes partielles de cetis. Commee? ™" *), ., est une famille orthonormale d&(T), on

n=—

a les propetes fondamentales suivantes :

e (Inégalite de Besselpour toutf € L?(T), et pour toutNV € N,
ISN (I lzery < ([ llz2ery
e Si g est unpolyndme trigonordtrique c’esta-dire une somme finie diéments de la famille, il exist&/, tel que pour toutN > N,
Sn(g) = g
Théoreme 1 Pour toutf € L*(T),
lim [[Sn(f) = fllzz = 0.

N

Dém. Soientf € L*(T) ete > 0. Par dens# des fonctions continues dah¥(T) (congquence du #oeme de Lusin, voir par exemple
Rudin [3], p. 66), il existef, continue efl-périodique telle que

1f — follezry < /4.
Cette application continuke-périodiquef, induit une application continug, sur le cercle uné&C telle que
fo(fE) = FO(eZiwx) .

D’apres le tlieoeme de Stone-Weierstrass, I'applicatiBinest limite uniforme de fonctions polgmiales sur le compact. On en @duit
que fy est limite uniforme de poly@mes trigonoratriques sur l'intervallg0, 1]. En particulier, il existe un polydme trigonorétriqueg tel que

sup [[fo — gl < e/4.
[0,1]
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Par I'inégali€ triangulaire,
[1Sn(f) = fllzzery < ISn(f) — Sn(@llezery + 1S8(9) — gllzzery + [If = gllzzry < 2[1f = gllezry + [1Sv(9) — gllz2(r)
d’'apres l'inégali€ de Bessel. Or, pou¥ assez grandiy(g) — g = g. On en @duita nouveau dgicea l'inégalié triangulaire,
1SN (f) = fllezey < 20f = follzeery + 2o — gllzzry < €.

0
Une congquence imradiate du tBoeme 1 est
i ISn (lzzry = [[fllz2ery
d’'ou I'identitt de Parseval
D leal® = 11y
nez

en utilisanta nouveau I'orthonormaét de la famille(e**™"*),cz. Inversement, toute suite,).cz € ¢*(Z) est la suite des coefficients de
Fourier d’une applicatiorf € L?(T) : les sommes partiellegnN:_N c, €™ forment en effet une suite de Cauchy ddi$T) qui est
complet, donc convergent vers une fonctjpr L?(T), et

N

(f, € >:N1—1>I£OO<ZN ¢, € , € ) = Cm-

Il existe divers autressultats de convergence, plus fins que éothme 1 :

Théoreme 2 Sila €rie )", ¢, des coefficients de Fourier d’une fonctigre L'(T) est absolument convergente, alors 8aede Fourier est
uniformément convergente et
lim sup|Sy(f) — f] = 0.

N=+o0 [0,1]

Théeoreme 3 (Dirichlet) Si f € L'(T) est cerivablea gauche eé droite en tout point, alors

lim Sx(f)(x) = = (f+0) + f(z—0))

N—+o0o 2
guel que soitr.

Théoreme 4 (Fejer) Si f € L'(T) est continued gauche e@ droite en tout point, alorsSy(f)(z) converge en moyenne deé€aro vers
% (f(x+0) + f(x —0)) quel que soit:.
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2.2 Transformation de Fourier des fonctions inégrables

Pour toutf € L'(R), on c&finit 7(f) = f la transfornge de Fourier dg par

7o) = / f(z)e2imse dy

Une application imradiate du teoeme de Lebesgue montre que c’est une application continue. De plus, elle &st parf)f || .1 ().
Voici tout d’abord une formule remarquable, qui fait le lien avec &#es de Fourier.

Théoreme 5 (Formule sommatoire de Poissonpi f est ineégrable, continue et telle que I&ise ) f(z + n) converge normalement sur

-~

L>([a, b]) quels que soient etb finis et sila €rie ) | f(n) est absolument convergente, alors

S fw+n) = 3 fmy @i,

nez ne’l

o~

En particulier) ., _, f(n) = >, f(n).

Déem. D’apres les hypotbses, la fonction

r— F(z) = Zf(x+n)

ne”
est cefinie et continue en tout pointdeRR, et elle esevidemment -périodique. Ses coefficients de Fourier sont

1 1 1
C =/ S fo+n)e T da :/ S flo+n)e 2T gg = Z/ fla +n) e 2immEtn g
0 ez 0 0

nez ne”

c’esta-dire par changement de variable,

n+1 +o00 R
Co=Y [ swermray = [ ey = fim).
nez " o
L'hypothese sur la&rie) f(n) assure qué’ est somme de s&sge de Fourier (par le #oeme 2), d'ai le resultat. a

La formule de Poisson permet, entre autres, de donner@memktration rapide du&oeeme fondamental suivant.
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Théoreme 6 Si f est inégrable et continue, sileg€ges) . f(z+n)et) f(¢+n)convergent normalement siif°([a, b]) quels que soient

a etb finis, alors
= [ foemera
R

[ @k a = [170Rac.

Dém. On commence par remarquer la formalementaire :
Flye )= f+n).
En appliquant la formule sommatoire de Poisada fonctionz +— f(z) e~ 2" on en @&duit donc :

fo+n 7217r7'z+n an+7 eZMrn:E7

nez nel

Z f(x—i—n) e~ 2imTn _ Zf(n+T)e2lﬂ(n+T)x

nez ne’

Le membre de gauche est urézie de Fourier par rappaatia variabler, dont les coefficients, = (f(z—n)),cz forment une érie absolument
convergented « fixe€). En particulier, le coefficieny = f(z) est don@ par :

co = /Zf +n) Q”””dr—/ S fn+) ez“r“””df—Z/ ez”“(m’d(—/f )e2imer dc.

nez nez nez

e (formule d’inversion)

pour toutz € R.

e (formule de Plancherel)

Oou encore

Ceci montre la formule d’inversion. D’autre part, d’apf’identi€é de Parseval, on a
2

S ittt = Xt = [ ar= |

neZ neL

2

Z f(n+T)eZiw(n+T)x dT,

ne”L

Z J/c\(n + 7_) e?iﬂ'nx

neZ

13



d’ou

n 4 7_) e227rnac

/|f |2d$_/2|fx+n|2dx—

neL
Grace au tboeme de Fubini, on peut intervertir 'ordre d’'@gration, et comme

2
/1 Z f(n—FT)eZ“””
0

nez
par la formule de Parseval, on obtient finalement

[ 15 |2dx—/ > fo+nfdr = [ IfQFac.

neL

dz = Z 1f(n+7)

neZ

Remarque 1

dr dz.

e Lestleoremes 5 et 6 ne sont pas vides : il existe des foncifaswtisfaisant leurs hypo#ises. En effet, gi est une fonction@&rivable et

integrable, de drivee [’ aussi inégrablé alorsona

- 1
7217T<I 72“er —
/f 22#( /f do 217

Par suite, sif est deux fois @rivable, avedf, f’ et f” intégrables, on a

f(Q) = 47T2 e 7)),
d’ou . N
|f(C+n)] < I (Crn)? If Nl 2r m)

La srie )" F(¢ + n) est donc normalement convergente #at([a, b]) quels que soient etb finis. Pour que la &rie Yo, flx+n)
le soit aussi, il suffit de prendré a support compaét Une fonction de class@® a support compact remplit donc les hypesles des

théoremes 5 et 6.

2noter qu’une telle fonctiorf tend récessairement vesen +oc.
3Rappelons que le support d’une application continue est&aaiite de 'ensemble des pointsalle ne s’annule pas.
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e Attention, il n’y pas d’ordre entré,! (R) et L?(R) (contrairement ce qui se passe sur le tof§. Cependant, on montre que les fonctions
satisfaisant les hypo#ises du thoreme 6 sont@cessairement de caiintegrable. En effet, pour touV € N,

N+1
2 2
= <
/_N |f(2)]? dz = E / flx+n)|* dz E n%éaﬁdf +n)|*.

Donc [, | f(z)|* dz est finie @s que la suitenax), ;) f(- + n) appartienta (*(Z). Et il y a bel et bien ordre entres les espace de suites
P(Z) -
(NZ) c (X(Z) C...1=(Z).

Par suite, legalitt de Plancherel dans le cadre dietireme 6 a lieu entre quands finies !

2.3 Transformation de Fourier sur L?

On va ‘etendreF par densi”, en s’appuyant sur le
Théoréme 7 Pour toutp € [1,+o0[, 'ensemble des fonctions de clagse & support compact est dense ddit§RR).

Dém. (constructive)
Il existe des fonctions de clasS§& a support compact (laieen exercice). SojtI'une d’entre ellesa valeurs positives ou nulled support
dans[—1, 1] et d’intégralel. Pour tout: > 0, consicrons

pe(r) = % p@) :

€

Cette nouvelle fonction est biefirsencorea valeurs positives ou nulles, elle @ssupport dans-1/¢, 1/¢] et d’'intégralel.
Soit f € LP(R) eta > 0. Il existegy > 0 tel que
1/p
([ i@ra)” <5
2> 1/e0 2

1/e

fs(x) = f(y) ps<x - y) dy,

—1/e

Soite > 0 et f. définie par

15



c’est-a-dire
e = (Lcaesa f) * pe-
Rappelons que leonvolutionde deux fonctiong et 4, intégrables suR est cfinie pour presque tout € R par :

@*hxw=:49w>Mx—wdy

Plus gréralement, on peudtendre la dfinitionag € LP(R) eth € L'(R), les fonctionsy — ¢(y) h(x — y) étant inégrables pour presque
toutx, et on a l'iregalié :
g * hlle®y < (19 e | 7 llorw) -
(La demonstration est une application astucieuse dedatie de Hdlder, cf Bézis [1] p. 67.)
Revenons dona la fonctionf.. Elle est clairemer& support compact (inclus dafisl/c — ¢, 1/¢ + ¢]), de class€> commep.. Eton a
pour touts €0, o),
1fe = fllerwy < 1 (Xgais1/e01) £ % pellrwy + 1 * pe = fllr) -
D’apres le rappel sur la convolution, le premier morceau esti@fr ouegala

1/p Q
ety s ol = ([ WP ae)” < §

|z|>1/g0

par hypotkese sur,. Quant au second morceau, il tend velsrsques tend vers) : c’est une propéte fondamentale de la convolution par
une suite de fonctions du type deg aussi appé&enoyau de egularisation que I'on montrex part dans le lemme 1. Donc il esténfeura«/2
poure assez petit. O

Lemme 1 Soitp une fonction de classg™ a support compach valeurs positives ou nulled,support dans—1, 1] et d’'intégralel. Soit

pe(x) = ép@)

pour toute > 0. Soitf € LP(R), p € [1,4+o0|. Alors

i [ f o pe = fller@w = 0.
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Déem. Pour presque tout, on a, par éfinition def * p. et puisquep. est d’'inegralel,

(F * p)a) = £@) = [ 1) pla =) dy = @) = [ (F0) = F@) ple =) dy = [ (Sl = 22) = Fla)) oli) dz.
R R R
Ici on est coiné en gréral. En revanche, giest continué support compact, on peut conclure de faglémentaire : commé(xz — ez) — f(x)
tend verd) lorsques tend very) et

((f(z = e2) = f(2)) p(2)] < 2|p(2)] max [f],

[x—1,241]

on peut appliquer le #oeme de convergence dorémde Lebesgue; on eeduit que(f * p.)(z) — f(x) tend verd) lorsques tend vers),
uniformément sur tout compact. Comme en f{dit« p.)(z) — f(z) esta support dans un compact fixe supg- [—1, 1], cela suffit pour avoir

i (| f o+ pe = [ ller@ = 0.

Pour une fonctiory € LP(R) quelconque, on fait appel aésultat d’approximation suivant, que I'on admetti&ensemble des fonctions
continuesa support compact est dense daif§R) (conequence du #oeme de Lusin). Soif € LP(R) eta > 0. Il existe g continuea
support compact telle que

1 f = gllee@ <

w|e

Alors
I f*pe = flleewy < [1(f = 9) * pelleewy + |9 % pe — gllewy + 19 = fllerw < 2119 = flleewy + 19 * pe — glliem) -

Le premier morceau est ifieura2a/3, et le second est rendu érfeura«/3 poure assez petit (d’ag@s le Esultat sur les fonctions continues
a support compact). O
Grace aux tBoremes 7 et 6, la transformation de FourErs’étend contiiment en une isoatrie de?(R). En effet, sif € L*(R), il
existe une “suite”f. de fonctionsC> a support compact convergeant veérdansZ?(R) lorsquee tend vers). La “suite” (F(f.)).-o est de
Cauchy dand.?(R), puisque
|F(f) — F(fe)llezwy = IIfe = follzm)

donc elle converge vers une fonctibhe L%(R). Cette limite ne @pend pas de la suite. Cargsien est une autre, de limit&, on a

H]:(fe) - f(Qe)HL?(R) = “fs - geHLQ(R)7
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d’ou en passart la limite
|1F = Gllrew = If — gllezw = 0.

Cette limite est paréfinition la transforrée de Fourier d¢, note . De plus, en passaatla limite dans I'identi :
| F(fllzzwy = I fell2)

on obtient R
1fllzzwy = I fllz2m) -

Quanta la formule d’inversion, d’ags la remarque 1, elle est satisfaite au moins sur le sous-ensemble densegcdestitinctions de classe
C? a support compact. On peétrire en akige la formule d’inversion :

FoF = 1Id.

Cette identié est vraie suf.? tout entier par passagela limite. En revanche, la formule d’inversion telle qu’elle @stite dans le tkoeme 6
supposef intégrablece qui n'est pas automatique

2.3.a Transformation de Fourier en dimension quelconque

En suivant une @marche analogue, on pewfihir la transfornée de Fourier suk?(R?) quel que soit I'entierl. C’est une application que I'on
note encoret :

e linéaire del?(R%) dansL?(R%),
e qui préserve la norme,

e telle que



f(x) *f(x) (f x9)x)| f(x+a) flax) (%) cos(2mx - o)

~ ~ ~

7o) | @imyele flo)| Foa) | F¢) | e F(§) | 3¢~ ¢o) + FC + o)

Tableau 2: Formulaire de base (on obtient des formules analog@ehangeant ledles def et?)

Notations. Pour toutd-upleta = (o, . .., og) On convient de notén| = oy + - - - + oy la “longueur” dea, et
olel

= a1 Qg )
Ox{" ... 0x,

o ¢ = (L (e

pour tout¢ = (¢1,...,¢) € R,

Remarque 2 Si f est une fonction de clasgg® a support compact, sa transfoéma de Fourierfse prolonge en une foncti@nalytique sur
Cd. En effet, sik = supgf),

flo) = [ fogermenax
K
est c&fini quel que soit € C¢ et herite de I'analyticié de la fonction exponentielle. De plus, en notght= VZ;; IGj|12,m = Im et

Ix(n) = max(x-n),
on montre par inkégrations par parties successives, &mualite
~ 1
O < oy 10l €71,
(2w [¢he =

pour toutd-upleto. Par suite, pour toup € N*, il existeC,, > 0 tel que

N c,
_r  @mlk(M)
HOl < e

quel que soit € C<. (Noter qu’en particulier siK” est la boule de centre et de rayonR, I (n) = R|/n]||.) Cette propréte caracérise en
fait la transformée de Fourier des fonctions de clag&e a support inclus dan&’ (theoeme de Paley-Wiengr
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2.3.b Espaces de Sobolev construits sur

Pour touts > 0, on céfinit
X(¢) = (1+11¢I) 7,
et 'espace R
H*RY) = {fe L*R); N f € L*(R)}
muni de la norme R
Hf| Hs(Rd) = H N f HL2(Rd) .
C’est un espace de Hilbert. D’a® la formule éja rencontee

oo f(¢) = (2im) ¢ F(Q),

on voit que pour toup € N*, H?(R¢) contient les fonctiong fois derivables dont toutes le€dvées jusqua I'ordrep sont de cag integrable.
En fait, H?(R¢) est exactement I'ensemble ddistributions temprées(voir le paragraphe 2.4) dont toutes lesgigées jusqua I'ordre p sont

des fonctions appartenaat.?(R?). Et la norme suif?(R?) estéquivalentea la norme| - || définie par

~ 2
ful = [lullZe@e + Z 10%ul| 72 (gay

la|<p—1

2.3.c Transformées de Fourier classiques

e En dimension 1, on calcule facilement la transféemue Fourier de la fonction@mneau :

~ sin(27 R ¢
= luen — flo = 2ETRS
T
Ces deux fonctionstant de ca#@ integrable, on a inversement :
sin(2m Rx -~
flay = ETED R~ 1gen,

m™X
e Poura > 0, lafonctionf,: = € R — e ¢l*l a pour transforr@e de Fourier

-~ 2a

f(C) - (12 +47T2C2.
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e Pour une Gaussienne : 1 2
[[x — m]|

X) = —(——— € 22
f(x) Torny
la transforn@e de Fourier est de@me nature :
Fl¢) = ertinem gante?lcl
En particulier, on voit que la fonction
f(x) = e Il

est invariante par transformation de Fourier. On remarque tout d’abord qu’il suffit de faire le calcudl golr En effet, il estevident quef
est inegrable. Sa transfor@e de Fourier est don@&finie par

—~ x—n’]2 .
F(¢) = /e” e e,

et le treoeme de Fubini montre que :

~ (x1 —m )2 . (xg —m )2 .
f(©) Z/e_ 7T e2”<1"“dx1.../ e T2 @ 2imGataqy,.
R R

Pour calculer

(x —m)?

gm(C) — / e 2.2 e—QiWCa:d:L, — e—2i7r(m gO(C>7
R

il'y a plusieurs nethodes. On peut faire appela theorie des fonctions de variable complexe (formule de Cauchy). Un calcuéglmentaire
consistea remarquer :

12 . :02 -
g9(Q) = —2im / re 27 e dy = —4n?0?( / €22 e 2™ dy = — 47?02 ( go(0)
R R
par inegration par parties. Dlg en Esolvanta vue I'equation diferentielle satisfaite pay; :

90(¢) = go(0) €27 ¢

Il restea calculer, et c’est vrai quelle que soit I'approche choisie,dgnale
a:2
/ e 2.2 do = go(0).
R
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Par un changement de varial@edent on a :

/e_;ﬂ dxzax/ﬁ/e_y2 dy .
R R

Enfin, il y a une astuce bien connue pour calculer
2
I = / e’ dy.
R

[ et ax =12
R2

(par le tleome de Fubini) et on calcule l'iagrale suiR? en passant en coordoges polaires :

+o0
/ e IX” dx = 27 / re” dr = 7.
R2 0

z2
/ € 2.2 dr = ovV2T.
R

e On peut utiliser le &sultat pecedent pour calculer la transfoé® de Fourieau sens des distributior{soir le paragraphe 2.4 ci-ags) de
la fonction continue boree :

On remarque que

D’ou finalement

f(x) = g@slx?
pours # 0. On trouve

£(¢) = (1)“ gtidm/t g [¢]%/s

5]

ou le signe+ est celui des.

2.4 Transformation de Fourier sur S’

Le comportement de la transformation de Fourieravigis de la @rivation et inversement, vig vis de la multiplication par un polgme,
implique une sorte de dudditentre la égularié et la é&croissancea I'infini : plus une fonction estéguliere, plus sa transforee de Fourier
décrdt rapidement l'infini; plus une fonction écrdt rapidemena I'infini, plus sa transforree de Fourier eséguliere. 1l existe une classe de
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fonctions qui allie les deux prog@ies, c’est laclasse de Schwarties fonction€*> a decroissance rapide ainsi que toutes le@d@es (on dit
souvent en al@&ge fonctionsa décroissance rapidequi est par corequent invariante par transformation de Fourier. efirdtion pecise est

S(RY) = {f € C*(R%); pour tout multi-indicen , pour tout entier? , sup (1 + [|x||)? |0°f(x)| < +oo} :
x€R4
L'exemple classique de fonctiohe S(R?) est la gaussienne :
f(x) = e Ix—mlP
L'ensembleS(R¢) est donc un espace vectoriel non trivial, que I'on munit de la topologie &esauk semi-normes :
£l = sup (1+ [Ix])” |0°f(x)|.

x€R4

Cela signifie en particulier qu’une suite de fonctighsc S(R¢) converge verg si et seulement si

lim ||f, — fllag = 0 pour tout multi-indicen et pour tout entief .

n—-+oo
On peut ensuitedinir le dualS’'(R?), espace des formes &nires suS(R?), continues au sengguentiel suivant:
(U, fu)ss — (u, f) pour toute suitef,, € S convergeant versg .
Lesélements des’(R?) sont appeisdistributions temprées La topologie suS’(R¢) est telle que:
u, — udansS’ (ce que I'on note aussi, — u) sietseulementsi(u,, f)s.s — (u, f) pour toutf € S.

En patrticulier, toute fonction mesurahjex croissance au plus polynomiale pétre vue comme une distribution teawe : il suffit pour
cela de lidentifier avec la forme lgaire continue

f=Ag, f)= / g(x) f(x) dx.
R
L'exemple classique de distribution teétpe est lanasse de Dirad,, définie par :

Ce n’est pas une fonction, contrairemanin abus de langage courant. On peut la voir comme une mesure de Radon (puisque c’est aus:
forme linéaire continue sur I'espace des fonctions continueséasin Il est irkressant de remarquer gies’obtient par passagela limite
sur les noyaux &a rencontes.
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Proposition 1 Soitp une fonction de classg™ a support compac# valeurs positives ou nullea,support dans—1, 1] et d'intégrale1. Soit

pey) = — p(y — X)

gd €

pour toute > 0. Alors p. converge vers, dansS’(R?) lorsques — 0.

Dém. L’ énoneé signifie que pour touf € S(RY),

lim(pg,f> = f(x).

—0

Le calcula faire pour prouver cette assertion est iemne que pour le lemme 1 (sauf qu’ici on est en dimengiae qui donne ua“ dans le
jacobien du changement de variables). O

L'espaceS(R?) étant invariant par transformation de Fourier, il egstfacile detendre cette transformatiars’(R¢). En effet, notons que
pour deux fonctiong et f de S(R?),

(g,f) = /Rd 9(¢) g fy) e 2™ < dy d¢ :/

R

1€) [ gbxemredxde = (3, f)
d Rd
(ot I'on a simplement utilié le tleoeme de Fubini). Il est donc naturel defihir

F: SRY) — SR

T — T:; (T, f)=(T,f) pourtout fc S(RY).

Exemple. La transfornge de Fourier au sens des distributions de
X — e’LS HXH2

pours > 0 s’identifie avec la fonction

¢ <Z)d/2 g/t gein? G2 s
S

En effet, on sait que la Gaussienne— p(x) = e~ IXI*  qui est une fonction d& poura > 0, admet pour transforée de Fourier

¢ al0) = (D) e,
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Par suite, on a pour toute fonctighe S,

/Rd e al? Flx) dx = (E)d” /Rd e II/a f(¢) dc

a

Consicerons alors les fonctions de la variable complexifinies par

P = [ e fmax, 66 = (D)7 [ e s a,

z

ou z'/? désigne la la racine cae dez de partie éelle positive pour Re > 0. D’apreés la formule ci-dessus, ces deux fonctiongcioent
pourz € R*™™. De plus, elles sont analytiques dans le demi-plan oyvertRez > 0}. Donc elles céncident en fait sur tout le demi-plan.
Enfin, elles admettent toutes deux un prolongement par cor@i@uiR\{0}. PourG, on remarque que pour> 0,

lim(z +is)'* = Vse'™* lim(z —is)'? = s e
mzo xiO
D'ou a la limite,
i N /2 . )
F(—is) = / esIkl® F(x)dx = G(—is) = (E) oidm/4 / e ™ IC/s £(¢) de
Rd R

S

pours > 0. Ceciétant vrai quelle que soit la fonctigf)y on en @duit le €sultat annori

La dérivation au sens des distributions €didit aussi par extension des formules vraies pour les fonctions :
(0°T, f) = (=)l (T, 9°f) pourtout f € S(RY),
guel que soit le multi-indice.. Ceci permet de montrer facilement la formule:
ooT = (2im)l ¢ T,
et ainsi de donner un sead’'assertion faite plus haut concernant les espaces de Sobolev d’indicepentiér. On a en effet
HP(RY) = {f e L*(RY); 0°f € L*(R?) pour tout multi-indicen de longueuta| < p},
ou les cerivées sont prises au sens des distributions.
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2.5 Transformation de Fourier discrete

Pour simplifier, on se place ici en dimensiog- 1.

2.5.a Cas d'un eseau infini

Lorsqu’on s'ineressex I'approximation nurérique dE.D.P. on peuétre ameé (par exemple potgtudier la stabilié d’un scléema nunérique)

a faire une “transformation de Fourier” sur des suites au lieu de fonctions : typiquement, urie,suite est suppose approcher les valeurs
de la solution d'uneéE.D.P. en des pointspartis sur une grille, omaillage (zn)nez- LoOrsque les points,, sontéquidistants au sensio
T,y — T, = Ax indépendamment de, on dit que le maillage estructue. Plagons nous dans ce cadre. Pour simplifier é&s@ntation, on
peut faire un changementéthelle et supposexx = 1 (ainsi quer,, = n).

La transfornée de Fourier diséte d'une suite: = (u,).cz € (*(Z) se cfinit alors de fagon assez naturelle comme I'unique fonction
Fa(u) = uw e L3(T) dont les coefficients de Fourier sont kes(voir le paragraphe 2.1). Plus exactemegfimissons: comme la limite dans
L*(R/Z) des sommes partielles de kerie

Z u, e—2i7rnw )

nez
Bien dir, d'apes la formule de Parseval, on a :
1
S fuf = [ i) do.
nez 0
ce qui signifie que la transformation de Fourier diser.
Fa: A(Z) —  L*(T)

U = (Up)nez +— U

est une isorétrie. Il se trouve que I'on peut aussi voir la restrictionuda I'intervalle (de longueur 1)— 1/2,1/2] comme la transforée de
Fourier (standard, “non disete”) d’'une certaine fonction* interpolant la suité«,,). Consicerons en effet les fonctions, définies par

sin(m (x — n))

wn(x) =

m(x — n)

D’apres le paragraphe 2.3.c, on sait que
Vn(C) = Lig<aye g 2imne,
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En particulier, d'apes la formule de Plancherel,

|Unll2wy = 1 et (¢n, ) =0 pourn#k,

c’esta-dire que(v, ).cz €st une famille orthonorée. D’autre part, les fonctiong, admettent des prolongements par contiaitix points
x = n, et on a de fagobvidente,
U (k) = 68 (symbole de Kronecker)

n

Définissons alors

E(u) = u* = Z Uy, Yy
(au sens hilbertien, c’est-dire comme limite des sommes patrtielles dah&R)). On a
Vn, u'(n) = u,, et |[um = |ullee) -
Finalement, on a le diagramme commutatif suivaotjo: f — f 1<)z .

A
(up) € 3(Z) +— @€ LT

€l J

K,.]

u* € L*(R) — u € LAR)

2.5.b Cas d'un réseau fini

En pratique, les approximations narigues de la solution d’urie.D.P. ne sont jamaisédinies suiZ tout entier, et on dispose seulement d’un
nombre fini de valeursu,,). Supposons ces valeurs inées pamn € {0,..., N — 1}. La transfornée de Fourier diséte d’une telle suite,
prolongee par 2ro pour les indices ¢ {0,..., N — 1}, est le poly@me trigononrétrique :

N-1
u(w) = Z u, € 2T,
n=0
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Or, a partir deN donrgees, il n’y a pas de raison d’obtenir plus deinformations. C’est pourquoi il est assez naturel de ne cénsidjueN
valeurs prises pai(w). Pour des raisons de sgtnie, on choisit les valeuds, = u(0), Uy = u(1/N),...,Uy—1 = u((N —1)/N). Ceci
définit une transformation de Fourier digte :

fN . CN N CN
N-1
u = (un>n€{0 ..... N-1} = U = (Uk)ke{o ..... N—l}; Uk = Z Up, e*Q’MTnk/N.
n=0

Comme les autres transformations de Fourier, c’est quasiment une involutioerifaen effet facilement que sadiproque est dor@ae par :

]—]le (O — CN

F

U= (Ukefo..n-13 = u= (Up)nefo..N-1}5 Un =y U, eimkn/N

-----

3
Il
o

Transformation de Fourier rapide. LorsqueN est une puissance de il existe un algorithme qui aétere consiérablement (lorsquéy

est grand) le calcul de la transfoee de Fourier diséte surC". L'algorithme de Cooley et Tuckey (1965) permet en effet de faire le calcu
avec un nombre d’'dgrations de I'ordre dé&V log NV au lieu deN?2. C’est un joli exercice que de programmer cet algorithme (voir par exempl
[2] (lecon r? 9) pour les étails), aussi appeF.F.T pourFast Fourier Transformen anglais. De nos jours, la FFT eséprogramrége dans les
logiciels de calcul scientifiqgue comme Matlab (aussi disponible sous Maple). Attention cependacalage : les vecteurs sont neiroés de

1 aN. Ainsi, pour un tableau de taille(1, V), l'instruction FFT(x, N) retourne un tableaxide taille(1, N') dont les composantes sont

N
Z I~ —217r (n—1) (k— 1)/N'
n=1
Linstruction inverselFFT(X, N) redonnex, en calculant
1 N
_ = im(k—1)(n—1)/N
=5 > X(k) e .

k=1
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Approximation de coefficients de Fourier au moyen de la FFT. Si f est une fonctiori-périodique, dont la&rie de Fouriel", ¢, €™ "*
est absolument normalement convergente, on peut estimer I'erreur commise lorsqu’on approche les cagffizerga la transforrée de
Fourier discete de la suite

up = f(k/N), ke{0,...,N—1}.
En effet, puisqug est somme de s&se de Fourier (qui converge absolument), on a:

N-1 N-1
N imtnk/N imrk/N imtrk/N
uf =S e, @ = SN oy, @7 :Z<ZcmN+T>e2 N
nez meZ r=0 r=0 mezZ

ce qui montre qu&/Y = Fy(u") vérifie
UN = N Z CoNar, TE{0,...,N—1}.

mEZ

Sion prolonge la suit(aUN)re{o,._,7N_1} par eriodicitt ar € Z tout entier, en posant

UM,y =UY, VpeZ,

on voit que la formule greedente reste vraie :
UY =N conr, Vrez.

meZ

En particulier, on a pour € {—N/2,...,N/2 —1}:
1
|C'r - N Uq;N| - ‘Z CmN-l—'r" S Z |Cn|
m#0 |n|>N/2

On pourrait bien @r écrire une estimation moins grod8se. En tous cas, la @cision de I'approximation de. par% UY dépend du taux de
décroissance de, lorsquen — +o0o, lequel dpend de laégularié de la fonction.

lllustration. Les sommes partielles de large de Fourier d'une fonction convergent d’autant mieux que la fonctioegsliére. Consiérons
par exemple la fonction continue

R pourz € [0,1/2],
o 1 —x pourx € [1/2,1].
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Figure 1: Graphes des sommes partiellesat@es de Fourier (tré@s avec 500 points).

et la fonction discontinue

{ pourz € [0,1/2],
—1 pourz € [1/2,1].

La strie de Fourier de la presrie sécrit
— cos( 277 (2n+1)x)

2n+1)

e
OM

Elle est absolument convergente. Quaitd seconde&sie de Fourier :

Z 4sin(27 (2n+ 1) x)

m(2n+1) ’

n>0

elle est seulement semi-convergente.
La figure 1 repesente les sommes partiel@ozl0 de ces éries. On constate que les points de disconi@susbnt le sige d’'une “mauvaise
convergence”: c’est un @morene bien connu. Plus@ci€ment, on a le

Théoreme 8 (Plenomene de Gibbs) Soit

T

1 .
C = / SIN(TZ) 10~ 058948087 . .
0
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Figure 2: Coefficients de Fourier appré@sh

Si f € L'(T) admet une @riveea gauche et uneétivéea droite en tout point, alors pour tout

i (S5() = ey = (€ = 3 +0) = Jz—0),

= (€~ DU +0) ~ flz-0)).

1
2N+1

D’autre part, la convergente trop lente veérdes coefficients de Fourier des fonctions discontinues nuit au calcul agpdedeurs coef-
ficients de Fourier par FFT. La figure 2 régente la comparaison entre les coefficients exacts et les coefficients @speatbuds pour les
deux fonctions grcedentes avec une digtisation de 500 points (@me si on a re@seng seulement les 50 premiers : attention, il faut se
rappeler que I'approximation sétériore lorsqu’on s’approche de l'indice maximal, ici 500). Cependant, les coefficients de Fourier @pproc
donnent une bonne approximation des sommes partielles, cf figure 3. Pour la fonction continue on ne percoit gasrde diffec la somme
partielle exacte. Pour la fonction discontinue, 'amplitude des oscillations semble moindre avec les coefficientgapexicripts Matlab

ayant fourni ces figures se trouvent en Annexe.

31



0.15 4
01f 4
alb W

L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1 0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1

Figure 3: Graphes des sommes partiellesat@es de Fourier approébs (traés avec 500 points).

2.6 Application & quelquesE.D.P.
2.6.a Equation de la chaleur
Consicerons lequation
ou = Kk Au
et cherchons des solutions dasis En appliquant la transformation de Fourier en espaceétatpur Laplacien est transfoenen I'ogerateur
de multiplication par- 4 72 ||¢||?, et on obtient pour chaque valeur &neéquation diferentielle ordinaire en temps :

d . _ 201275
Si1,¢) = —4nm CI70(1,0),

dont la solution estvidemment :
-~ o~ _ 2 2
a(t,¢) = a(0,¢) e I,

On voit que pourk < 0 le comportement de cette solution est “explosif” lorsque0. Le probEme de Cauchy est mal godans le sens usuel
du temps{ > 0). Heureusement, pour l&xitableéquation de la chaleur édrivant la diffusion de la chaleur dans un gr&u homogne au
repos) le coefficient est positif (strictement). Dans ce cas, on voit gue ¢) converge exponentiellement vite vérpour toute valeur non
nulle de¢ : ceci traduit la convergence vers atat dequilibre. En observant que

2 2 1 d/2 x| 2
e T~ FGQ: Gl = () e
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on peut facilement revenir en variables spatiales. On obtient par transformation de Fourier inverse :
u(t,-) = u(0,-) * Gy Vit > 0.
CommeG, est dansS pourt > 0, on peut en effet la convoler avec n'importe quelle distribution &g’ en posant
(T % Gy)(x) = (T, Gy(x—-)) Vx € RY.

Le résultatl” « GG, est une fonction de clasge® (qui définit aussi une distribution terégee). Siu(0, .) est une fonction bogée ou/et inégrable,

on a de plus la formule iggrale :
1 \d/2 _ lx-y?
u(t,x) = ( ) u(0,y) e st dy.
R4

drmt

En particulier,on voit ques(t, ) est de class€> des quet est strictement positif : €quation de la chaleuggularise instant@ment toute
donreée initiale “raisonnable” (dans un espadeou plus gréeralement une distribution terage).

2.6.b Equation de Schivdinger

Bien que d’apparence semblabl€équation de la chaleurdguation de Sckdinger
10:u = hAu

a des propates touta fait differentes (physiquement,repesente ce que I'on appelle une fonction d’'onde étamique quantique, étest
lieea la masse de la particule consigle eta la constante de Planck). Appliquons en effet la transformation de Fourier. Il vient

d
Sat,¢) = 4k ¢t €)

d’'ou
a(t,¢) = u(0,¢) etihm el

On voit d’'embke sur cette formule, et d’a@s la formule de Plancherel, que la norhtede la solution est constante au cours du temps (ce qus
I'on avait céja obsereé au moyen d’une “estimation&hergie”). Supposons pour fixer legesh > 0. Alors, pourt > 0, la fonction

¢ s glihm?t¢]?
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est la transforre de Fourier de

1 \d2 . "
X = Gy(x) = <4h7rt> gridn/d i 2T

Mais attention, si cette fonction est bien de claS%e elle n’est pas danS. On ne peut pas la convoler avec n'importe quelle distribution
temperée (c'est possible avec des distributi@nsupport compact, ou avec des fonctionggnables). Si par exempld0,-) € L', alors

1 /2. x—y|?
i = (57) " e [ oo R ay
ult.x) = (17 [ ul0.y) € ay

Du point de vue de la &canique quantique, le coefficient de modulée—"/4) n’a pas de signification, ni &@me d’ailleurs les valeurs
ponctuelles de:! (ce sont ce que I'on appelle les observables, de la fofme* A - u dx, A étant un oprateur diférentiel Hermitien, qui
comptent).

2.6.c Equations hyperboliques

e L' équation hyperbolique la plus simple esténihblement Equation de transport :
ou + a-Vu = 0.
On peut faire appé la transformation de Fourier pour kesoudre, puisquedguation transforie :
Ou+ 2im(a-Qu =20

se esouta vue en '
u(t,¢) = 0(0,¢) e 2im @0t — u(t,x) = u(0,x — at).

Cette facon de prader est efficace et assez rapide, mais tout @menun peu luxueuse. En effet, cela ne demande pas beaucoup d’intuiti
pour voir que, sk est solution de Bquation de transport de vitesse

% (u(t,y + at)) =0!

Les courbes @&quation paragtrique
X =Yy + at
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sont appdtescourbes caradristiques et I'information se propage exactement selon ces courbes.

¢ Si on pass& uneéquation un peu plus compliga, 'équation des ondes, la transformation de Fourier n’est pasrfanat la néthode la
plus facile pour la&soudre (en particulier, il n’est pésident d’obtenir des formules explicites si on les cdhpasa I'avance). On verra au
chapitre 3 une thodea la fois plustlementaire et plus astucieuse.

e Cependant, la transformation de Fourier est utile gaudier les propétes qualitatives deE.D.P, eten particulier desquations hy-
perboliques plus complig@es que Bquation des ondes (dans lesquelles se cacher@esions d’onde). Voyons par exempleduation de
I' elasticie :

opu — pAu — A+ p)Vdivu = 0.
Linconnueu € RY repiesente le dplacement d’un matiau dong@ par rapporta un état de éference, et les coefficients, 1 sont des
caracéristiqgues du métiau (coefficients de Laenou modules d’Young). Effectuons une transformation de Fourier en espace. On obtit
I’ équation diferentielle ordinaire du second ordre :

U+ 4ripd + 47 (N +p) (¢-0) ¢ = 0.

Le but ici n’est pas deasoudre explicitementédguation, mais deé@tjager quelques proptés et/ou solutions particélies. Pour tout € R,
on consi@re P(¢) la projection orthogonale sdr-, et

V(t,¢) = P(Qu(), W(t¢) =u(() — V(tq).

On aalors:
OBV + 47>y V=0 et W +47°(A+2u) W = 0.

Ceci signifie que
v(t,) = FU(V(t,) et w(t,) = F (W(t,))

sont toutes deux solutions d’'ueguation des ondea,savoir :
OEv — uAv =0, Oiw — (AN +2u)Aw =0,

et bien §ir on retrouveu = v + w comme la superposition des deux. En termes d’ondes planes progressives monochromatiques,
décomposition correspon@ deux types d'ondes : celles de la forme € ¢*~«*) avecv L & (ondes dites de cisaillement, de vitesse
¢ = /p) etcelles de laformer € (€*~*) avecv || £ (ondes dites de compression, de vitesse /X + 2y).
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3 L équation des ondes

Comme on I'a vu, lequation des ondeggit (approximativement) de nombreuxgstonenes physiques : propagation du son, propagation de
vibrations dans les matiaux solides, propagation de la leme, etc. Elle rarite donc qu’on s’y attarde un peu. Commencons par quelque
proprietes de base, nous verrons ensuiteésalution explicite (!, au moyen de formuleségtales tout de Bme) et sa&solution nuradrique
(avec des rathodes transposablasdeséquations plus complig@es). Pour ce qui est de la n@idation, quelques exemples sont desien
annexe, @ I'on obtient I'equation des ondes monodimensionnelle danérifits contextes partir de principes physiques simples.

3.1 Propriétés de base
e L' équation des ondes est conservative, au sefi€nergie totale

1 1
E=E+E&, avec & = - / Q) de, & = 5 / [ Vull* da,
2 R 2 R

est conserge au cours du temps. En effet, supposonswqaeC?([0, T); L*(R4)) N C([0, T]; H*(R%)) soit une solution. Alors, en multipliant
I’ équation pab,u, on obtient apes inegration par parties du second morceau :

d 1 9 d 1 9 9
— d —_ = dx = .
7 3 /R(atu) x + o Q/RC |Vul|*dx = 0

L’ équation modite (elegraphe+Klein-Gordon) :
Opu — 02, u+rdhu+ ku=0

est quant elle dissipative, car&nergie modife :

1 1 k
= / (Ou)*dz + = / A || Vul?dz + = / u? dz
2 Jr 2 Jr 2 Jr

décrdt pourr > 0, sa deriveeétant inerieure owegalea —r [, (Gyu)? du.
e L’ équation des ondes “propage l'informatiawitesse finie”. Cette prof@# appartra clairement sur les formules desolution.
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3.2 Formules de esolution
3.2.a Endimension 1

Forme générale des solutions. Plusieurs approches sont possibles. La péeenconsisté remarquer la@omposition de I'oprateur des
ondes (appél aussi D’Alembertien) en
0 — 0%, = (0, — c0,) (0 + c0,).

Par suite, pourésoudre
Oiu — 202u =0

il suffit de resoudre successivement
(O — cOz)v =10,

(O + cOp)u = v.

Or la premereéquation est une simpkquation de transpoyidont la solution ne @&end que déx + ct). Pour s’en convaincre, il suffit de
vérifier que

d
Ev(y —ct,t) = 0v —cdyv =0,

et doncu(y — ct,t) = wv(y,0) quel que soity. En renversant les notations, onve,t) = v(x + ct,0) quel que soitz. Notons plus
simplement.(y) = v(y, 0). Il faut ensuite @soudre Equation de transport avec terme source :

(0 + cOy)u(x,t) = h(z + ct).

La solution grérale de lequation homogne estu(z,t) = g(x — ct) (par le néme argument que ci-dessus). De plus, en nofame
primitive deh/2¢, on a une solution particéie ‘evidente™u(x,t) = f(z + ct). Finalement, par li@arig, la solution recher@e est de la
forme :

u(z,t) = f(z + ct) + gz — ct).
Une autre rathode consista faire le changement de variables

(x,t) — (y,2) == (x + ct,z — ct).

Ona
Op =0, +0,, 0 =c(0,—0,),
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d’ou
O — 0%, = ((0, — 0. = (0, + 0.)°) = =220,

On doit donc eésoudre le proleime
2.0 =0

dans les nouvelles variables, dont la solutioneesiemment de la forme

u(y,z) = fly) + 9(2).

Probleme de Cauchy sufR. Soita resoudre le proime de Cauchy :
Ru— 0% u =0
U(ZL’,O) = ¢(x)=
Opu(z,0) = ¥(x).
Il s’agit d’exprimer les fonctiong’ et g apparaissant dans la formergrale de la solution en fonction deet). Les deuxequations satisfaire

sont
{ o(x) = f(z) + g(x),
(x) = cf'(z) — cg'(z).

En cérivant la premire, on en dduit

{ 2cf'(x) = c¢'(x) + ¥(x),
2cg'(z) = c¢'(z) — P(z),
dou ) | e
flz) = 5 (@) + o / Y(y)dy + cste,
g(x) = %qﬁ(x) - 2% /: ¥(y)dy + cste’,
Finalement, en revenaat!’@quation non érivee¢(x) = f(z) + g(z), on en @duit

N | =
[\

u(z,t) = f(z + ct) + gl — ct) =
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Cette formule est appatformule de D’AlembertRéciproquement, sh est au moins deux foisadivable, et) au moins une fois &@rivable, la
formule de D’Alembert fournit la solution chereb.
On peutégalementé&soudre le proeime de Cauchy pour@fuation des ondes avec terme source :

2 292, _
Opu — c0,u = f.

La encore diverses @hodes sont possibles. La plus directe consistiiliser laformule de Green Etant done (z, t,), considérons son
“cone” de cependancequi est en fait le triangle

A={(x,t); g —c(to—1t) <ax < z9g+ c(to—1t)}.

Ona
/ (Ofu— FOlu) = —/ (Orudr + 0,udt) .
A oA

On decompose bien(s cette inégrale en trois morceaux. L'un vaut simplement

/x o U(y)dy.

o—ct
D’autre part, le long du segment
{(x,t); x = 29 — c(t — to)},
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ona
Oudr + 2 Opudt = —c(udt + O, udz).
Donc l'integrale correspondante vaut
—c(u(zo,to) — @(xo + ctp)) .
De la méme fagon, l'inégrale restante vaut
—c(u(zg,to) — d(xg — cto) ).
En additionnant, on obtient donc

xo+ct

/ (at%tu - 028351:“) dedt = / Y(y)dy — 2cu(xo,ty) + c(P(zo + cto) + ¢(xo — cto) ),
A

xo—ct

d’ou la formule

xo +cto

(9o + cto) + ooy = ct)) + 3 [ wl)dy + 5 [ fasar,

N | —

u(xo, to) =
o —cto

Probléeme de Dirichlet surR*. La résolution du proldme de Dirichlet homaene

(( Zu — AP u=0, >0,

u(z,0) = ¢(z), x>0,

Owu(z,0) = ¢Y(z) x>0,

u<0,t>:0, t>07

lorsque¢ et satisfont les conditions de compatil@lib(0) = 0 ety(0) = 0, se ranénea celle du prol#me de Cauchy par laégthode dite
des images. En effet, siest solution, alor$z, t) — u(—x,t) est solution du proime synétrique, poé surR—, avece et prolongges en
des fonctions impairesg@(x) = —¢(—x) etyp(z) = —¢(—x). Donc la fonctionu définie comme la superposition des deux solutions est une

solution surR tout entier, sauf peugtre end. Réciproquement, soit

T +ct

(6l + ct) + ola —ct) + oo [ v dy.

—ct

u(z,t) =

N | —
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Cette fonction satisfait &quation des ondes partout elle est deux fois@tivable. C’est le cas gi ety sont respectivement deux fois et une
fois dérivable suflR*, sauf peuttre sur lecone carackristique

{(z,t); x £ ¢t = 0}.

(Si ¢ satisfait la condition de compatib#itsuppementairep’(0) = 0, il n'y pas de probdme.) De plus, lorsque et sont impaires, il en
est de r@me deu. Par conéquent, c’est bien une solution du pretvie de Dirichlet homagne, sauf peudtre sur la demi-droit¢ x = ct}.
Lorsquez > ct, les fonctionsp et sontévallees en des points positifs. Lorsque< ct, on peut vouloir exprimer(z,t) & l'aide des
fonctionsg et originales, @finies sulR™. On trouve ainsi la formule

wet) = 3 (0let + )~ ofet ) + o [ vy,

2¢ t—x

N —

Probleme de Dirichlet sur un intervalle borné [0, L]. La “méthode des images” s’applique commégdemment : il suffit cette fois de
prolongerg et en fonctions impaires &tL-périodiques, comme sur le dessin ci-dessous,

eta nouveau calculer par la formule de D’Alembert :

(o +ct) 4ol = ct) + o [ vy,

N | —

u(z,t) =

Cela fournit bien une solution desjuation des ondes, en dehors de
{(x,t); x £ ct € LZ}.

Cette solution est impaire e1f.-périodique, donc satisfait les conditions de Dirichlet hogvoes en: = 0 etz = L.
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3.2.b Endimension 3

Probléme de Cauchy suiR?®. Soita résoudre le prokime de Cauchy :
Pu—cAu=0, zeR ¢t >0,
u(z,0) = ¢(z), r € R3,
Owu(x,0) = Y(z), xeR3.

On va utiliser laméthode des moyennes gpiques qui permet de se ramen&iun probéme en dimensioh, que I'on sait esoudre d’afs la
premere partie. Pour cela on assoaie la fonction de(r, t) € Rt x R

B 1
u(r,t) == T /S u,

Spi={z €R; [lzf = r}.

Pour obtenir lequation satisfaite par, on applique la formule de Green sur la boule

ou S, est la spbre de rayom :

B, = {«x e R3: lz|| < r},

0
/ Au = —u,
- Sy an
ou n est le vecteur normal unitaire sif = 0 B,, sortant deB,. Pour queu soit solution de Equation des ondes, il faut donc que
ou
Pu = / —.
/T tt . an

En utilisant les coordorées sphriques habituelles, repsenges ci-dessous
cetteégalie s’ecrit de facorequivalente :

rop2mw pm 27 pm
// / 0L u p? Siﬂ@d@dg@dp:c2r2/ / Oru sinf dfdep.
0oJo Jo o Jo
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Or, par cfinition,

1 27 pm
ﬂ:—/ / u sinf dfdy.
a7 Jo Jo

/ p?Oiudp = Ar*o,u.
0

On deduit donc de Equation pecedente :

D’ou, en cerivant une fois par rappoétr :
P oiu =0, (r*o,u),
c’est-a-dire )
Ra—FRa—20a=0.
T

(Ceci n'est rien d’autre queédquation des ondes axisgtrique) En posant := r «, On Se rar@nea uneéquation des ondes monodimension-
nelle ordinaire :

2 292, _
opv —c0,v=0.

43



Puisquev doit s’annuler enr = 0, cela revient chercher la solution du praishe de Dirichlet danR*, avecu(r,0) = r ¢(r), 0, v(r,0) =

r(r) et les notationgvidentes
1
t) t) S
o(r,1) 47W2 / 6, P(rt) == /ST¢

(et + (et + 1) = (et = dlet =) + 5 [ Y by, 0 << et

t—r

On a une formule explicite pour:

v(r,t) =

N | —
[\
o

que I'on peut éecrire

v(r,t) = 0, (i /CCHT yqﬁ(Q)) L /CCHT y(y)dy.

2c t—p 2c M.

On récupere ensuitei(0,¢) = u(0,t) par cerivation, puisque(0,t) = 0,v(0,t). Comme

1 ct+r _ T 1
o (e [, w50 )bmo = 19000 = iy [ v,

avec la néme formule pouw, on en @duit

1 1
0.t) = 0 .
u(0,1) ! (47r02t /SM ¢> + drnct Jg, ¥

Bien dir, on a la n@me formule lorsqu’on translateenz,. Finalement, on a obtenu la formulérgrale, dite d&irchhoff:

1 1
t) = 0,
u(«rOJ ) t (47T02t /a:—:co:Ct ¢) + 4t /x—xolzct w

Il est possible de montrer cette formule en utilisant la transformation de Fourier. Le calcul ésetaessercice.

On observe sur la formule de Kirchhoff que la solution au paintt) ne cepend des dor@es initiales que sur kphere{ = ; ||z — x¢|| = ¢t }.
Autrement dit, si les dorées initiales sont concebts dang x; || — zo|| < R}, la solution au poinfx, t) est nulle pour tout > R/c.
C’est ce qu’on appelle lprincipe de Huyghensll est faux en dimensio2 comme on va le voir.
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3.2.c Endimension 2

Probleme de Cauchy suiR?. On va se servir de la formule de Kirchhoff en dimensigmour obtenir une formule en dimensiénll suffit
en effet de @soudre le proimeétendua R?, avecy et indépendantes de la trogshe variabler; =: 2! Or, pour une fonction) dependant
seulement déz,, z5) =: (z,y), l'intégrale doublgfsr ) se decompose en

w:2/ v,
Sr Srn{z >0}

et la demi-spbresS, N {z > 0} est pararétrée parn(z,y) :
S,n{z > 0} = {(z,y,2); 2+ 9> <rPetz = /r2 — a2 — y2},

r

[r2 — x2 _— y2

S, sryg2<r /T2 — 2?2 — y?

On en eduit la formule explicite en dimensian:

1 P(z,
u(zo, Yo, to) = O Dy / — ( y2) = dz dy
TC J(z—z0)2+(y—yo)2<c2t2 \/C t°—x° —y

Lt / bz, y)
27mec (z—m0)24(y—y0)2 <22 \/CQtZ — 2 — Y

On remarque sur cette formule queéme avec des doées initiales concerétes dang = ; || — zo|| < R}, la solution au pointz,,t) ne
“s’éteint jamais”.

I’ element de surfacetant

dxdy .

D'ou

drdy.

dedy.
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3.3 Approximation numeérique

Les formules deésolution explicites que I'on vient de voir ne sont pas toujours comnedexttre en ceuvre nw@riquement, d’autant qu’elles
portent sur le prol@me de Cauchy pésdans tout I'espace, alors qu’en pratique on desbudre le proime avec des conditions aux limites.
Méme si on a vu comment traiter certains pewbés aux limites par la @hode des images, celéaessite un calcul d’iegrale en chaque
point de Esolution, ce qui n'est pas facon la plus efficace@®udre le proBime. Nous allons construire@&udier une rathode de&solution
approclee, tes simplea implémenter et qui donne de boréesultats.

3.3.a Sclema de base

Une nethodeélementaire de disétisation de€.D.P. est celle dite dedifferences finiesconsistan& remplacer lesétivees exactes par des
derivées approdkes disaetes au moyen de la formule de Taylor. En ce qui concebwudition des ondes, on doit approcher desvées
secondes, ce que 'on peut faire en remarquant que pour toute forfaieclasse€?, la formule de Taylor donne

f//(y) _ f(y+h) — Qégy) + f(y_h) + O(h)

On se limitera dans cetteggsentatiora la dimension 1.
Etant donis un pas d’espackx et un pas de temp&t, on cherche calculeru’?, suppogé approcher la solution exacte deduation des
ondes
Ru— O u =

au point(z;,t"), avecr; 11 —x; = Az ett"tt —¢" = At. En appliquant la formule predente dans la direction du temps et dans la directior
de I'espace, et en substituant les approximations ainsi obtenues éaquation des ondes on obtient le 8ofa cent :

n+l n n—1 n _ n n
uj 2uf U p U T2 U
At? Ax?

3.3.b Ordre

L’ ordre en temps, respectivement en espace, d'uemsehest I'ordre en\t, respectivement eiz, de I'erreur de troncature obtenue en
appliguant le scemaa la solution exacte :
o Wl ) = 2ue, ) + e, )y u(@g,tt) = 2uag, ) + u(rg,tt)

J At? Ax?
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Dans le cas f@sent, on a
el = O(At) + O(Ax),

J
le sctema est donc d’ordre: c’est le minimum que I'on puisse faire pour @ser approcher effectivement la solution exacte !

3.3.c Stabilitt

Une seconde pro@é importante est latabilite d’'un sclema. Une condition @écessaire de stabgitdans/? s’obtient facilement dicea la
transfornée de Fourier diseéte, en observant que pour legteur de “shift” :

T:u=(u)ez— U= (U =un)ez. ona (FoTw)() =0 =)

Le sclema cente se eecrivant

n+1l __ ( n + n ) + 2(1 _ ) n _ ,n—l1 2 AtQ
u; T = s (U + Uy s)u; u; s =c A2’
(noter ques est un nombre sans dimension) ou encore, en pesant u;?‘l :
n+1 n
v; 0 1 vj
n+1 -1 n ’
uj -1 2(1—=s)+s(T+7T7") ]

par transformation de Fourier digte (en espace seulement!), on obtient

" (Q) 0"(C)
= H(¢) ,
u" Q) u"(C)
ou H(() est ce qu'on appelle laatrice d’amplificatiordu sclema. Elle vaut simplement
0 1 0 1
H(¢) = 4 , =
—1 2(1 —s) + s(€i™¢ 4 g 2i7¢) —1 2(1 —s(1 —cos2m())
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Lit ération ci-dessus sésout explicitement en

v"(¢) 7°(¢)

= H(¢)"

u"(¢) a’(¢)
On pourra donc condter la normeZL? de la solutiora I'itérationn en fonction de la normé? initiale si et seulement si la norme de la norme
de la matricef (¢)" est unifornément borge (en: et(). Par la prop@te d’isonétrie de la transformation de Fourier diste, ceci fournit une
condition recessaire et suffisante de stabilit du scléma. Dans Btat, elle n’est cependant paégrexploitable. On n’'a paséxis la norme
matriciellea utiliser. En fait, il suffit qu’il en existe une telle qué(¢)™ soit borrée. Une condition &cessaire pour cela, ditendition de von
Neumannest que le rayon spectral d&() soit inferieur ouégala 1. Or les valeurs propres dé(¢) sont les racines de

M —2b(ON+1 =0, b(¢) =1 — s(1 — cos2n().

Le produit de ces racines vaut dohcSi jamais elles sonéelles, I'une seragtessairement de valeur absolue&igurea 1, et la condition
de von Neumann sera vég. Il faut donc que le discriminant de cedguation soit agatif (ou nul), c’est-dire queb(¢)| < 1 quel que soit
(. Cecirevienta demandes < 1. Réécrite en fonction dé\t et Ax, cette condition est

cAt < Azx.

Ce type de condition, majorant le pas de temps en fonction du pas d’espace, estapgition de Courant-Friedrichs-LewZFL en abege).

Par extension, le nombre sans dimensiax/ Az est souvent appehombre CFL On constate en pratique que si cette condition n’est pa:
satisfaite, le socbma “diverge” (au sensides valeurs nugriques obtenues en guise de solution apg@ealeviennent@mesuement grandes)
au bout de quelgquestitations. On verra plus loin jusquyuel point la condition CFL est suffisante.

3.3.d Propriétés suppémentaires

On peut attendre d’'un séma qu’il peserve une version distte de Iénergie; on va voir que c’est bien le cas. De plus, il serait souhaitable qu
le sctfema propage l'informatioa la méme vitessed) que I'équation des ondes. Ce point est assdicat et e au probéme de la dispersion
numerique que l'orétudiera plus loin en&tail. De facorelementaire, on peut rechercher des solutionsériques de la forme

u;l = u ez(EijfwnAt>

(analogue discret des ondes progressives monochromatiques continues). En substituant cette expressioredams le sch

n+l n n—1 n _ n n
uj 2uj ¥ Uy pUn —2W U
- )

At? Ax?
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on obtient la relation
, At?

C —=.

Ax?
On voit que sous la CFk < 1, il existe bien de telles ondes (ce &éaha particulier n’est pas dissipatif; on va voir qu’iegerve unénergie
discrete), ayant pour vitesse

1 — cos wAt = s(1 — cos EAx), s =

Arccos(1 — s(1 — cos EAx))
Cy = .
[JAN?
Cette vitesse est défente de;, sauf dans le cas particulier= 1. On a donc iréret en pratique s’approcher le plus ps possible de la limite

s = 1 autorige par la condition CFL.
Pour trouver une estimation@hergie disate, multiplions

n+l n n—1 n _ n n
uj 2uj fuy p U — 2uy F Uy

At? Ax?

par (uj*! — u?~') et faisons la somme syr On obtient

u' =t — (- ) ujy —uy — (uf —uj )

Z J J J J (un+1 — Ut 4+ out — ur‘hl) — 2 Z Jj+1 J J j—1 (unﬂ unfl) -0
2 J J J J 2 J J )

jez At ez Az

d’ou, apes translation d’indice dans la dearie somme :

Z (“?H —uj)® — (u} — “?71)2 _ 2 Z (ujpy — u?)(u?H - “?i” L2 Z (ujy — um(“?fl — “?;11) ~ 0

, At? , A2 / Ax? '

JEZL JEZ JEZ

Par suite, on a conservation dérdergie disaste :

n+1 n 2 n n n+1 n+1
entl/2 . 1 Z Uy T U " 0_2 Z Ui — Uy Ujpr — Uy _
2 At 2 Ax Ax

JEZ. JEL

On remarque que |&nergie potentielle disete” (c’esta-dire le deuxéme morceau d€"*1/2) n’est pas automatiquement positif, contrairement
a I'energie potentielle exacte.
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Termes d’ordre inférieur. |l est facile de disdtiser les termes d’ordre iafieur dans Bquation modife (Blegraphe+Klein-Gordon) :
Ru— P u+rdu+ku=0.
Il suffit de consi@rer le scema (toujours cend) :

n+1 n n—1 n 5 7
u; = 2uf 4 ug _cu'+1_2uj+uj_1+ru] — Y + kuj = 0.
A N 2 At ’

On montre alors la&croissance deéhergie dis@te modifee :

2
1 Wttt oy c? u”, . — u” Wttt gttt i + u”
n+l/2 . — J J e J+1 J J+1 J J J ,n
oo b3 () g (M) ()

JEZ JEZ

En reprenant le calcul pcedent, on montre en effet facilement que
2
un-l—l o un—l
8n+1/2 . gn71/2 At Y —0.
o Z 2 At
JEZ
3.3.e Implementation

Le sctema dbcrit ci-dessus estds facilea implementer. Voici par exemple un programme Matlab qui I'utilise p@soudre le proime de
Dirichlet.
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Explications

Vitesse des ondes

Longueur du domaine spatial
Borne inférieure du domaine
Borne superieure du domaine
Nombre de points en espace
Pas d’espace

Nceuds du maillage
Condition initiale

Traceé initial

CFL
Pas de temps
Temps de calcul

Démarrage
Début de boucle

Bord gauche

Bord droit

Tracé

Fin de boucle

Programme

c=1

L= 100;

xm = 0;

Xp = Xm+L;

J=500;

dx = L/(J-1);

X=xm:dx:xp;

umax=1;
u0=2.*umax.*(L/2-umax.*abs(x-L./2))./L,;
umax1=1;
ul=2.*umaxl.*(L/2-umaxl.*abs(x-L./2))./L;
plot(x,u0,’ LineWidth’,2)
up=max(umax,umaxl);

axis([xm xp -up up])

pause
cfl = 1;

s = cfl 72;
dt = cfl*dx/c;
T = 1000*dt;
temps = O;

while temps<T
temps = temps+dt;
ulpast = [ul(1l) ul(1l:3-1)];
ulforwd = [ul(2:J) ul(J)];
u = s.*(ulpast+ulforwd)+2.*(1-s).*ul-u0;
u(1)=0;
u(J)=0;
u0=u1l;
ul=u;
plot(x,u0,’ LineWidth’,2)
axis([xm xp -up up)])
drawnow
end
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Ceci fesout le prol#me de Dirichlet homagne. Pour le prokime de Neumann homege, seules les deux lignes concernant les condition:
au bord changengvidemment. Elles sont simplement remggles par

u(1)=u(2);
u(Jd)=u(J-1);
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4 Schemas aux diferences finies

De facon @rérale, le€.D.P. dvolution, de type hyperbolique en particulier, sétpnt biera I'approximation par des sémas aux difirences
finies, tout du moins en dimension 1 d’espace (en dimensiogrsuyye, on pfere souvent I'approche paolumes finisde principe diférent
mais dont les “briques” sont essentiellement de€sws aux difrences finies monodimensionnels).

Ce chapitre a pour objet degsenter eétudier les scbmas classiques pouetjuation de transport

ou = a0,u
ou plus greralement pour les sysnes de la forme
U = A0, U,

ou A est une matric@ coefficients @els (sur laquelle on fera quelques hygstbs). Lequation des ondes peut en particulier se mettre sou:
cette forme, en posant= 9, u, w = (1/c) d;u etennotant/ = (v, w)" et

0 ¢
A= ( 0 ) .
Un paragraphe seigalement consaeraux scbmas aux diffrences finies pourdguation de la chaleur.

4.1 Sclemas centés pour I'équation de transport

Comme on I'a vu pour Bquation des ondes, laéthode des diéfrences finies est baes sur la formule de Taylor. Dans sa version la plus
simple, elle consiste simplemeatremplacer les&tivées par des taux d’accroissement. Il reste ceperadahoisir quels points utilisent ces
taux d’'accroissement. Le seima utili€ pour I'equation des onddxait naturellement cer@y car il n’y avait que desétivees secondes. Pour
I’ équation de transport, d’ordre 1 en temps et en espace, on peut envisager @teseiste facon &entee en temps (séma d’Euler) et

centée en espace. Cela donne :
At
n+l __  n n _n
it = uj —1——2 xa(ujJrl ul ).

Mais ce scBma estnconditionnellement instabllden effet, par transformation de Fourier digte, on obtient

—_ —

FEQ) = MO @), h(Q) = 1+ fa g sn(2nC)
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eth(() est clairement de module seiieura un (poura # 0).
Divers “bons” sckmas sont cependant constraitpartir du scema cent, modifé de facora le rendre stable.
Une premere nethode pour stabiliser un seima est de le rendimplicite. Ici cela donne

At
n+1 n n+1 n+1
U =Uu;, + — alu; — U,;_
J J 2Ar ( j+1 J 1)’

qui estinconditionnellement stahblgar transformation de Fourier diste,
— — ) At . -1
Q) = RO WTQ), h(Q) = (1 —iag sim@2m())
X
qui est toujours de module i@fieura un. En contrepartie, ce gina est assez @teux, car son im@mentation écessite 'inversion d’'une

matrice, et pesente d’autres prodaines (lesa la dissipation et la dispersion nénques, voirs4.7). Un autre sadma, aussi diteux mais plus
précis €tant d’'ordre 2), est celui derank-Nicolsonqui fait la moyenne entre I'explicite et I'implicite:

n n At n n n n
uith = u + 1Az a(uify — uity + oy = uj ).
Son facteur d’amplification est
WO = 1+ ia £t sin(2n()
© 1 —da%tsin2r()’

de module exactement un, quel que goit
Une autre rathode permettant de stabiliser le &cta cent de base est de remplaegrpar une valeur moyenne, ce qui donne la classe
des sckbmas de typé&ax-Friedrichs

_ aujyy + fuf + aul At

n+1 n n
; = + al(u;,, ; — U, ,
J 2a + 3 2 Ax (U5 i-1)

u

ou « et 3 sont des paragaires positifs.
Exercice: montrer que ce s@ma est stable sous la CFL




On peut aussi remplacef paru;?‘l, et At par2 At, ce qui revient approched,u de fagcon cenée. Cela donne lsctema saute-mouton
(“leap-frog” en anglais) :

n n— At n n
U/j+1 = uj 1 + Ea(uﬂ_l — uj—l)'
Ce sclema est stable sous la CFL
a At < Ax.

Ici I égalie a At = Ax est exclue car elle enfile une esonance responsable d’une instabi(itoir [4], p. 83—84). Ce s@ma a d’autres
inconvenients. Comme il est deux pas, on doit faire app&lun autre sadma pour calculer!. De plus, on doit grer la pésence d’'umode
parasite Voir [4], p. 84—88 pour plus dedails.

Enfin, on peut ajouter un terme au éaha cent, qui le rendex la fois stable et d’ordre 2. C’est ainsi que I'on obtienstdema de
Lax-Wendroft
At At?

n+1 n n

uit = uy + ma(u}ﬁrl —uy ) + maz(u?H - 2ui + uj ).

Il est stable sous la CFL
alAt < Azx.

4.2 Sclemas centeés pour les systmes hyperboliques
Tous les scémas écrits peccdemment pour &quation de transport s’adaptent de facon edrate aux sysimes de la forme
U = A0, U.

Pour esprer avoir des s@mas stables, il fautéjh que le systme dE.D.P le soit : une conditionatessaire et suffisante pour cela est que la
matriceA soit diagonalisable siR. En effet, par transformation de Fourier, on a

U, t) = emCAT(0,1),
et donc une CNS pour coidler la normelL? de la solution en fonction de la nornié de la donge initiale est

sup |[e’?4| < +oo.
feR

Or on montre (version facile du&oreme de Kreiss) que ceci est vrai si et seulemerit st diagonalisable si&. On dit alors du sysime
d’E.D.P. consiére qu'il esthyperbolique
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Sil'onreprend I'analyse de la stabéitles scemasa un pas gEcedents (dona I'exclusion du scéma saute-mouton) le facteur d’amplificatior
h(¢) est simplement remplégar une matricé/ (¢), définie de facon analogue avéca la place de:, qui se diagonalise dans laéme base
que A. Par suite, la condition de von Neumann estessaire et suffisante pour la stabilie ces s@mas: dans toutes les conditions CFL il
suffit de remplaced par le rayon spectral dé.

Remarqgue : avec le scma cent& a deux pas pour&quation des ondes, la matrice d’amplification (voi3e3.c) n’est pas diagonalisable
en0 et n'est donc pas uniforement borge: on a (paré&currence)

1—n n
-n n+1

Cette croissance &fi(n) est une @miniscence des solutions exactes’Hmn) et donc irevitable, voir [4] (p. 159-160) pour plus détdils.

4.3 Sclemas “déecentres”

Pour I'equation de transport, on peut utiliser une diisation @centée de la érivée spatialea condition gu’elle le soit dans le “bon sens”.
Ce sens estatermire par le signe de. Supposons pour fixer leséds que: soit positif. La solution exacte déu = a 0,u étant donge par

u(z,t) = u(x + at,0),

cela signifie que l'information est propag vers la gauche. Ceci suyg de écentrer le sabma de sorte que le calcul det! n’utilise deu™

que ce qui vient de la droite, c’eatdire
At

Gt =+ ol - ).

J Ax
L’ étude de stabil@ confirme le choix du&centrement. En effet, on trouve comme facteur d’amplification

B At e
h(¢) =1 +aA—x(ez — 1),

gui est de module igfrieura 1 pour tout¢ si seulement si



Bien dir, sia €était regatif, on obtiendrait un séma stable enatentrant dans l'autre sens:

At
it = ul 4 Az a(ul —ul_y).

On voit que ces s@mas @centés ne sont transposables qu’aux 8gsts ayant une matrice dont les valeurs propres sont toutegrde m
signe. Ceci peudtre tes contraignant en pratique. En particulier, ceci ne s’applique pas @&mgysbrrespondaatl’équation des ondes, pour
lequel les valeurs propres sonépiementc et —c.

Il existe un scBma valable pour n'importe quelle matrice diagonalisabléRs@t qui cdncide avec un s@ma @centé lorsque les valeurs
propres sont toutes deame signe. C’est le séma deGodunoy que I'on va pésenter ici pour un sy&ine lireaire mais qui &t initialement
introduit pour les sygtmes hyperboliques non-&aires (voir le chapitre 5).

Pour un systme lirgaire

U = A0, U

le sclema de Godunov ¢ocide avec le s@ma de Roe; il estéfini en decomposant la matricé en
1
A=At + A, A% = 5(A + |A]),
ou | A| est cefinie comme

|A] = Rdiag(|\]) R,

si R est une matrice inversible de vecteurs propred e\, les valeurs propres assées (de sorte quB—! AR soit diagonale et de coefficients
Ai). Par construction, les valeurs propresAle sont positives (ou nulles) et celles de sont regatives. On peut donc appliquer lesé&utias
décentésa ces matrices. Par superposition (juséfpar la liearié du systme), on obtient comme seima pour le sysime de épart:

mn n t — n n t n n
LjJrl - Lj + _‘:[‘A (bj — L]?l) + _',CL’ A+< G+1 — Uj )
Sa condition de stabiBtest clairement
(|A ])—t <1
mgx k = .

Son impEmentation demande de diagonaligePour les systmes “standard” comme celui de I'acoustique par exemple, la diagonalisation:
fait a la main. Pour des syshes plus complicgs, on peuétre ameaa utiliser une rethode nurarique de eduction...
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Figure 4: Repesentation d’'un s@ma explicitea 3 points

4.4 Le probleme des conditions aux limites

En pratique, les s@mas nurariques sont im@menés sur un nombre fini de points. Le calcul de la solution @ugue demande un traitement
particulier aux ex&mités. En effet, le calcul de"™! nécessite des valeurs dé qui sortent du domaine de calcul (voir la figure 4.4). Il s’agit
donc d’attribuera des points “fictifs” des valeurs nuariques permettant de poursuivre le calcul, sans riauleeconsistance (ces valeurs ne
doivent pas introduire une erreur trop grandea fa stabilie. C’est un prolime elicat, qui dpend du contexte physique.

Conditions aux limites artificielles

Si les bords du domaine saattificiels, c’esta-dire si I'on souhaite calculer dans uneége |0, L| la solution approcke d’'un probdme poé
dans tout I'espace (avec daminitiale constante en dehors|deL(), c’est un prol®me deconditions aux limites artificiellesAvec un scema
dit a 3 points comme ceux @senés plus haut, on a besoin de valeurs en un point (owplute maille) sup@mentaire de part et d’autre
de l'intervalle [0, L]. Sil'on parvienta affecter des valeuis ces points fictifs qui “laissent sortir les ondes”, s&ftekion, on parle alors de
conditions aux limitesibsorbantes

L'obtention de conditions aux limites absorbantes est un problassezadicat en @réral. On peut dja se poser la question pouEID.P.,
indépendamment de tout sefma nungrique. Le cas de&quation des ondes en dimension 1 & gsimplea comprendre. En effet, on sait que
toute solution est de la forme, ¢) — f(z + ct) + g(x —ct), ou (z,t) — f(x + ct) estune onde progressive se propageant vers la gauche
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(x,t) — g(z — ct) est une onde progressive se propageant vers la droite. Donc, si I'on ne veut pas d’'onde renirantg gifaut et il suffit
d’'imposer la condition
ou — cou = 0,

ce qui entréne g = 0. De facon syratrique, la condition
ou + coyu = 0,

ne laisse pas entrer d'onde en= L. Le cas d'un systme hyperbolique&réral 0,U = A0,U est un peu plus compligumais l'icee est la
méme. Si(ry,...,ry) est une base de vecteurs propresidde valeurs propres assees(\y, ..., A\y), toute solution se@ompose en

U(z,t) = Zak(x,t) T avec Qg = A\ Opay, dou  ag(z,t) = ap(x + At,0).
k

Ainsi, en supposant le, tous non nuls,

U(l",t) = f<x7t) + g((E,t), f(xvt> = Z Ozk(ZL',t)Tk, g((E,t) = Z Ozk(ﬁ,t) Tk .

A>0 AL<0

Une condition aux limites absorbante en= 0 doit “tuer” g. Pour cela, il faut et il suffit quél—U = 0, ou I~ est la projection sur le
sous-espace Veei, ; \p < 0) paralelementa Vec(r, ; A, > 0). La projectionlI~ admet une expressiores simple lorsquel a ses valeurs
propres toutes distinctes, ce qui est souvent le cas en pratique (on dit alors quereesyst = A 0,U eststrictement hyperboliqyegrace
auxvecteurs proprea gauchede A. Ce sont en fait des vecteurs ligngstels quel,, A = \,, ¢,,. Par céfinition, si)\,, # A, 71 = 0.
Donc si les); sont tous distincts, il existe une bage, . .., /y) telle que

Ui = 0p' pourtousm, k € {1,...,N}.

Par suite, la @composition dé/ sur la basér,...,ry) est donée para, = ¢, - U. Si pour fixer les i@es on ordonne le}, de sorte que
Ar < 0 équivautak < p,ona
MU =0 /¢ -U=0 pourtoutk <p.

Remarque : pour I'équation des ondes, la condition aux limites absorbante obtenue plus haut én s’écrit, sur les composanté¢s =
dyu,w = ¢ '0,u), v = w: ceci revienta demander quE = (v, w)" soit vecteur propre pour la valeur propre de la matrice

A:(g g).
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On voit donc gu’en gréral, les conditions aux limites absorbantes pourl'EIeBs.P. hyperboliques donnent une information sur certaines
composantes de I'inconnue seulement. Ceciéseut pas le probme pour les s@mas nurariques, qui ont besoin d’une valeur pour toutes
les composantes dé aux noeuds fictifs.

Pour le scema de Godunov/Roe, unetglassez naturelle est de poSgr= U7'. On voit alors que le s@ma se&duit au pointf =1 a

U1+1 = U1 +EA+(U2 _U1)a

ce qui ne touche effectivement pas aux composantésaesoctes aux modes rentrants:
oMt =1 up.

De fagon syratrique, poset/’;, ; = U} permet de ne pas introduire de mode rentrant au bord droit. Les conditions aux limites artificielle
retenir sont donc &s simples: il suffit de recopier dans les malilles fictives les valeurs eakdans les mailles e&tnes!

En fait, cette me icke marche aussi pour les géohas cenérs explicites pesengs plus haut. La justification est foeel sur la notion de
flux nungérique que I'on verra plus en&tail au chapitre 5. ( En particulier, il n'y a pas besoin pour le€sw@s cenérs explicites de calculer
la projectionI1—: pour les scemasa 3 points, il suffit de poser

Ur = U et U, = U
(En revanche, utiliset/; ™" = Ul ouU}t] = U7t dans le scema cente implicite serve de diles de surprises!)

Résolution numérique d’un probl eme aux limites physique

Si le bord du domaine correspoadies frongres physiques, typiquement I'eéret la sortie d’'un tuyau engoanique des fluides, alors on a
en principea notre disposition des conditions aux limites physiques. Cependant, ces conditions semérehpartielles. Rappelons en effet
que pour un sysime hyperboliqué,U = AJ,U, toute solution fcrit

Uz, t) = Zak(x,t) r, avec ax(z,t) = ag(r + \t,0).
k

On voit donc en particulier que powy, > 0, oy (0, ) est cetermiré de fagon unique par la doaainitialeay (-, 0) sur I'intervalle[0, L], tant que
At < L. Il serait ceraisonnable de vouloir imposer une valeuratiinte dev, au bordx = 0. Et en effet, on montre que les seuls peohes
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aux limites bien pass sur une demi-droite sont du type

U = A0, U, x>0,t>0,
- U(0,t) = g(t), t>0,
U(z,0) = Up(z), x>0,

ou IT~ est la projection sur les modes rentrangé$imie ci-dessus. Laésolution nurdrique de tels probimes @&cessite don&l~. La méthode
naturelle consista calculet/™! = II- Up*! + IIT U7 grace d’une part aux conditions aux limites “physiques” et d’autre part a2nsah
déecenté appliqe aux modes sortants:
oyt = g™,
At

nruptt = mtoy + Az AT (Uy - U).

4.5 Sclemas pour I'equation de la chaleur

On peutégalement disétiser lessquations de type parabolique par desadéhces finies.
Le sclema le plus simple, cer@ret explicite, €crit pour I'equation de la chaledtu = kJ,u:

n+l _ n n _ n n
u; uj Huﬁ1 2u} + uj,

At Ax?

C’est un sckma d’ordrel en temps eR en espace par construction, c’'@sthre que I'erreur commise lorsqu’on I'appligaeune solution
exacte (@cessairemenéguliere d'apes I'analyse de Equation de la chaleur), est

u(ay, ") — ufz;, t") Ru(xjﬂ,t") — 2u(z, t") + u(xj_1,t")

N N7 = O(At + Ax?).

Son facteur d’amplification vaut

h(¢() =1 — 2%%(1 — cos(27() ),

qui reste inérieur ouégala 1 en valeur absolue si et seulement si

At

r— <
Ax?2 —
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On voit que cette condition est beaucoup plus contraignante sur le pas de temps que la condition CFleeepoontesquations hyper-
boliques.A nouveau, on peut s’en affranchir en “implicitatant” le éofa. En effet, le facteur d’amplification du €cha implicite cen&

n+1 n n+1 n n
upth — _ /-@ujil — 2upt 4 Wl
At Az?
vaut
1
14+ 2k £25 (1 — cos(27())’

qui est toujours irérieur ouégala 1. Le sctema cen implicite est aussi d’ordre 1 en temps et 2 en espace.

Un sclemaa la fois inconditionnellement stable et d’ordre 2 en temps est celui de Crank-Nicolson, obtenu comme pquatiess
hyperboliques en faisant la moyenne du&uola explicite et du s@ma implicite:
wTh— g = 2upt ot ulyy — 2l 4 Ul

At & 2A72 2A12

Cependant, avec des da@wes initiales peuvagulieres, le scema implicite donne de meilleurésultats.
Quant au scBma saute-mouton,

n+l _ _n—1 n _ n n
; up iy — 2u 4 ougy

2At " 2Az? ’
il est inconditionnellement instable, doagroscrire.

4.6 Convergence des s@mas aux diferences finies liaires

Rappelons (voif2.5.a) qua une suite de ca&@rsommable. = (u;),ez, ON peut associer une fonction de ésrregrable suR par un o@rateur
d’interpolation Ici, on introduit naturellement le pas d’espdce- Ax comme param@tre dans I'oprateur d’interpolation. Onéfinit donc

E" . (7) — L*R)
u = EM(u) = Wl = Z u; w;-‘

ne”

sin(m (x — jh)/h)
n(x — jh)/h

%’L(aﬁ) = , C'esta-dire w;? = ]:—1<1h|q§1/2 e—2iwnh<>_
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Autrement ditu” s’exprimea I'aide de la transfor@e de Fourier diséte, que I'on renormalisegalement en utilisarit:

Fho (2(Z) — L*(—1/(2h),1/2h)
u = Fhu) = a = Z u; e I,
ne”

On a en effet:

1/(2h)
u(z) = / u"(¢) € d¢ .

1/(2h)

Theoreme 9 (Lax-Richtmyer) Un sclémaconsistanfavec un prol#me dévolution lireaire bien poé estconvergensi et seulement s'il est
stable.

Dans ce&noneé, la notion de stabilet est un peu plus faible que celleja rencontee. Plus peciement, notons i¢y (au lieu deh, resene
au pas d’espace) le facteur d’amplification duésol: c’est une fonction dg qui dependegalement des paranesh = Az etk = At, que
I'on fait apparétre en exposant ci-dessous.

Définition 1 Un sctéema de facteur d’amplificatiop*) est dit stable dans un domairte = {(h, k) } s'il existe une constant€ > 0 telle
que
9" PR | < 1+ Ck,

pour tous¢ € Ret(h, k) € A.

Cette notion admet une augmentation possible de la nétrde la solution nur@rique, qui reste toutefois bdra tant querAt est bori@
(c’est-a-dire tant qu’on&sout sur un intervalle de temps betn En effet, la solution nuarique, calclge par le socbma \erifie

Hu”ng(Z) S (1 + CAt)n Hu0||g2(z) S eC”At ||u0||g2(z).

La notion de consistance estsrfaible. Elle demande juste que I'erreur de troncature tend@Versque(At, Azx) tend verg0, 0) dansA
(sans notion d’ordre). Cette convergence se traduit en terme de symbole dans le lemme suivant.

Lemme 2 Soit uneE.D.P. dévolutiond, u = P - u, oll P est un oprateur diferentiela coefficients constants s On notep son symbole,
au sens a la solution du prok#me de Cauchy

Ou = P-u, up— = o
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est
u(t) = FHEM) @),

Alors pour un scBma consistant avec ceeD.P., de facteur d’amplification™*), on a récessairement pour togte R,
lim

~0.
(k1) (0.0) k

Dém. La fraction

k
coincide avec I'erreur de troncature as&®a la solution particuére

u(x,t) = ei7¢® g rQ)

(ou ¢ est fixe).
Prenons par exempleguation de transporf( = « 0,) avec le scema dcente. On a

k ) .
p(¢) = 2ima¢ et g"P(h¢) =1+ aﬁ(em”’“ — 1) ~ 1+ 2imaCk ~ eimack

lorsque(h, k) tend vers0, 0) aveck/h borré.

La convergence du séma dans Enon& (vague) du ttoeme 9 esh prendre au sens suivant: quelles que saiesblution du prol#me
exact, etu, solution du scma nurérique, si€”(u°) tend Versj—o, alors&(um) — vj=na¢ tend vers dand?(R) lorsque(At, Ax) tend vers

(0,0) dansA avecO) < nAt < T.

Déem. Montrons donc la convergence sous les hyps#s de consistance et stabilite fait que le prolme exact soit bien péssignifie

qu’il existeCr > 0 tel que
|ePO) | < Cp, Vtel0,T],¥C eR.

De facon analogue, la stabéitlu sciema implique

La combinaison des deux erina

@*7O — (¢"P(hQ))"| < n max(Cr, Cp) |7 — g™ (h() |,
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ce qui implique, d’aps le lemme 2,
|57 — (g (hQ))" | < nke(h, k),

ou ¢ tend verd) avec(h, k). Comme

F(EMu"))(Q) = Lngcase Fyw)(C) = (¢"P (h¢))" Fi(u)(C),
on a par le teoeme de Plancherel :
1/(2h)

lolt,) — EMum) |22 = /

€O G(0) — (9" (h0))" Fy(u) () [* dC + / &G (C) [ dC
~1/(2h)

I<I>/1(2h)
Supposons momentament quel, = F7(u°) sur l'intervalle] — 1/(2h), 1/(2h)]. Alors
lofta) = €' e < Teh )@l + G [ (&P,
¢I>/1(2h)

ce qui tend bien ver§ avec(h, k).
Le cas @reral s’en @duit. En effet, soit? la suite dont la transfor&e de Fourier diséte cdncide aveay, sur] — 1/(2h), 1/(2h)], alors

lo(ta) — E8u") e < [o(tn) — EMw™) [lze + [ €"(w" — u")|L2 -

Le premier morceau tend vebsd'apres ce qui peeede, et le caé du second morceau est m&qar
1/(2h)
Crllw® — v’ = C’T/ [70(C) — F(E"(W™)) ¢ < Cpfloo — E"(u”))][72,

~1/(2h)

qui tend verg) par hypotfese. O

4.7 Dissipation et dispersion nurérigue

Sila dissipation nu@rique est souhaitable pour keguations paraboliques, qui sont elledmes dissipatives, elle ne I'est pas pougsations
hyperboliques. Malheureusement, la plupart degsts sont dissipatifs, saaifs’approcher (parfois dangereusement) de la limite de sé&bilit
(voir par exemple le s@ma cent sur I'equation des ondes).
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La dissipation est @sente lorsque le facteur d’amplification est de module strictemearienfa 1. (On pourrait donner uneédinition
plus pécise, et parler d’ordre de dissipation...)

La dispersion num@rique est assoeea une erreur dans la vitesse de propagation.

Pour fixer les i@es, supposorssnouveau que &quation exacte soit ureguation de transpottu = a d,u. Elle admet comme solutions
particulieres les ondes progressives monochromatiques de la faeme = uy€?'"¢(z+21) verifiant ainsi

u(z 4+ At,t) = u(x,t) e me st
Si on applique un s@ma de facteur d'amplificatiogt”*) & 'analogue discret d’une telle onde, := u,€*'"< (7" +ank) on obtient

wh = gt (he) = g™ (h) €70 u

J

eten @rérala(h() # a.
Exemple.Pour le sckma cécenté, en notanh = k/h,

GP0) = 1+ ak (@ 1), [gPOR = 1 - 4aA(1 - o)) sinr,

et
a X sin(270)

tan(27 A0 a(0)) = 1 —aX(1—cos(2m6))’

si bien quen(f) = a poura A = 1 seulement.
Plus gréralement, on peut congicer un train d’onde(x, t) = ug(z + at)€'7¢(*+2)_ Sjle sclema n’est pas dissipatif (c’eatdire si
|g"™*)(#)| = 1), on peut montrer que la solution nénique avec dorée initialeu? := u,(j h)€*'™¢ 7" est proche de

ug(j h + y(h¢)nk) imchtahank) oy ~(0) .= a(f) + 0a'(6).
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Type d’E.D.P. Parabolique Hyperbolique Dispersif
Type d’ondes Ondes “visqueuses” Ondes de choc Ondes solitaires
Burgers-Hopf : Burgers : Korteweg-de Vries :
Ou + 0,(u?/2) = 92,u ou + 0,(u?/2) = 0 ou + 0y (u?/2) + k2, u =0
Réaction-diffusion : Trafic routier : Boussinesq :
O = K Au + f(u) O + Oulpv(p)) =0 | Bpu + Bpf(u) — 82u + kObyppu = 0
+ Dynamique des fluides visqueux+ Dynamique des gaz, etc. Schibdinger :
compressibles ihow = Au + f(u)

Tableau 3: Quelques.D.P. non liaires.

5 Ondes non-lireaires

Les E.D.P. lircaires sont enépéral des approximations de nigds non-ligaires, beaucoup plus complexestudier. Nous en donnons
guelques exemples dans le tableau 5, en se limitant aurlegdans lesquels interviennent desmpdenes de propagation d’ondes.

Les ondes progressiveggulieres s’obtiennent comme orbiteétéroclines dequations diérentielles. En gréral, c’est un proldme
difficile de trouver de telles orbites. Dans le cagdgliations scalaires (ouétjuations ayant suffisamment dégrales prengres pour se
ramenem uneéquation scalaire), I'existence d’'orbitestéroclines entre deux points fixes cénstifs est quasevidente (comme cogguence
du theoeme de Cauchy-Lipschitz et duébteme des bouts). La @hode dite de Melnikov (voir le courseduations diférentielles) peut
permettre de montrer leur persistence par variation de petits ptesn Un autre probime important est celui de la stal@liles ondes
progressives correspondantes comme solutions paetieslde E.D.P.. C'est un sujet de recherchesstactif en matematiques applicges,
dans lequel certaines technigues remontent seulement agesah@90.
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Quant aux ondes de choc, elle se trouventésolvant un prol@ime purement aéprique,a condition de éfinir en quel sens ces ondes
discontinues sont des solutions de.D.P. conceree. C’est, entre autres, ce que I'on va expliquer dans la suite, sur I'exemple élended
trafic routier dit LWR, attribé a 3 auteurs : Lighthill, Whitham et Richards.

5.1 Le mockle LWR
5.1.a Pesentation

Diagramme de Greenshield.

5.1.b Méthode des caradristiques
5.1.c Ondes de dtente

5.1.d Ondes de choc

5.1.e Sckma de Godunov

Offre et demande dans le diagramme de Greenshield.

A Annexe

A.1 Utilisation de la FFT avec Matlab

\oir le tableau 4.
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Tableau 4: Quelques lignes Matlalpropos des&sies de Fourier

Donnees commune

Fonction continue

Fonction discontinue

f=[y(1:P/2—-1) 1—y(P/2:P)]; f = [ones(1,(P/2)) — ones(1,(P/2))];
N=50;
M=500; SigmalN = 0.25; SigmaN = 0;
dx=1/(M-1); for n=0:N for n=0:N
x=0:dx:1; SigmaN = SigmaN — 2./(pi™2. * (2. *n + 1)72) SigmaN = SigmaN + 4./(pi. * (2. *xn+ 1))
.k cos(2. % pi.* (2%n+1). % x); ok sin(2. % pi.* (2% n+ 1). % X);
end end
plot(x,SigmaN,’LineWidth’,2) plot(x,SigmaN, LineWidth’,2)
P=500; cfexact = [0.25 —2./(pi™2. % (2. x pp — 1)."2)]; | cfexact =4./(pi. * (2. * pp — 1));
pp=1:1:P; cfapp = 2. x £ft(£f,P)./P; cfapp = 2. xi. x £ft(£,P)./P;
dy=1/(P-1); cfapp(1) = cfapp(1)./2;
y=0:dy:1; figure(2) figure(2)
plot(pp(1:P/10),cfexact(1:P/10)); plot(pp(1:P/10),cfexact(1:P/10));
hold on hold on
plot(pp(1:P/10),cfapp(1:P/10),™*); plot(pp(1:P/10-1),cfapp(2:P/10),*);
Sigapp = O; Sigapp = O;

for p=1.2*N+2

Sigapp = Sigapp

+cfapp(p). * cos(2. xpi.* (p — 1). % x);
end

figure(3)

plot(x,Sigapp, LineWidth’,2)

for p=2:2*N+2

Sigapp = Sigapp

+cfapp(p). * sin(2. x pi. * (p — 1). % X);
end

figure(3)

plot(x,Sigapp, LineWidth’,2)
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Tableau 5: Quelques ug# physiques

symbole| signification unité S.I.
m masse kilogramme kg)
[ longueur metre (n)
t temps secondey)
T temperature Kelvin (K)
v vitesse m.s!
f force Newton,1 N = 1kg.m.s™?2
P pression | Pascall Pa = 1kgm™'.s72
e énergie Joule,1.J = 1kgm?.s72

A.2 Quelques moeles dequation d’ondes 1D

Pour information on mentionnera entrg la dimension des quags physiques mises en jeu, selon le tableau 5.

A.2.a Cordes vibrantes

Le déplacement d’une corde en tensioreitbau moins au premier ordr&uneéquation des ondes, comme I'avagj@monte D’Alembert au
XVIII éme sécle. Les paragtres physiques mis en jeu sont la denBitéairep, {m./"'}, reliéea la densi w, (ou masse volumiqugm.l=3})
par

Po = OoWo ,
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ol o, {I*} est la section de la corde, Bf la tension initiale de la corde, nombre0 homogenea une force.

Soitu(z,t) € R? le deplacementransversable la corde I'instantt, par rapporé une position deéférencer e; € R?, z € R. On suppose le
déplacement longitudinakgligeable. Autrement dit, le point séenz e; dans la position deeference se retrouve ez, t) = x ey + u(x,t),
etu(z,t) L e.

SoitT'(z,t) la tension de la corde en(x,t). C’est un nhombre positif tel qu’'un morceau de cofder + dz] (6= > 0) soit soumisa la
force

T(x+ ox,t)0(x + dx,t) — T(x,t)0(x,t),

oud(z,t) = d,w(x,t) esttangend la corde env(z,t).
L'accéleration de la corde au point(z,t) est simplemend?w(x,t) = dZu(x,t). La relation fondamentale de lagranique, ou loi de
Newton (' = m ) appliquiee au morceau de corfle = + dx] s’écrit donc, pour la composante pagddia e, :

T(x+ ox,t) — T(x,t) =0,

et pour la composante orthogonale, :
z+dx
T(x+ dz,t) pu(x + dz,t) — T(x,t) Opu(x,t) = / po Oiu(y,t)dy .

Par suite'(z,t) = Ty(t) estindependant de, et en faisant tendr&r vers0 dans la secondequation, on obtient
To 0% u = poOiu.
Si T, est de plus suppésndependant deé, on a bien un@&quation des ondes, avec

1o
c=4/—,
Po

a conditionqueTj soit effectivement positif (une corde qui n’est pas en tension s’affaisse et ne peut pas pas vibrer!).

A.2.b Barresélastiques

A 'inverse d'un corde, dans une bagkastique rigide, on peut ne consiér que les @placements longitudinaux, c’estdire qu’un point sitéa
enz e; dans la position deéference se retrouve & compression oetirement env(z,t) = xe; + u(z,t) avecu(z,t) || e;.
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On c&finit encorel’(z, t) la tension de la barre an(x, t), mais cette fois elle n'a pas de signefidi (la barre pouvargtre indiferemment
en compression ou egtirement). Une loi de &lasticié affirme que pour faire varier dé un morceau de longuety il faut une variation de
tensiondT" proportionnellea di/l,. Quantitativement, onéfinit £, le module d’Younglu maériau tel que

0T = E() 0o ﬂ .
lo

Par ckfinition, E, est un nombre positif homeégea une pression. En appliquant cettedain morceal, x + x|, qui devientz + u(z, t), z +
dz + u(x + dz, t)], on obtient

u(x + 0z, t) — u(x,t)

T(x,t) — To(z) = Eooo 5 )

d’ou a la limite lorsquejx tend vers) :
T(x,t) = To(l') + EoO'oaxU.

D’autre part, d’apés la loi de Newton appligge au morceau de corfle x + dx] :

r+ox
T+ bo.t) = Tat) = [ mhaly.t)dy.
d’ou a la limite lorsquejx tend vers) :
0. T = poOiu.

En supposant la tension deférencel; homogne, c’esta-dire incependante de, on en @&duit queu (ainsi quel” d’ailleurs, par @rivation)
satisfait I'equation des ondes de vitesse
| Eo
c = —.
Wo

Si I'on s’intéresseal la densi p le long de la barre, on voit assez facilement qu’elle est erpar

p(x,t) = po(1 — Opu).
En effet, pour chaque morceau de longueur initiglen a

.0 ol
pl = polo d’ou —p + — =0.
po o
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En appliquant cette relation au morcgaur + dx] et en faisant tendré&: vers0, on en @duit

P — Po
Lo

+ O,u = 0.
Par suite, en supposant la deasititiale p, homogene, on voit par @rivation quep satisfait la nemeéquation des ondes quget 7).

A.2.c Tuyaux sonores

Pour un fluide, un peu d’intuition physique montre que la ten3i@st releea la pressiomp parp = — 1 /oy. D'ou,
o  op 1 ov
Ty Po X0 Yo ’

ou y, est le coefficient de compressibdi{sans dimension), etle volume. Or dans un tube de section constante,

ov  dl
Vo N Zo ’
Donc on a une loi analoguecelle de Elasticig, avec
Do
Ey = 2.
Xo
En particulier, pour un gaz parfait adiabatique,
pv? = cte,

d'olxg = 1/yetEy = vpo. On trouve comme vitesse de propagation

7Y Po
wo )

CcC =

C’est I'expression bien connue de la vitesse du son.
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Application numérique. Dans l'air, assimi& a un gaz di-atomique, on a approximativement 7/5 (on obtient ce nombre en raisonnant
sur le nombre: de deges de libeé des matcules; de facon&rérale,y = (5 +n)/(3 + n)). La loi des gaz parfaits

T
p = ”ﬁ . R =83144JK 'mol!, M = 28,810 *kgmol!,
permet de calculer
RT
C = ’}/W ~ 33277?/.871

a une temprature de73 K, ce qui correspondés biena la ealite !
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