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L’ objectif de ce cours est de présenter un panorama de propriétés analytiques et algébriques
de quelques équations aux dérivées partielles (EDP) modélisant des phénomenes de propagation
d’ondes dispersives. Les domaines d’applications des EDP étudiées sont vari€s : vibrations,
vagues, transitions de phase, mécanique quantique, etc.



Chapitre I

EDP dispersives linéaires

1 Exemples et définitions de base

On s’intéresse dans ce premier chapitre a des EDP d’évolution linéaires, dans lesquelles
I’inconnue est une fonction (voire une distribution)

u: R* xR — CV
(t,x) — u(t,x).

(Tout au long de ces notes, les caracteres gras seront utilisés pour des valeurs vectorielles ou
matricielles.) Dans toutes les applications considérées, ¢ représentera une variable temporelle et
les composantes de x dans R? des variables spatiales. Sauf mention contraire, les EDP linéaires
étudiées seront a coefficients constants. On considerera principalement des EDP d’ordre 1 en
temps, c’est-a-dire de la forme

O+ Adu=0,

ol les o sont des multi-indices a = (a,...,q4) de « longueur » || = >, ; (supposée
majorée par un entier m), les A, sont des matrices (réelles ou complexes) N x N, et

O = O O

est un opérateur de dérivation d’ordre |«|. Si N = 1 on parle d’EDP scalaire. En voici quelques
exemples.

Equation de transport: d,u+a-Vu=0, aecR%

Equation d’Airy : d,u + ad,u+ k92, u=0, akeR.

Equation de Schrodinger : i0,u + hAu =0, he R,

cette derniere pouvant également étre vue comme un systéme d’inconnue u a valeurs dans R2.
On étudiera également des équations d’ordre 2 en temps, construites autour de 1’équation des
ondes.

Equation des ondes : 02u — *Au=0, ceR".
Equation de Klein-Gordon : d%u — ?Au+ku=0, ceR" keR"
Equation de Boussinesq : 02u — ¢202,u + k9’ u=0, cecR" kcR*,
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4 CHAPITRE 1. EDP DISPERSIVES LINEAIRES

Les parametres présents dans ces équations proviennent de constantes physiques. Toutes ces
équations ont comme point commun de modéliser des phénomenes de propagation d’ondes, et
I’on verra que la plupart sont dispersives, en un sens que I’on précisera. Une vague « définition »
est la suivante : une EDP est dispersive si elle propage des fréquences différentes a des vitesses
différentes. La suite du chapitre permettra notamment de donner un sens a cette formulation.
Définition I.1

Une onde plane est une fonction u : (t,x) — u(t,x) de la forme

u(t,x) = U(E-x+T1t),

on¢ e (RY ett € R.

Par définition, si v € R? appartient & I’hyperplan {v; £ -v = —7}, et si u est une onde plane
comme ci-dessus, on a pour tout (£, x)R x R,
u(t,x) = u(0,x — vt) .

Autrement dit, la valeur de v a I’instant ¢ sur un hyperplan {x; ¢ - x = «} (qui ne dépend
pas du point sur cet hyperplan) est entierement déterminée par sa valeur a I’instant ¢ = 0 sur
I’hyperplan {x; & -x = o + Tt}.

Dans ce qui suit on considere (momentanément) ¢ comme une variable ordinaire, également
notée x(, et les multi-indices comportent a priori une composante o pour les dérivées par
rapport a t.

Définition 1.2
On appelle symbole d’une EDP linéaire a coefficients constants

Z A,9,u=0,

lor|<m
la fonction polynémiale

D (Rl-i-d)/ N (CNXN
3 = p(€) =) (i6)"An,  oET=E0 £

laf<m

Le symbole principal est la fonction polynémiale

P & p(€) == Y (i€)" A,

|la|=m

en supposant que les matrices A,, ci-dessus ne sont pas toutes nulles (auquel cas il faudrait
diminuer m). Lorsque p = p,,, on dit que ’EDP est homogéne. Un vecteur £ € (R'T4)’ est
dit caractéristique pour I’EDP si

det pn,(§) = 0.

Parmi les exemples ci-dessus les seules EDP homogenes sont I’équation de transport, pour
laquelle p,,,(&) = (& + Z?Zl a;&;), et I'équation des ondes, pour laquelle p,, (&) = ¢*||&]|* —
&2. Ces deux équations appartiennent 2 la classe des EDP hyperboliques, dont on rappelle ci-
dessous la définition.
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Définition 1.3
Une EDP linéaire a coefficients constants de symbole principal p,, est dite hyperbolique si
e le vecteur (1,0,...,0) n’est pas caractéristique,

e pourtout £ € (R'*?), Ja fonction polynémiale z — det p,,,(&o+2,&1, . . ., £4) a toutes
ses racines réelles.
Plus généralement, pour n € (R'*¢) ’'EDP est dite hyperbolique dans les directions trans-
verses a I’hyperplan {n - (t,x) = 0} de R si
e e vecteur 1) n’est pas caractéristique,
e pour tout ¢ € (R, la fonction polyndmiale z +— det p,,(€ + zn) a toutes ses
racines réelles.

Par définition, une EDP hyperbolique admet au moins une direction caractéristique, { =
(1,61,...,&) € (R™9)\{0}. A cette direction correspondent des ondes planes solutions de
I’EDP si elle est homogene : il suffit en effet de choisir un vecteur V dans le noyau de p,,(¢) et
une fonction scalaire f : § — f(6) arbitraire ; I’onde plane

w:(t,x) — f(€-x+7t)V

est solution de ’EDP. (Ici & désigne a nouveau un élément de (R?)’, ses composantes étant
naturellement (&3, ...,&,).)

Pour les équations non homogenes il n’est pas aussi facile de trouver des solutions sous
forme d’ondes planes. On peut cependant rechercher des ondes planes particulieres, périodiques
en £ - x + 7t, que I’on appelle alors phase, et plus spécialement sous la forme d’ondes planes
progressives monochromatiques (OPPM) :

w: (t,x) — u(t,x) = e Ex+7t

On obtient alors la relation de dispersion de I’EDP, qui s’exprime a I’aide du symbole (complet)
sous la forme

det p(7,&1,...,&) = 0.

Dans une OPPM comme ci-dessus, la période temporelle est T = 27/|7| et w = —7 (c’est une
convention) est la pulsation.

2 Dispersion
Afin d’amener progressivement les notions fondamentales liées aux phénomenes dispersifs,

on commence par se placer en une dimension d’espace.

2.1 Dimension un

Dans ce qui suit, on considere une EDP linéaire scalaire, de symbole p, en dimension 1
d’espace. Si (§,w) € R? est tel que p(—w, &) = 0,’OPPM

w: (t,z) — u(t,z) = &
est solution de ’EDP. Le réel & est appelé nombre d’onde (il faudrait plutdt dire nombre d’onde

angulaire) : si A désigne la longueur d’onde, c’est-a-dire par définition la période spatiale, on a
E=2m/A
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Comme on I’a déja vu, si le symbole p est de plus homogene, toutes les ondes planes
w: (t,x) —u(t,x) = U(lx — wt),

ol p(—w,&) = 0 et U est une fonction arbitraire, sont des solutions de I’EDP. Si £ # 0
(ce qui est automatique pour une EPD hyperbolique par exemple, puisque (1,0) n’est pas ca-
ractéristique), on voit que ces ondes planes se propagent a la vitesse v = w/¢, une quantité
homogene de degré 0 et donc indépendente de & : par exemple pour I’équation de transport,
v = a, et pour I’équation des ondes v = *c.

Qu’en est-il pour les équations non homogenes ? Une OPPM de nombre d’onde & # 0 et
de pulsation w = W(&) se propage a une vitesse W () /& qui dépend en général de € : c’est
le sens de 1’énoncé « elle propage des fréquences différentes a des vitesses différentes » dans
la vague définition que nous avons donnée plus haut. Nous allons maintenant pouvoir préciser
cette définition, en introduisant les notions de vitesse de phase et de vitesse de groupe.

Afin de motiver les définitions de ces notions, nous allons étudier le comportement de solu-
tions plus générales que les OPPM, en I’occurrence des « paquets d’ondes », obtenus en « su-
perposant » des OPPM. En effet, si on a une famille de solutions de I’EDP sous forme d’OPPM
de pulsation w = W (¢), la fonction

1 .
u: (t,r) —u(t,z) = D /ﬁo(f) e/ Ee=WE q¢ |

ou ug est (par exemple) dans la classe de Schwartz, est solution de I’'EDP et vérifie la condition
initiale u(0, z) = wug(z). Ci-dessus Uy (&) désigne la transformée de Fourier de u au point & :
on vérifie ainsi que u(0,z) = wug(x) grice a la formule d’inversion de Fourier (pour laquelle
on pourra se reporter a 1’appendice). Le fait que u soit effectivement solution de I’ EDP provient
de la « dérivation sous le signe somme », parfaitement autorisée si u et toutes ses dérivées sont
intégrables, ce qui est le cas pour ug € 7 (R).

La méthode de la phase stationnaire (voir par exemple [4, p.136]) permet d’€tudier le com-
portement de u(t,x) a x/t fixé lorsque t — +o00. Supposons qu’il existe un unique ¢ tel que
W'(() = z/t, et que W"(() # 0 (c’est le cas par exemple si W est strictement convexe). Alors

aO(C) et sgnW” (¢) /4

i(Ca-W () _. . 0(t,)
e cp(t,r) = A(t,x)e .
Art|W"(Q)| ol ) (t,z)

u(t,x) ~

Lorsque 1’on fait varier (¢, z), le nombre d’onde « local » ¢ = ((¢, x) défini implicitement par
W (C(t,x)) = x/t,
est une solution autosimilaire de 1’équation hyperbolique
A+ W'(() 0. =0.

La vitesse W’(() est ce que 1’on appellera la vitesse de groupe de ’'EDP, ou plus précisément
de la famille des OPPM de pulsation donnée par w = W (§). Par ailleurs, on voit que la phase
O(t,z) = ((t,x)x — W({(t, x))t vérifie

0=C¢, 08=-W(),
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et elle se propage par conséquent a la vitesse W (()/(, au sens ou 6 est constant le long des
trajectoires de ’EDO de

dX  W(((t, X))

dt — ((t,X)

Définition 1.4

Soit une famille d’OPPM dont la pulsation est donnée en fonction du nombre d’onde par
w = W (&). On appelle vitesse de groupe de cette famille la fonction

vy EER — W'(E),
et vitesse de phase la fonction
vy € ER o W(E)/E.

Si une EDP linéaire monodimensionnelle admet comme solutions une famille d’OPPM avec
une vitesse de phase et une vitesse de groupe différentes, I’EDP est dite dispersive. On
appelle lignes de groupe les courbes caractéristiques issues de 0 de

atC + W/(C) 8JJC = 0 )

(qui sont en fait des rayons x/t = constante), et lignes de phase les trajectoires de X' =
v,(¢(t, X)), ou ¢ est donnée implicitement par W'({(t, z)) = x/t.

On constate immédiatement que vitesse de groupe et vitesse de phase coincident lorsque 1 est
homogene de degré 1, ce qui est le cas si ’EDP est homogene. (On a alors W (§) = |£|W (sgn€).)
Ainsi I’équation de transport et 1’équation des ondes (mono-dimensionnelle) ne sont pas dis-
persives, ce qui est cohérent avec la remarque faite plus haut : pour ces EDP, toutes les ondes
planes se propagent a la méme vitesse (au signe pres pour 1’équation des ondes). En revanche
les autres EDP données en exemple sont dispersives.

Remarque 1.1

La définition ci-dessus peut apparaitre restrictive, dans la mesure ou certaines équations
présentent une combinaison d’effets dispersifs et d’effets diffusifs. C’est le cas par exemple
de I’équation obtenue en ajoutant un terme d’ordre 2 a I’équation d’ Airy

O — ppeu + k02 u=0, (u>0).
Cette EDP n’admet pas d’OPPM (elle admet en fait des « ondes » diffusives, de la forme
u(t,z) = e!&x+7) ayec Imr > 0, et donc exponentiellement décroissantes quand ¢ — +00),

mais selon les valeurs respectives des parametres u et k, elle peut étre vue comme une
perturbation de 1’équation d’ Airy ou une perturbation de 1’équation de la chaleur

O = 0z,

qui est le modele de base des phénomenes de diffusion (ici en une dimension).

On a vu que la vitesse de phase était la vitesse de propagation de la phase 6 pour

o(t,x) = A(t,z)e?®® | avec O(t,x) = ((t,x)z — W(((t,x))t et W(((t,x)) = z/t,
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U (C(t, q:)) e—isenW" (((t.x)) /4

V2tV (((t, 2)))

Quant a la vitesse de groupe, on a vu que c’était la vitesse de propagation du nombre d’onde
local €. Elle s’interprete aussi comme la vitesse de propagation de I’amplitude A, ou plus exac-
tement de | A|?. En effet, supposons W” (&) > 0 quel que soit £. Alors pour 77 < Ty,

[ awapar = o [ eI,

At,x) =

- 21 S, tW(C(L, )
1 &2 R 2d
o . o (§)|7dE

par changement de variables tel que z = W’ (£)t. Sil’on fixe &; et &, les points xy = W’ (&)t et
xo = W’ (&)t sont les positions a ’instant ¢ des lignes de groupe associées aux nombre d’ondes

locaux & et &, et I’egalité ci-dessus montre que f;f((tg

temps. La décroissance de A en 1/+/t est liée au fait que les lignes de groupe se séparent en
O(t).

L’exposé précédent, en terme de paquets d’ondes, est fondé sur la transformation de Fou-
rier, et par conséquent spécifique aux équations linéaires a coefficients constants. On peut don-
ner une autre approche de la notion de vitesse de groupe, qui ne passe pas par la transforma-
tion de Fourier, et s’avere applicable a des équations plus générales (a coefficients variables,
voire non linéaires). Elle est fondée sur ce que I’on appelle I’ « optique géométrique » (domaine
mathématique inspiré de la physique des rayons lumineux). Le point de départ de cette approche
est la recherche de solutions dépendant d’un petit parametre ¢, exprimées en fonction des va-
riables lentes T = ez et t = et. Il s’agit plus précisément de chercher des solutions sous forme
de trains d’onde, dont I’amplitude est en O(1) et la phase en O(1/¢),

) |A(t, z)|* dz est constante au cours du

u(t,x) = A(et,ex; €) piS(eten)/e
A titre d’exemple, considérons 1’équation d’ Airy,
O+ adyu+ ko> u=0,

rxrxr

qui devient dans les variables lentes

O+ adzu + e*k02zu = 0.

rxrxr

Dans la suite du calcul on omet les tildas par commodité. On cherche donc une solution de

O+ adyu + 2kd>. u =0,

rxrxr

sous la forme A
u(t,x) = A(t, z;¢) e¥t2)/e

En identifiant les puissances de ¢ (en supposant I’amplitude A analytique par rapport a €), on
obtient formellement 1’équation

(L.1) S + ad,S — k(0,8) =0,
appelée équation eikonale. C’est une équation de Hamilton-Jacobi : elle s’écrit en effet

H(t,z,8,5,0,5) =0
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pour le Hamiltonien
H(t,z,7,&) =7+ af — k&
(qui ne dépend en fait pas de (¢, ) ici). Une équation de Hamilton-Jacobi en général se « résout »

par la méthode des (bi)caractéristiques, reposant sur le systeme d’équations différentielles or-
dinaires (EDO)

(.T,_ a_H
— 85’
OH
[— [
’ t = 3_H
- or
, oH
(7 T

et I’observation que H est constant le long des courbes intégrales de ce systeme. On peut ainsi
calculer S solution de H (¢, x,0,S,0,S) = 0 en intégrant le systeme (I.2) a partir d’un point
(to, zo, T0,&0) tel que H (tgy, xo,70,&) = 0, puis en intégrant I’équation S' = 7¢’ + £2’. Dans
I’exemple choisi, le systeme (1.2) se réduit a

¥ = a— 3kE,
= 0,
P= 1,
=0

Y

et ses courbes intégrales sont des droites paramétrées par ¢. On obtient ainsi une solution S =
S(t, ;&) de (I.1) pour chaque valeur de £ = . Par construction, elle est telle que 0,5 = & et
on voit en dérivant (I.1) que

8t(655) + (CL - 3/{552)61;(858) =0.

Autrement dit, £ est le nombre d’onde local associé a la phase S, et les points ol cette phase est
stationnaire, ¢’est-a-dire ot 9¢.S = 0, se propagent 2 la vitesse de groupe (ici a — 3k&?). Ceci est
un fait général. En effet, pour une EDP linéaire d’ordre 1 (pour simplifier) a coefficients réels

Oyu + Zaﬁiu =0,

=0

qui devient apres changement d’échelle,

ey + Z €£a58ﬁu =0,

=0

I’équation eikonale est

i0,S+ Y i'ay(0,9)" =0,
=0
c’est-a-dire p(9,S, 0,.5) = 0, ou p est le symbole de I’EDP. Ainsi I’équation eikonale est une
équation de Hamilton-Jacobi pour le Hamiltonien H = p/i ! En particulier, la relation de dis-
persion n’est autre que H(—w, &) = 0. Elle est a coefficients réels si 'EDP ne contient que des
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dérivées d’ordre impair, ce que 1’on supposera. En posant W (§) = 3, i"“La,&t, 1a relation de
dispersion s’écrit encore w = W (). Ona H(7,&) = 7 + W (§), et I'équation eikonale est

8,5 + W(0,S) = 0.

Le systeme d’EDO associé (1.2) s’écrit

(2= W),
=0,
= 1,
[ 7= 0,

et la projection sur le plan {(¢,x)} de ses courbes intégrales fournit précisément ce que 1’on a
appelé les lignes de groupe. Pour chaque valeur de £ on trouve ainsi une solution S = S(t, x; &)
de I’équation eikonale telle que 0,.S = &, et par dérivation de cette équation, on a

(D) + W'(€)D,(065) = 0.

Le raisonnement ci-dessus a 1’avantage de s’étendre a des EDP a coefficients variables, ce qui
donne un Hamiltonien dépendant vraiment de (¢, z), et fournit encore une interprétation de la
vitesse de groupe.

2.2 Dimension quelconque
Définition L.5
La variété caractéristique est I’ensemble

C = {(r,€) € ®Rx R detp(r,€) = 0}.

Au voisinage d’un point (1,&) € C ou elle est réguliere, il existe une fonction W telle
que C ait pour équation T + W (&) = 0. La co-normale a C en un tel point s’identifie au
vecteur de R'*™¢ dont la premiére composante est 1 et les autres sont les dérivées partielles
de W par rapport a . Ces derniéres définissent sans ambiguit€ la vitesse de groupe v, :
(W (&),&) € C — VW pour I’EDP. Par ailleurs, une vitesse de phase est une fonction
vy, (W(E),€) € C v, telle que

§-vy(§) =W(E).

On dira que I’EDP est dispersive s’il existe des points réguliers de sa variété caractéristique
ol la vitesse de groupe n’est pas une vitesse de phase.

On remarque que si IV est homogene de degré 1, ce qui est le cas si ’EDP est homogene, la

vitesse de groupe est une vitesse de phase. C’est le cas en particulier pour 1’équation des ondes.
Pour une EDP multi-dimensionnelle, I’optique géométrique fournit encore une équation de

Hamilton-Jacobi comme équation eikonale. Si la relation de dispersion s’écrit

w=W(E),
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I’équation eikonale est
0,5 + W (Vy8) =0.

Elle se résout en considérant le systeme d’EDO

(X' = VW (§),
§=0,
f= 1,
L 7= 0

et en intégrant S’ = 7t + £ - x. Sans surprise, on obtient pour chaque valeur de &, ’expression
« naturelle » de la phase

St,x;8) =€-x—W(E)t

(2 une constante pres).

nom relation vitesse vitesse

EDP dispersion de groupe de phase
transport w==E&- a v, =a £ (vp—a)=0
Airy w = af — k&3 vy = a — 3kE? v, = a — k&?
Schrodinger w = h||&|? v, = 2h€ £ (v, —h€&) =0
ondes w = %c||&|| vV, = icﬁ £- <v¢ ¥ cﬁ) =0
Klein-Gordon | w = ++/k + 2||€]]2 | v, = ich €-v,==E\k+ €]
Boussinesq w=4/22 + k&t | v, = i&% v, = /2 + k€2

TAB. 1.1 — Exemples de relations de dispersion, vitesses de groupe et vitesses de phase.

3 Formules de résolution

Avant d’aborder des théoremes plus ou moins abstraits concernant le probleme de Cauchy,
nous allons tacher d’obtenir des formules de résolution « explicites », ce qui est possible pour
les EDP linéaires a coefficients constants posées dans tout I’espace grace notamment a la trans-
formation de Fourier. Le but est d’obtenir des majorations fines du noyau de Green de ces EDP :
pour une EDP linéaire d’ordre un en temps, le noyau de Green, ou encore la solution fondamen-
tale, est par définition une application ¢t — G; € ./(IR%), solution (faible) de I'EDP pour ¢ > 0
et telle que lim; .o G; = ¢ (la masse de Dirac en x = 0); lorsque G, s’avere &tre une fonction
de x pour tout ¢ > 0, on parle de fonction de Green. Lorsqu’on connait le noyau de Green,
on peut résoudre le probeme de Cauchy pour toute donnée initiale u, qui se convole avec G,
quel que soit ¢ > 0 : pour un tel ug, la fonction ¢ — u(t) := ug *x G; est solution de I’EDP et
vérifie lim; o u(0) = wo. La recherche du noyau de Green se fait précisément en résolvant le
probleme de Cauchy pour une donnée initiale arbitraire u.
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Equation d’Airy  Si u est solution de 'EDP

O+ alyu + k02 _u =0,

Txrxr

la fonction u = Fu (ou la transformation de Fourier F agit sur la variable spatiale seulement)
est solution de ’EDO
o +i(aé —k&u=0,

et par conséquent
~ ~ 3 L¢3
U(t,€) = () el TR,

ol ug := u(0,-). Donc, si ugy est suffisamment localisée en espace (par exemple a support
compact),
u(t, ) = ug x FHE s el THaEHREN

La fonction analytique & — o(~#€+#€)t rant oscillante (mais tout de méme bornée !), sa trans-
formée de Fourier inverse est a priori une distribution tempérée. La multiplication par e~ en
Fourier correspondant simplement a une translation par —at en variables spatiale, il suffit de
calculer la transformée de Fourier inverse de £ +— ekt 11 n’y en fait pas de formule explicite,
mais dans le cas kt = 1/3 cette transformée inverse connue sous le nom de fonction d’ Airy

e 13 1 [T
Ai(z) = 7 /ezg’fﬂf d¢ = - /0 cos(§x + 3£%) d¢ .

Par la méthode du col [4, pp. 279-289] (voir aussi [15, p. 442]), on montre que

. 1 2,3/2
Ai(z) ~ —=2" Ve 377 1 — oo,

Ve

1
Ai(z) ~ — |z|7V/* Sin(§|x|3/2 +7/4), r— —0.
7r

Par suite, un petit changement de variables montre que F (¢ — eik53t) est la fonction x +—

\3/% Ai(z/v/3kt). Donc finalement, u(t,-) = uo * K;, le noyau de Green K; étant donné par

1 r —at
Ki(z) = Ai :
)= ( 3kt )
La fonction Ai étant bornée, on voit en particulier que
1l ooy = O(77)

lorsque ¢ — +oo. Et par ailleurs, a ¢t > 0 fixé, on a K; € L*(R) d’apres les estimations
ci-dessus de Ai.

Equation de Schrodinger  Si u est solution de
10:u + hAu =0
et vaut ug a t = 0, par transformation de Fourier on trouve

Ut, &) = To(&) ™Mt
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d’ot u(t,x) = (ug * Hy)(x) avec

1 \d/2 . —
Hy(x) = <4h7rt> e—idm/4 i i : t>0.

La justification du calcul de F~'(¢& — e™l€I°") (au sens des distributions) est fondée sur un
argument de fonction de variable complexe et la formule pour le noyau de la chaleur, donnée
pour v > 0 par

1 d/2 x)2
) e dat t > 0.
damt

Gilx) = F (g = ety — (
On voit que pour ug € L'(R) , la fonction u(t) : x +— (ug * Hy;)(x) est continue pour tout
t > 0. Si ug est carrément a support compact, u(t) est de classe € pour tout ¢ > 0. Ceci
est effet régularisant local de 1’équation de Schrodinger. (En comparaison, 1’équation de la
chaleur est globalement régularisante : pour tout ug € L>(R?), I’application x — (ug * G;)(x)
est de classe € pour tout ¢ > 0.) En contrepartie de cet effet régularisant local, u(t) cesse
instantément d’€tre a support compact : ceci témoigne d’un phénomene de propagation a vitesse
infinie dans I’équation de Schrodinger, attribué a la dispersion (alors que la propagation a vitesse
infinie dans I’équation de la chaleur est atttribuée a la diffusion).
Par comparaison avec 1I’équation d’ Airy, on a une meilleure décroissance en temps, puisque
pourd =1,
Vil ey = O(71)

lorsque t — +o00. Ceci est lié au fait que « les basses fréquences sont plus rapides » (voir le ta-
bleau I.1) : les vitesses de propagation sont de 1’ordre de ¢ dans 1’équation de Schrédinger, et &2
dans I’équation d’ Airy (en supposant a = 0, ce qui revient a faire un changement de référentiel).
En revanche, la régularisation en espace est moins bonne que pour I’équation d’ Airy, puisque le
noyau H; n’a pas de propriété de décroissance a I’infini (quand x — +00) : ceci est i€ au fait
que les hautes fréquences (responsables des défauts de régularité) sont moins rapides.

Equation des ondes Pour les EDP d’ordre deux en temps, une « donnée initiale » consiste en
deux fonctions (notées ci-apres ug et u;) déterminant non seulement les valeurs de la solution a
t = 0 mais aussi les valeurs de sa dérivée partielle par rapport a t. Dans le cas de 1’équation des
ondes

Oiu — Au = 0,

on obtient par transformation de Fourier en espace
OEu+clE|lPu = 0.
Cette équation différentielle ordinaire d’ordre deux se résout en

sin(ct[|€]])

a(taﬁ) = a0(5) COS(CtHSH) + +a1(€) CHEH )

et ainsi
U(t,) ZUO*KS—FUl*Kg,

o . sin(ct||£]])
K = P76 costetliel)), K} =F7H (g m = ).
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Attention cependant, les noyaux K} et K sont ici des distributions (2 symétrie radiale) : ceci
est lié a la vitesse finie de propagation (isotrope) dans 1’équation des ondes, notion que I’on va
préciser avec le principe de Huyghens.

Dimension d = 1. On vérifie aisément que

1
Kz? = 5(5015 + 5fct) )

en exprimant pour f € .7,

(82.1) = 5 (Flet + Fleet)) = [ conlcto) ),

et

1
= 1 —clt|,c|t]] »
K; % [—clt],clt]]

ol 1[_| ) désigne la fonction caractéristique de I’intervalle [—c|t|, c|t

- 1ot sin(ct§)
KM = — / e Ty = :

2¢ J_epy §

|, car alors pour £ # 0,

On obtient ainsi une formule explicite pour la solution de 1’équation des ondes, la formule de
d’Alembert :

1 1 :E+C|t‘
u(t,z) = E(uo(x + ct) + uo(z — ct)) + % / u1(y) dy.
z—clt|

(Ily a diverses autres manieres de 1’obtenir, sans passer par la transformation de Fourier !)
Dimension d = 3. On peut montrer (par la méthode dite des moyennes sphériques par
exemple), la formule de Kirchhoff :

1 1
t = d dy .
) =0 (o [ e )iy [

Il existe une formule analogue en toute dimension impaire (voir par exemple [14, p. 72]).

On voit sur cette formule que si les données initiales sont concentrées dans la boule rayon
R de centre x, la solution au point (z,¢) est nulle pour tout ¢t > R/c. Ceci est connu comme le
principe de Huyghens.

Dimension d = 2 On peut montrer (en utilisant la formule de Kirchhoff pour des fonctions
qui ne dépendent pas de la troisieme variable !) que

1 uo(y)
u(t,x) = 0, / d
(t,x) t ( 27e Jiy-njrceie /22 — |y — x| y

1 u(y)
2me Jiy—xp<ce /A2 — |y —x]]?

dy .

On remarque cette fois que méme avec des données initiales concentrées dans une boule autour
d’un point, la solution en ce point ne « s’éteint » jamais.
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Equation de Klein-Gordon On voit naturellement apparaitre une distinction entre le « bon
cas » (k > 0) etle « mauvais cas » (k < 0), pour lequel I’équation différentielle du second ordre

D2+ (k+A2|€P)u = 0
admet des solutions exponentiellement croissantes. Si 1’on se place dans le cas £ > 0, on obtient

sint\/k + 2|¢]|?

0(1,8) = To(&) costVh+ SE + + () =

)

ce qui ne donne pas grand chose par transformation de Fourier inverse ! Une astuce consiste a
remarquer que la fonction

v:(t,wy,. .., xq,y) €E RXRT s u(t,zy,. .., 24,y) = eiﬁy/cu(t,xl, C,Tg)
est solution de 1’équation des ondes en dimension d + 1,
Oiv — FAv =0,
si u est solution de I’équation de Klein-Gordon en dimension d.
Equation de Boussinesq Laencoreil yale « boncas» (k > 0) etle « mauvais cas » (k < 0).

Nous en reparlerons au prochain paragraphe. Dans le bon, la formule de résolution s’écrit en
variable de Fourier

sint /E[E]* + l€1°
VEIEN" + €]?

(t,€) = To(€) costy/k[E[1* + c€]? + ()

4 Estimations a priori

4.1 Conservation de I’énergie

Toutes les EDP citées en exemple dans le paragraphe 1 ont la propriété de conserver une
« énergie ». Pour les équations d’ordre 1, il s’agit simplement de la norme L>.

Proposition 1.1

Soitu € €1(0,T; L*(RY))N% (0, T; H™(R?)) solution de I’équation de transport (m = 1),
de I’équation de Schrodinger (m = 2), ou de I’équation d’Airy (m = 3, d = 1). Alors pour
toutt € [0,7],

[u(@)][z2 = [lu(0)]|z=-

Démonstration : Elle repose sur le calcul de

i/u(t,x)]zdx: 2Re/u(t,x)8tu(t,x) dx

et d’intégrations par parties.
Pour I’équation de transport on a

d -
dt/]u(t,x)]zdx = —2Re/u(t,x) a-Vu(t,x)dx = /]u(t,x)|2diva dx =0
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si a est constant. En fait ce calcul donne aussi une estimation intéressante lorsque a est une
fonction Lipschitzienne :
T||dival| 00
lu(®)llzz < [[u(0)] g2 eTleelle<

Ceci est ce que 1’on appelle une estimation a priori (dans L?).
Pour I’équation de Schrédinger on a

d -
dt/|u(t,x)\2dx— 2Re/ihu(t,x) Au(t,x)dx = —2Re/ih]Vu(t,X)]2dx =0.
Enfin, pour I’équation d’ Airy,

jt/|u(t,x)]2d:n = —2Re/u(t,x) (adyult,z) + k02, u(t,z))ds =

[t o) 0:a + ku((@alutt,x)))de = 0
si a est constant (et k aussi : le cas d’un coefficient k variable est plus compliqué). |

Pour les équations du second ordre il existe également des quantités conservées. Pour I’équation
de Klein-Gordon (qui contient I’équation des ondes si on autorise k£ = (), on constate que

/((é?tu)Q + || Vul]® + ku?)(t,x) dx
est conservée. Pour I’équation de Boussinesq, on trouve que
/ (B0)? + (02 + k(D)) (¢, 2) do

est conservée.

4.2 Estimations de dispersion

Nous allons dans ce paragraphe obtenir des estimations a priori supplémentaires, de type
L™ — L, ou selon la notation standard

-+ =1.
roor
(On rappelle que le dual topologique de L" est L™ pour tout r € [1, +-0cl, et que le dual de L
est strictement plus gros que L'.) Les estimations d’énergie du paragraphe précédent traitent du
cas r = r’ = 2. Par ailleurs, la forme des noyaux des Green obtenus au paragraphe 3 montre les
estimations suivantes dans le cas r = +o0, 1’ = 1.
Pour I’équation d’ Airy :

lu() ooy S 1712 lluoll 1y -
Pour I’équation de Schrodinger :

[t

lw(t)]] oo ey S |uol| 1 (rey -

On peut ensuite procéder par interpolation, en utilisant le résultat classique suivant, qui est
un cas particulier du théoreme de Riesz-Thorin [2, p. 2!]).
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Théoreme 1.1 (Riesz-Thorin)

Si T définit un opérateur linéaire continu de L' dans L*>°, de norme M et aussi de L? dans
L?, de norme N, alors il est continu de L® dans " avec

0 0
=1-0+-, —-=-, 0<0<1,

etlanormedeT : L* — L' est majorée par M'~% N?.

Corollaire I.1

Pour tout r € [2,400], on a les estimations a priori suivantes, appelées estimations de
dispersion pour I’équation d’Airy :

lu() @ < 1222 ol o gy
et pour I’équation de Schrodinger (libre) :

[u(®)]

) 5 wfd/2+d/r

Lr(Rd [[woll (R9) -

4.3 Estimations de de Strichartz

Depuis le travail fondateur de Strichartz (paru en 1977), on appelle inégalités de Strichartz
des estimations a priori du type, pour les EDP d’ordre 1, L?> — L4(0,¢; L"(R?)). Pour les
EDP d’ordre 2 comme I’équation des ondes, on verra qu’il faut demander plus de régularité sur
I’espace de départ (ce qui revient plus ou moins a considérer ces équations comme des systémes
d’ordre 1 en O,u et Vu). Dans tous les cas, pour espérer obtenir des estimations (ou inégalités)
de Strichartz, il ne faut pas que la variété caractéristique de I’EDP ait une composante plate :
ceci exclut notamment I’équation de transport (dont la variété caractéristique est un hyperplan),
et I’équation des ondes en dimension 1 (dont la « variété » caractéristique est composée de deux
droites).

Les ingrédients pour obtenir ces estimations sont :

e des estimations (ou inégalités) de dispersion,

e un argument appelé 77,

e ['inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev, aussi appelé théoreme d’intégration fraction-

naire.

Equations d’ordre 1

Des estimations de dispersion ont été obtenues au paragraphe 4.2 (Corollaire 1.1) pour les
équations d’ Airy et de Schrodinger. Ces équations ont de plus en commun d’avoir des solutions
données par un groupe d’opérateurs unitaires. Bien que cela ne soit pas en soi indispensable,
nous allons utiliser ce groupe dans 1’argument 777"

Rappelons tout d’abord les rudiments de la théorie des (semi-)groupes a un parametre.

Semi-groupes fortement continus  On appelle ¢°-semi-groupe une famille d’opérateurs (.S;);>o
telle que
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pour tout ¢ > 0, Sy est un opérateur linéaire continu sur un espace de Banach X,
pour tous t, s > 0, S; 0 S = Spis,

ona Sy =id,

et de plus, pour tout ¢ € X,

lim || S;¢ — =0.
L 1516 — ¢l.x
Etant donné un semi-groupe (S¢)t>0, on définit un unique opérateur non borné A de domaine

D(4) == {9 € X; lim} (S0 — ) existe .,

et pour ¢ € D(A),
A¢ =l (516 6).

Alors pour tout ¢ € D(A), ’application u : t — S;¢ est dérivable et vérifie v’ = Au. Autrement
dit, S; joue le role de ' (défini seulement pour les opérateurs A continus). Plus généralement,
siug € D(A) et f € €(0,t;D(A)), la formule de Duhamel

U(t) = StUO + /t St—Tf(T) dr.

0

résout le probleme de Cauchy avec second membre :
v =Au+f, u(0)=up.

Pourug € X et f € L'(0,t; X), la formule de Duhamel fournit seulement une « mild solution »,
terme que 1’on pourrait traduire par « solution allégée » (et non « douce », car ce mot a un
autre sens mathématique), mais qu’on laisse en anglais dans le texte en général. Une question
naturelle mais difficile est de savoir, pour un opérateur non borné donné, s’il est le générateur
infinitésimal d’un 4°-semi-groupe. Le théoréme de Hille-Yosida (voir par exemple [3, ch.VII],
ou [13]) répond a cette question pour certains types d’opérateurs. Un cas plus facile est celui
des opérateurs anti-autoadjoints (voir ’appendice A pour la définition).

Groupes d’opérateurs unitaires On parle de groupe a un parametre (S;);cr Si pour tout
t € R, S, est un opérateur inversible sur un espace de Hilbert et S_, = S; ', et de groupe
d’opérateurs unitaires si on a de plus S_; = .S} pour tout ¢ € R.

Théoreme 1.2 (Stone)

Si A est un opérateur anti-autoadjoint a domaine dense dans un espace de Hilbert H, c’est
le générateur infinitésimal d’un groupe d’opérateurs unitaires.

Pour une démonstration, voir par exemple [13, p.41].

Les équations d’Airy et de Schrodinger sont précisément de la forme v’ = Au, ot A est un
opérateur anti-autoadjoint 2 domaine dense dans L2. Notons au passage que toutes les équations
de cette forme conservent la norme L?, puisque pour une solution (suffisamment réguliére) on
a

% / lu(t, x)Pdx = 2Relu(t, x) , Au(t,x)) = 0.

Pour 1’équation d’Airy, D = H?3, et pour I’équation de Schrédinger, D = H?2. Les groupes
associés sont donnés a I’aide leur noyau de Green G par Syug = ug * Gy.
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On cherche des estimations a priori de la forme

HS-UOHLQ(R;LT(Rd)) 5 ||UOHL2(Rd) )
connaissant une estimation de la forme

(L3) I1Seuoll ey S [ ol gy -

Argument 77T
L’idée (en s’inspirant de la formule de Duhamel) est de voir I’ opérateur

L*RY) — L>(R; L*(RY))
v — Swo

comme I’adjoint de 1’opérateur
T: LYR;L2(RY) — L*RY)
f — Tf ::/S_sf(s)ds.

En effet,

(T, f) = (v, T f) L2(ra) :/<U>S—sf($)>L2(Rd) ds = /<Ssv>f<3)>L2(Rd) ds.
Ainsi on a

T*T: LNR;I2(RY) — L®(R; [2(R%)
/ - TR (@THE) = [ Sef6)ds.

Le fait que 77 soit continu provient en fait du lemme suivant, qui impliquera également, apres
application de I’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev, I’estimation a priori cherchée.

Lemme I.1
Soit H un espace de Hilbert, X un espace de Banach, et D un sous-espace vectoriel dense
dans X.T : D — 'H opérateur linéaire T : 'H — D* son adjoint algébrique (X* C D* le
dual algébrique de D)

(T*v, f) = (v, Tf), YfeD YveH.
Les trois conditions suivantes sont équivalentes.

1. il existe a > 0 tel que, pour tout f € D,

1T fll# < allfllx-
2. I'image de T™ est incluse dans X* et il existe b > 0 tel que, pour toutv € H,

17|

xer < blJvlla .
3. I'image de T™T est incluse dans X* et il existe c > 0 tel que, pour tout f € D,
[T*Tfllx- < el fllx-
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Démonstration: 1 =2 :pourv € Het f € D,

(T, A< Ml ITf I < allvllw [l fllx -

Donc d’apres le théoreme de Hahn-Banach (voir I’appendice A), T*v se prolonge en une forme
linéraire continue sur X et

1T 0|2+ < allvfls -
2= 1:pourve HetfeD,
(o, THI < 1T ][+ I fllx < Dol 1 f]lx
donc
T fll2 < bl fllx -

Par ailleurs, 1 et 2 impliquent trivialement 3.
3= 1:pour f € D,

(T, THI < T Tfllx- Il < cllfl% -

Pour conclure, on va avoir recours au résultat (difficile) suivant.
Théoreme 1.3 (Hardy-Littlewood-Sobolev)

Soient a, p, q €1, +o0[, avecp < q et

1

1 1
R
a p q
Soit
Gaty = Ilyll ™
Alors u — u * ¢, est continue de LP(R™) dans LI(R").

Remarque 1.2

Si on avait ¢, € L?, ce serait un résultat classique de convolution (qui autoriserait méme
les cas extrémes a = 1, p = 1, p = q, ¢ = +00). Mais ce n’est précisément pas le cas : la
fonction ¢, n’appartient a aucun espace L*. Malgré cela, ce théoréme montre qu’on peut la
convoler avec u € LP pour p > 1 et obtenir une fonction dans L? avec p < q < +00.

Voir [8, p. 117 et suivantes] pour une démonstration.
L’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev (avec n = 1) et I’inégalité (I.3) impliquent que
I’opérateur

T DTS (T = [ Seuf(s)ds

est continu de L9 (R; L™ (R%)) dans L¢(R; L"(R%)) pour 0 < 2/q = da(r) < 1. En effet, pour
tout ¢ € L7 (R; L' (R%)), on a par ’inégalité de Holder en espace

(6, T*T f)| < / 1Gr—s o f(8) | ay |0(T) ]| Lo ey dsdT

S [[ =06

L™ (R%) ()|

L7»/ (Rd) deT
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d’apres (1.3), d’ou par le théoreme de Fubini et I’inégalité de Holder en temps,

(6, T"Tf)| S 16 Lo (m. (R -

La(R)

roo [ = s O )] s

Et d’apres I’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev,

TPﬁ/v—st”wwmqum

S HfHLq'(R;U’(Rd))
La(R)

pour da(r) + ? =1+ %, c’est-a-dire da(r) = 2/q, sous les conditions 0 < da(r) < 1,
1<q <q< +oo.
D’apres le lemme 1.1, ceci implique que T est continu de L? dans L4(R; L"(R%)).

Théoreme 1.4
Soit (S;) un groupe d’opérateurs unitaires sur L*(R?) vérifiant I’inégalité de dispersion
(L3) pourr € [2,400[. Alors il vérifie I'inégalité de Strichartz

1S-uo || a;rr ey S lluollL2way

pourr etqtelsque0 < 2/q = da(r) < 1.

Certaines valeurs extrémes des parametres sont en fait autorisées. Pour I’équation de Schrodin-
ger en particulier, ot (1) = 1/2 —1/r, tous les triplets (g, r, d) pour lesquels 2/q = d/2 —d/r
et 2 < gq,r < +oo sont autorisés, sauf (¢, 7, d) = (2, +00,2) (voir [14, p. 74]).

Equation des ondes

Rappelons que la solution du probleme de Cauchy
Oiu — FAu =0, Up—o = Uy, Op—o = Uy,
s’exprime 2 I’aide de deux noyaux K? et K! qui sont des distributions :

u(t,-) = ug * KY +uy * K},

Kf = 0K} = F (€ cos(ctllé])), Kl =F (&~ Siniﬁtg\lHﬁH)) '

Nous allons ici nous concentrer sur la dimension d = 3. Il n’est dans ce cas pas tres difficile de
calculer K} (ce qui permet entre autres de retrouver la formule de Kirchhoff). On trouve :

1 1

— T 5, O-Ct
t Amet

ou o désigne la distribution supportée par la sphere de rayon ct, définie simplement par

27 pm
(o, ¢) = / o(x)do(x) = / / $(rsin 0 cos p, rsin @ sin @, r cos §) r* sin § dfdep .
[|x]|=r 0 0
En effet, comme o, est a support compact, sa transformée de Fourier est la fonction définie par

G (&) = (o, 07,
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et comme o, est a symétrie radiale, 7, aussi. Il suffit donc de calculer

sin(&3r)
& 7

2r T
7,(0,0,&3) = / / e %areost 2 gin 9 dody = dmr
o Jo

d’ou I’on déduit,
16 - 1)

Remarque 1.3

Attention, les opérateurs de convolution Q); et P; associés respectivement aux noyaux K,
et K} ne sont pas des semi-groupes ! D’autre part, comme ce sont des multiplicateurs de
Fourier & symbole réel (F(K}) et F(K}) sont a valeurs réelles), ce sont des opérateurs
auto-adjoints.

On peut néanmoins adapter la méthode utilisée plus haut pour les groupes d’opérateurs uni-
taires et montrer des inégalités de Strichartz pour I’équation des ondes. Ces inégalités s’écrivent
de facon générale :

1 3 d
||U||Lp(R+;Lq(Rd)) S H(Uh VUO)HLQ(Rd) , pour 5 + a =-—-1,

2
@IH 9 g1 d-1
_+—§T; QSPSQS‘FOOH d227 (paQ7d)7é(27+Ooa3)
p q

Nous allons nous contenter de traiter, en dimension d = 3, le cas de F;, ce qui revient a
supposer ug = 0. L’idée est a nouveau de voir 1’opérateur

L*(RY) — L®(R; L*(RY))
v — Po

comme 1’adjoint d’un opérateur 7' pour lequel on saura estimer 7. En 1’occurrence, on
considere
T: LYR;L*RY) — L*RY)

f — Tf ::/Ptf(t)dt.

On a bien T*v = Pwv car

(T, f) = (v, Tf) 12(ma) :/<U7Ptf(t)>L2(]Rd) dt = /<Ptvvf(8)>L2(Rd) ds.
Et par ailleurs,

T*T : LY (R; L*(RY)) — L>=(R;L*(RY))
/ - TS (TN = [ PRS)s,

L’ opérateur composé P, P; est encore un multiplicateur de Fourier, de symbole (réel)

sin(er[[£]]) sin(es[|€]]) 1 7— 7

CQ“sHQ = 5 (KT—S(E) - K’r-i—s(é)) )
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cos(ct||]])
gl

Ce nouveau noyau K; a I’avantage par rapport 2 K} d’étre une fonction ! On démontre en effet
(voir I’appendice B) que pour tout ¢ > 0,

Ki(€) =

H(|x]| = ct)

K —
) = = ]

)

ol H est la fonction de Heaviside (valant 1 sur R™ et 0 sur R™). De plus ce noyau vérifie
une inégalité de dispersion : on vérifie par le calcul (en coordonnées sphériques) que pour tout
r >3,

||Kt||Lr(R3) 5 t_1+3/r .

Par suite, pour 7, s > 0, ’opérateur PP, (de convolution par (K,_s — K,)/2) vérifie, par
une inégalité de convolution standard,

- s — T 1 1 1
|PrPufllzaesy S (17 = s 77 |7+ 8|77 [ fll sy, pour — + AR

c’est-a-dire pour ¢ = 2r. Par I’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev on obtient alors
|T*T fll o+ po@ey) S Nl @+ pe ®ey)

pour 2/p =1 —3/r, c’est-a-dire 1/p + 3/q = 1/2. Du lemme I.1 on déduit donc

| Polloe@+;za@s)) S llvllzzmsy

ce qui revient a (I.4) dans le cas particulier uy = 0.
Remarque 1.4

Si I’on considere 1I’équation des ondes comme le systeme d’ordre 1

0 Adiv
= (L)

la conservation de 1’énergie s’interpréte comme la conservation de la norme L? de U. Plus
généralement, toutes les normes H® sont conservées : pour tout s € R, pour toutt > 0,

1U(@)]

Hs(Rd) = HU(OM

Hs(R4) = H(ul, VU0)| Hs(R4) -

En particulier,

()|l s gay < IVu@) @) S Nuallge-rrey + Vol a1 sy ,
et comme H*(RY) s’injecte continiment dans L(R%) pour s €]0,d/2[et1/q = 1/2 — s/d,

on en déduit I’estimation

|l oo mtsamay S vl ge-1@may + | Vol gs-1(ray -
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On trouve encore beaucoup d’autres estimations de type Strichartz dans la littérature. Citons
par exemple, d’apres les travaux de Koenig, Ponce et Vega (voir [14, pp. 205-206]), les inégalités
suivantes pour I’équation d’ Airy (avec a = 0) :

|l 20000 m)) S Jwollas s s> 3/4,

lullao o)y S lluollms, s> 1/4,

Hs SZO

105 | oo riz20my) S ol



Chapitre 11

EDP dispersives non-linéaires

1 Exemples et vocabulaire

On va s’intéresser dans ce chapitre a des versions non-linéaires des EDP rencontrées précédemment.

1.1 NLS et NLW

Les EDP semi-linéaires sont celles ou la non-linéarité est d’ordre 0. C’est le cas en particu-
lier pour I’équation de Schrodinger non-linéaire (connue sous le sigle anglais NLS)

i+ Au = f(u),
et I’équation des ondes non-linéaire (connue sous le sigle anglais NLW)
Opu — Au+ flu) =0.

L’équation des ondes non-linéaire avec f(u) = sinu est appelée équation de sine-Gordon (par
analogie phonétique avec I’équation de Klein-Gordon, qui en est la version linéarisée au voisi-
nage de 0). Un autre type tres étudié de non-linéarité est

fw) = pluf~u,

qui « dérive du potentiel »

U
V(u) = | |u|Pt

(au sens ou V,V = f(u) si u est complexe, ou simplement V'(u) = f(u) si u est réel). En
particulier, si p est un entier impair (cas dit « algébrique » ), ’application u € C > p|ulP~'u
est de classe ¥*°. Selon le signe de p on parle de non-linéarité (ou d’équation) focalisante
ou défocalisante. Ceci s’interprete notamment en terme de solutions explicites obtenues par
séparation de variables. En effet, si I’on cherche des solutions sous la forme

u(t,x) = "€ (t)
avec |v(t)| = constante (ce qui généralise les OPPM), on trouve
v(t) =« ot I€*+plafP= 1)t pour (NLS),

25
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v(t) = a eV EIEPTuel™ hour (NLW).

Dans ce deuxieme cas il faut en outre supposer ¢2||€||> + plafP~! > 0, ce qui est automatique
pour ;1 > 0 mais n’est valable que pour les « hautes » fréquences (||£]| > +/—u|a|P~1/2/c)
st 4 < 0. On constate sur ces formules que ;1 > 0 ajoute une contribution « positive » a la
dispersion linéaire, tandis que ;+ < 0 va a son encontre : le premier cas est dit défocalisant et le
second est focalisant.

On observe par ailleurs que (NLS) et (NLW) sont invariantes par certains changements
d’échelles. Plus précisément, (NLS) est invariante par

w0 U, T) = NPVt /N2 TN,
et (NLW) est invariante par

w—; a(t,T) = XYVt /N TN,
pour tout A > 0. Ceci conduit a définir I’indice de régularité critique

d 2
Se == — ——

2 p-—1’
de sorte que la norme H°(R?) soit invariante par
Uy — g ; Uo(T) = XDy (T/N),
et la norme de H*(R%) x H*~'(RY) soit invariante par
(uo, u1) — (T, 1) ; To(T) = A YC Vg (@/N) 0 (T) = X201y (T/N).

Les espaces de Sobolev d’indice s > s, seront alors dit sous-critiques et ceux d’indice s < s,

seront dits sur-critiques. (L’ inversion entre les inégalités et les préfixes sous/sur est motivée par

le fait que le probleme de Cauchy sera moins difficile a traiter dans les espaces d’indice élevé.)
Les deux équations, (NLS) et (NLW), se mettent sous la forme semi-linéaire abstraite

(IL1) U =AU + N(U),

ou A est un opérateur différentiel a coefficients constants agissant sur des fonctions a valeurs
dans R™ (R? identifié avec C pour (NLS), et R%"2 pour (NLW)), et N(U) = F o U avec
F : R* — R". On supposera dans la suite que cette fonction F' est de classe € et vérifie
F(0) = 0. Concrétement, pour 1’équation de Schrodinger,

o= () a=(8 ) o ().

et pour I’équation des ondes,

U 0 O 0 cv
U=|v=209u |, A=[0 0 cdiv |, FU) = -1f(w
w = Vu 0 cV 0 0

On rappelle que par le théoréeme de Stone, comme les opérateurs A ci-dessus sont anti-autoadjoints,
ils sont générateurs de groupes d’opérateurs unitaires.
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1.2 KdV et Boussinesq

Dans les EDP quasi-linéaires, 1a non-linéarité est en fait linéaire par rapport a la dérivée
d’ordre le plus élevé. C’est le cas en particulier pour I’équation de Korteweg-de Vries (généralisée)

Ou+ 0 u=0,f(u),
et I’équation de Boussinesq généralisée

Oiu— 02, f(u) + 040w = 0.

TXITT

Cette derniere peut étre vue formellement (apres intégration en ) comme le systéme d’ordre 3,
que I’on appellera systeme de Boussinesq :

o(0) v o e )= (0)-

Dans I’équation de Korteweg-de Vries classique (KdV), la non-linéarité est quadratique : f'(u) =
u a un facteur multiplicatif pres. Dans ce cas on a une invariance par le changement d’échelle

we s (7)) = AP u(t/ N F/N)

et I’indice critique est s, = —3/2. De méme, pour une non-linéarité quadratique, le systeme de
Boussinesq est invariant par le changement d’échelle

(u,v) — (W, 0); Wt,T) = A 2u(t/ 2 T/N),0(,7) = A 30t/ 2 T/)N),

et I"espace critique est H3/2(R) x H%/2(R).
L’équation de KdV et le systtme de Boussinesq se mettent sous la forme quasi-linéaire
abstraite

(I1.2) U + 0. F(U) + K O0ppU = 0,

oll I'inconnue U est scalaire (pour KdV, avec K = 1) ou 2 valeurs dans R? (pour le systéme de

Boussinesq, avec K = ( (1) 8 )).

2 Probleme de Cauchy

Au chapitre précédent, le probleme de Cauchy a ét€ vu essentiellement au travers de for-
mules de résolution (noyaux de Green) et estimations a priori. Il est temps de définir précisément
la notion de solution, et en fait les différentes notions de solutions, et celle de probleme de Cau-
chy bien posé, pour des équations de la forme (II.1) ou (IL.2).

2.1 Les différentes notions de solutions

La notion la plus facile a appréhender est celle de solution classique : une fonction (¢, x) —
U(t,x) est solution classique de (II.1), respectivement (I1.2), si elle est de classe ¢! en ¢ et de
classe " en x, ou m est I’ordre de 1’opérateur différentiel A, respectivement m = 3. Pour une
solution classique U, une donnée initiale est une fonction Uy de classe €™ telle que U (0, -) =
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Up. A I’autre extrémité, une solution faible (ou solution au sens des distributions) du probleme
de Cauchy sur [0, T'] pour (II.1), respectivement (I1.2), avec donnée initiale Uy € L2 (R?) est

loc

une fonction U € L2 (]0, T[xR%; R™) vérifiant pour tout ¢ € ([0, T[xR%; (R™)'),

loc

| [ 00 = 20)(0.x). U030} + (e, PO x))ibxt + [ (U3(). (0.5} =0

respectivement,

[ 01000000, U(t 30+ 000,30, FU (x| (Ui, (0, 5))dx = 0

Définition I1.1

Etant donné un espace fonctionnel H de données initiales, on appelle
e solution faible dans H sur [0, 7] une solution faible appartenant en outre a I’espace
L(0,T; H),
e solution forte dans H sur [0, 7] une solution faible appartenant en outre a 1’espace
€0, T;H).

Remarque II1.1

Si A est un opérateur borné sur H = L*(R%:R") etsi N : U € H +— FoU € H, alors
(II.1) est en fait un équation différentielle ordinaire dans 'H, et les trois notions, solution
classique, solution forte et solution faible, coincident pour I’équation (I1.1).

En effet, une solution classique est toujours une solution faible (ceci se voit juste en intégrant
la relation (¢, 0,U — AU — F o U) = 0), et méme si I’expression n’est pas trés heureuse, une
solution forte est solution faible, par définition. Le « pivot » de la réciproque est la formulation
intégrale de (II.1), a savoir

(I1.3) U(t):U(O)—i—/t(AU(T)—l-FOU(T))dT.

Si U est solution faible dans H sur [0,77], on a par définition U € L>(0,7;H) et donc
FoU € L*(0,T;H) aussi. Or par définition d’une solution faible on a pour tout ¢ €
2((0, T[xR% (R")'),

/O/Rd(ﬁtgo(t,x),U(t,x» + (p(t,x), AU(t,x) + F(U(t,x)))dxdt = 0.

Comme AU + F o U € L*®(0,T; L?>(R% R")), ceci montre que U € W11(0, T; L?(R% R™)),
qui s’injecte dans €(0, T'; L*(R4; R")), et que U satisait la formule intégrale (II.3). Cette méme
formule montre ensuite que U € %1(0, T’; L?(R% R™)), et en la dérivant on obtient que U est
solution classique.

Remarque I1.2

Bien entendu, pour les cas qui nous intéressent, A n’est pas un opérateur borné sur L2,
puisque c’est un opérateur différentiel, et F' est une « vraie » non-linéarité, qui ne préserve
pas L2.
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Définition I1.2

Le probléeme de Cauchy est localement bien posé dans un espace fonctionnel H si pour tout
U, € Hilexiste T > 0, un voisinage V de U, dans H, et un sous-ensemble £ de €' (0,T; H)
tels que,

1. pour tout Uy € V, il existe un unique U € & qui soit solution forte dans H sur [0, T
pour la donnée initiale U

2. I’application
YV — %(0,T;H)
U() — U

est continue.

Si c’est vrai avec £ = €(0,T;H) on dit que le probleme de Cauchy est incondition-
nellement (localement) bien posé. Si c’est vrai pour I' arbitrairement grand on dit que le
probleme de Cauchy est globalement bien posé.

Les résultats du chapitre [ montrent que les problemes de Cauchy linéaires (c’est-a-dire avec
F = 0) sont globalement bien posés dans H*(R?) pour I’équation de Schrodinger et I’équation
d’Airy, et dans H*(R%) x H*"1(R?) pour I’équation des ondes vue comme un systéme d’ordre
1. Qu’en est-il pour les problemes non-linéaires ?

2.2 Méthode des semi-groupes

Considérons une EPD de la forme (II.1), ou A est un opérateur non borné, anti-autoadjoint
sur un espace de Hilbert H. En considérant V' (t) := S_,U(t), ot (S;)cr est le groupe d’opérateurs
unitaires engendré par A, et en remarquant que

(Ovp + A%, Uy = (0n(S—ep(1)), V)

on obtient en procédant comme pour (II.3) une formulation intégrale pour les solutions fortes :
t
(I.4) Ut) = SiUy + / Si_r (FoU)(r)dr,
0

pour autant que ¢ — F o U(t) appartienne a L*(0, T'; H). Lorsque H = H*(R?) par exemple,
ceci loin d’étre automatiquement le cas. Cependant, on a quelques résultats fort utiles concer-
nant ces espaces /1° et les non-linéarités.

Théoreme I1.1 (estimations de Moser)

o Siu,v € H*(RY) N L>®(R?) avec s > 0, on auv € H*(RY) avec

HWHHS(Rd) S HUHLOO(Rd) v ’HS(Rd) + HUHLOO(Rd) HUHHS(Rd) .

o Sif € €°(R;R) est telle que f(0) = 0, pour tout s > d/2, il existe une fonction
continue C' : R — R telle que pour tout v € H*(R%) ona f ou € H*(R?) avec
1S o ullms@ay < C(llullzee) [[ul
e Pour tout s > d/2, il existe une fonction continue C' : Rt — R telle que pour tous
u,v € H*(R?) vérifiant ||(u, v) || grsray < et || (u, )| poo ey < R, 0na
If ou—fovllgsmey < C(R) ([lu—vl

Hs -

meowd) T |u— V][ poo(ray ) -
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Remarque I1.3

D’apres I'injection de Sobolev H*(RY) — L*>(R?), le premier point montre en particulier
que H*(RY) est une algébre de Banach lorsque s > d /2.

Théoréme I1.2

Pour une EPD de la forme (II.1) avec A un opérateur anti-autoadjoint sur H s(IERd; R™),
s > d/2, et F € €°(R™R") telle que F'(0) = 0, le probléme de Cauchy est localement
inconditionnellement bien posé dans H*(R?; R").

Démonstration : Le schéma de la démonstration est le méme que pour les équations différentielles

ordinaires, en utilisant la formule intégrale (I1.4) (Duhamel) au lieu de la formule intégrale (I1.3),
qui est inutilisable lorsque A est un opérateur non borné. En fait ce schéma fonctionne dés que
A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions (St)>0, ¢’est-a-dire que tous
les opérateurs S; pour ¢ > 0 sont de norme au plus 1.

On fixe une fois pour toutes s > d/2 et U, € H*(R?). On notera p, = ||Us||ps et R, =
|Us|| oo . Soient o > 0, R > 0,

UpeV = {VeHRER"); |V ~Udn: <p/8, |V-Ud= < R/2},

€= {U e %0, T; H*(RERM); vt € [0,T], |U®)~Usllms < p, IUE) Ukl < R}
On va construire une solution de U € %(0,T; H*(R% R")) de (I1.4) sur un intervalle [0, T’]
assez petit de sorte que

1U®) = Uollus < p/2, [|U@F) = Uollr= < R/2,

ce qui impliquera évidemment U € &£. Pour cela on met en place un schéma itératif. On pose
UY := Uy. En supposant U* € € (0, T; H*(R?; R™)) et vérifiant les inégalités ci-dessus, on peut
définir

t
UFL(t) = S,U, +/ St—r (FoU*)(7)dr,
0

et
t

U 6)=Uolls < (IS Ue=Usll s + [|1Se(Uo—Us) = + | Uo—Us | a1 +/ |FoU"(7)| g dr .
0

< 1SV = Ul + /A + TC(Ro + R)(jus + 51/8)

d’apres le théoréme I1.1. En choisissant 7" < 11/ (844 +5u)C(R«~+R)) tel que || S U — U || s <
1/8, on aura bien ||[U**1(t) —Up || g < 11/2. Btsi p a été choisi au départ tel que Cy g1 < R, olt
C4,s désigne la norme de I’injection de Sobolev H* (RY) < L*°(R?), on aura évidemment aussi
|UR1(t) — Ug||p== < R/2.Par construction, U*+1 € €(0, T; H*(R%; R™)), puisque ¢ +— S;V/
est continue et V' — F'oV est continue (par le théoreme I1.1). L' étape suivante consiste a montrer
que la suite (U*)zcn est de Cauchy dans €' (0, T; H*(R?%; R™)). On a, pour k > 1,

UML) —UR@t) = /t S+ (FoU¥(1) = FoU*1(r))dr,
0

et donc .
|UFH () = U (1) ||gs < L / |U*(7)) = U* () || s dr,
0
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avec L := C(R« + R)(1 + Cq(px + 1)). Ceci montre (via une récurrence facile) que

L™
k _rrk—1 L < 1 _ 7170 s
0% @) = U @)lle < = mae [048) = U@l

et par suite, puisque la série de terme général L™T™ /n! est convergente, que (U*)cn est de Cau-
chy dans € (0, T; H*(R?;R™)). Cet espace étant complet, on en déduit que (U*)cn converge, et
sa limite U vérifie la formule intégrale (I.4) (en passant a la limite dans la relation de récurrence
entre U* et U*+1). Supposons que U et V soient deux solutions fortes appartenant a £. Alors en
faisant la différence entre les deux formules intégrales,

Ut~ VE©)|a < L /0 |U(r) = V()|le dr

d’ou
[Ut) = V()|gs < ™ U0) =V (0)|lgs = 0.
Ceci montre I’unicité des solutions fortes dans £. Pour avoir I"unicité dans ¢(0, T'; H*(R%; R™))

on utilise un argument de connexité. Si V' est une autre solution forte (pour la donnée initiale
Uy € V), ’ensemble

{te[0,T]; Vs € [0,¢], [[V(t) —U()lgs = 0}

est fermé par construction, non vide car il contient ¢ = 0, et ouvert d’apres ce qui précede (en
remplagant U, et Uy par U(tg), et t = 0 par t = tp). Enfin, pour montrer la continuité de
I’application Uy — U, on observe que si U € £ et V & & sont des solutions fortes pour des
données initiales Uy € V et Vy € V respectivement, on a pour tout ¢ € [0, T,

WU~ V)l < 1SiUo— Vol + L /0 \U(r) = V() e dr,

d’ou
lU#) = V@)l < e (U — Vol -
Donc I’application Uy +— U est (localement) Lipschitzienne. |
Remarque I1.4

Les solutions de (11.4) ne sont pas a priori dérivables par rapport a t, car pour pouvoir dériver
(en restant dans H?) dans la formule intégrale (11.4) il faut que U, soit dans D(A) et que la
fonctiont — F o U (t) appartienne a L'(0,T; D(A)). C’est possible au prix de I’augmenta-
tion de I’indice s selon I’ordre de I’opérateur A. En effet, si A est un opérateur ditférentiel
d’ordre m, son domaine dans H*(R?) est H**™(R?). Ainsi, si U est une solution forte dans
H*™™(R?) (pour une donnée initiale Uy € H**™(R%)) ona U € €(0,T; H**™(R?) N
€10, T; H*(R?)) et pour tout t € [0, T,

Uty = AU(t) + FoU(t).

Quant aux équations de la forme (II.2), leur caractere bien posé (un non) n’est pas directe-
ment accessible par la méthode de type EDO utilisée pour (II.1), car la dérivation devant /' o U
fait perdre un cran de régularité et empéche a priori de « boucler » le schéma itératif. Cependant,
dans le cas du systeme de Boussinesq, on s’en sort en le reformulant comme

o ( . ) - ( o ) * ( () - ) '
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et en se placant dans 'espace H := H*(R) x H* }(R), avec s > 1/2. La non-linéarité est
localement Lipschitzienne dans cet espace puisque

10:(f (u1) — ur) — 0u(f(u2) — w2l S I1f(ua) — flug)]

ou le premier terme se majore grace au théoreme II.1. Et par ailleurs il s’avere que I’opérateur

0o o,
a=( o e, T)

Txrxr

Hs —|— HU]_ - U2| Hs 5

de domaine H*"2(R) x H*"'(R), est anti-autoadjoint pour le produit scalaire naturel sur H,
défini par

<( Zl > ’ ( . )> - <u1’u2>Hs_1 + <a:tu1aaxu2>HS—1 + <U1,UQ>HS—1 .
1 ()

En effet, I’opérateur 0, étant anti-autoadjoint sur tous les H*, on voit A est anti-symétrique :
quels que soient Uy = (uy,v1)!, Uy = (ug,v2)" € D(A) = H*(R) x H**'(R),

(U, AUs) = (uq, 0yv9) + (Oyuy, aﬁﬂh) + (v1, Oyug) — (v1, 0§muQ> =

_<U2,a:vu1> + <U2,33 U1> - <U2,axv1> - <axu27a§mv1> = - <U27AU1>

TXrxT

(ol dans les égalités intermédiaires, (, ) désigne le produit scalaire sur H*~'). On montre en
outre facilement (comme A est un opérateur différentiel a coefficients constants) que A* a
pour domaine D(A) = H*™?(R) x H*™'(R). Par suite, d’apres le théoréme de Stone, A
est le générateur infinitésimal d’un groupe unitaire (on peut d’ailleurs calculer son noyau de
Green). Ainsi, en adaptant légerement la démonstration du théoreme 11.2 (remplacer H*® par
'H ; voir le théoreme I1.4) on montre que le probleme de Cauchy associé au systeme de Boussi-
nesq est localement bien posé dans H, les solutions étant dans ¢’ (0, T; H*T?(R) x H*T'(R)) N
€10, T; H*(R) x H*"}(R)) pour des données initiales dans H*T2(R) x H*T}(R) = D(A).
Une théorie a été développée par Kato pour traiter des problemes quasi-linéaires plus généraux.

Théoreme I1.3 (Kato)

On suppose que X est un espace de Banach réflexif et que )) — X est dense dans X . On
suppose qu’il existe un isomorphisme S de ) sur X, et on équipe alors ) de la norme

1ylly = 1Syllx -

On suppose ensuite que V est une boule ouverte de Y, et que pour touty € V, A(y) est un
opérateur non borné sur X, générateur d’un semi-groupe de contractions, tel que
e si gy est le centre de la boule V, A(y)yo € ) et est uniformément borné sur V),
e I’espace ) est inclus dans le domaine de A(y), A(y) est continu de ) dans X, et
I’application y — A(y) est uniformément Lipschitzienne de ), muni de la norme de
X, dans I’espace des opérateurs continus de ) dans X,
e le domaine de A(y) est tel que

r € D(A(y)) <= (S 'z € D(A(y)) et A(y)S 'z € Y),

I’opérateur SA(y)S™ — A est continu de X dans X, et sa norme est uniformément
majorée sur ).
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On suppose enfin que I' : YV — Y est uniformément bornée, et uniformément X -Lipschitzienne.
Alors pour tout Uy € V le probleme de Cauchy pour I’équation

U =AU +FoU, U(0)=1U,

admet une unique solution forte locale en temps U € € (0,T;Y) N €*(0,T; X).

Ceci est un cas particulier de [9, théoréme 6]. On peut en fait relaxer I’hypothese sur les
opérateurs A(y), en demandant « seulement » qu’ils soient m-quasi-accrétifs, ¢’ est-a-dire qu’ils
soient générateurs de semi-groupes

(etA(y)>t20

tels que
0] < e

avec 3 uniforme sur V' (mais pas nécessairement 3 < 0).

Ceci permet notamment de montrer que 1’équation de KdV est localement bien posée dans
H*(R) avec s > 3. On pose en effet X = L?*(R), Y = H*(R) avec s > 3, S = A° =
(1 —02)%2 et A(u) = —32,, + f'(u)0,. Il n’est pas immédiat de montrer que A(u) est m-
quasi-accrétif. Cependant, cela se voit assez facilement pour Ag(u) := f'(u)0, (estimations
a priori et résolution d’une équation de transport a coefficients variables, cf [1, Chap. 2]), et
comme I’autre morceau —@?_ est générateur d’un groupe unitaire, on peut montrer (cf [9,
pp- 501-502]) que cela implique que A(u) est m-quasi-accrétif avec la méme borne 3 que pour

Ap(u). Par ailleurs, on a
[S, A(w)]S™H = [A%, Ag(u)]A™

et il s’agit donc de montrer que [A%, Ag(u)]A™* est un opérateur borné sur L?*(R) lorsque u €
H*(R) avec s > 3. L’estimation du commutateur [A®, Ay(u)] n’est pas du tout triviale. Dans le
cas s = 2 on pourrait faire le calcul explicite

[AQ, Ap(u)] = [AQ, F(W)]0r = —(f"(u) e + f’"(u)ui)@m - 2f”(u)u$8£m
et I’on obtiendrait, en supposant quand méme u € H3(R),
ITA%, Ao(u)] A0l 2 < || (w)ttae + f"" (W)t ]| o0 |0 A0 | 2 + 2]| " (w)tt || e 1|05, A7 0] 2

< Clllullzs) lloll 2

ol C' dépend continliment de son argument d’apres I’injection de Sobolev H'(R) — L*(R).
Ce calcul se généralise (fastidieusement) aux nombres s qui sont des entiers pairs. Plus précisément,
on peut montrer (voir par exemple [1, p. 470]) que pour a, w € H*(R), s > 1, tels que 0,a,
d,w € L*(R),

1107, adu]wl| 2 S [|0wal| o< ]

pour tout entier n < s. Ainsi, si s est un entier pair (supérieur a 3),

#e + [|Opw| oo || e

ITA%, (@) A™ [l 2 S 102 f" ()| oe vl 2 4 10A7 0| oo [ (w)]

S @)l (o]l
grice a I'injection de Sobolev H*"1(R) — L*(R). Le terme || f'(u)|/zrs se majore ensuite

en fonction de ||u||ys grice au théoréme II.1 (on peut toujours se ramener a f'(0) = 0 en

remarquant que [A°, f'(1),] = [A*, (f'(u) — ['(0)2)).

HS
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2.3 Solutions moins régulieres

Lorsque I’on considere des données initiales moins réguliéres, typiquement dans H*(R%)
avec s < d/2, le schéma de preuve utilisé pour le théoréme II.2 ne fonctionne plus. Cependant,
on peut espérer 1’adapter si la perte de régularité dlie a la non-linéarité F' est « récupérée » par
I’opérateur de Duhamel

(IL5) D:fw— Df; Df(t) :/tSt_Tf(T)dT.

0

D’un point de vue abstrait cela peut s’énoncer comme suit, ou S joue le role d’un espace de
fonctions plus régulieres que celles de I’espace N.
Théoreme I1.4

Soient S et N deux espaces de Banach. On suppose que I’on a

1. un opérateur linéaire continu D : N' — S de norme Cj,

2. un opérateur non-linéaire N : S — N/, tel que N(0) = 0, et il existe e > 0 tel que N
soit Lipschitzienne de rapport 1/(2Cy) dans la boule

Be:i={ueS§; [lul| <e}.
Alors, pour tout u, € B, o, il existe un unique u € B. solution de I’équation implicite

u=u;+ DN(u),.

En outre, I’application u € B, — u est Lipschitzienne de rapport 2.

Démonstration : Sans originalité, on construit une solution par un schéma itératif
uw =wuy, u"t =uwu,+ DN(u").

Les hypotheses sont faites pour que u" € B si uy € B, /5, et pour que
n+1 n 1 n n—1
N e i

Donc la suite (u™) est convergente dans S. Sa limite u appartient & B. et vérifie 1’équation
u = up + DN (u). Si jamais v était une autre solution dans B, on aurait

1
= vlls < 5 llu = vlls

et donc u = v. Enfin on obtient par différence de u = uy + DN (u) et v = vy + DN (v) que

lu—vls < 2lug —vells -
[ |

On peut espérer appliquer ce résultat abstrait a un opérateur de Duhamel D défini par (IL.5)
a I’aide d’un groupe unitaire (S;) sur un espace de Hilbert H, si I’on dispose d’un espace S
s’injectant continiment dans ¢(0, T'; H) et d’un espace N tel que D : N' — S.

Corollaire I1.1

T o . . - . .
Si A est un opérateur anti-autoadjoint sur un espace de Hilbert H, si St et N7 sont deux
espaces de Banach tels que St s’injecte continiiment dans €(0,T;H), si I’opérateur de
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Duhamel (I1.5) associé au groupe engendré par A est continu de N dans Sy, si N : Sy —
Nz, tel que N (0) = 0, est Lipschitzienne de rapport 1/(2||D||) dans la boule

B. :={u e Sr; ||u|| <&},
alors le probleme de Cauchy pour
o,.U =AU+ N(U)

est localement conditionnellement bien posé dans H (la condition d’unicité étant portée par
I’ensemble £ = S).

Dans les « bons » cas, ce sont des estimations de Strichartz qui permettent d’obtenir la
« régularisation » par 1I’opérateur de Duhamel. On peut ainsi énoncer :

Meta-théoreme I1.1

Soit une EPD de la forme (I1.1) avec A un opérateur anti-autoadjoint sur L?(R%; R") et
N : U + FoU avec F € €°°(R"; R") une non-linéarité pour laquelle L*(R%; R") est sous-
critique. On suppose que le semi-groupe engendré par A, et I’opérateur de Duhamel associé
(IL.5), vérifient des estimations de dispersion et de Strichartz pour un ensemble compact de
couples (q,r), et I'on définit I'espace S°([0, T] x R%: R™) C €([0,T]; L*(R%; R™)) comme
I’adhérence de .7 ([0, T] x R%; R™) pour la norme

I(I;?g( HUHLq(o,T;Lr(Rd;Rn)) .

Alors le probléme de Cauchy est localement conditionnellement bien posé dans L?(R%; R™),
la condition d’unicité étant portée par I’ensemble € = S°([0, T x R4 R™).

Pour en faire un vrai résultat nous allons considérer le cas de (NLS) avec une non-linéarité
algébrique f(u) = p|u|P~'u, ol p un entier impair (ce qui assure la régularité de f). On constate
qu’il y a trés peu de choix d’entiers p possibles pour que L?(IR%) soit sous-critique. En effet,

0>d/2—-2/(p—1) & 1<p<l+4/d.

Dans le cas d = 1 on trouve p = 3, et dés la dimension d = 2, LQ(]Rd) est critique pour p = 3,
sur-critique pour p > 5. (En dimension d = 3, L? est sur-critique pour p = 3; il faut aller
chercher H'! pour avoir un espace sous-critique.) Ainsi la portée du « meta-théoréme » II.1 est
assez limitée. Concernant (NLS) il conduit au seul résultat suivant.

Théoreme IL.5
Considérons I’équation
(I1.6) 10+ 02 u = plul*u

avec = +1. Pour tout T > 0 on définit S°([0, T] x R;C) C €([0,T]; L*(R;C)) comme
I’adhérence de . ([0, T] x R; C) pour la norme

HUHSO = (;I:*?EXZ HUHL‘I(O,T;LT(Rd;(C)) ’ Y= {(qar)v 2/q + 1/’/” = 1/27 2 S q,T S +00 } :

Pour tout B > 0 on note

Br:={v e L*(R;C); ||v|lr2re) < R}
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Alors pour tout R > 0 il existe " > 0 tel que pour tout uy € Bp il existe un unique
u € 8°([0, T] x R; C) qui soit solution forte dans L*(R; C) de (I1.6) pour la donnée initiale
ug. De plus, I’application ug € Bg — u € 8°([0,T] x R; C) est Lipschitzienne.

Démonstration : On rappelle (voir théoreme 1.4 et les précisions qui le suivent) que pour (¢, 7) € %,
la solution u(t) = Sug de 1’équation de Schrodinger libre

iOpu + 02,u = 0
vérifie I’estimation
[l La(r;nrrieyy S I1u(0)] L2 ®;c) -

On a également une « estimation duale » (dans I’argument 77" elle provient de la norme de 7',
tandis que 1’estimation précédente provenait de la norme de 7) :

Hm / Sy o f(s)ds S F o i ey
I La(I;L" (R;C))

/ S_f(s)ds Sl ey
I L2(R;C)

et

qui provient de la norme de 7*T'. Dans toutes ces estimations / est un intervalle quelconque
d’intégration en temps, par exemple R™. Mais en fait on a surtout besoin d’une estimation de
Strichartz dite « retardée », c’est-a-dire de

)

La(R; LT (R;C))

Ht — /Ot Si—sf(s)ds

ce qui revient a estimer les solutions de 1’équation avec terme source
(IL7) iOpu + 02,u = f

(qui s’annulent en ¢ = 0). Une telle estimation peut se déduire de celle de f0+°° Si—sf(s)ds
grice au lemme I1.1 énoncé ci-apres. Il s’applique a K (¢, s) = S;—s, qui est continu de X = L
dans Y = L" pour r > 2 d’apres (1.3), et p = ¢’ : noter qu’on a bien p < ¢ puisqu’en fait
q € [4,+o0] pour (g, ) € X. Par suite les solutions de (II.7) vérifient I’estimation a priori, pour
tout couple (¢, r) € 3,

lull oo rizr ey < CT) (O 2oy + 170 rar @y ) -

ou C' dépend contintiment de 7" (et ne dépend pas de (g, )). En particulier, I’opérateur de Duha-
mel (IL.5) vérifie I’estimation a priori

IDf a0, wicy) < CONF Lo 0.0 ric))

pour tout (¢, 7) € X. En fait, on a une estimation beaucoup plus générale, a savoir

”DfHLE(o,T;LF(R;C)) < C(T)”fHLq’(o,T;Lr’(R;(c))

pour tous couples (g, 7) et (g,7) € X. Ceci découle du lemme II.2 montré ci-apres. Reste a savoir
si, au moins pour un certain couple (¢,7) € X et quitte 2 diminuer 7', la non-linéarité u — |u|?u
est Lipschitzienne de L?(0, T; L"(R; C)) dans L7 (0, T; L" (R; C)) avec un rapport assez petit.
Soit r = 4, de sorte que 7’ = 4/3 =r/3, ¢ = 8, ¢ = 8/7. Par I'inégalité de Holder en temps

H]u!QU —|v < T/2 H\u\zu — ]v\2v||Lq/3(

il
Ulle (om0 (Rie)) = 0.T;L7/3(R;C)) *
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et en majorant de facon élémentaire (par la formule de Taylor avec reste intégral)
2 2 2 2
|ul*u — o] < 2u— vl (lu® +[v]*)
on obtient par I’inégalité Holder en espace-temps,

H\u|2u — |v\2vHLq/(

IN

0,T;L" (R;C))

272 |lu — || pao 1.1 (R:C)) (el Zaqo.1:Lr ey + 190200 1:Lr ) - u

Lemme I1.1 (Christ-Kiselev, 2001)

Soient X', Y deux espaces de Banach, I un intervalle de R, et K € € (I x I; A(X;))) (ou
PB(X;Y) désigne I’espace des opérateurs linéaires continus de X dans )’). On suppose que
pourl < p < q < +o0,

K: (I;X) — LYI;Y)
f = Kf; Kf@t) = [, K(t,s) f(s)ds

est continu de norme C'. Alors on a, pour tout f € LP([; X),

Ht|—>/ K(t,s) f(s)ds < Cllflleesa) -
sel;s<t

La(L;Y)

Avant la publication de ce lemme les estimations de Strichartz retardées étaient traitées au cas
par cas (cf [7], §3).
Lemme I1.2 (Keel-Tao, 1997)

Soit une famille 4 un paramétre (S;);cr d’opérateurs unitaires sur L*(R) vérifiant les esti-
mations a priori suivantes

(11.8) S W e e @)

L2 (R)

[ sirs)as

pour tout intervalle I, et

S e e @)
La(0,T;L7 (R))

t
(IL.9) Ht r—>/ SiSTf(s)ds
0

pour tout couple (¢, ) € X, ¢’est-a-dire tel que (1/q, 1/r) appartienne au segment d’extrémités
(0,1/2) et (1/4,0). Alors cette famille vérifie I’estimation

S
Li(0,T5L7(R))

t
(I1.10) Ht — / 5,57 f(s)ds
0

|f ||L‘1/(0,T;L’"/(R)) ’

quels que soient les couples (q,7) et (q,7) dans 3.

Démonstration : (Esquisse de...) Par dualité, (II.10) équivaut a

T rt
/0 /0 (Sig(t), S5 f(s))ds dt' < HfHLq’(o,T;LT’(R)) HgHL‘Y’(O,T;L?’(R)) .




38 CHAPITRE II. EDP DISPERSIVES NON-LINEAIRES

Or d’apres (I1.9) cette estimation est vraie pour (g, ) = (g, 7)elle Iest aussi pour (g, ) = (00, 2)
ou (q,7) = (00, 2). En effet,

T/Ot<5f9(t)75:f(8)>dsdt‘ = ‘/0T<St*g(t),/0t S* f(s) ds) dt‘
[ sir

d’apres (IL.8) et le fait que S; est unitaire sur L?(IR). De fagon analogue,

< |IS*gllL10,m;2(m)) sup

S lgllzromszz@y 1l e o
Sup rro.1z2®) M pe 0,707 )

LQ(R)

T t T T
/0 <s:g<t>,s:f<s>>dsdt'= ( / Srg(t)dt, 57 f(s)) ds

/ Syg(t)dt

On peut ensuite conclure grace a un résultat d’interpolation bilinéaire (cf [2, p. 76], Exer-
cice 3.13.5) et aux résultats classiques sur I’interpolation des espaces L? (cf [2, p. 109]) et
L1(0,T; L"(R)) (plus généralement pour les espaces L7 a valeurs dans des espaces de Banach,
cf [2, p. 130]). |

<|IS*fllero,rsL2r))  Sup

S o,z 9l pa o1.L7 .
s€[0,T] H HL (0,T;L2(R)) H HLq (0,T;L7 (R))

L*(R)

Le théoreme I1.5 ne fait qu’effleurer le champ extrémement vaste de I’état de 1’art concernant
(NLS). Pour plus de résultats on renvoie par exemple a [14, ch. 3]. Nous allons dans la fin de ce
chapitre aborder la question de I’existence de solutions globales en temps, ou I’on verra le role
que peut jouer le caractere défocalisant de la non-linéarité.

Avant cela, il faut signaler que les estimations de Strichartz sont surtout utiles pour traiter les
équations semi-linéaires. Lorsque la non-linéarité implique une dérivée, comme dans 1’équation
de KdV, le probleme est plus délicat et nécessite d’autres estimations a priori, qui permettent
vraiment de gagner en régularité et pas seulement en intégrabilité.

Lemme I1.3

Les solutions (suffisamment régulieres) de I’équation d’Airy avec terme source
(IL.11) o+ 0> u=f

Trxr

vérifient I’estimation a priori
(11.12) [0zl oo sz2 0,7y S Nw(O) |2y + I fll2ro,miz2my) »
et plus généralement, pour tout s € R,

(IL13) A% Opull oo iz 0.1)) S N1w(O)|ars )y + [1fllomrs (m)) -

Démonstration : On remarque qu’il suffit de montrer I’estimation

[0zu(-, 0) 20,y S Nu(O 2wy + Ifllzro,7502(m)) -

car pour tout zy € R, I"application @ : (t,x) +— u(t,z — xo) est solution de I’équation dyu +
B u=fouf:(tx)— f(t,x—x), et

w0l 2y = 11O 2wy, I fllziorzz@y) = Il s L2y -
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On commence par traiter le cas f = 0, et I’on montre que

(n [ @uutt. 070t S 10) e
-0
En effet, on sait que la tranformée de Fourier de u en espace est donnée par

a(t, 0) = u(0,€) €’ .
D’autre part, soit % la transformée de Fourier de » en temps. Par le théoreme de Plancherel on a

+o0 +o0
/ (Du(t, 0))2dt = / (O,ii(7,0))2dr

—o0 —00
et pour tout ¢ € .7 (R; R),
+o00

+oo o 3
&(7) Oyit(7,0) dr = B(t) pu(t,0)dt = / / B(1)i £7(0,€) ™€t dt de .

Par les théorémes de Fubini, Plancherel et Cauchy-Schwarz, on a donc

'/ 7) dyii(7,0)d

1/2
< 27]/u(0, )2 e) ( / £2¢(€3)2d£> = 00, L 10l ey

Ceci prouve (II.14). On en déduit (II.12) grace a la formule de Duhamel. En effet, en posant
z(t,x,s) = 0x(St—sf(s)), onapour tout s € R et pour presque tout x € R,

||Z("$75)”L2(R) S ||f(5)”L2(R)

Soit Z(t, ) fo z(t,x,s)ds. Pourt € [0,T] ona

’/zfuof/qb “thtdf‘ ‘/2m§u05>¢><53)d§

T
1Z(t,7)] < / 2(t, 7, 5)|ds
0
d’ou
T
12(, D)l < /0 122, )l z2yds S Il oy - .

Si1’on considere I’équation de KdV ordinaire, avec un non-linéarité quadratique, le résultat
d’existence locale de solutions fortes dans H*® avec s > 3 montré a 1’aide du théoréme abs-
trait de Kato est loin du cas critique s = —3/2. Le lemme IL.3 et le résultat suivant (que 1’on
admettra) permettent de descendre plus pres du cas critique, jusqu’a s > 3/4.

Lemme 11.4 (Kenig-Ponce-Vega)

Les solutions (suffisamment régulieres) de I’équation d’Airy avec terme source (II.11)
vérifient I’estimation a priori

(IL.15) lull z2®ir=0,1)) S Nw(O) =) + [ fllzro,mm:®) -

pour tout s > 3/4.
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L’intérét de cette estimation se voit lorsqu’on substitue ud,u a f dans (II.13) : pour pou-
voir « boucler » I’estimation a priori pour 1I’équation (non-linéaire) de KdV, il faut contrdler
w0, L1 (0,712 (r)) €t donc en particulier ||uA®OyulL1(0,r;2(r))- Or par I'inégalité de Cauchy-
Schwarz,

luA* Bzl 110722 (my) < TV uNOpull 20,2y = TV |uh*Opul| 2 e:2(0m)

< T2 A O] oo rs200,7)) [0l L2 @10 0,7 -

Théoreme I1.6 (Kenig-Ponce-Vega)

L’équation de KdV avec une non-linéarité quadratique est localement bien posée dans
H*(R) pour tout s > 3/4.

2.4 Solutions globales

Les résultats apercus précédemment donnent des solutions (fortes) locales en temps dans
H? (pour certaines valeurs de s). Une question naturelle est ensuite de savoir dans quels cas ces
solutions peuvent étre globales. Or, (comme pour les équations différentielles ordinaires) pour
un probleme localement bien posé dans [°, si une solution maximale n’est pas prolongeable
au dela d’un temps fini 7" > 0, c’est que ||u(t)|| g+ tend vers I’infini lorsque ¢t  T. Montrer
que I’on a des solutions globales demande donc de « contrdler » la norme de ces solutions
dans €'(0,t; H®) (qui pourrait « exploser » lorsque ¢  T'). Pour NSL avec une non-linéarité
algébrique par exemple, il s’avere que la norme LP~1(0,¢; L>°(R?)) permet ce controle.

Proposition I1.1

Soient s > 0, p un entier impair. Il existe C > 0 tel que sit > 0 etu € €(0,t; H*(R?)) est
une solution forte dans H*(R?)

(I1.16) 10+ 02, u = plulP ",

alors

[l 0,015 mayy < [[w(0) | s ey eXP(CHU||Z£p71(07t;Loo(Rd)))-

Démonstration : D’apres la formule de Duhamel,

t
lu)ll ey < w0l @ey + lel | Mw(m)P~ ul(r)| o ey dr
0

t
< O sy + I [ ) g [ it

d’apres le théoreme I1.1. On conclut par le lemme de Gronwall. |

Ce résultat montre la persistence de régularité des solutions : les temps d’existence de so-
lutions fortes dans des espaces H* d’indice différents sont les mémes ! Il permet notamment de
justifier de lois de conservation ; par exemple, la conservation de la norme L? pour les solutions
fortes de I’équation (11.6).
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Proposition 1I1.2

Soit u € S8°([0,T] x R;C) une solution forte dans L*(R) de (IL.6). Alors ||u(t)]| 12 est
indépendante de t.

Démonstration: On peut invoquer un argument de connexité pour se ramener a un probléme local.
En effet, I’ensemble

A={t€[0,T];Vs <t, [[u(t)l|L2m) = [[w(0)[|L2(r)}

contient 0 et il est fermé puisque u € €' (0, T; L?(R)). Pour montrer qu’il est égal a [0, T il reste
a montrer qu’il est ouvert dans [0, 7. Il suffit par translation de montrer qu’il existe ¢ > 0 tel
que [0,t] C A. Si on savait que u € .7 ([0, T] x R; C)), on pourrait faire le calcul suivant :

(;it/|u(t,x)|2dx: 2Re/u(t,x)0tu(t,x) dx =

2Re <i/u(t,x)Au(t,x) +,u|u(t,x)|3dx> =0.

Pour u « seulement » dans S°([0, 7] x R;C) ce calcul n’est pas justifié. Cependant, on peut
approcher ug dans L?(R) par une suite d’éléments u? de H*(R) avec s assez grand. D’aprés
le théoreme 11.5, il existe t > 0 et pour tout n € N, une solution forte u" € S°([0,t] x R;C)
de (IL.6) pour la donnée initiale ul}. De plus, u™ converge vers u dans S°([0,t] x R;C), et
en particulier dans €’(0,¢; L?(IR)). Pour montrer que [0,¢] C A, il suffit donc de montrer que
[u™(7)|| L(w) est indépendante de 7. Or d’apres la proposition IL1,

[

s @t < [u(0)]gs@ay exp(Cllu" (1720 Lo (may) -

Et puisque u" converge dans S°([0, {] xR; C), [[u" | 140 1, 1< (r)) est bornée, et donc [|u"|| £2(0 4,15 (r))
aussi. Donc u™ appartient 2 €°(0, t; H*(R?)) et donc, sans pour autant avoir u” € . ([0, 7] x
R; C)), on peut avoir u" € €2([0,T] x R;C)) en prenant s assez grand au départ. |

Théoreme I1.7

Soit ug € L*(R). Quel que soit T' > 0 il existe un unique u € S°([0,T] x R; C) solution
forte dans L*(R; C) de (I1.6) pour la donnée initiale ug. En outre I’application uy +— u €
S8°([0, T x R; C) est continue. Autrement dit, (I1.6) est globalement bien posée dans L*(R).

Démonstration : Appliquer le théoréeme IL.5 de fagon répétée sur une subdivision de [0, T'] en inter-
valles assez petits en fonction de [|uol| 12 (r)- [ |

On peut parfois utiliser une autre loi de conservation, comme celle de 1’énergie dans les cas
défocalisants (1 = 1),

1 2
Bl = [ 3IVult ) + —lule 0 dx,

qui contrdle évidemment la norme H*.
Théoreme I1.8

L’équation NLS cubique défocalisante en dimension 2 est globalement bien posée dans
| H'(R?).

Citons pour finir un résultat global pour KdV.
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Théoreme I1.9 (Kenig-Ponce-Vega)

L’équation de KdV avec une non-linéarité quadratique est globalement bien posée dans
H*(R) quel que soit s > 1.




Chapitre 111

Symétries et lois de conservation

Dans ce chapitre on va s’intéresser plus particulierement aux propriétés algébriques des
EDP rencontrées précédemment.

1 Groupes de symétrie des EDP

Commencgons par quelques définitions tres générales.
Définition III1.1

Considérons une EDP abstraite

(I1I.1) F(x,u,du,--- ,d™u) = 0,

dans laquelle
u: R¢ — R»
x  — u(x)

désigne la fonction inconnue, et pour tout k < m (un entier au moins égal a 1), d*u est la
différentielle d’ordre k de u. On supposera la fonction

F:QxUxZR4ERY) x --- 25 (RER) — R”

de classe € (voire analytique), o1 ) x U est un ouvert de R? x R".

Un groupe de symétrie de (III.1) est un groupe local de transformations agissant sur un
ouvert de R? x R™ et laissant invariant I’ensemble des solutions (réguliéres : tous les calculs
sont autorisés !).

Un groupe local de transformations est donné par I’action d’un groupe de Lie G (c’est-
a-dire un groupe qui soit aussi une variété différentiable, de telle sorte que les applications'
(g,h) — gh et g — g~ ! soient réguliéres) : I’action de groupe définit, pour tout g voisin de
I’élément neutre e de G, pour tout (x,u) € Q x U de R? x R", un élément g - (x, 1), avec
les propriétés suivantes :

e quel que soit (x,u) € 2 x U, e- (x,u) = (x,u),

e quel que soit (x,u) € 2 x U, pour tous g, h voisins de e dans G, g - (h - (x,u)) =

(gh) - (x, ).

Le théoreme d’inversion locale montre que pour une fonction réguliére x — u(x), et

pour g € G voisin de e, il existe localement une fonction X — u(x) telle que

g9-(xuX) = (x,u(x)).

43
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L’ensemble des solutions de I’EDP est dit invariant par I’action du groupe G si, pour toute
solution réguliére u, toute fonction u obtenue comme si dessus aussi solution.

Lorsque G est de dimension 1, on dit qu’on a un groupe de transformations a un pa-
rametre. On définit son générateur infinitésimal comme le champ de vecteurs dans 2 x U :

d
vix,u) = —(g-(x,u)),_, € RY x R™.
11 est d’usage de noter

I BN
V_;fia_@+;¢ja_w

si v a pour composantes (&1, -+ ,£q, 1, , On)-

Exemples

Invariance par translation : Une EDP a coefficients indépendants d’une variable x; est inva-
riante par translation z; — x; + a, quel que soit @ € R. Ainsi R, muni de 1’addition, est
un groupe de symétrie, de générateur infinitésimal J,,. Son action est simplement définie
par

a-(x,u)=(x1, - ,x;+a,--- ,xq,0).

Invariance par changement d’échelle : L’équation de KdV

(I11.2) O+ 02

U = U0,

admet R comme groupe de symétrie, pour I’action
M- (t,m,u) = (Nt A, A\ 2u)

de générateur infinitésimal
10, + 30y — 2u0, .

Dans le cas de (NLS) algébrique

(I11.3) 10+ Au = plulPu,

on trouve comme générateur de I’invariance par changement d’échelle
20, + 20, — 2/(p — 1)ud,

tandis que pour (NLW) algébrique

(1I1.4) Oiu — A Au = plulPu,

c’est
20y + 10y —2/(p — 1)ud, .

Invariance par changement de référentiel : L’équation (III.2) admet aussi (R, +) comme groupe
de symétrie pour I’action définie par

a-(t,x,u) = (t,z+at,u —a),

de générateur infinitésimal 0, — 0,,.
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Invariance par rotation : Le laplacien étant invariant par rotation, les équations de NLS et
NLW le sont également. En dimension d = 2 par exemple, cela se traduit par I’invariance
sous I’action de (R, +) définie par :

a-(t,x,y,u) = (t,rcosa —ysina,rsina + ycosa,u),

de générateur infinitésimal —yd, + x0,.

Invariance par rotation de phase : L’équation (III.3) est invariante par 1’action de R définie

par

0-u=-e’u,

dont le générateur infinitésimal est (ud,.

Remarque I11.1

Attention, diverses autres symétries peuvent exister, qui ne rentrent pas dans le cadre des
symétries a un parameétre. C’est le cas notamment de 1’inversion du sens du temps, t — —t
(avec u — wu pour NLS), et de symétries plus compliquées (conforme, pseudo-conforme,
Lorentz, cf [14, pp. 114-115]).

Il existe une méthode générale pour calculer tous les groupes de symétrie a un parametre
d’une EDP donnée. L’idée de départ est simple : elle consiste a considérer I’EDP comme un
objet géométrique dans I’espace EX™™ = R? x R" x Z (R4 R?) x - - - £3 (R4 R™). Un rapide
calcul de la dimension de cet espace montre que la mise en ceuvre de la méthode devient vite
effroyablement technique lorsque d, n ou m augmentent. Mais par exemple pour 1’équation de
KdV (II.2),ou d = 1, n = 1, m = 3, elle permet de montrer assez facilement que les seuls
groupes de symétrie sont ceux que nous avons mis en évidence (invariance par translation en ¢
et en z, invariance par changement d’échelle et invariance par changement de référentiel).

Avant d’énoncer le théoreme général, voyons le cas d’une équation différentielle ordinaire
autonome

(IIL.5) —u=f(u),

et d’un champ

ou les ¢; sont fonction de u seulement. L’équation (II1.5) est invariante sous I’action du groupe
de symétries de générateur infinitésimal v si pour toute solution u, pour tout g € G, la fonction
u:t— u(t) :=g-u(t) est encore solution. Par dérivation par rapport a g on en déduit

d

(111.6) &V(u) = df(u) - v(u).

Il est d’usage, en regardant v comme un opérateur différentiel, de noter le second membre de
cette égalité comme v(f)(u), de sorte que v(f) désigne la fonction

GRTED SOFLEt
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(Ainsi, au lieu de v(u), il faudrait noter v(Id)(u) : on identifie souvent les deux notations.)
Quant au membre de gauche de (II1.6), sa k-ieme composante est

5¢k o
Z (’3u]

ou v = duy /dt. Ainsi, une condition nécessaire pour I’invariance de (II1.5) s’écrit de fagon
purement algébrique

" 90

Théoréme I11.1

Soit une EDP de la forme (IlI.1), ot F' est une fonction analytique de tous ses arguments.
On suppose en outre qu’elle est de rang maximal (c’est-a-dire que la différentielle de F' est
de rang n en tout point de £4™™ o F' s’annule), et qu’en tout point (d’un ouvert) de E-™™
il existe au moins une direction non caractéristique. Un champ de vecteurs

N R
:Zfia—xi‘f';ﬁbja—uj

=1

est le générateur infinitésimal d’un groupe de symétrie pour (III.1) si et seulement si, quel
que soit (x,u, - - ,ul™) ¢ £&nm,

F(Xaua"' ’u(m)) =0 = pr(m)V(F)(Xaua"' ’u(m)) = 07

otl pr'™v désigne le champ de vecteurs prolongé a I’ordre m, défini par :

pr V:V—l—z Z ¢J8u
J,a

Jj=1 1<]a|<m

avec

d d
ou; ou;
a oo d™a) = D° ._E it E B
¢] (Xa u, dua 7d u) <¢J - 52 8:1:1) + - 51 aﬂfl

Ci-dessus, D désigne la dérivée totale pour le multi-indice «, lorsque les &; et ¢; sont
évaluées en (x,u(x),du(x), - - ,d™u(x)), et u; o = 0%u;.

Exemples d’application
e La condition obtenue plus haut est un cas particulier du théoréme, avec d = 1, m = 1,

& =0,
F(u7 u/) =u' — f<u) ) V(Fk) = _V<fk) )

09
Z .05 = Doy = Z&;

M%@m:%—WM-
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e Pour I’équation de KdV (II1.2), on a d = 2 (le temps ¢ comptant pour une dimension et
I’espace x pour une autre), n = 1, m = 3,

F(“a Uty Uy, uxa::v) = Ut + Ugge — Ully .

Un champ
v =0, + 70, + 90,

est le générateur infinitésimal d’un groupe de symétrie de (II1.2) si
(111.7) ¢r + " — puy —ug” = 0
pour tout (u, U, Uy, Ugy,) tel que uy + Uppy — uu, = 0, avec
¢ = Di(¢ — §uy — Tup) + &gy + Tuy = ¢p — ey + (Pu — T) Uy — Upt&y — Tu(ut)2 )
0" 1= Dy — Ettg — Tg) + Ellge + Tty = g — Uy T+ (Pu — Ea )l — Uge Ty — EulUs)?
¢a:mc = Di((b - fu:ﬁ - Tut) + Sumcxx + TUggzt =
Diqﬁ — uxDif — utDiT — BUMD?C,S — BUprp D€ — 3utxD:267' — U DT .

En remplagant u, par ut, — Uy, (ainsi que uy, par (Ui, — Ugg, ), €tC.) on peut tout
écrire avec les « variables dépendantes » u, u;, U, €t u,.,, €t en collectant les différents
facteurs dans (I11.7), on peut montrer successivement (cf [12, p. 126]) que

1. le coefficient 7 ne dépend que de ¢,
2. le coefficient £ ne dépend que de (¢, z),
3. ils sont reliés par I’équation 7; = 3¢,

4. le coefficient ¢ est linéaire en u et vérifie I’équation
¢t+¢zzx_u¢x =0,

5. etqu’enfin
_€t+<¢u_7-t)_(¢u_£x)—¢ = 0.

On en déduit qu’il existe quatre constantes ¢;, 7 = 1, ..., 4, tels que
E=c1t+cest+cr, T=co+ 3e4t, ¢ = —c3 — 2c4u,
c’est-a-dire que
vV =10, + 20; + c3(t0, — 0y) + c4(x0, + 3t0; — 2ud,) .

Remarque II1.2

Une fagon équivalente d’écrire le champ prolongé est

d
pr™v = pri™vg + Z &Di,
=1
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ou

Z" 0 4 Ou;
— [P . = - — . J
- j:1 Q] auj ) Qj . ¢] ;1 52 axl 9

et D; est la dérivée totale par rapport a x;, qui s écrit explicitement

OU;j o
D; = axz ZZ s 8%&

Symétries généralisées Comme on peut le voir sur I’équation de KdV, les groupes de symétries
au sens ci-dessus sont assez peu nombreux. C’est d’autant plus étonnant que cette équation est
connue pour admettre une infinité de lois de conservation, et que (par le théoreme de Noether
généralisé que 1’on évoquera plus loin), les lois de conservation sont associées a des symétries.
Ceci nous incite a admettre des symétries généralisées, pour lequel les coefficients du champ
v sont autorisés a dépendre non seulement de (x, u), mais aussi des dérivées de u, en nombre
fini.

Définition II1.2

A un champ de vecteurs généralisé

d

0 u 0
= Z&@_xl +Z;¢j8—uj
=

=1

on associe le champ dit évolutionnaire

D o,
VQ:ZQja_uj’ Qj 3:¢j—z&axz-
=1 i=1

On définit leurs prolongements par

d n
prv = prvg + Z&Di, prvg = ZZ(Dan)a%,
i=1 =1 «

7,

ou DY = id.

Théoreme II1.2
Sous les hypotheses du théoreme 1I1.1, un champ de vecteurs généralisé v est le générateur
d’un groupe de symétrie généralisé pour (II1.1) si et seulement si, quel que soit (x, u, - - - ,ul™),

F(x,u,--- 7u(m)) =0 = pv(F)(x,u,--- ’u(m)) ~0,
ou de fagcon équivalente,

F(Xvua"' ,u(m)) =0 = pl‘VQ(F)(X,U,--- ,u(m)) = 0.
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On voit qu’il « suffit » de considérer le représentant évolutionnaire v de v. Cela vaut aussi
pour les champs de vecteurs standard : par exemple, le champ v = —0,, a comme représentant
évolutionnaire v = u,0,. Cependant, il s’avere que la notion de symétrie généralisée n’a
d’intérét que pour les EDP, c’est-a-dire pour d > 2. En effet, si v est un champ de vecteurs

généralisé, son représentant évolutionnaire v correspond a une symétrie généralis€e pour une

EDO
du

— = f(t
dt ( Y u)
si et seulement le champ de vecteurs standard
"0
2 Qg
=1 !

ou @ est obtenu a partir de () en substituant f(¢,u) a u’, etc., correspond a une symétrie ordi-
naire.

Pour les EDP d’évolution, le théoreme II1.2 peut se reformuler en terme de crochets de Lie.
Définition IIL.3

Soit des champs de vecteurs (standard)

_ 0 u 0
V= Qb'_, W = ¢'—7
; ]an — ]8uj

j=
ou les ¢; et 1); sont fonction de u seulement. Leur crochet de Lie est Ie champ de vecteurs

~x~ (0% 09\ 0

j=1 i=1 t

Avec la notation introduite plus haut, on peut aussi écrire

vowl = 3 (v(wy) — w(ey) %

Jj=1

et I’on observe que pour toute fonction réguliere f : U — R,

v, wi(f) = v(w(f)) = w(v(f)).

Pour des champs de vecteurs généralisés v et w, le crochet de Lie est le champ de vec-
teurs généralisé [v,w] tel que pour toute fonction réguliére f : Q x U x Z(R%R") x
- 28 (RYGR™) — R (avec m assez grand),

pr[v, w](f) = prv(prw(f)) — prw(prv(f)).

Siv =vgetw = vg, alors [v,w| = vg avec

Sj = prvg(R;) — prve(Q;) .
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Théoreme I11.3
Soit une EDP d’évolution
0
(I1L.8) 8—‘; = P(x,u,duy,...,d™),

ot P : £¥mm — R™ est réguliére et d désigne la différentiation par rapport a x seulement.
Soit le champ de vecteurs généralisé

- 9
vr= 2 Pigg
=1 !

ou (P,...,P,) sont les composantes de P. Un autre champ de vecteurs généralisé

D
vo=2 Qi
j=1 g

ou les (); dépendent de (t,x,u) et des dérivées de u, est le générateur infinitésimal d’un
groupe de de symétries généralisées de (I11.8) si et seulement si

ov
8_tQ + [VP,VQ] =0.

Démonstration: D’apres le théoreme IIL1.2, une condition nécessaire et suffisante pour que vg
définisse une symétrie généralisée est

D:Qj =prvo(Py), j=1,...,n.

En efffet, ici F'(¢,x, x, u,ul®, ..., u(m)) = u; — Pz, x,u,ulV .. u(m)) et (puisque P ne
dépend pas de t) il n’y a pas d’autre multi-indice avec un premier coefficient non nul que o =
(1,0,...,0) dans
n
oF
2.2 DQ) 5 —.
j=1 « ),

Or par définition de la dérivée totale,

o OQJ - 8uk7a an B 8Q] i a m 8Qj

pour u solution de (II1.8), et donc

D:Q; = 0;Q; + prvp(Q;).

Remarque I11.3

Puisque le crochet de Lie est antisymétrique, on voit en particulier que v p est le générateur
infinitésimal d’un groupe de symétries généralisées de (I1I1.8). Cependant, cette symétrie
n’est rien d’autre que I’invariance par translation en t ! (diie au fait que P ne dépend pas de



2. LOIS DE CONSERVATION 51

t). En effet, le champ —0, admet comme représentant évolutionnaire
> iy
Wi s ——
' ]7t auj ?
Jj=1

qui coincide avec v p sur I’ensemble des solutions de (111.8).

2 Lois de conservation

Définition II1.4
Une loi de conservation (locale) pour une EDP abstraite de la forme (Ill.1) est une EDP
« sous forme divergence »

Diei+--- 4+ Dgeqg = 0,

vérifiée par toutes les solutions régulieres de (I1II.1), les D; désignant (comme plus haut)
les dérivées totales. On notera aussi Dive = 0, oll e est la fonction a valeurs dans R¢ de
composantes ey, . .., eq. En particulier, pour une équation d’évolution de la forme (I11.8),
une loi de conservation s’écrit

D;e 4+ Divq = 0,
ou Div désigne la divergence totale dans les variables spatiales. On dit que e est une densité
conservée et que q = (q1, - . ., qq) est son flux. Par suite, la quantité

E(t) = /Qe(t,x, u(t,x),...)dx

est indépendante de t lorsque u est une solution régulicre de (I11.1) tendant vers 0 ainsi que
toutes ses dérivées lorsque x s’approche de 0f).

Remarque I11.4
Pour une EDO, une densité conservée n’est rien d’autre qu’une intégrale premicre.

Exemples
e [’équation (II1.2) est elle-méme une loi de conservation

Dyu+ D, (07,u — 1u?) = 0.
Il en de méme pour I’équation de KdV généralisée :
Dyu + D, (0% u — f(u)) = 0.
Cette équation admet aussi comme loi de conservation
Dy(u?) + D, (u0Z,u — 1(0,u)* — F(u)) = 0,

ou F' est une primitive de u — wuf’(u).
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e [’équation (II1.3) admet (notamment) comme lois de conservation
D,|ul? + Div(Im(aVu)) =
dont on verra qu’elle est liée a I’invariance par rotation de phase,
D, (Im(@yu)) + DivRe(ApuVa) — Dk(i Aluf) =0, k=1,....d,

liées a I’invariance par translation en espace, et

( |Vul|® + |p+1) +ZDk( Im(92,udpu) 4 plulP~ Im(u@ku)) =0,

liée a I’invariance par translation en temps.
e [’équation (III.4) admet comme lois de conservation

d
1 1 _
D (3100 + 4T+ ) - S DeRelodia) = 0,
k=1

I — 1 21
D;(Re(0;0ru)) — DivRe(0ruVu) 4+ Dy, (502|Vu|2 _ —|8 ul? + e |u|p+1) —0,

pourk=1,..., d.

3 Formalisme Hamiltonien et théoreme de Noether

3.1 EDO

Considérons un systeme d’équations différentielles ordinaires dans R™ x R", de la forme

¢

dg; _ G_H( )
(II1.9)
dp; _ _8_H<q p)
dt an ’ ’
\

ou le Hamiltonien H : R™ x R® — R sera supposé de classe €*°. Les solutions de (II1.9)
décrivent les courbes intégrales du champ de vecteurs hamiltonien

Plus généralement, a toute fonction £ : R x R" x R®™ — R réguliere, on peut lui associer le
champ de vecteur hamiltonien
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Il s’avere que les intégrales premieres de (II11.9) sont intimement liées aux groupes de symétrie
engendré par les champs de vecteurs hamiltoniens. Tout d’abord, d’apres le théoreme I11.3, un
champ v est le générateur infinitésimal d’un groupe de symétries a un parametre pour (II1.9)
si et seulement si 9o
VE ~ o~
— + [VH,VE] = 0.

ot

Ensuite, le crochet de Lie [V, Vg| est relié au crochet de Poisson des fonctions H et E.
Définition IIL.5

Le crochet de Poisson (associé a forme symplectique ;dg; A dp;) de deux fonctions
régulicres E: R x R" x R" — R, K : R x R" x R" — R, est défini par

On constate ainsi que quelles que soient les fonctions régulieres E et f,
ve(f) ={f. E},
d’o
Vi, VEl(f) = Vva(Ve(f) = Ve(Vu(f) = {f.EYL HY — {{f. H}, E} = {f {E, H}}

d’apres 'identité de Jacobi, et par conséquent
[Vu, Vel = VigHy .

Enfin, le calcul différentiel élémentaire montre que si £ est une intégrale premicre de (I11.9)

alors
—+{E H}! = 0.
81; { Y }

Proposition II1.1

Si E est une intégrale premiére de (I11.9) alors Vg est le générateur infinitésimal d’un groupe
de symétries a un parametre pour (I11.9).

La réciproque est « presque » vraie (aux fonctions Casimir pres, qui pour la forme sym-
plectique ;dg; A dp; sont simplement les fonctions constantes : par définition, une fonction
Casimir C vérifie {C, f} = 0 quelle que soit la fonction réguliere f).

Théoreme II1.4 (Noether)
Soit E : R x R™ x R" — R réguliére. Le champ hamiltonien associé Vg est le générateur

infinitésimal d’un groupe de symétries a un parametre pour (IIL.9) si et seulement s’il existe
une fonction C : t — C(t) € R telle que E := E — (' soit une intégrale premiére de (IIL.9).

Démonstration: Si E := E — C est une intégrale premiére de (IT1.9), alors Vi = Vg est le

générateur infinitésimal d’un groupe de symétries a un parametre pour (II11.9) d’apres la proposi-
tion précédente. Réciproquement, si Vg est le générateur infinitésimal d’un groupe de symétries
a un parametre pour (I11.9), on a

NE |~ A

ot + [V, Ve] = 0,
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c’est-a-dire
d’ou

{f, (. H}}

quelle que soit f. Donc + {E, H} dépend seulement de ¢. En appelant C' une primitive de
cette fonction de ¢ et E := E Cona

OF
E.H} =0
5 TiEH} =
et par conséquent E est une intégrale premiere de (I11.9). |
3.2 EDP

Le systeme d’EDO (I11.9) est le « prototype » de systeme hamiltonien en dimension finie : le

théoreme de Darboux (cf par exemple [12, p. 405]) affirme méme que c’est la forme canonique.

En dimension infinie, et plus spécialement pour des EDP d’évolution comme (II1.8), on peut

encore définir des structures hamiltoniennes, mais il n’y a pas de structure « canonique » . Ces
structures reposent sur deux notions concernant les fonctionnelles : le gradient variationnel et

le crochet de Poisson.
Définition I11.6

Soit
H: gdnm — R
(x,u,du,...,d™u) — H(x,u,du,...,d™u)

une fonction réguliére (¢*°). On appelle fonctionnelle associée a H I’application qui a toute
fonction u réguliére telle que H (x,u, du, ..., d™u) soit intégrable sur R¢ associe

Hu] = [ H(x,u,du,...,d"u)dx.

R4

Le gradient variationnel de .77 est la fonction

5% . gd,n,m N Rn
(X7 u, du, e ’dmu) — 6%(){7 u) du7 L ’dmu)
caractérisée par
d 6h
%‘9:0 - / 5‘%0(X7 u(X>7 du(x), - ,dmu<X)) : h(X) dx,

quel que soith € 2(R% R™).

Grace a des intégrations par parties, le gradient variationnel s’exprime a 1’aide de 1’ opérateur

d’Euler :

EH
o= |,
E.H
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OH
E.H=Y) (-1)lD* ( ) .
’ ; Ot

Exemple: sid=1,m=1,etH = H(u,u,),

0H 0H

Dans la suite, pour toute fonction u : R x R? — R™ assez réguliére, on notera simplement

0.7 |u] la fonction

5] RxRY — R»
(t,x) +— 67(x,u(t,x),du(t,x),...,d™"u(t,x)),

la différentiation d ne portant que sur les variables spatiales (x).
Définition IIL.7

Une EDP d’évolution (111.8) admet une structure hamiltonienne s’il existe des applications
réguliéres J : E4m™ — R™ et H : E4™™ — R telles que Plu] = _# 55 [u], ¢’est-a-dire
telles que I’EDP s’écrive :

(I11.10) g—‘; = J6A],

ou ¢ est la fonctionnelle associée a H (cf Définition I11.6), et ¢ est I’opérateur différentiel
(éventuellement non-linéaire) défini par

(Fu)(x) = J(x,u(x),du(x),...,d"u(x)),

auquel on demande de vérifier les deux propriétés suivantes :

Anti-symétrie : pour tout couple de fonctionnelles (2, %),

/5Q[u]-/59?[u] = —/d@m]-/éc@[u}

pour toute fonction u réguliere telle que les deux membres de 1’égalité soient bien
définis. Autrement dit, le crochet { , } définissant la fonctionnelle { 2, %} par

(2.2) = [ 62 st

est antisymétrique.

Identité de Jacobi : Ie crochet défini ci-dessus vérifie, pour tout triplet de fonctionnelles

(2,%,.7),
{22, 7}y +{Z. {7, 2}} +{7.{2.Z}} =0.

Ainsi { , } est un crochet de Poisson.

Remarque IIL.5

T
Pour vérifier I’anti-symétrie de {, }, il suffit de vérifier que ¢ est un opérateur anti-
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symétrique sur L?(R%; R"), voir [12, Ex. 5.42, p. 385]. C’est en général assez facile. En
revanche, il est beaucoup plus délicat de vérifier I’identité de Jacobi, sauf si J ne dépend
en fait pas de u ni des d*u, auquel cas I’identité de Jacobi est automatique dés que 1’on a
I’antisymétrie (voir [12, p. 438]).

Exemples de structures hamiltoniennes
KdV : L’équation de KdV généralisée

O+ 02 u =0, f(u)

TTrx

s’écrit

o= 705 u
avec # =D et
H () = 5 () + Flw),

ou [ est une primitive de f. En effet,
65| = —0% u+ f(u).

Dans le cas particulier f(u) = u?/2, une autre formulation hamiltonienne, moins « natu-
relle » est obtenue avec H(u) = u?/2 et

. 2 1
=-D3+ ZuD, + -u,.
4 x+3u +3u

L’antisymétrie de ¢ se vérifie aisément par des intégrations par parties. Pour 1’identité
de Jacobi, voir [12, p. 442] (ceci demande d’assimiler quelques outils au préalable !).

NLS : L’équation de Schrodinger non-linéaire
i+ Au = f(u)
s’écrit aussi en identifiant C 3 R? comme

O = J(—Au+ f(u), J:= ( Y > .

Par suite, si f(u) = V,V (u), on obtient la formulation hamiltonienne :

8tu = J&%ﬂ[u] s
avec .
H(u) = 5(10ull® + 19,ul) + V(u),
ol || - || désigne la norme euclidienne dans R?,
Remarque I11.6

Pour une EDP hamiltonienne (I11.10) dans laquelle le hamiltonien ne dépend pas de t, la
fonctionnelle ¢ est (au moins formellement) conservée le long des solutions. En effet, si
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uc (0, T, 2(R:GRY)),

%%ﬂm _ /5%[u]-8tu _ /5%@]-/5%[11] 0.

un cas particulier du théoréeme de Noether généralisé.

Ainsi I'invariance de (I11.10) par translation en t est reliée a la conservation de ¢ : ceci est

Etant donné I’ opérateur ¥, on peut associer a chaque fonctionnelle % un champ de vecteurs

hamiltonien généralisé

Vo= Y Qge. Q= (S0,

On peut ensuite faire agir le prolongement de ce champ Vv sur les fonctionnelles &2 en posant

prve () = /prQ%(P).

Lemme II1.1
Si ¢ définit un crochet de Poisson {, }, on a

(D) = {2, ).

Démonstration : Ceci repose sur 1’observation cruciale suivante, que 1’on admettra dans le cas
général (voir [12, p. 367]) : pour tout couple d’applications régulieres P, R : £4™™ — R,
il existe des applications A1, ..., A4 telles que

n d
pI'VQ(P) = ZQjEjP"i‘ZDkAk'
j=1 k=1

Ci-dessus, F; désigne I'opérateur d’Euler. Dans le cas particulier d = 1, m = 1, et H =
H (u,uy), on voit facilement d’ou vient la formule :

oP oP oP
prvg(P) = Q% + (DxQ)aium = QEP+ D, (Qaur)
puisque
0P oP

Ainsi, les dérivées exactes ne contribuant pas a I’intégrale, on a
n
prvy(P) = /per(P) = /ZQjEjP = /5@-/59?
j=1

puisque Q; = ( F %) et E;P = (62);.

Théoreme II1.5 (Noether généralisé)

| Soit R : £4™™ — R réguliére. Le champ hamiltonien généralisé V4 est le générateur infi-
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nitésimal d’un groupe de symétries généralisées a un parametre pour I’EDP hamiltonienne
(I11.10) si et seulement s’il existe € : t — € (t) telle que 76 (t) = 0 quel que soitt € R

et# = X — ¢ soit conservée le long des solutions de (I11.10).

Démonstration : La démonstration est calquée sur celle du théoréme de Noether en dimension finie.
D’apres le théoreme I11.3, une condition nécessaire et suffisante pour que V4 soit le générateur
infinitésimal d’un groupe de symétries généralisées a un parametre est

Ng .
- + Ve, V| = 0 .
5 T Ve Val
Or on vérifie (cf [12, p. 447]) a I’aide des définitions des crochet de Lie et de Poisson, du lemme
III.1 et de I’identité de Jacobi que

Vo Va) = Vigry -
Donc la condition s’ écrit

Voz ary = 0

d’ou
0

quelle que soit la fonctionnelle &2. Ceci équivaut a ce que % + {Z#, .} soit une fonctionnelle

(5.2 () =

% (t) vérifiant J € (t) = 0. En appelant €'(t) une fonctionnelle obtenue en intégrant ¢ par
rapport a t, et #Z := % — €, on obtient la condition équivalente

O
— +{Z%, ¢} =0
gy TWAY =0,
qui signifie précisément que Z est une quantité conservée le long des solutions de (II1.10). |

Exemples.

Invariance par translation en temps. Le théoréme de Noether confirme le lien entre la conser-
vation de I’énergie .77 et ’invariance par translation en ¢. En effet, le groupe de symétrie
associé a I’invariance par translation en ¢ a comme représentant évolutionnaire

u By = (FOHN)) 0y = Vo .

Invariance par translation en espace. Dans le cas monodimensionnel d = 1, n = 1, le groupe
de symétrie associé a I’invariance par translation en x a comme représentant évolutionnaire
uz0,. Lorsque # = D, (comme pour KdV), il s’écrit comme un champ de vecteurs
hamiltonien généralisé vV, avec Z = 3 [ u?. En effet, 6%[u] = u, et par conséquent
u, = _Z0%[u]. On voit ainsi que I’invariance par translation en z est liée a la conserva-
tion de la norme L2.

En dimension supérieure, pour chaque & € {1,...,d}, le représentant évolutionnaire
associé a I’invariance par translation en x, est Z?Zl Uj 2, O, - En particulier pour n = 2 et
¥ = —i(comme c’est le cas pour NLS), on a u,, = _#6%[u| avec Ry [u] = Im(Tu,, ).

Invariance par rotation de phase, (pour (NLS) algébrique par exemple). Le champ de vec-
teurs généralisé correspondant est —iud,, soit en coordonnées réelles, u20,, — u10,, =

Vazavec Z =3 [|lu? si 7 = —i.
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Autres invariances pour KdV. On a déja vu deux formulations hamiltoniennes pour KdV.
Dans la premiere, pour laquelle ¢ = D,, les fonctionnelles Casimir (qui satisfont
8¢ = 0) sont proportionnelles a la masse M = [wu. Cette derniére est donc
conservée (ce qui se voit bien slir directement sur la forme conservative de 1’EDP).
D’autre part, on a vu que KdV était invariante par le groupe de symétrie engendré par
t0, — 0, (invariance par changement de référentiel), dont le représentant évolutionnaire
est —(1 + tu,)0,. En observant que 1 + tu, = D,02%[u] avec R = zu + 3tu?, et en uti-
lisant la conservation de la norme L? (associée a I’invariance par translation en x), on en
déduit que le moment d’ordre 1 de toute solution u, [ zu(t,z)dz est une fonction affine
de t.

Quant a I'invariance par changement d’échelle, elle ne donne rien dans la formulation
avec ¢ = D, (c’est-a-dire que pour le représentant évolutionnaire ()0, de 0, + 3t0; —
2u0,, on ne peut pas écrire Q[u| = D,dZ[u]), tandis qu’elle redonne le moment d’ordre
1 dans la formulation avec _# = —D3 + 2uD, + $u,.

Cependant, on peut obtenir de nouvelles lois de conservation en « jonglant » avec les deux
structures hamiltoniennes. En effet, la partie « facile » du théoreme de Noether permet
(re)trouver une nouvelle symétrie, associée a ()0, avec

Qlu] = (—Di + %qu + %um) (—um + %UQ) ,
(on rappelle que —u,, + su® = 6. [u] avec H (u,u,) = 5(u,)? + $u®), et il s’avére que
Qlu] = D0 Z[u]

pour une nouvelle fonctionnelle %, qui est donc conservée. (Tous calculs faits, Q[u] =

5 10 5.9 _ 1,2 , 5,2, 5 4
Uggaze — 3UWlzze — 3 Uslae T gU U, € Rlu] = Jus, + guug + =u’.)
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Chapitre IV

Solitons

On a vu au chapitre précédent que les principales équations dispersives étudiées dans ce
cours étaient dotées de (nombreuses) structures hamiltoniennes, symétries, et lois de conserva-
tion. Elles ont un autre point commum remarquable : celui d’admettre des solutions exactes tres
particulieres, que I’on appelle solitons. Le terme « soliton » a été inventé dans les années 1960,
a partir d’ « onde solitaire » (terme déja employé par Boussinesq en 1871) et du suffixe -on
qui rappelle celui des particules élémentaires car les solitons sont remarquablement stables aux
interactions. L’ objectif de ce chapitre est de donner quelques résultats concernant 1’existence et
la stabilité des solitons, en dimension 1 d’espace.

1 Existence des solitons

Une onde solitaire est une onde plane progressive « localisée » , c’est-a-dire qu’elle a des
limites en —oo et +00 et que ces limites sont les mémes (généralement ). Comme toutes les
ondes planes progressives les ondes solitaires sont définies a 1’aide de leur profil et de leur
vitesse, qui est un scalaire en dimension 1 d’espace. Ainsi un soliton de profil U et de vitesse o
est une fonction de la forme

u(t,z) =U(x —ot) avec lim U(§) = Uy,
E—*oo
cette limite étant atteinte « rapidement » (en général exponentiellement vite), si bien que toutes
les dérivées de U tendent vers zéro a I’infini. Dans toute la suite on s’intéressera aux solitons
pour lesquels Uy, = 0. Pour I’équation de Schrodinger, les solitons relevent d’une définition un
peu plus générale, qui autorise la phase de la solution a se propager a une vitesse éventuellement
différente de o. Ainsi pour (NLS) algébrique

(Iv.1) 10w + Au = plulPtu,
un soliton est une solution de la forme

u(t,z) = gire=st) U(z —ot) avec lim U() =0,

E—*o0

et U a valeurs réelles : ceci est possible pour r = /2, car on trouve 1’équation de profil a
coefficients réels
U'+ (s —r)U — p|UP'U =0.

61
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Une facon « élémentaire » de montrer 1’existence d’un soliton est de calculer explicitement
son profil : ceci est possible pour certaines non-linéarités, et demande une certaine habileté
technique !

Exemples. Pour (NLS) cubique (p = 3) dans le cas focalisant (1 < 0), on vérifie que

U(e) - \/3:‘; sech(€v/a)

fournit une famille de solitons (avec o = r? — s). La fonction sécante hyperbolique est définie
comme sech(x) = 1/ch(x) et apparait trés souvent dans les formules explicites de solitons.
Considérons maintenant 1’équation de Korteweg-de Vries avec une non-linéarité quadra-
tique :
U + Uy + Uggy = 0.

(Attention le choix du signe devant la non-linéarité est opposé a celui du chapitre précédent :
ce changement est inoffensif puisqu’il revient a changer u en —wu.) Pour trouver des solutions
explicites, une premiere idée (comme pour 1I’équation de Burgers u; + uu, = 0) consiste a
chercher u comme la dérivée en x d’une nouvelle fonction inconnue p, de sorte que

1

La seconde idée (comme dans la transformation de Cole-Hopf pour I’équation de Burgers-Hopf
Uy + uu,; = u,,) est de chercher p sous la forme

Fy
b= CLF )
ou a est un parametre a déterminer. Apres calcul, on constate en effet que pour a = 12,

I’équation devant €tre satisfaite par F' se « réduit » a I’équation quadratique

Bien que cette derniere équation semble a premiere vue plus compliquée que (KdV), on en
trouve des solutions explicites en remarquant que 1’équation d’ Airy

Fy+ Frpw =0
admet des solutions ondes progressives vérifiant aussi
F? — F,Fpe=0.

Ainsi, pour tout @« € Retpourtouts € R, F(t,z) =1+ e~a(@=s)+o’t et solution de I’équation
quadratique ci-dessus, d’ou

p(t,z) = 12(log F), = 6a tanh(:(—a(z — s) + a’t)),
et la famille de solitons définie par

u(t,z) = 3a’sech’ (3 (—a(z — s) + a’t))
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Une approche un peu plus moderne pour démontrer 1’existence de solitons consiste a étudier
le portrait de phase de I’équation de profil. Prenons par exemple 1’équation de Korteweg-de
Vries généralisée

avec f(0) = 0. L’équation de profil
_UU/+ U/l/ — f(U)/

s’integre a vue en

U'=fU)+oU.

Cette équation différentielle du second ordre s’écrit dans le plan de phase {(U,U’)} comme le
systeme du premier ordre

U=V
(IV-3) { V= f(U) + U

Le fait que f s’annule en 0 assure que (0, 0) est un point fixe. Les solitons, s’ils existent, corres-
pondent a des orbites homoclines au point fixe (0, 0). Ce dernier doit donc étre un point selle,
ce qui demande f'(0) + o > 0, et il doit exister un autre point fixe (u.,0) (a I'intérieur de la
séparatrice consistée par 1’orbite homocline) qui soit un centre, et donc tel que f'(u,) + o < 0.
C’est le cas dans I’exemple vu précédemment : f(u) = —u*/2, 0 > 0, u, = 20. On constate
en outre que le systeme (IV.3) admet comme intégrale premiere

V2 _ F(U) - LoU?,

ou F est une primitive de f. Le point (u,,,0) ot I’orbite homocline, si elle existe, coupe I’axe
des U doit donc étre tel que

F(uy) — F(0) — oul, = 0.

Dans I’exemple, F'(U) = —%u?’, et u,, = 30 : on retrouve ainsi presque sans calcul la valeur
de I’amplitude du soliton (dont on constate qu’elle est d’autant plus grande que le soliton est
rapide).

Le fait que 1’équation de profil admette une intégrale premiere, et soit méme hamiltonien,
n’est pas un hasard, comme le montre le résultat abstrait suivant.

Proposition IV.1 (Benjamin)

Considérons une EDP hamiltonienne en dimension 1 d’espace
ou= géAul,

avec ¢ = D,J, ou J est une matrice symétrique inversible telle qu’il existe une fonction-
nelle (associée a I'invariance par translation en x) % : u+— #[u] = [ I(u) vérifiant

u=—-JiI[u].

On suppose que 77 ne dépend que de u et u,. Alors
e Jes solutions de I’EDP vérifient une loi de conservation

It+Sx:07
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el U
~_

FIG. IV.1 — Portrait de phase présentant une orbite homocline

ou S est une fonction de u, u, et u,, ;

e [’équation de profil des solitons de vitesse o est I’équation d’Euler-Lagrange associée
au lagrangien H — ol. Le hamiltonien associé (et donc une intégrale premiere de
I’équation de profil) étant donné par S — o .

Démonstration: Cherchons d’abord S. On doit avoir
n
ol
Sp =T = Zw,. ~ 2 i,

Or si u est solution de I’EDP,
n
wje =Y Jji(EiH)q,
i=1
ou F; désigne I’opérateur d’Euler d’indice ¢ : puisque 57 ne dépend que de u et u,,
OH oOH
+ .
8um 811,1

E;H = —Dm(
En utilisant la symétrie de J et la définition de I, on en déduit
n
i=1
Par suite,

n
S:ZIQ(EZH H+Zu2$
=1

D’autre part, I’équation de profil s’écrit

’L.Z’

—oU’ = Js¢[U],

soit encore

I5(A# — o7\ U] = 0.
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Puisque J est inversible on obtient par intégration (en supposant 6(.#2 — o.#)[0] = 0)
(A —oI)U] =0,

c’est-a-dire
Ei(H—-0ol) =0, i=1,...,n.

Le hamiltonien associé a cette équation d’Euler-Lagrange est la transformée de Legendre du
lagrangien H — o1, c’est-a-dire (puisque I ne dépend pas de u,) la fonction

° OH
iwg— — (H—0l

exprimée en variables u; et p; = BBTH' Finalement, d’apres 1’équation de profil o E; H = E; 1 =

oI
ou;’
n n
> wi(EiH) = 0 Y u(El) = 201
i=1 i=1
puisque [ est quadratique (par définition). |

2 Stabilité des solitons

Commencgons par préciser différentes notions de stabilité.
Définition IV.1

Considérons une EDP d’évolution

(IV.4) du = P(u,u,,...,ul™),

et supposons qu’elle admette une solution stationnaire u (c’est-a-dire que P(u, u,, . . ., g(xm))
0) dans un espace fonctionnel X .

e On dit que u est stable dans X si, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour toute
donnée initiale uy € X telle que

lug —ullx < 7,

le probléme de Cauchy associé a (IV.4) admet une solution valant uy ent = 0, définie
pour toutt € R*, et vérifiant

Ju(t) —uflx < <.

e On dit que u est asymptotiquement stable si elle est stable et s’il existe g > 0 tel que,
pour toute donnée initiale uy € X telle que

lup —ullx < o,

la solution u(t) tend vers u lorsque t tend vers +o0.
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Meéme si un soliton n’est pas exactement une solution stationnaire. on peut toujours se ra-
mener a une solution stationnaire, pour un soliton de vitesse o, en faisant le changement de
référentiel (¢, x) — (t,z — ot). Cependant, puisque P ne dépend pas de x, (IV.4) est invariante
par translation en x, et par conséquent tout profil U de soliton est associé en fait a une infinité
de solitons obtenus par translations :

u(t,z) =U(z — ot + s) = Ug(x — ot).

(Attention, on utilise ici I’'indice s pour signifier une simple translation, et non une dérivation !)
Pour cette raison, on doit assouplir la notion de stabilité.

Définition IV.2

Une onde progressive u(t, x) = U(z — ot) solution de (IV.4) est dite orbitalement stable si,
pour tout € > 0, il existe 1 > 0 tel que, pour toute donnée initiale uy € X telle que

luo = Ullx < 7,

le probleme de Cauchy associé a (IV.4) admet une solution valant uy ent = 0, définie pour
toutt € R, et vérifiant

inIgHu(t) —Uyllx < e.

ELS

On considere désormais une EDP hamiltonienne
(IV.5) ou= g6 [u],

avec ¢ = D,J, ou J est une matrice symétrique inversible telle qu’il existe une fonctionnelle
(associée a I'invariance par translation en ) .# : u +— #[u] = [ I(u) vérifiant

u=—-JoIul.

On a vu dans la proposition IV.1 que les solitons u(¢,z) = U(z — ot) correspondaient a des
points critiques de la fonctionnelle .77 — 0.7, leur équation de profil s’écrivant

(IV.6) §(A —o7)U] = 0.

La fonctionnelle .7 — o.# étant conservée le long des solutions de (IV.5), si jamais U en est
un minimum local (dans un espace appropri€), on peut espérer 1’utiliser comme fonctionnelle
de Lyapunov pour démontrer la stabilité de u, qui équivaut a la stabilité de U comme solution
stationnaire de I’équation (IV.5) réécrite dans le référentiel se déplacant a la vitesse o, c’est-a-
dire

(IV.7) ou= _Jg6H —oI)|ul.

Mais comme on I’a suggéré ci-desssus, on s’attend seulement a de la stabilité orbitale, a cause
de I’invariance par translation en z. Et en effet, si I’on considere la hessienne de 7 — 0.7,
¢’est-a-dire I’application u +— 1’opérateur différentiel Hess (.7 — 0. )[u] défini par

A%(A — 0.7 )[u + 6h]
62 lo=0

= /h-Hess(%—U«ﬂ)[u]hv
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on constate par dérivation de 1’équation de profil que
Hess (# — oc.#)[UJU" = 0.

Par conséquent, U ne peut pas étre un minimum local strict de 5 — ¢.#. Au mieux, on peut
espérer une minoration du type

(A —0F)|u] - (H# —0)[U] > alju—Ul*

avec o > 0 dans un supplémentaire de la droite engendrée par U’. Avec une telle minora-
tion dans (U’)*, on pourrait conclure 2 la stabilité orbitale de U comme solution de (IV.7) en
« éliminant » le « probleme » lié a I’invariance par translation grace au résultat suivant.

Lemme IV.1

Soit U € H™(R;R™) avec m > 1. On note Uy : £ — U(& + s) ses translatés pour s € R,
qui sont aussi dans H™(R; R"). Il existe £y > 0 et une application de classe ¢!

7:V:={V e H"(R;R"); miﬂgHV —U|lgm < g0} — R
s€

telle que, pour tout’ V € V,
/VT(V) U = 0,
R

T(V,)=7(V)—r.

et pour toutr € R,

Démonstration : On commence par construire 7 au voisinage de U, en appliquant le théoréme des
fonctions implicites a I’application 7 : (£, V) — [V, - U’ au point (0, U). En effet, 7 est bien
définie et de classe € sur R x H™(R;R™) pour m > 1,etl’on a

1 e oT
T0.v) - [uv=[juE| -0 Few - [jupso.

—00

On obtient donc par le théoreme des fonctions implicites une application 7 définie sur un voisi-
nage Vo :={V; ||V = Ullgm < ep} de U et a valeurs dans un voisinage de 0 telle que

(/Vt-U’:O,VeVO, ]t|<a> — t=7(V).
R

Ensuite, si mingeg |V —Usg||lgm = [V —=Ug,y||lgm < o, 0onaévidemment |[V_s, —Ul|gm <
€o et I’on peut définir
T(V) = 7(V_s) — 50,

de sorte que
/ Vv U =0
puisque par définition de 7,
/V50+T(V_SO) U =0.

Pour vérifier que 7(V,) = 7(V) — r quels que soient 7 € Ret V € V, on observe que, si r € R
etV € V,alors V, € V, etsi mingeg ||V, — U, est atteint en tg, mingeg |V —Uj|| est atteint en
so = to—r. Parsuite, si |V, —Uy,||gm < €p,onad’une part 7(V,) = 7(V,_4,) —to et d’autre
part 7(V) = 7(V,_4,) — (to — r). En faisant la différence on en déduit, 7(V,) = 7(V) —r. 1
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Théoreéme IV.1

On suppose que U est une solution stationnaire de (IV.7) dans H™(R; R") avec m > 1,
telle qu’il existe o > 0 tel que

(H — o )] = (A — o F)[U] = a|u— Ul
pour tout u € (U’)*+ (I’orthogonal étant pris dans L*(R; R")) tel que
lu—Ullgm < no-

On suppose en outre que 7 est continue dans H™(R; R™) et que le probleme de Cauchy
pour (IV.7) est localement bien posé dans H™(R; R™). Alors U est une solution orbitalement
stable de (IV.7).

Démonstration : C’est une adaptation du théoreme de Lyapunov classique, utilisant le lemme TV.1
pour €liminer la « mauvaise » direction U’ liée a I’invariance par translation. On suppose sans
perte de généralité 19 < ¢ (le €9 du lemme), et qu’il existe 7" > 0 tel que pour toute donnée
initiale dans H™(R;R™) a distance au plus 7 de U I’équation (IV.7) admet une solution u €
% (0,T; H™). Soit

a:= (A —o.7)U] +anj.

On a par hypothese
inf {(%ﬂ 0 A)[V]; Ve (U, |V —Ullym = no} >a> (# —o7)U].
Par continuité de 7 — 0.7 etde V — V (v, il existe ) €]0, o] tel que pour tout V € H™ tel
que ||V — Ul|gm < n on ait
(H# —oF)[V]<a et |[Vv)y—=Ullgm < no.

Soit donc ug € H™ tel que |[ug — U||gm < 7. Puisque n < 19, 1’équation (IV.7) admet une
solution u € € (0, T; H™) vérifiant u(0) = uy, et I'on a pour tout ¢ € [0, 77,

a(t) = Ullgm <o,
ol I’on a noté pour simplifier
u(t) = u(t)r(u()) -
En effet, comme c’est vrai a ¢ = 0, s’il existait ¢; €]0,T] tel que
at) = Ullgm = no,

par le théoréme des valeurs intermédiaires et le principe de la borne supérieure il existerait ¢, €
10, t1] tel que

[a(t.) = Ullam = o,
et pour tout ¢ € [0, ¢,

a(t) = Ullgm <o

Donc par définition de a on aurait
(A —oF)u(t.)] = (H —oSF)ut)] = a,
tandis que pour tout ¢ € [0, .|,

(A —oF)ut)] = (# —oF)u)] = (H —oF)ug < a.
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Ceci contredirait la continuité de t — (7 — o.%)[u(t)].
On a donc pour tout ¢ € [0, 71,

(A — o F)A(t)] = (H — oI ult)] = (# — o) |ug) <a et |ut)—Ulgm <n0o.

On peut par conséquent repartir de u(7") comme donnée initiale en procédant comme ci-dessus :
ceci permet, en translatant la solution obtenue de 7(u(T")) en espace, de prolonger la solution du
probleme de départ a I’intervalle [T', 27| de telle fagon que pour tout ¢ € [T, 27,

(A —oF)ut)] = (H# —oF)[w] <a et [[u(t)r@ = Ullam <o,

ou 7i(t) = 7(u(T)) + 7(u(t)r(u(r)))- On montre ainsi successivement que u est définie pour
tout ¢ € R et vérifie

inf |u(t) — Usllgm < no.
inf [lu(t) = Usllam <mo -

Malheureusement, le théoeme IV.1 ne s’applique pas si Hess (.7 — 0.#)[U] a une direction
propre associée a une valeur propre négative, ce qui est généralement le cas pour les solitons !

Exemple. Reprenons I’équation de KdV (IV.2), pour laquelle

1 1
J=1, H(u,u,) = 5“3;"’17(“)7 I(u) :_EUQ’

ou F' est une primitive de f. La hessienne
L7 :=Hess (# — o F)U] = -0, + f(U) +o

est un opérateur de Sturm-Liouville, ayant la dérivée du profil U dans son noyau. Or, si U est un
soliton, U’ s’annule une fois, et la théorie de Sturm-Liouville montre que 0 (valeur propre as-
sociée a U’) n’est pas la plus petite valeur propre de L7 : il en existe exactement une strictement
négative.

Cependant, la « mauvaise » direction peut dans certains cas étre éliminée, en utilisant le fait
que les solitons sont paramétrés par leur vitesse. C’est 1’objet du résultat suivant.

Théoreme IV.2 (Grillakis-Shatah-Strauss)

On suppose que le probléme de Cauchy pour (IV.7) est localement bien posé dans H™ (R; R™)
et que J est continue dans H™(R;RR"™). On suppose qu’il existe une famille de soli-
tons U’ de vitesse ¢ €  (un intervalle ouvert), tels que, pour tout o € X, L7 :=
Hess (# — 0.%)[U’] a exactement une valeur propre négative, son noyau étant engendré
par 0, U7 et le reste de son spectre étant dans |, +0o[ avec a > 0. Si de plus

d2

IV.8
(IV.8) P

(A — o.7)[U] > 0

alors U’ est une solution orbitalement stable de (IV.7).

Ceci est en fait un cas particulier du théoreme démontré par Grillakis, Shatah et Strauss, qui
montrent aussi que la condition (IV.8) est nécessaire pour la stabilité des solitons lorsque ¢
est surjectif : ceci n’est clairement pas le cas lorsque _# = D,. Cependant, cette difficulté a été
levée dans le cas de (KdV) par Bona-Souganidis-Strauss.
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Remarque IV.1
D’apres I’équation de profil (IV.6),
L (A o)V = (U]
do 7 N ’
et donc
d—Q(%”— H)U7] = —iJ[U"] = — /(5%[U"] 0,U?
do? ? - do B 7

Or en dérivant (IV.6) par rapport a o on voit que
07U = L7°0,U°.
Par suite,
d2
do?

La preuve du théoreme est fondée sur I’idée que

(A — 0.7\ [U°] = —(0,U°, £70,U°).

(V,L°V) >0 VYV eis[U%",

c’est-a-dire que U? est un minimum local de 7 — o .% sur la « variété » { Z[V] = Z[U°|}.

3 Compléments

e Multi-solitons (méthode de Hirota)
e Scattering/scattering inverse



Chapitre A

Rappels d’analyse fonctionnelle

L’un des piliers de 1’analyse fonctionnelle est le théoreme de Hahn-Banach, qui peut étre
énoncé sous diverses formes (voir [3, ch.1]). Nous 1’utilisons dans ce cours essentiellement sous
la forme suivante.

Théoreme A.1 (Hahn-Banach)

Soit E un espace vectoriel normé, et G un sous-espace vectoriel de E. Si f est une appli-
cation linéaire continue de GG dans R, elle se prolonge en une application linéaire continue
de E dans R, c’est-a-dire une forme linéaire continue, de norme

sup(|/(@)]: 2 € G, ol < 1

Définition A.1

Soit A un opérateur linéaire de domaine D, sous-espace d’un espace de Banach X, a valeurs
dans un espace de Banach ). On note X* le dual topologique de X' (c’est-a-dire I’espace des
formes linéaires continues sur X, muni de la norme subordonnée a celle de X' ), de méme
que Y* est le dual topologique de ). On appelle adjoint de A I’opérateur non borné de
domaine

D(A") = {p€d"; sup (p,Af) < +oo}

feD,|Ifllx<1
tel que
(A%, f) = (v, Af), Vo€ D(A"), VfeD.

D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, ceci permet de définir A*v comme une forme linéaire
continue sur X, c’est-a-dire un élément de X*, et ainsi A* comme un opérateur non borné
de D(A*) C Y* dans X*. Si X est en fait un espace de Hilbert, il s’identifie 4 X* par la
formule de représentation de Riesz-Fréchet. On dit alors que A est autoadjoint si A = A*,
ce qui demande en fait deux choses :

1. égalité des domaines : D(A*) = D(A)

2. symétrie : (Av, f) = (v, Af), Yo, f € D(A).

De fagon analogue, A est dit anti-autoadjoint si A = —A*.
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Chapitre B

Résumé d’analyse de Fourier

La transformation de Fourier est un opérateur linéaire continu

Fi LR — LARY)

u — U,

ou 7 est défini explicitement si v € L'(R?) par la formule

ae) = /R ) e dx.

De plus F est un isomorphisme, et sa réciproque est donnée par la formule d’inversion de
Fourier , pour U € L'(R%),

Au facteur (27)%? prés, F est une isométrie. On a effet la formule de Plancherel : pour tout
u € L*(RY),

FU) =

lull 2 = (2m)~2|[i] =

La classe de Schwartz des fonctions a décroissance rapide

SRY) = {f e C*(RY); VaeN!, VA eN, sup (1+ [x)? [0°F(x)] < +oo}

x€R4

est invariante par transformation de Fourier. Ceci permet d’étendre cette transformation aux
distributions tempérées

F: S'RY — F(RY
T — T (T, f)=(T,f) pourtout fe.7(R%).

Remarque B.1

Si f € 9(R?) (espace des fonctions de classe € a support compact), sa transformée de
Fourier f se prolonge en une fonction analytique sur C.
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En effet, si K = supp(f),
fie) = [ foge e
K
est défini quel que soit & € C? et hérite de I’analyticité de la fonction exponentielle. De plus,

ennotant [[€]] = /327, [§[% n = Img et

Ix(n) = I}{lg(x ‘n),

on montre par intégrations par parties successives, 1’inégalité

~ 1
O < Temr 19° e

pour tout d-uplet c. Par suite, pour tout p € N*, il existe C}, > 0 tel que

£ L I (M)
HON= ey ©

quel que soit & € C?. (Noter qu’en particulier si K est la boule de centre 0 et de rayon R,
Ix(n) = R|n||.) Cette propriété caractérise en fait la transformée de Fourier des fonctions
de classe € a support inclus dans K : ceci est 1’objet du théoréme de Paley-Wiener énoncé
ci-dessous.

Théoreme B.1 (Paley—Wiener)

Si I’ est une fonction analytique sur C% pour laquelle il existe un compact K de R¢ tel que
pour tout p € N, il existe C}, > 0 avec

Vel < otery o (mastx- ng)

for all ¢ € C¢, alors F|ga est la tranformée de Fourier d’une fonction f € 2(R?) a support
dans K.

Théoreme B.2 (Paley—Wiener-Schwartz)

Pouru € &' (R?) (ensemble des distributions a support compact), la transformée de Fourier
s étend en une fonction analytique sur C¢ par la formule

U€) = (u,e™'%).

De plus si K = Suppu, il existe un entier p et C' > 0 tels que
U@©] < €+ €] exp(max(x-mg))

for all ¢ € C¢. Réciproquement, si U est une fonction analytique sur C? pour laquelle il
existe un compact K de R?, un entier p, et une constante C' tels que I’estimation ci-dessus
soit satistaite, alors U est la tranformée de Fourier d’une distribution a support dans K.

En résumé, la transformation de Fourier échange les propriétes de localisation et de régularité.
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Théoreme B.3
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Soit f € HY(R) telle que x — x f(x) soit de carré intégrable. On définit la dispersion de f

comme le nombre 1o
Dy = it ([-aPlfPay)

Alors le produit Dy D¢ est minoré par une constante strictement positive (indépendante de

£,

Démonstration: Ce résultat est une conséquence la formule de Plancherel et de 1’inégalité de

Cauchy-Schwarz. En effet, si une fonction f vérifie les hypothéses du théoréme, I’infimum dans
la définition de Dy et dans celle de D est atteint, car les fonctions z — [y —2)?|f(y)]*dy et

E— [(C—¢ )2|f(§ )| d¢ sont convexes et minorées par zéro. Sans perte de généralité on peut
supposer qu’ils sont atteints en zéro, quitte & changer f en y +— e =Y f(yy + ) (dont la disper-
sion est atteinte en z = 0 si celle de f I’est en z, de méme que la dispersion de sa transformée
de Fourier ¢ — ¢!(¢+0) f (C + &p) est atteinte en ¢ = 0 si celle de f est atteinte en &p). Ainsi, on

a
D} = [lrwlay, Di= [GFQPa =2 [ 17 WP ay

~

d’apres la formule de Plancherel et Iidentité F(f')({) = (f(¢). Or, d’apres la inégalité de
Cauchy-Schwarz,

</y f(y 2dy /!f )I? dy ‘/yf dy’ = % /f(y)zdy

par intégration par parties. Ceci prouve I’'inégalité

T

(La valeur effective du minorant dépend de la convention choisie pour la définition de la trans-
formation de Fourier.) |

Transformées de Fourier classiques

e Gaussiennes : Pour a > 0,

(¢ — e—aHﬁllz)(X) = (L>d/2 e fa .

dar

¢ Noyau de Schrodinger : Pour i > 0,

—1(5 N eihHEHQ)(X) — (4;_)61/2 e_ld”/4 e’ 4}l2 .
T

Cette formule se démontre en utilisant la précédente et le principe du prolongement
analytique pour les fonctions holomorphes. En effet, quelle que soit la fonction test
¢ € ./ (R?), les fonctions de la variable complexe

R <efz||-n2’ g>



76 CHAPITRE B. RESUME D’ANALYSE DE FOURIER

S (4;)0!/2 <e|£’¢>

coincident sur ’axe des nombres réels positifs et sont holomorphes dans le demi-plan
{Rez > 0} (on prend la détermination de partie réelle positive de la racine carrée), donc
elles coincident dans ce demi-plan. En passant a la limite Rez ™\ 0 on obtient la formule
voulue.

e Noyau de Green des ondes en dimension 3 : Pour » > 0,

71 (e LI g - B0,

le]|? A x|

ou [ est la fonction de Heaviside. Pour montrer cette formule on peut commencer par

calculer la transformée de Fourier de la fonction x +— %, ou xg est la fonction

caractéristique de |r, R[. Elle est nécessairement radiale, et en utilisant les coordonnées
sphériques on a

2m
f X = XR(”XH) O O 53 @éngOSep Slnedlgdgp de
BN

_Am
g8

(cos(r&3) — cos(RE3)),

7 (o 2D (€)= 2 tcostrlel) — costlel)

Il reste ensuite a montrer que cette fonction tend au sens des distributions vers la fonction

4
£ — 4 cos(r|[€])) lorsque R — +oc. Soit ¢ € .7 (R?). On a

GE
cos(RIl€]) B
/ ez Pe)de =

+oo p2m
/ / / cos(pR) ¢(psinf cos ¢, psinfsin g, pcosf) sinfdpdp db .
o Jo

En intégrant par parties en p, on voit que

cos RHEH £)d ' <1 Vo)l q
’/ ez YO <R ) e ¢

lorsque R — +-00.

Espaces de Sobolev construits sur L>(R?) Pour tout s > 0, on définit

A(€) = (1+ [lgl)?,

et I’espace R
H'RY) = {fe L*RY); X f € L*(R) }

muni de la norme

/]

HS(Rd) - H )\S f ||L2(Rd) .
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C’est un espace de Hilbert. D’apres la formule

pf(€) = i g fle),

on voit que pour tout p € N*, HP(R?) contient les fonctions p fois dérivables dont toutes les
dérivées jusqu’a I’ordre p sont de carré intégrable. En fait, H?(IR%) est exactement I’ensemble
des distributions tempérées dont toutes les dérivées jusqu’a I’ordre p sont des fonctions appar-

tenant 2 L?(RY). Et la norme sur H?(R?) est équivalente a la norme || - || définie par

||UI|Hde) lulfogay + D 10%ullZzgge) -

1<]a|<p
On définit également les espaces de Sobolev homogenes
H*(RY) = {f e L*(RY); & [I€]°f(&) € L*(RY)}

munis de la norme

1f | emay = 1€ = 1€1°F(E) Il ey

On a clairement H*(R%) ¢ H*(R%) avec

11l s ey S 111

Hs(R4) »

et

/1

sy S IV

Hs—l(Rd) .

De plus,

/]

Hs(R) ~ Hf”L?(Rd) + || f] Hs(Rd)ys S > 0.

Injections de Sobolev :
H*(RY) — LR, s>d/2.

@)= DR, sel0df2, o=

N | —
Ul ®»
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