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1 Rappels sur les nombres complexes

1.1 Introduction

Un nombre complexest avant tout un couple de nombrégls: = (z,y) € R% En particulier, la somme de deux nombres complexes
z = (x,y) etz = (2,y)estz+ 2 = (z+ 2',y + v), tandis que pour tout € R ettoutz = (z,y) € C, Az = (Az,\y) . On notera
simplement-z = (—1) z . L'ensemble des nombres complexes &idt est de plus dé d’unemultiplication (interne) .

Définition 1.1 Quels que soient = (z,y) etz = (2/,y') dansC, le produitz =" est le nombre complex& = (z”,y") tel que
1 1

¥ =xd —yy, V' =ay +2y.

Le produitz z est aussi n@z* . On \érifie sans peine que = (1,0) estélement neutre pour la multiplication da@iset queC muni de cette
multiplication et de I'addition+) est uncorps On identifie tout nombre complexe de la forme= (x,0) = = 1 avec le nombreéelz , la
multiplication parz = (z,0) dansC coincidant avec la multiplication par:

VeeR, Vs =(2,y)eC, (2,002 = (za',2y) = z(2,y).
D’autre part, on noté = (0, 1) . Ce nombre complexeévifie la propréte remarquable :

iZ=—-1.



Autrement dit,i admet pour inverse

Interpr étation geometrique . On peut repesenterC comme le plar{zOy) muni d’une base orthono@e a1 1 est le premier vecteur de base
(c’est-a-dire dirigeant I'axéOx)) eti est le second vecteur de base (c&stie dirigeant 'axdOy)) .

A chaque nombre complexe = (x,y) on peut associer le poirt/ de coordonées(x,y) . On dit alors que: est l'affixedu point M/ .
On remarque en particulier que la multiplication parorresponca la rotation d’angle /2 et de centreD . En effet, siz = (z,y) on a
iz = (—y,z) . Donc siM est le point d’'affixez et M’ le point d’affixei z, on a

|OM'|| = |OM||, OM'-OM =0, defOM,0M') = a* + > > 0.

1.2 Ecriture cart ésienne

Avec les notations introduites@demment, on a pour tout nombre complexe (z,y) :
z=uxl+ yi,

gue l'onécrit plus simplement :
z=x+1y.

C’est ce qu’on appelle &criture carésiennale z . Le nombre eelz, qui est aussi I'abscisse du point d’affixgest appédd partie réellede =
et le nombre éely, qui est aussi I'ordorie du point d’affixez, est apped partie imaginairede z . On note @neralement :

r=Rezx et y=Imz.
On appelle nombramaginaire purun nombre complexe de partieglle nulle.
1.2.a Conjugaison
Définition 1.2 Quel que soit le nombre complexe= x + iy avecx ety réels, on appelleonjugle de z le nombre complexe

Z=x —1y.



Interpr étation geométrique . Le point d’affixez estsynétriquedu point d’affixez par rapporé I'axe (0z) .

On a les formulegvidentes mais bien utiles :

Donc en particulier :
e Un nombre complexe est €el si et seulement 3i = z.
e Un nombre complexe est imaginaire pur si et seulementsi — z.
Proposition 1.1 Pour tous nombres complexeset z,,
ntn=7+% e T[n=727.

Dém. Le cas de la somme est ingaliat. Le cas du produit est un calcul facile :zgi = x; + iy, €tzg = X9 + iyo, 2120 =
1Ty — Y1y2 + i (T2y1 + 71y2) dOnc

D12y = T1%2 — 1Yo — L(@ayn + 21y2) = (X1 — iyr) (X2 — iye) = 71 22

On remarque que pout tout= z + iy (avecz ety réels), le produit z est un nombreé&el positif . En effet,
27 = (v +iy)(z — iy) = 2° + ¢*.

1.2.b Module

Définition 1.3 Pour tout nombre complexe on appellemodulede z le nombre gel positif

|z| = VzZ.



Autrement dit, sk = = + iy avecx ety réels,|z| = /2% + y? . En particulier, st = = est eel, son modulé¢z| estégala la valeur absolue
|z| dex . Les notations sont cé@nentes ! De facon plusgérale, on a les igaliés :

IRez| < |z| et |Imz| < |z].
Noter que|z| = 0 équivauta z = 0.
Interpr étation geometrique . Si M est le point d’affixez, on a
—
2| = [JOM]].
Un corollaire imnédiat de la éfinition du module et de la proposition 1.1 est que pour tous nombres comp|extes,
|21 22| = |21 [22].

Attention ! En geréral,
|21 + 22| # [a1] + [2] .

On a seulement l'iagali€é
|21 + 22| < || + |22,

avecégalie si et seulement s, est un multiple el dez; (ce qui signifie @onetriquement, pour les poinf; , d'affixe z; 5, que les vecteurs
—_— S ., R
OM; etOM, sont colireaires).

Proposition 1.2 Deux nombres complexes s@gaux si et seulement s’ils onéme module, Bme partie éelle et leurs parties imaginaires
ont le néme signe .

Dém. La partie directe estvidente : sk = 2’ alors|z| = |2/|, Rez = Re’ et Imz = Imz’ sont de i@me signe . Bciproguement, supposons
|z| = ||, Rez = Re’ . Alors
(Imz)? = |2]*> — (Rex)? = |Z|* — (Rer')? = (Imz2)2.
Si de plus Im et Imz’ sont de l@me signe alors@tessairement Im= Imz’ . O

Cette proposition d’apparence anodine es$ titile pour rechercher leacines caréesd’un nombre complex&, c’esta-dire les nombres
ztels quex? = Z . En effet, d’apes cette proposition on& = Z si et seulement si

2’| = Z, Re(z?) = ReZ et Im(z*)ImZ > 0.
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En utilisant la propéte

22| = |z

2, ceci se traduit sur = Rez ety = Imz par

v’ 4y = |Z],
22 — y? = ReZ,
xy ImZ > 0,

et ce systme eséquivalenta

222 = |Z| + ReZ,
2y* = |Z] — ReZ,

xy ImZ > 0.
On trouve ainsi exactement deux racines@asrdeZ (si Z est non nul) .

Si par exemple I est positif,z? = Z équivauta z = z; ouz = 2z, avec :

[|1Z] + ReZ i [1Z] — ReZ
2 = _ 1\ ——
1 9 9 )

[1Z] + ReZ  [|Z] — ReZ
2y = — __77___2 —

Il n'est pas indispensable de retenir ces formules, il vaut mieux savoir les retrouver en pratique !

1.3 Inversion

Siz = x + iy (avecz ety réels) est un nombre complexe non nul, il admet pour inverse

1 z x ) Y
— — 1 )
2 2z x4 y? x? + y?

Plus geréralement, on verra que lasmographiesc’esta-dire les applications d& dansC de la forme :

az+b

cz+d
(avecad — be # 0), ont des propétes geonetriques et analytiquesats importantes.

Z =
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1.4 Exponentielle

Pour tout nombre complexe la élriezn20 *;—f est absolument convergente. (C'eg&me une &rie de fonctions unifor@mement convergente
sur tout compact d€.) On cefinit

+oo  p
z
n=0
On a de facorgvidente & = 1, et pour toutz € C, B
e = €.
D’autre part, on a comme daiisla propréte fondamentale
et =ee.

(Pour la @monstration, utiliser la formule du Wme.) Par suite,
e =ee = = e,
d’'ou
| = =,

Outre son irgrét pratique, cette formule montre, puisque la fonction exponentielle ne s’annule [sgslelle ne s’annule pas plus sGr

1.5 Nombres complexes de module 1

On noterdU I'ensemble des nombres complexes de modgjala 1, qui s’identifie @onetriguement avec le cercle uaitenté enO . Les
nombres complexeket: appartiennent bierisa U . Une remarquévidente mais souvent utile esttjuivalence

2l =1 & 1=z




Description analytique deU :
U={z=¢€%telqued cR}.

En effet,
{2z =¢€%telqued cR} C U,

car d’apes la eéfinition et la proprete fondamentale de I'exponentielle, on a

o7 — el = =
ez@

pour toutd € R. D’autre part, si ordéfinit ' .
Re(€?) = cosf, Im(€?) = sind

pour toutd € R, les fonctions:os etsin sont continues (comme limites uniformes de suites de fonctions continues), et c@mme ,eon a
cos0 = 1etsin0 = 0. Ces fonctions admettent deswloppements eresge entere :

—+00 . “+o00 “+00
(Z 9)” (_1)k,’ 0219 ‘ (_1>k: 92/~c+1
cos@zz :Z—, s1n9:Z—.
o pl T (2K s (2k +1)!
On voit notamment que
cos2 < 1 —2%/242%/4 = —1/3 < 0.

Donc, d’apes le tleoeme des valeurs integdiaires, il existe un nombiie, 2[ ou cos s’annule. Orappeller/2 le plus petit. De plussin est
dérivable, de @riveecos, qui est positif suf0, 7/2]. Doncsin(7/2), qui est de ca&égala 1, est positif. Par suitesin(7/2) = 1. Ainsi, le
nombrer est le plus petitéel positif tel que

€2 = eU.

On remarque aussi ques est paire etin impaire. Pour tout € U,
IRez| < |z] = 1.
Supposons Re> (. D'apres le tleoeme des valeurs integdiaires, il existe doné € [0, /2| tel que Re = cos6 . De plus, on a

(Imz)? = |2]*> — (Re&x)? = 1 — cos?f = sin’@.



Donc Imz = sinf oulmz = sin(—#). Ainsi, dans le premier cas orza= cos + i sin § et dans le second cas on a= cos(—0) + i sin(—#0).
Enfin, siz € UetRe: < 0, alors—z € U et Rg—2) > 0, donc d’apés ce qui pecede il existed € [0, 7/2] tel que—z = €. Or

. 2 .
1 = (2)2 _ <ez7r/2> —

Doncz = € *™), Ceci prouve que ‘
U={z=¢"telqued cR}.
Remarques :
e Géonetriquement, la multiplication pafecorrespond la rotation d’anglé et de centre.

e I'ensembleU est un groupe multiplicatif. Pour toute N, on a

gr? = (e¢9)" (formule de Moivre)

En particulier,

dou

1.6 Racines:-iemes de l'unié

Proposition 1.3 Pour toutn € N*, il existe exactement solutions de Equation

2t =1,
appekes racinesi-iemes de I'uné. Elles sécrivent(® pourk € {0,...,n — 1}, ou
Go=e
De plus, elles &rifient la proprité : :
=0
k=0



Dém.On a pour tout € C, |z"| = |z|" . Donc une solution de” = 1 est recessairement de module De plus,
(z=¢€% 2"=1) = inbe2nZ.

Donc les solutions sont toutes de la forme

2ikm

e~ , keZ.
Or, pourk = k' [n],
eQifﬂ' _ eQiTIi"rr'

Donc il y a seulement solutions distinctes, comnm@noné& . La proprete concernant leur somme sediliit de I'identié remarquable :
1=z (" + -+ 2+ 1).
0

Exemples : Les racines caées de I'unié sontl et—1 = €7 . Les racines quateimes de I'uni sontl, i, —1 et —i . C’est I'occasion de
remarquer Egalié : '
%

1 =€
D’autre part, les racines cubiques de I'@énsiontl, j et j2, ol

C’est une notation qu’il vaut mieux conita!, ainsi que la formule :

14+ 45+ 42 =0.

1.7 Ecriture trigonom étrique

Si z est un nombre complexe non nul, aler$z| est un nombre complexe de modules’écrivant donc & pouréd € R . Il est d’usage de noter
r = |z| € R**, si bien que
z=ré?.

C’est ce qu’on appelle &criture trigonongtriquede z .

1Attention cependant, désigne parfois en physique !



Proposition 1.4 Soientd, etf, dansR, r; etr, dansR** . On a
rlewl:rQer < 1 =17y et 91—92627TZ.
En particulier, Iecriture trigonorétriquer € d’un nombre complexe non nul est unique si 'on impese R** et € [0, 27 .
Interpr étation geometrique . Si M est le point d’affixez = r €% avecr € R™ et € [0, 2n[, on a
—
r = [[OM]

etd est I'angle entre le vecteur de basde I'axe(Ox) et le vecteuOM . La multiplication par € revienta composer la rotation d’angte
et de centr& avec I'hnomotletie de centr® et de rapport.

2 Transformation de Fourier

La transformation de Fourier est uneéogtion qui associa une fonctionf dez € R (ou plus gréralement dex € R?) une fonctionfde

€ € R(oug € RY), ol ¢ est homognea 1/x. Lorsquer = t est un temps (pensarf commea un signal sonore}, est donc homogne

a une féquence. Par abus de langage, on parlera égsidnceg meéme si la variable degpartz n’est pas un temps. Toutes les fonctions
consicerees serond valeurs dan€, le cas des fonctions valeurs eellesétant un cas particulier. Avant&udier la transformation de Fourier
proprement dite, commencons par la notiorseiee de Fourier

2.1 Series de Fourier

Pour une fonctiory périodiquede periodeT’, on peut se contenter de corisidr 'ensemble discret dedfquenced’/n ol n est un entier relatif
(le casn = 0 correspondanad une féquence infinie c’est-direa une @riode nulle) et associeér f un coefficientc,, pour chacune de ces
frequences. Pour simplifier laggentation, on supposésbrmaisl’ = 1.

Si f est une fonction -périodique et inkgrablé sur tout intervalle de longuetr on c&finit, pour toutr € Z,

1
Cn ::/ f(z) e '™ dy
0

Les nombres complexes sont appeiscoefficients de Fouriede f.

2au sens de Lebesgue, qu'il n’est pas indispensable de tmnpaur la suite; il nous suffira de supposer la fonction continue par morceaux.
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Exemple. Si f est péci@ment une fonction sinugtale f;.(z) = €*‘™%<, on voit immédiatement que, = 1, et pour toutn # k, ¢, = 0.
Plus geréralement, s est une superposition de fonctions siridsdes

ko

f(l’) _ Z a, e2i71'l~cgv7

k=k1

ses coefficients de Fourier sont nuls poaut {k,..., ky}, ete, = a, pourn € {ki,..., ko}.
Une fois cefinis les coefficients de Fourier d’une fonctibipériodique, on lui associe kerie de Fourier

Z c e2iﬂ'n:1:
n .

n

Attention, cette érie n’est pas @&cessairement convergente. |l faut faire quelques hggethsurf pour cela (voir plus loin le thoeme de
Dirichlet). C’est pourquoi il plus prudent de conarér les sommes partielles de &is de Fourier d¢ :

N

Sn(f) = D) et
n=—N
Remarque. D’apres I'exemple vu ci-dessus, siest unpolyndme trigonoratrique il existe IV, tel que pour toutV > Ny, Sy(f) = f.
2.1.a Theorie Hilbertienne des €ries de Fourier.

Pourp € N*, on noteL?(T) I'espace des fonctions legodiques (au sendiof (x + 1) = f(x) pourpresque todtr € R) et de puissance
p-iéme inégrable suf0, 1], que I'on munit de lanormé naturelle

Il = ([ 1rar)”

3on dit alors quef est unpolyrdme trigonoratrique

4I'expressionpresque touveut direa I'exception de points contenus dans un ensemble de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue; pour une fonction contin
morceaux, cela signifie que “sa valeur” aux points de disconénmiporte peu.

Sune norme| - || sur unC-espace vectoriel est paéfihition une applicatio valeurs dan®™* telle que : 1) (u| = 0 <= u = 0);2)|[Au| = |A|||u|| pour tout
scalaire\ € C et tout vecteun ; 3) lu + v|| < ||u|| + ||v|| pour tous vecteura etv.
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Remarque. Sif € L*(T), alorsf € L'(T) car
Ifllzrery < Nfllzeer -

En effet, d’apes I'inégalie de Cauchy-Schwarz :

o = [ 1re@lar < ([ u@ra)™ ([ 1a)" = i,

Par ailleurs,L?(T) est unespace de Hilbempour le produit scalaire hermitién

) =/0 f(z) 9(@) dz

naturellement assaed la norme| - || .2t :
I llaemy = (F, £

On observe alors que la famillg,, : * — €¢™"%), . est orthonormale dans*(T), ce qui signifie
| fullczery = 1 et (fa, fr) = 0 quels que soient etk avecn # k.
En utilisant de facon essentielle cette préf@j on peut montrer le
Théoréme 2.1 Pour toutf € L*(T),ona:
e (Inégalite de Bessel)  ||Sx(f)|lz2r)y < || flle2(ry Quel que soitV € N.

. lmy oo [[SN(f) = fllrzm = 0.

e (Identité de Parseval)l es coefficients de Fourier, de f forment une famille de cagrsommable et

Z lenl® = Hf”%mr)-

nez

Scette notion gréralise celle de produit scalaire euclidien dwespaces vectoriels. Un produit scalaire hermitier) doit par cfinition &tre tel que{u,u) € R*
pour tout vecteun, et 1){u,v) = (v,u);2)(u+Iw,v) = (u,v) + A(w,v);3) (u,v+AIw) = (u,v) + A (u, w) pour tous vecteura, v, w et tout scalaire\ € C,
etenfin(u,v) =0 Vv) <= u=0.
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Remarque. Inversement, toute suite;, ),z de care sommable est la suite des coefficients de Fourier d’'une application?(T) : on
montre en effet que les sommes partie[@%’:w c, €17 forment une suite convergente daitgT), et la limite f est telle que

N

(f, eimkey = Jim > e, @i @iy — ¢ quel que soit € Z.
n=—N

2.1.b Convergence ponctuelle de€ses de Fourier.

La theorie pecedente peugtre raffiree en montrant que, sous certaines conditiongria sle Fourier d’'une fonction convergeint par point
vers cette fonction.

Théoreme 2.2Si la ¢rie ), ¢, des coefficients de Fourier d’une fonctigne L'(T) est absolument convergente, alors &aiesde Fourier
est unifornément convergente et
lim sup|Sy(f) — f| = 0.

N=+4o0 [0,1]

En particulier, la fonctionf est recessairement continue, comme limite uniforme d’'une suite de fonctions continues.

Théoreme 2.3 (Dirichlet) Si f € L'(T) admet une @ériveea gauche et uneétiveea droite en tout point, alors pour tout

lim  Sy(f)(z) =

1
N—+400 2

(f(z+0) + f(z -0)),

flz+0) =lim f(zr+¢), f(z—0) =Ilim f(x —¢).

530 530
Dém. On a par éfinition
1 1
SN(f)(;C) = Z / f‘(y> eQMrn(x*y) dy = / f(ﬂf _ y) Z g@2imny dy
i<y 0 In|<N

Notons

KN(y) — Z e?iwny‘

n|<N
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On montre facilement que

sin T 1/2 0
Ky(y) = ((zljr\lf(:;; y) et /0 Kn(y) dy = o Kn(y) dy = %
D'ou
x T — 1/2 0 1/2
vty - R IEZD - [ ey = ste-0)) Kty [ (e = sa0)) Bxtay = [ ) Knt i,
ou

¢e(y) = flx—y) — flx=0) + flx +y) — f(z+0) verifie 119(1) ¢e(y) = 0.

Mais attention,
lim Ky(y) = 2N+ 1),

>
y—=0
ce qui tend vers-oo avecN ! C’est pourquoi on a besoin de faire apftnala cerivee def. Consicerons par exemple le premier morceau :

[~ se-m ks == [T([ re-wa) koa = [T ([T kvww) oo

On montre qugful/2 Kn(y)dy est bor@e independamment d&, et tend ver$ lorsqueN tend verstoo des queu eststrictement positiet
inféerieura 1/2). Donc on peut appliquer le @&@®eme de convergence dordim: cela prouve que la doubleégrale tend vers lorsqueN tend
vers+oo. L'autre morceau se traite de laéme facon. a

Attention cependant, aux points de discontiapitapproximation d’une fonction par les sommes partielles d&sa de Fourier n’est pas
tres bonne : c’est ce qu’on appelledbénongne de Gibhs

Théoreme 2.4 (Plenomene de Gibbs) Soit X
C = / SI(m2) 0~ 058948087 . .
0

™
Si f € L'(T) admet une @riveea gauche et uneétivéea droite en tout point, alors pour tout

i (S5() = gy = (€ = UG +0) = fz=0),

Jdim (850 = f)l ey = —(C = DUE+0) — Sz —0)).

14



2.2 Transformation de Fourier des fonctions inégrables

Les coefficients de Fourier d’une fonction derfpde’” sont naturellementéfinis comme ceux de la fonctidrpériodique

frzi— f(z/T).
Ainsi

1 /T f( ) e—QiﬂnJ:/T d 1 /T/2 f( ) e—2i7rnac/T d
Cp = — T T = — T T .
T Jo T J 1)

La repesentation d¢ a I'aide de sa@&rie de Fourier €crit ainsiformellement

1 3 T N T/2 .
fl) = 7 S @ F/T), ob F(Q) = [ ) e ey,

nel -T/2

On peut interpeter la somme comme I'approximation d’'uneéigtale, autrement dit :

fla) ~ / TR A, ou F(() ~ / fly) & 4y

(en faisant, toujoursormellementtendre?’ vers +o00.) On observe une sy@trie dans ces formules. La seconde est celle &tinid la
transformation de Fourier d’'une fonctionégrable. La prengre est celle de la transformatiogciproque, lorsqu’elle a un sens. On verra en

effet que la transformation de Fourier et 8aiproque sonfour certaines classes de fonctipgenjugwees I'une de l'autre.

Définition 2.1 Pour toute fonction irigrablef : R — C', on c&finit 7(f) = fla transfornee de Fourier def par

7(¢) = / f(z)e2imeedy,

Une application imradiate du teoeme de Lebesgue montre la

Proposition 2.1 La transfornée de Fourier d’une fonction iggrable est une application continue, béepar|| f|| 1) = [; [f(z)| dz.

D’autre part, le comportemeatl’infini de la transforn@e de Fourier d’une fontion eséla sarégularité.
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Proposition 2.2 La transfornée de Fourier d’une fonction i@grable tend ver$ a l'infini. De plus, sif estp fois cerivable avec toutes ses
dérivées inégrables, alors sa transfor@e de Fourier tend vera I'infini commel/|¢|P.

Déem. Commencons par montrer la seconde assertion. Egriantp fois par parties, on voit que

1 p —2im(x
0 = grrgp [ @ e

pour tout¢ # 0. (Les “termes de bord” sont tous nuls car une fonctioegnable dont la &rivee est inkgrable tend @cessairement vefsa
I'infini.) On a donc la majoration :

~

7O < G 1w

Ceci prouve le comportement asymptotiqareon&. D’autre part, on admettra que toute fonction continue paratapprocée, dans I'espace
L'(R) (et plus g¢réralement dans tout espabgR) avecp € N*) par une fonction de clasge® a support compact : cela signifie une fonction
infiniment cerivable et nulle en dehors d’un intervalle beriGacea ce esultat, poue > 0 donre, il existe une fonctioné&tivable et inkgrable

(puisqua support compact) telle que
g
1 f = gllow < 5

D’apres ce qui pecede, pouti¢| assez grandg(¢)| < 5. Par suite (en utilisant la proposition 2.1),

FOI <1 = gl +15(Q)] <

Ceci prouve la prengre assertion. O
Voici maintenant une formule remarquable qui fait le lida,facon rigoureuseavec les éries de Fourier.

+ - =e€.

DO | ™
DO | ™

Théoreme 2.5 (Formule sommatoire de Poisson$i f € L!(R) est telle que, pour tout intervalle baga, b],
max |f(z+n)| < 400
- z€[a,b]

~

etsiy_ |f(n)] < +o0, alors
Z flx+n) = Zf(n)e“”” pourtout z € R.

ne”L nez

~

En particulier) ., f(n) = >, f(n).
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Déem. D’apres les hypotbses, la fonction

r — F(z Zf +n)

ne”L
est cefinie et continue en tout pointdeRR, et elle estvidemmenti -périodique. Ses coefficients de Fourier sont

1
_ / Zf(x“‘n) g 2immz q, / Zf 93—|—TL —2imm(z4n) 1, — Z/ f CB—I—TL —2imm (z+n) dz,
0 nez

neEZ

c’esta-dire par changement de variable,

= / e 2T dy = /+Oo fy)e ™ dy = f(m).

ne’L o0

L'hypothese sur la&rie) f(n) assure qué’ est somme de s&se de Fourier (par le #oreme 2.2), d'ai le resultat.
La formule de Poisson permet, entre autres, de donner@merstration rapide du&oeeme fondamental suivant.

Théoreme 2.6 Si f est inégrable et continue, et si pour tout intervalle béfi, b],

nel[a>l<;' |f(x+n)| < +o0, C1[n[a:>g: 1F(C+n)| < +o0,
alors
e (formule d’inversion)
- [ foermera
R

pour toutz € R.

e (formule de Plancherel)

Jr@ra = [17orac.
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Déem. On commence par remarquer la formalementaire :
F(f e_zi”') = f-+7).
En appliquant la formule sommatoire de Poisada fonctionz — f(x) e=2?""%, on en é&duit donc :

Z f(l'+n) —2imT (z+n) Zf n+,]_ e217rnac7

ne”L neL

ou encore

Z flz+n)e 2m™" = Zf(n—i-T)eQ”(””)x

ne’l nez

Le membre de gauche est urézie de Fourier par rappaitlia variabler, dont les coefficients, = (f(z —n)),cz forment une érie absolument
convergented « fixe€). En particulier, le coefficienty = f(z) est don@ par :

co—/ Zf.%’-i-n 2“””017—/ an+7e2”“+”dr—2/ ez”mdg—/f )erimirdc.

Ceci montre la formule d’inversion. D’autre part, d’apf’identié de Parseval, on a

1 2 1 2
Z |f a:—i—n Z ‘Cn’2 = / Z f(n+7>e2iﬂ(n+7)x dr = / Z f(n+T)e2”"“ dr,
nez nez 0 |nez 0 |nez
d’ou
[ = [ S i enpa = Fin 4 @ime| dr e,
R neZ

Grace au tBoeme de Fubini, on peut intervertir I'ordre d’@gration, et comme

[

2
S fntryeite

ne’l

dz =Y |f(n+7)P

nez

18



f@) | 0| 0@ | fete) | fe)
Fo| 7 |eiror fo | eme Fo) | & 7(4)

Tableau 1: Formulaire de base (on obtient des formules analog@éehangeant le$les def etf gracea la formule d’inversion) .

par la formule de Parseval, on obtient finalement

/R|f(x)|2dx:/Olzlf(n+7)|2d7:/le(C)FdC-

Remarque 2.1
En particulier, d’apes la proposition 2.2, les fonctions de clagéed support compact satisfont les hypesies des foremes 2.5 et 2.6.

On montre facilement quelques formules utiles, dont certaineséajétd rencontees, voir le tableau 2.2.
Une autre formule importante concernectanvolutionde deux fonctions.

Définition 2.2 (Convolution) Pour deux fonctiong et g, dont I'une au moins est iagrable et I'autre borge, on @finit / x ¢ par

(f * g)(a) = / fa—y) gly) dy = (9 * )(2).

Remarque 2.2 On peut aussi donner un seada convolution d’une fonction iégrable f par une fonctiory € L*(R) quel que soip € N*.
On montre de plus qug x g € L?(R) avec

I f*gllerw < I fllowll gllzem) -

On montre facilement que, si les deux fonctighst g sont inegrables (avec I'une boge),

~

Fr9(Q) = FlO70).
On en @duit gacea la formule d’inversion : .
fg=17=*3 -
des que les deux membres dedali€ ont un sens (c’est le cas par exemplé,si, f g et f sont inggrables).

19



2.3 Transformées de Fourier classiques

e On calcule facilement la transfoga de Fourier de la fonction@mneau :

-~ sin(2m R
f=1<xr = [(Q) = sin(27 R¢).
uxS
On ainversement : n(27 R i)
SN 2 m x -~
fle) = —— = f(¢) = Lig<r-

™
e Poura > 0, la fonctionf,: = € R — e ¢l*l a pour transforrae de Fourier

-~ 2a

f(C) - az +47T2C2.
(Calcul sans difficul, lais€ en exercice.)
e Pour une Gaussienne :

fx) =e*",

aveca > 0, le calcul de la transforée de Fourier n’est pas aussi iradiat. On a par &finition (la fonctionf étantévidemment irégrable) :
f(¢Q) = / e o e 2imCT g
R

Plusieurs rdthodes sont possibles pour obtenir une formule sans gig@m peut faire appel la tteorie des fonctions de variable complexe
(formule de Cauchy). Un calcul pligémentaire consisi@ remarquer :

— 2702~

f'(¢) = —2in /Rxe‘” e 2T g = —TCf(O

par inggration par parties. Dlg en Esolvanta vue I'equation diferentielle satisfaite paf :

A 722

f(Q) = f0)e ™=

20



Il restea calculer, et c’est vrai quelle que soit 'approche choisie,&gnéale

/er dr = 7(0).
R

2 ]. 2
e " dr = —/ey dy .
/ il
1= / eV’ dy .
R
/ oI g — J2
R2

(par le tleome de Fubini) et on calcule l'iagrale suiR? en passant en coordoses polaires :

+o0
/ elk” qx = 27 / re” dr = 7.
R2 0

2 ~ 7T2C2
/e“” dz = /T et f(()=Te o .
R

En particulier, pour. = 7, on voit que la la fonction

Par un changement de varial@edent on a :

Il'y a une astuce bien connue pour calculer

On remarque que

D’ou finalement

2

flx) = e ™"

est invariante par transformation de Fourier.

2.4 Transformation de Fourier des fonctions de carée integrable et autres objets

Toutes les fonctions ne sont paségtables, loin s’en faut. Pourtant on peéfidir la transfornde de Fourier de certaines fonctions non
intégrables, et @me d’objets qui ne sont pas des fonctions. ..
Commencons par les fonctions de éamtégrable.
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Exemple : lafonctionz +— ﬁz‘ n'est pas inkgrable, mais elle est de caintegrable.

Attention, il existe aussi des fonctionségfrables qui ne sont pas de &imtegrable (par exemple, — \/ng e )|
On noteL?(R) I'espace des fonctions de caiintegrable sulR, muni de la norme

1 flle2m) = (/R |fI? dx)l/Q.

On admettra que toute fonction de &integrable peuétre approcée aussi @s qu’on veut dang?(R) par une fonction de clasg®®
a support compact. @cea ce Esultat et au thoeme 2.6, on peudtendre “par dendt la transformation de FourieF a L?(R). En effet,
si f € L*(R), il existe une “suite”f. de fonctionsC> a support compact convergeant vergansZ?(R) lorsquee tend vers). La “suite”
(F(f:))e=0 est de Cauchy dans’(R), puisque

|\F(fe) = F(fo)llzw = IIfe = follezm

donc elle convergdevers une fonctior” € L?(RR). Cette limite ne dpend pas de la suite. Cargsien est une autre, de limit&, on a

||7:(fe) - }-(ge)”LZ(R) = ||fa - 95||L2(R),

d’ou en passart la limite
I1F = Glley = If — 9llz2w = 0.

Cette limite est par &finition la transforrée de Fourier dé¢, noiéef. De plus, en passaatla limite dans I'identi :
[F 2wy = 1 fellr2m)

on obtient R
1 flle2wy = [1fllz2) -

Quanta la formule d’inversion, d’ags la remarque 2.1, elle est satisfaite au moins sur le sous-ensemble denseatesfituctions de classe
C? a support compact. On pe@trire en aki#ge la formule d’inversion :

FoF = 1d.

’0On utilise ici le fait queL? est un espaceomplet
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Cette identié est vraie Sur.? tout entier par passagela limite. En revanche, la formule d’inversion telle qu’elle estite dans le thoeme
2.6 suppos¢ integrablece qui n’est pas automatique

Voyons maintenant commenéfinir la transfornée de Fourier de fonctions dont on suppose seulement qu’elles sogebor@®n note
L>=(R) 'ensemble des fonctions (mesurables et essentiellement@&drmuni de la norme

[/l zoe @) == sup |f(z)].
zeR

Malheureusement, l&sultat d’approximation utilis plecedemment dans? est faux dand.>. Toutefois, on peut pr@cer “par duali”. En
effet, a toute fonctionf € L°°(R) on peut associer urferme lingaire continuesur L', définie par :

T e P® - (00 = [ g e ar,

o0

Inversement, toute forme kaire continue suf.! admet une re@sentation de la forme ci-dessus, c’est @auftat connu sous le nom de
theoreme de Riesz. C’est pourquoi on “identifie” souvéptavecy.

Proposition 2.3 Si f et sont inegrables et de ca& integrable, alors on a

/ " ) oly) dy = / e a6 de.

o0 —00

Dém. C’est un simple calcul avec interversion de I'ordre cBigitation. Noter que I'hypo#tse assure que les transf@es de Fourlef et
¢ sont cefinies par la formule iggrale standard, et que les foncthﬁ$ etf ¢ sont inggrables. O
Ce esultat suggre de éfinir la transforn@e de Fourier d’'une fonctiofi plus gerérale par la formule :

([, 0)=(.0).
Pour donner un seriscette formule, il faut que R
¢ — (f, o)

80n peut ne pas confiee le sens des termes entre paréssmesurableet essentiellement boée: il suffit de se limiter, par exemplé, des fonctions continues par
morceaux et bores.
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soit une forme ligaire continue sur un espace “raisonnablef,eppartient alors paréinition au dual de cet espace. Il se peut que I'espace el
question soit encorg!, dont le dual s'identifie aveE> comme on I'a dit plus haut : c’est le cas par exemple lorsqu’on cherche la tragsform
de Fourier de la fonction

frae f@) =€

aveca > 0. On montrera plus loin, en utilisant la&brie des fonctions de variable complexe, que sa trang®mie Fourier est en effet la
fonction borree

Fce (£) e gren
a

Pour d’autres fonctions boees, comme par exempleftanction de Heaviside

0 siz<0,
H'x'_){l si x>0,

c’est un peu plusélicat. Il est possible d’identifier la transfoé® de Fourier déf avec la fonction
1
L S — s
2im(

gui nest peciment pas boge. Pour obtenir cesultat, il y a divers moyens plus ou moinstaurres. Le pluslementaire consiste en un
passaga la limite formel, en remarquant que la fonctioréigtable

r — H(x)e %,
converge ponctuellement vefslorsquea tend vers) par valeurs positives. Or sa transf@ende Fourier se calcule aisent : elle vaut

1
a+ 2im(’

ce qui tend bien vers/(2i 7 () lorsquea tend vers). Un autre moyen, plus rigoureux, consigtealculer d’abord la transfo@e de Fourier
de lamasse de Diraadont H est la @rivée au sens des distributions. On sartll cadre de ce cours. Limportance de la masse de Dirac dar
diverses applicationsatessite pourtant quelques explications. On se reportera pour keedeance de TD 2.
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3 Fonctions de variable complexe

Le but de ce chapitre est d’introduire les notions fondamentales concernant les fonepenslant non plus d’'une variabketle mais d’'une
variable complexe (&t valeurs complexes). Liatét de “passer en complexe” appiira clairement dans le calcul d’igrales par la &thode
des Esidus; la tBorie des fonctions de variable complexe est aussi utile pour la transformation de Fourier (calcul de tesssfierfFourier)
et de Laplace (formule d’inversion)...

Dans tout ce qui suit{2 désignera un ouvert non vide du plan compléxest on le supposeraonnexe c’esta-dire que deux points
guelconques d& sont relés par un arc de courbe coraf@ment inclus danQ. (Lorsque le segment de droite entre deux points quelconque
est inclus dan§, c’est que) estconvexe

Exemples. Le plan complexe pri& de l'origine,C\{0}, estconnexe maispas convexelLe plan complexe pr& de I'axe imaginaire pur,
C\(iR), n'est pas connexe. Il est consétde deuwxcomposantes connexds:; Rez > 0} et{z; Rez <,0}, qui sont convexes.

On dira def2 gu'il estsimplement connexa toute courbe fergée incluse dan€ peutétre continumenté&formée jusqua devenir un point
tout en restant darf3.

Exemples. Le plan complexe pr& de I'origine, C\{0}, n’estpas simplement connexd.e plan complexe pr& d’'une demi-droite est
simplement connexe.

3.1 Fonctions holomorphes

Introduisons la prengire notion fondamentamentale concernant les fonctions de variable complexe.

Définition 3.1 Une fonctionf : 2 — C est diteholomorphesi, en chaque poini, de(?, le taux d’accroissement

f(z) = f(z)

Z— 20

admet une limite lorsquetend vers:,. Dans ce cas, on notg(z,) cette limite. Lorsqu& = C, la fonction est diteentiere

Remarque 3.1 Le fait quef soit ouvert assure, paréinition, que pour tout assez proche de, € (2, disons|z — z,| < & pour fixer les
idées,z appartient recessairemerit () (ce qui permet de congdder f(z)).

25



Remarque 3.2 Une fonction holomorphe esénessairement continue.

Remarque 3.3 La définition def’(z,) est analogué la définition de la @rivée d’une fonction de variableelle. Cependant, on verra que les
fonctions holomorphes ont des progtEs beaucoup plus fortes que les fonctioégwhbles de variablegelle.

Exemples. Les fonctions polyimiales sont holomorphes s@, c’esta-dire entéres. Leur érivees se calculent comme les fonctions
polyndmiales de variablezelle :

N N
f(Z):ZCLnZ" — f'(z)ZZnanz"_l Vz e C.
n=0 n=1

Une autre fonction ergre, fondamentale, est la fonctierponentiellequi est sa propreétivée :
flz) =€ = [fl(2)=¢€ Vze C.

Proposition 3.1 Si f et g sont deux fonctions holomorphes sualors, quels que soiet et € C, la fonction\ f + 1 g est holomorphe sur
Q, de cerivee\ [ + pg'. Lafonctionf g est aussi holomorphe, d&dvee f' g + f¢'. Si de plugy ne s’annule pas su, alors la fonction
f/g est holomorphe su®, de cerivee(f g — f¢')/g*. Sif(2) C U eth est holomorphe sut alorsh o f est holomorphe su, de cerivee

hof f.

Exemples. Les fonctions rationnelles sont holomorphes sur tout domaidew cenominateur ne s’annule pas.
Ces prenires observations pourraient laisser croire que tout marche comme avec les fonctions de eatlabléttention cependant,
certaines fonctions d’'allureds “raisonnable” ne sopias holomorphegar exemple,

z+— Rex, ou z s |z]?,
et plus @reralement toute fonctioa valeurs eelles (non constante) n’gsis holomorphé Ceci decoule de la caragtisation suivante.

Proposition 3.2 Soit f une fonction dee = = + iy € Q. Pour tout(z,y) tel quex + iy € €, on noteu(z,y) = Ref(z + iy) et

v(xz,y) = Imf(z + iy). Alors f est holomorphe si et seulemenet v sont diferentiables comme fonctions deux variableséelles et
verifient de plus les relations suivantes, digggiations de Cauchy-Riemann

ou v

dr Ay’

ou v

dy o
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Dans ce cas, on a
ou v Ou ov

/ .
+ = — 4 i = —i— + —.
Fle+iy) =50 +i5 "oy T oy
Corollaire 3.1 Si f = u + iv est holomorphe, alors les fonctions de deux variab&sdles et valeurs Eelles,u et v sontharmoniques

c’est-a-dire telles que
o? 0? .
Au=0, Av =0, ou A= _— + — (opérateur Laplacien)
ox?  0y?

Définition 3.2 On dit que deux fonctionsetv a valeurs gelles sonharmoniques conjudgessi la fonction
frz=a+1dy — u(z,y) + iv(r,y)
est holomorphe.

Un exemple concret de fonctions harmoniques corgeglest celui dpotentielet de lafonction de courant’un @coulement bidimensionnel
incompressible et irrotationnel. En effet, le champ de vitessd@'sin @coulement plan de fluide parfait incompressible et irrotationesfig
par cefinition

divv = 0, rotv =0,

c’est-a-dire siv a pour composantés;, v,) :

8@1 81}2 81]1 87)2

— 4+ — =0 et — - — =0.

ox * dy dy ox
Si le domaine cBcoulement estimplement connexeela implique (on 'admet) I'existence de fonctions scalaisgpotentiel) et (fonction
de courant) telles que

o Dy
dy Oz
vV = =
0 9
Oz dy

Alors la fonction
frz=0+1y — o(r,y) +i(r,y)
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vérifie leséquations de Cauchy-Riemann, elle est donc holomorphe, et 'on a

ey

f(z)_8x+lg_8_y ‘or

en identifiantv au nombre complexe, + iv,. La fonctionf est appetepotentiel complexdu champv.

Remarque 3.4 D’apreés lesequations de Cauchy-Riemann, lggmes de nivealide fonctions harmoniques conjuggs sont orthogonales les
unes aux autres. En particulier, c’est le cas pour les lignes de courant (lignes de niveau de la fonction de courant) et ksgligotntielles
(lignes de niveau du potentiel) de I'hydrodynamique !

Remarque 3.5 On peut reformuler la proposition 3.2 §cea la notation concenée

=5 (i) 7=a(m i)

Une fonctionf est holomorphe si et seulement si

Il
o

of

Et dans ce cas, saétlivee au sens complexe gét= 0f.

On voit ainsi tes facilement que la fonction — z n’est pas holomorphe

3.2 Fonctions analytiques

Voici la seconde notion fondamentale, dont on verra qu’ellaade en fait avec la premie.

Définition 3.3 On dit qu’une fonctiory estanalytiquedans(? si elle ceveloppable enésie entere en tout point d€, c’esta-dire si pour tout
2o € Q il existe une suitéa, ),cn € CY et un nombre > 0 tels que, pour tout satisfaisantz — zo| < r,

+o0

f(z) = Z an, (z— z0)".

n=0

Une ligne de niveau d’une fonctian: R x R — R est un ensemble de la fornig = { (z,%); u(x,y) = a} aveca € R.
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Avant d’aller plus loin, rappelons la

Définition 3.4 Pour une &rie entere>""° a,, (z — 20)" on céfinit lerayon de convergena®mme le nombr& € [0, +oc] tel que

+00 “+o0o
D lan " < 400 Vr < R etlarie ) a, (z—z)" diverge pour|z — z| > R.
n=0 n=0

On appelle disque de convergence le disque de ceptéede rayonk.

On trouve en gréral le rayon de convergenceagea la
Proposition 3.3 (Critere de Cauchy) Le rayon de convergence d'uneri entere est don@e par

1
— = limsup |a,|Y™.

R n—-+o0o

Remarqgue 3.6 La somme d’'unegsie entere est @veloppable engie entere en tout point de son disque de convergence. En effet, éooisgd

la série entere z;:g a, (z — z9)". SoitR son rayon de convergencegtappartenant au disque de convergence. Alors

400 +00 +o00o n +00 +oo
Z a, (z— 2z)" = Z an (2 —21+21—2)" = Z an Z Cl(z—21)" (51— 20)" P = Z (z—2z) Z a, C0 (21 — 2z9)"7?
n=0 n=0 n=0 p=0 p=0 n=p

pour |z — z1| < R — |z1 — 2]

Exemples. La fonction exponentielle est eate, de i@me que les fonctions trigond@triques et hyperbolique£finies pour tout € C par
eiz - efiz eiz + efiz e — g * e + e %
sing = ——— COSZ = ————— ShZ:— ChZ:—.
21 ’ 2 ’ 2 ’ 2
(Ecrirea titre d’exercice les@veloppements erésies entéres de ces fonctions au poigt = 0.)

Théoreme 3.1 Toute fonction analytique est holomorphe. De plus, on a

+00 +oo
f(z) = Zan (z—20)" Vz;lz—2| <r = f(z) = Znan (z — 20)" .
n=0 n=1
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Déem. (Théoreme 3.1)Supposons que l&se entéreZng a, (z — zp)™ ait pour rayon de convergence Alors d’apes le criere de
Cauchy, la érie entérezxﬁ n a, (z — 20)" ! ale méme rayon de convergence. Notons provisoirement

o0
g(z) = Z na, (z—2)" " .

Pour simplifier on supposg = 0. Soitw tel que|w| < r < R. On veut montrer que

Z—w Z— W
Or
OO n—1
—nw" ! = (2 — w) kwk=t zn k-l
Z—w
k=1
sin > 2. D'ou
fz) — fw) ) R (e
L SN < _ B A
e Ol DI
si|z| < r. D’apres le criere de Cauchy, cette deene €rie converge, d'o le résultat. O

Corollaire 3.2 Toute fonction analytiqug est infiniment @rivable au sens des fonctions de variable complexe. Seelappement eresge
entiere en un point, est dong par sa érie de Taylor

92 £ (4
Z / (! )(z—zo)".

n
n=0
Déem. Montrons par ecurrence sun que toute fonction analytiqugest au moins fois dérivable au sens complexe, et que
+oo +oo p'
R S e E A C R S e DI

D’apres le tleome 3.1, ceci est vrai pour = 1. Supposons cette propté vraie poum — 1. Alors f(*~1 est analytique, puisque somme
d’'une €rie entere au point,, donc on peut lui appliquer le édoeme 3.1. On en&Huit la proprete a I'ordre n. De plus, la formule pour
f™(z) montre quef™(zy) = n! a,. O

Notre objectif est maintenant de montrer que toute fonction holomorphe est analytique, et donc infieiirabted! Pour cela nous allons
utiliser des inégrales curvilignes dans le plan compléxe
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3.3 Intégration le long de chemins dan§&

SoitT" un arc de courbe dar3, défini comme I'image d’une application de clag¥e~ : [a,0] — C. Cet arc est dibriente de A = ~(a)
versB = ~(b). On repEsente souvent cette orientation par ugaele. Sif est une fonction continue sur un ouvert contergran cefinit

b
/F f(z)dz = / Fr() A (8) dt.

Cette e@finition ne @pend pas du choix du paratrage, c’esi-dire que s est un diffomorphisme dgv, /5] sur|a, b], alorsy o ¢ est un autre
parangétrage dd’, et on a bien

3 b
| ee) Geprmyar = [ ) v at.
De plus, sil™* désigne I'arc oppds, c’esta-dire oriengé de A versB, il admet par exemple comme parairage

v e — C
t = (@) =lat+tb-1),

/F* £(2) ds = —/Ff(z)dz.

Lorsquey(a) = ~(b) on dit que I'arc estermé, et dans ce cas on ajoute parfoisausur le signe[ :

§r=[ ramyoa.

On appellera&cheminune Eunion oriergée d’arcs de courbe réb deuxa deux par leur exémites. On appelleraontourou lacetun chemin
fermé. Sif est une fonction continue sur un ouvert contenant un chéminl’; U ... U I';, on c&finit simplement

/Ff: F1f+...+ ka.

et on aévidemment
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Imz
Imz

Rez

Figure 1: Exemples de chemin et de contour.

Exemples. Lorsquel est un arc de cercle de rayonil admet un paragtrage de la forme
Y(t) = 2z + r€', tea,b],

avec|b — a| < 2m, et pour toute fonctiorf on a

b
/f(z) dz = ir/ flzo + ret)etde.

Remarque 3.7 La longueur d’'un ard", paranetré par~ sur [a, b] étant cfinie par

b
L= / /(1)) dt.

‘ /F F(2) dz

Un premier ésultat, facilea demontrer, est le suivant.

on a pour toute fonction continue slir

< .
< L max|f(2)|

3.3.a Theoreme de Cauchy
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Théoreme 3.2 (Cauchy A1) Sif est une fonction continue sur un ouv@rtontenant un chemiferméI” etsi f est ladérivee d’une fonction
holomorpheF’ dansf?, alors
]{ f(z)dz = 0.
r

Dém. Pour simplifier on suppose guieest unarc fermé, admettant un pargtragey sur un intervallda, b] avecy(a) = v(b). Si f = F’
(dérivee au sens complexe), , aldiso v) x + est la erivee, au sens des fonctions de la variabléer < [a, b], de F' o . Par suite,

/ FOy®) (1) dt = [F(y(t)]a = F(3(b)) — F(y(a)) = 0

puisquel” est ferne (y(b) = v(a)). O
Ce tteoreme s’applique en particulier aux fonctions pdiymales.

j{zndz = 0.
r

Corollaire 3.4 Pour tout entiem # 1 et tout chemin fer@l’ ne contenant pag

Corollaire 3.3 Pour tout entiem et tout chemin fer@l",

Onaneme:

1
—dz = 0.
r 2"

Attention, ce ésultat est faux pour = 1. On verra plus loin ce qu'il advient dg. % .
Une version plus subtile duéoreme de Cauchy est la suivante :

Théeoreme 3.3 (Cauchy A2) Supposons qug soit un ouvertconvexe I' un chemin ferné dans(2, et f une fonction continue sun et
holomorphe (sauf peléitre en un poinp), alors
]{ f(z)dz = 0.
I

33



Idées de la @monstration. |l s’agit de construire une fonction holomorpliedont f soit la cerivee (on appliquera alors leébeme 3.2).
Par analogie avec les fonctions de varialgelle, cette fonctiord” sera de la forme

F(z) = - f(¢) d¢,

ol a est un point quelconque de et [a, z] désigne le segment de droite compris entret z, oriené dea versz. On remarque de suite
'importance de la convexétde() dans cette approche, puisqu’elle assure l'inclusion] C  pour toutz € . Tout le probéme est de
montrer quel’ réponda nos attentes, c’estdire qu’elle est holomorphe et déri/ée f. Attention, c’est loin détreévident !

En fait, cela demande de coritra le tteoreme que I'on chercha demontrer dans le cas particulien & est le bord d’urtriangle. La
démonstration de ceesultat utilise astucieusement le corollaire 3.3. Nous I'admettrons.

La fin de la @monstration fonctionne alors comme pour les fonctions de variablker Soient en effet et z, dans(?, et A le triangle de
sommetsy, z etz,. De I'égali€é (admise)

# a0,
on céduit que, par éfinition deF’,
P() = Fla) = [ 1O,

[20 72}

d'ou

F) = Fa) _ 1

— Z_%[]Um—ﬂwmg

Commef est continue, pour tout > 0 il existen > 0 tel que si|¢ — zo| < n, alors|f(¢) — f(z0)| < e. Par suite, en utilisant la remarque 3.7
(dans le cas &s simple du segment de drojtg, z] !), on obtient

F(z) = F(2)

Z — 2 B f(ZO)

< e

pour|z — z| < 1. 0
Enfin, signalons la versiorédinitive du tleoreme de Cauchy, que nous admettrons.

Theoreme 3.4 (Cauchy A3) SiQ) est un ouversimplement connexesi I' est unchemin ferngé dans(?, et si f est une fonctiomolomorphe

dans(), alors
]{ f(z)dz = 0.
I
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’hypothese desimple connexiest fondamentale dans desultat. On peut @meénoncer une sorte dégiproque : sf. f(z) dz = 0
pour toute fonction holomorphe dafiset pour tout chemin ferenl’ C 2, alors{2 est simplement connexe. D’autre part, une égpgnce
importante du teoreme de Cauchy est la :

Proposition 3.4 Toute fonctiorholomorphef sur un ouvert2 connexe esimplement connexadmet une “primitive” au sens des fonctions
de variable complexe, c’estdire qu’il existe une fonctio” holomorphe dont la&rivee estf.

Déem. On I'a clairement vu dans leséés de dmonstration du #goeme 3.3 concernant les ouverts convexes) 8st convexe, il suffit en
effet de choisir un point, € Q) et cefinir

ﬂ@z[]ﬂOM,

ou [z, z] est le segment de droite oriérgntrez, et z. Sil'on suppose seulemefitsimplement connexe, c’est un peu plus subtil. Fixons auss
2o € Q. Par connexé def?, on sait que pour tout € 2 il existe un chemi’, reliantz, az. De plus, d’apes le tieoeme de Cauchy,

Lf@«

ne cepend pas du chemin choldtn effet, sil', est un autre chemin, aloFs U fj, ou f’; estle chemin opp(é!afz, est un chemin ferinclus
dans(2, donc

0= [ fOd¢+ [ f(OdC = [ f(QdC— [ [f(C)dS.

T, r* r. I

Donc on peut dfinir I'application
s FG) = [ O
r.
Comme(2 est ouvert, il exister > 0 tel que D(zp;r) C . En appliguant une nouvelle fois leébeme de Cauchy, au chemin fegm
Iy Uw, z] UT, on voit que

F(z) = Flw) = f(¢) d¢

[w,2]

pour tousz etw € D(zp;r). On montre alors comme dans l&teme 3.3 qué” = f. O
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3.3.b Notion d’indice

Nous allons introduire un ingdient fondamental de laébrie desé&sidus, qui avant tout va nous seieémontrer qu’une fonction holomorphe
est analytique.

Théoreme 3.5SoitT" un chemin ferra dans le plan complexe et séit = C\I" (c’est un ouvert cal’ est compact donc fef@). Pour tout

z € ), on cefinit
1 4 d¢
|ndF(Z) = 2in g C — .

AlorsIndr(z) est un entier relatif. De plus, la fonctidndr est constante sur chaque composante conneXg deen particulier elle est nulle
sur la composante connexe non beerdel).

Dém. Supposonsd encore pour simplifier qué est un arc de courbe, paréte pary sur[a, b]. Soitz € ). On a par éfinition

Indp(2) = — /b 7(7/“) dt .

2T t) — z

o(s) = exp(/: % dt).

Le nombre Ing(z) est un entier si et seulementsib) = 1. Par crivation, on a
d(s) _ AW
e(s) () — 2
Donc la fonctionp/(y — z) a sa @rivee nulle. Comme»(a) = 1, on en @duit
V() — 2
V(a) — 2
Or, puisquel” est ferng, v(b) = ~(a), d'ou p(b) = 1. Le fait que Ing soit constante sur chaque composante connexe diecoule de sa
continui€é (ce qui ne pose pas de preirie car on irégre sur un compact), et du fait qu’elle ne prend que des valeussentiOn remarque

quef2 a bien une seule composante connexe nonde(oontenant\ D(0,r) sil’ C D(0,r)). Commelimy.|—.; Indr(z) = 0, on en @duit
gue Ing- est identiqguement nulle sur cette composante nondgorn O

Notons

p(s) =

Définition 3.5 Pour toutz € C\I', on appellendicede = par rapporta I' le nombrelndr(z).
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Ind=0

Figure 2: Exemple de valeurs de l'indice pour un chemin compliqu

Exemple. SiT estle cercle de centrg et de rayorr, oriené dans le sens trigondtrique, on a
Indr(z) =1 si|z—2z|<r et Ind(z) =0 Si|z—z|>r.

En effet, pouriz — zy| < r,
27

T 1 4
Ind = Ind = — —— gtdt = 1.
r(2) r(20) 2w ), ret
On voit en particulier que
dz
— =1
r <

pour tout cercle oriektdans le sens trigondtrique et contenartt, a la difference des ikgralesg,, =" dz, qui sont nulles pour tout €
Z\{—1} ! Maintenant, si" est le chemin constitudeN tours sur le cercle gedent, il est clair que

Indr(z) = N si |z — 2| <.

Voir un autre exemple sur la figure 2.
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3.3.c  Formule de Cauchy

Connaissant I'indice d’'un chemin et leéideme de Cauchy, on eréduit facilement une formule essentielle.

Théoreme 3.6 (Formule de Cauchy)Si 2 est un ouversimplement connexesi I' est unchemin ferng dans(2, et si f est une fonction
holomorphedans(?, alors pour toutz ¢ T',
1
§ 2 ac = 1) mare).
T

217 (—z
Déem. Donnons la preuve dans le calgémentaire @ ) est convexe, si bien que I'on peut appliquer la versiof du treoeme de Cauchy.
La fonction
— Z
g: G0
f(z) Si¢ =z,
est en effet continue sut, et holomorphe darnQ\{z}. Donc, d’apés le tlieoeme 3.3,
[ GRS
En substituang par sa valeur en fonction déet en utilisant la éfinition de l'indice on trouve la formule anncee. O

Corollaire 3.5 Pour tout ouvert?, toute fonction holomorphe dafisest analytique dang.

Dém. Soitz, € Q etry > 0 tel queD(z,7¢), le disque de centrg, et de rayon- soit inclus dan$2. D’apres le tleoeme 3.6, appligél
dans I'ouvertconvexeD(zy, r9) au chemin ferr@ I constite du cercle cenérz, de rayonr < o, on a

1z) = 2;7r 7? Cf(—(?z d

quel que soit € D(z, ). Or,

11 I +Z°°<z—zo>n
(-2 (—zl-522 (-2 2Z\(-»n/"
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et cette 8rie est absolument convergente, unifément sut’, pour toutz € D(z,, 7). D’ou

flz) = f a, (z — z)" avec a, = 2;7‘(’ 7{ ( UG, d¢.

C _ ZO)n—i—l

n=0

O

Remarque 3.8 Le calcul ci-dessus et I'expression des coefficiepta I'aide des @rivees def (vue au corollaire 3.2) montre en particulier
une extension de la formule de Cauchy aéxvkes def :

£ (z) = n! ]4 G / (ZC))W d¢  (formule de Cauchy d’ordre n) .
T - <0

L'analyticité des fonctions holomorphes est une préefrires forte, qui a de nombreuses cegsences. La premie d’entre elles est que,
d’apres le corollaire 3.2, toute fonction holomorphe est infinimemivable.

Corollaire 3.6 Toute fonction holomorphe est infinimerivable.

Nous allons voir d’autres prog@ies importantes des fonctions holomorphes, notam@aenbpos de leurs “singulagis”.

3.4 Zeéros et singularites des fonctions holomorphes

Théoreme 3.7 Soit) un ouvert connexe non vide, gune fonction holomorphe daty non identiguement nulle. Alors I'ensemble dems
de f, cesta-dire Z; := {z € Q; f(z) = 0} intersecte chaque sous-ensemble compact éa au plus un nombre fini de points (on dit
gu'il estau plus @nombrable De plus, pour touté&ro z, de f, il existe un unique entier positif. et une fonctiory holomorphe dan$?, ne
s’annulant pas eny, telle que

f(z) = (z — 20)"g(z) VzeQ.

Dém. Le premier point écoule d'un argument de connéxijue nous omettrons. Seit € Z;. D'apres le corollaire 3.5, il existe > 0 tel

que, pour tout € D(zg;7),
+oo

f(z) = Z ap (z — z)".

n=1
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Les coefficients:,, ne peuvent pastre tous nuls, sino&; contiendrait tout le disqu®(zy; r) et cela contredirait le premier point. Soit donc
m le plus petit entier tel que,, # 0. Alorson a

f(2) = (= 2)"g(z)  g(2) =) a(z— ).

La fonctiong est holomorphe puisque somme d’uigeis entére, ety(zo) = ¢,, # 0 par cefinition dem. O
Définition 3.6 On appelle I'entiern du theoreme 3.7 lbordredu £ro z.
Une congquence imradiate mais &s importante de la pregre partie du thoeme est le

Corollaire 3.7 Si deux fonctions holomorphes sur un ouvert connexe nonf¥id@ncident sur un ensemble infini no@mbmbrable (par
exemple un segment de droite), elles saydles

Déem. Appliquer le tteoeme 3.7a leur difference. O
Nous reviendrons plus loin sur le moyen de compter le nombrées zi'une fonction holomorphe dans un compact éofour cela nos
avons besoin de pro@tes des fonctions holomorphes sauf en un point.

Définition 3.7 Si une fonctiorf est holomorphe dang\{z,}, ou €2 est un ouvert et, € €, on dit quef a unesingularié isobeeau pointz,.
Si on peut en fait prolongef a z, de sorte que son prolongement soit holomorphe, on dit qu’elle simggilarie artificielleen z.

Proposition 3.5 Si une fonctiory est holomorphe dan@\{z,} et borrée dans urdisqueépoing D(zy; r)\{z0}, alors elle a une singularé
artificielle enz.

Dém. La fonction
h:ze hiz) = (z—2)* f(2)
est holomorphe danQ\{z,}, et on montre facilement qu’elle I'est aussi ey avech’(z;) = 0. D’aprés le corollaire 3.5, elle est donc

développable en&sie entere au pointzy. Et commeh(z,) = h'(z) = 0, les deux premiers coefficients de larie entéere sont nuls,

c’esta-dire qu'il existe une suitéu, ).y telle que
+oo

h(z) = Z ap (z — z)"

n=2
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pour toutz € D(zp;r’), 0 < r’ < r. On en é&duit que

“+oo

F(2) =) tnga (2 — 20)"

n=0

pour toutz € D(zo;7")\{z0}. En prolongeany par f(z,) = a9, On voit quef est analytique danB(zy; '), et en particulier holomorphe au
point z.
O

Théoreme 3.8 Si une fonctiory est holomorphe dar@\{z,}, ou 2 est un ouvert et € €, trois cas seulement peuvent se produire :
i). soit f a une singulari¢ artificielle enz,

ii). soit il existe un entiep et des nombres complex&s. .., c, tels que

p

ZHf(Z)—Z(Z_C—kZO)k

k=1

a une singulari¢ artificielle enz,

iif). soit f a ce qu’'on appelle unsingularié essentiellen z,, ce qui se traduit par le fait que, pour toutel queD(zy; r) C €2, 'image par
f du disqueepoing D(z; r)\{z} estdensedansC (quel que soitv € C, il existe une suite,, € D(z;7)\{20} telle quef(z,) tend
versw lorsquen — +00).

Dém. Nous admettrons cé&sultat, bien qu’il ne soit pasas difficilea dmontrer, en utilisant le #oeme 3.7 et la proposition 3.5. O
Nous reviendrons plus loin sur le cidi¥, dont un exemple est fourni par la fonction

2 el/z ,
qui a une singularé essentielle ea = 0. Dans I'immediat, nous allons nous #&esser plus particéfement au cas).

Définition 3.8 Si une fonctiory est holomorphe dar@\{z,}, et si la fonction

p

k=1
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a une singularié artificielle enz,, on dit quez, est unpdlede f et, sic, # 0, I'entier p est appe? ordrede ce le. Le coefficient; joue un
role particulier : il est apped résidude f au pointz,, que I'on notera dans la suiteés( f; z,). La fonction

p
Ck
Z —
a2 e
est appetepartie principalele f.

D’apres les formules des corollaires 3.3 et 3.4 etdfirdtion de I'indice, on remarque que pour tout chemin feme passant pas pay,

13

Par suite, d'aprs la &finition 3.8 et le ttoreme de Cauchy appli@a f moins sa partie principale, on a le

dz = Ind .
k:1z_zokz o1 Inde(z0)

Théoreme 3.9 Si une fonctiory est holomorphe dar@\{z,}, ou 2 est un ouversimplement connexet z;, € €2, et sif a un ple au pointz,
alors pour tout chemin fergnl’ C Q\{z},

Iin ]{f ) dz = Rés(f;zy) Indp(zp) .
ou plus g¢réralement :

Théoreme 3.10 (desésidus) Si une fonctionf est holomorphe dar@\{z, ..., z,} avecQ2 simplement connexssi f a un Ple aux points
20, - - - , Zn, @lors pour tout chemin ferél" C Q\{z, ..., 2z, },

5o ff )dz = Z Res(f; z:) Indr(z) .

Ce tleoeme d’apparence abstraite est d'une grandeautilitns certains profines pratiques. En particulier, il permet de calculer toutes
sortes d’'inégrales ddonctions de variableéelle dont on ne coniiigpas de primitives Ce genre de calculseoessite un peu d’ekpience,
pour choisir le chemii’ d’abord (et calculer les indices, ce qui n'est pas difficile), et pour calculeefdus ensuite. Le premier point n’est
pas vraiment syématique, on donnera de nombreux exemples en TD. En revanche, le calesidies demande essentiellement de savoir le
résultat suivant.
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Théoreme 3.11Si f = g/h avecg eth tholomorphes dan®, i ayant un &ro d’ordrem enz, € {2 etg ne s’annulant pas em, alors f aun

pOle d’ordrem enz, et
1 dmfl .
(m—1)! dzm-t ((Z ~ %) f(z)>|zzo'

Déem. D’apres le tleoreme 3.7, il existe une fonction holomorphtelle que
h(z) = (z — z0)" U(z) et l(z) # 0.

La fonctiong/¢ est donc holomorphe, et par suite analytique, cedire qu'il existe une suitéz,) € CN et un elr > 0 tels que

Rés(f;20) =

9(2) <~ n :
1 =3 e o vee D).

De plus, comme(z) # 0, ay # 0. On en @duit

“+00 m
o _ k A — k
D=3 anle - )+ S
k=0 k=1
ce qui prouve gu’on est dans le dgsdu theoeme 3.8 :f a bien un ple d’ordrem puisquea, # 0. EtI'on a

o B 1 dm=t s g(z)
Res(f;20) = am1 = (m—1)1 dzm-1 <€(Z) >Iz 20

d’apres la formule vue au corollaire 3.2. O

La formule de ce teoreme n’est pas toujours le moyen le plus rapide de calculegsidu (si I'ordre du ple estelewe). Dans le castog et
h sont dedonction polydmiales il peutétre péférable de calculer udéveloppement egléements simple@ont en fait seulement les termes
“d’ordre 1” nous inéressent !). Rappelons en effet ésultat suivant :

Théoreme 3.12Sig eth sont deux fonctiongolynbmiales h admettant commeersz, . . ., 2, € C, de multiplicies respectives, . .., m,,
il existe une fonction polydmialep et des nombres complexgs; tels que

g(2) Cr
) +ZZ—2_;“-

k=0 j=0
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Cette decomposition, dite ea@léements simples (s&), est de plus unique. On a alors pour tautc {0,...,n},
R'es(%; zk) = Cp1-
Dans le cas d’unde simple, il est beaucoup plus facile de calcule@sdu. D’abord la formule du @oeme 3.11 seéduita

Res(f:2) = lim ((z ~ %) f(z)).

z—20

Une autre formule utile est doaa par :

Proposition 3.6 Si f = g/h avecg et h tholomorphes dan®, h ayant un 2ro simpleenz, € {2 etg ne s’annulant pas en,, alors

p 9(20)
R ; = .
es(fsz) h/(ZQ)
Déem. Il existe une fonction, holomorphe dang€ telle que (cas particulier duéoreme 3.11) :
_9e) _ Res(f: z0)

Multiplions cetteégali& parh(z) (= — zp). On obtient
9(2) (z — 20) = r(2) h(z) (z — 20) + Re€S(f;20) h(z).
En cérivant une fois, il reste seulement, au paint =z :
9(20) = Rés(f;z0) h'(z0).

O
On verra donc en TD comment utiliser l&etheme desé&sidus pour calculer des @grales. En outre, ceébreme est riche de coaquences
concernant leséos des fonctions holomorphes (la boucle est bl Commencons en effet par le

Théoreme 3.13Pour une fonction holomorphgayant un &ro d’ordrem en z, la fonctionf’/ f a un ple simpleenz,, et 'on a

Res(f'/f; ) = m.
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Déem. D’apres le tleoreme 3.7, il existe une fonction holomorph@e s’annulant pas en telle que

f(z) = (z — 20)" g(2),

d’ou
"(2) =m(z — 2)" " glz) + (2 — 20)™ g () et f(z): m _i_g(z)'
Commeyg(zy) # 0, la fonctiong’/g est holomorphe au voisinage dg doncm/(z — z) est bien la partie principale dé a

Corollaire 3.8 Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert non ¥iget soitl” un cercle inclus danQ, orient dans le sens trigonatrique,
et tel quef ne s’annule par suf'. Alors, le nombre deézos def, compés avec leurs ordres de multiplieitcontenus I'int érieurde I, est
égalaIndsr)(0).

Dém. D’apres le tleome 3.13, le nombr#/ de Zros def I'int érieur del” estégala la somme dessidus def’/ f dans le disque ouvert
D de bordI'. De plus, pour chacun de cearas, I'indice par rappod I" vautl. Donc, d’apes le tleoeme desésidus appligéa f'/ f,

1 )

" 2in Jo f(2)

Sit € [0,27] — ~(t) estun para@trage dd", alorsy := f o~ estévidemment un paradtrage def(I'), etl'ona:

7'(2) > piot) 2 () -
/F 702) dz = ) ~(t) dt = /0 o0) dt = /f(r) = 2imIndy ) (0).

O
Une congquence importante de oesultat est le thoeme de Roudk énoné piecisement et @monte ci-apes, qui dit que le nombre de
zéros d’'une fonction holomorpteel'intérieur d’un cercle dorifane change pas si I'on perturtdggrement (“contiiment”) cette fonction.

Théoreme 3.14Si f et g sont deux fonctions holomorphes dans un ouSeHi z, € Q et le disque fer@ D(zy; r) est inclus dan§), et si

[f(2) = g9() | < |f(2)|  Vzilz =2l =7,

alors f et g ont exactement le @me nombre detzos, compis avec leurs ordres multipliétdans le disque ouver?(zy; ).
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Dém. Soit |
L :={z=7() =2 +re';te[0,2r]}.

SoientM et N les nombres deézos def et deg respectivemeng I'intérieur del’. D’apres le corollaire 3.8, on a
M = Indf(p)(O) , N = |ndg(p)<0) .
Pour montrer que ces nombres segaux, consigrons le chemin

9 (1))
f(y(@))

D’apres I'hypotlese,f ne s’annule pas stt, ce qui fait quep est bien éfinie, ety ne s’annule pas non plus siiyce qui fait quep ne s’annule
pas sud’. Par construction, le chemib est fern&é puisqud” I'est. De plus, d’apgs I'hypotrese,® est inclus dans le disque ouvert de centre
et de rayonl. Donc( appartient la composante connexe non beerdeC\®. D’apres le tleoeme 3.5, on sait donc que lpd) = 0. Or,
par application de la&finition de I'indice, on voit que

N O I T )
nauo) = [ = [0 S = [ETRE - S @ = ()~ ndy ).

CD::{z:gé(t) = ;t6[0,27r]}.

O
Le theoeme de Roudh peutétre utile lorsqu’on cherche le€ms d’'une fonction holomorpheedendant d’'un “petit” paragtre. Une
congquence imradiate de ce #oreme est en effet le

Corollaire 3.9 Soit une fonction
f: QxR — C,
(zon) = flzp).
On supposg continue etholomorphepar rapporta = dans(). Pour z, € R™ donrg, on suppose qug -, 1,o) ne s'annule pas sur le bord d’'un

un disque ouverD C (). Soit alorsM le nombre de &ros def (-, o), compés avec leurs ordres multipliét dansD. Il existen > 0 tel que
pour touty satisfaisant

la fonction f (-, ) a exactemeni/ zéros dansD.
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Dém. Puisquef (-, iuo) est continue et ne s’annule pas &, il existee > 0 tel que
e < min [ f(z, o).
De plus, par continu& de f, uniforme sur le compaétD x {u, }, il existen > 0 tel que pour tout € 9D
v =l <n = |flzp) = flzp)| < €.
Ainsi,
V2 € dD, |p—ml <n = |flzpu) — fem)| < | flzm0)].

Donc le tteoeme de Roudhs’appliquea f(z, io) et f(z, p). O
Une autre corsquence du #oeme de Roudhest un teoeme alg@brique €lebre.

Théeoreme 3.15 (de d’Alembert) Quels que soient les nombres complexgs. . , a,,_1, la fonction poly@miale
gz 2"+ a,12" N+ o+ a1z + ag
a exactement zéros dansC, compés avec leurs ordres de multiplieit
Dém. Pourr assez grand; n'a pas de @rosa I'extérieur du cercle de centfieet de rayon, puisque

lim |g(2)] = +o0.

r—-+oo

Soit donc un tet, que I'on suppose aussi strictement&deural eta|a, 1| + - - |a1| + |ao|. Soitf(z) = 2". Pour|z| = r,

£ — o] = |2 acd| <7 3 ol < o = £,

Donc f etg ont le ntéme de 2ros, c’est@a-diren, a I'intérieur du disque de centbeet de rayon-. O
On verra encore une autre cégsience du #goreme de Roudhau§3.6.

3.5 Fonctions holomorphe€lementaires

Comme on I'a &ja dit, les fonctions polydmiales sont des fonctions egttes, et les fonctions rationnelles sont holomorphes en dehors de leL
pdles. Parmi ces fonctions rationnelles, les fonction homographiques jouabieyrarticulier.

47



3.5.a Fonctions homographiques

Sia, b, c etd sont quatre nombres complexes tels qde— b ¢ # 0, la fonction

az +b
cz +d

fiz—

est appeédehomographie(Siad — bec = 0, f degerere en la fonction constanégaleaa/c = b/d.) Side plus: # 0, cette fonction admet
un Pole simple eryy = —d/c, et
bc — ad
cz
Cette fonction a la propgie remarquable de transformer tout cercle ou droite en un cercle ou une droite.&eigsnpent, on a le

Reés(f;20) =

Théoréeme 3.16Siad — be # 0,etf(z) = Zjig pour toutz # z, := —d/c, alors

e l'image par f d’'un cercle ne passant pas pay est un cercle,
e l'image par f d’une droite ne passant pas paJ est un cercle,
e siC estun cercle passant pag, f(C\{z0}) est une droite,

e si D est une droite passant pag, f(C\{z}) est une droite.

Déem. La demonstration de ceésultat est un petit exercice d'algre-gonetrie. En effet, les applications de la forme— az + b
correspondent@petriquement des compdes ddranslations rotationset homotteties qui transforment toutes les droites en droites et les
cercles en cercles. Ledgbeme repose donc sur le fait que I'“inversiéh? — 1/z transforme tout cercle ou droite en un cercle ou une droite,
et plus pécisement, tout cercle ou droite ne passant pa$)par un cercle, et tout cercle ou droite passanOpam une droite (plus un poin&*
Pinfini”).

Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que n'importe quel cercle ou droite admeajuaigon caésienne de la forme

azZ+ fBz+ Bz 4+ v =0,

10En fait, en gongtrie on appellénversionl'application conjugéez — 1/z, de sorte que I'application — 1/z est la compose d’une inversion et de la syatmie par
rapporta I'axe Q.

48



aveca € R,y € R, 8 € Ctel que|3|*> > an, le casa = 0 correspondant aux droites, le cas= 0 correspondant aux cercles ou droites
passant pab. Le résultat est alorévident, puisque I'image par l'inversion— 1/z de I'ensemble

{z; 022+ B2z+Bz+7=0}

est 'ensemble B
{z;a +P8Z+PBz+v2Z=0}.
0
Ce resultat permet de transformer facilement des disques @riexts de disques en demi-plans, et inversemeng&dgnoque d’une
homographieetant aussi une homographie. En outre, les homographiéssent les angles, puisque c’est le castdesslations rotations
homotleties inversionset synetries orthogonalesCe sont des cas particuliers de ce qu’on appelldrdaesformations conformes
3.5.b La fonction exponentielle et ses acolytes

La fonction holomorphe fondamentale est la fonction exponentielle. Rappelons qu’eléfies dar :

exp: C — C

—+o00
on
n!
n=0

Elle est entre, c’esta-dire holomorphe dans tout le plan complexe. Elle est sa pr@pieed. Elle ne s’annule pas sGr Comme on I'a éja
signak, elle permet deé&finir d'autres fonctions ergres, que sont

] eiz - efiz eiz + efiz e — g * e? + e %
simz = ————, cosz2 = ———, Sk = ———  chz = ———.
21 2 2 2
Les cerivees de ces fonctions sont
sin = cos, cos’ = —sin, SH = ch, cH = sh.

Les ensembles dems desin et cos sont respectivementZ et 7 + 7 Z. Commei sinz = sh(i z) etcosz = ch(i z), on en @duit que les
ensembles deézos de sh et ch sont respectivement eti 5 + i 7 Z. Ces £ros sont tous simples.
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3.5.c Les fonctions logarithme et les fonctions puissance

Qu'il soit bien clair qu’on ne peut paéinir une fonction logarithme de facon univoque dans tout le plan comfilereméme dan€"\{0}.
En revanche, on peut le faire dans tout domaingplement connexet en particulier dans tout “plan fendu”, de la forme

Qo = C\D,, D, :={z=1te>t<0}

poura| — 7, 7 [. Car, ghce au ttoeme de Cauchy (voir la proposition 3.4), la fonctior— 1/z admet une primitive, au sens des fonctions
de variable complexe, dans tout ouvert connexe et simplement connexe ne contefahbpsgue I'ouvert en question €3t,, on notera Log
la primitive qui s’annule en. Pourz € (,, si on notel’, (z) I'arc de cercle joignantz| & z etne passant pagar D,,, on a par construction :

_ d¢ ¢
LogOé(Z) B /[vl,zH C " /Fa(z) C .

Cette expression n’est pas vraiment commode en pratique ! Voyons comment obtenir une formule plus explieite,, 3l existe un unique

0 €la — 7, a + n[telquez = |z| €. Par suite,
d 0
[ T=i w=is
To(2) C 0

Log,(2) = In(|z]) + 6 pour z = |z|€%; 0 €la — 7, a + 7.
En particulier, pour tout = = € R,

d’ou la formule

Loga(x) - hl(x), et donc éOg“t(m) = .
Les deux fonctionsxp oLog, etz +— =z étant holomorphes dai,, qui contientR*, cela suffit (voir le corollaire 3.7) pour eréduire
god.(2) — VzeQ,.

Autrement dit, la fonction Log ainsi construite esine fonction éciproquedeexp dans le domaine simplement connéxe
La fonctionexp n'admet pas deéciproque dan€ tout entier.
Par construction, la fonction Lqaa pour eériveez — % . on en @duit facilement son@leloppement erésie entére au pointl :

1 +oo +oo Cn
1 _— = —1n n L 1 — _ TL*I_
<1 = g =2 (0 Log,d+ ;< 1t
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soit encore, pourz — 1| < 1,
+oo n
(-1

Log,(z) = > (-1)"!

n=1

Une fois cefinie une fonction logarithme, il est naturel de lui associerfdestions puissance

n

p; C s g Loga(z) ’
guel que soit le&elr. Ce sont des fonctions holomorphes dénslont les @rivees sont dorges par

dpa - r pa<z) — Tp;_l(Z).

dz

3.6 Theoremes @néeraux

Revenons la theorie des fonctions de variable complexe pour insister sur quelge@ehes, importants en euxéme ou par leurs coéquences.

3.6.a Principe des &ros isoks.

D’apres le tleoeme 3.7, les@ros d’une fonction holomorphe non identiquement nulle swiés c’esta-dire que sif #Z 0 est holomorphe
dans un ouverf) > z, etsif(z,) = 0, il exister > 0 tel quef(z) # 0 pour toutz € D(zo;7)\{z0}-
Attention, il en va tout fait differemment pour les points singuliers, qui ne sont pagfaoent isos (voir I'exemple des fonctions Loy

3.6.b Principe du prolongement analytique.

Comme on I'a vu au corollaire 3.7, si deux fonctions holomorphes sur un ouvert connexe néncditkeident sur un arc de courbe, elles sont
égales dan§.

3.6.c Principe du maximum.

Théoreme 3.17 Si une fonctiory, holomorphe dans un ouvert connexe non vide est telléjuteigne un maximum local, elle est constante.
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Déem. Une cemonstration astucieuse utilise I&trnie Hilbertienne desesies de Fourier ! Raisonnons par I'absurde. Supposons qu'il exist
zp € Qetrg > 0telsquef(z)| < |f(z0)| pourtoutz € D(zp;7r0). Puisquef est holomorphe donc analytique, il exigte> 0 et des nombres
a, tels que

o0

f2) =) an(z — 2)"

n=0
pour toutz € D(zo; R). Autrement dit, pour tout €]0, R[, et pour toutv € [0, 1],

f(ZO + ,reQiﬂ'w) _ Z anrn e2in7rw’

n=0

cette &rie étant unifornemement convergente par rappatt. Donc les nombres, = a, r™ sont les coefficients de Fourier de la fonction
w — f(zo + r€'™*). D’aprés la formule de Parseval, on a donc

1
/ 1f(z0 + 7€) P dw = Z lcal? = Z [
0

neN neN

Par suite, d'aps I'hypotlese de dpart,
D a7 < |f(20)] = Jaof’

neN
pour toutr €0, min(R, ro)[. Donc tous les coefficients, pourn > 1 sont nuls. Cela signifie qug est constante dans tout disgl¥zy; R).
D’apres le principe du prolongement analytique, c’est donc fjast constante danfs O

En prime cette dmonstration montre la

Proposition 3.7 (Estimations de Cauchy)Si f est holomorphe dans un disque ouvBft; R), et| f| est majoé par M dans ce disque, alors
les cerivees def admettent la majoration :
n! M

R

[ f™(20)| <

Dém. En effet,écrivons comme @eedemment

1
Sl = [ 15+ re P < a2,
0

neN
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d’ou le resultat en majorant grogsement chaque terme de la somme par le membre de droite et en se rappelant que
™ (z) = nla,.
En fait, ces estimations sont aussi une @opuence de la formule de Cauchy d’ordrévoir la remarque 3.8).
D’autre part, la @monstration du #oeme 3.17 montre aussi le
Théeoreme 3.18 (Liouville) Toute fonction endéire borrée est constante.

Déem. En effet,ecrivonsa nouveau

hE

1
I =S anls — 2 = Y Jant 2 = / o + rm) 2 < M2
0

neN

Il
=)

n

si|f| < M, avec cette fois €]0, +oo[. En faisant tendre vers+oo, on voit que @cessairement tous les coefficiemtgpourn > 1 sont nuls
et donc quef est constante. O
Une autre propéte remarquable des fonctions holomorphes est le

Théoreme 3.19 (de la moyenne}i f est holomorphe danB(z; R), alors pour toutr €0, R,

27
f(z) = % e .

Dém. C’est une application imédiate de la formule de Cauchy durle cercle de centre et de rayon- :

LS g T fe e o
F |

f(z) =

T 2in d re

C—z 27 J, re?

En particulier, les fonctions harmoniquesritent de cette propeie!!.

1on peut montrer que toute fonction harmonique est localement la petle d’une fonction holomorphe.
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3.6.d Caractrisation des fonctions holomorphes

Outre les2quations de Cauchy-Riemann, il existe unezgtparfois plus commode pour montrer qu’une fonction est holomorphe.

Théoreme 3.20 (de Morera) Si une fonction continue sur un ouvértc C est telle que
f(z)dz =0
0A
pour tout triangleA C 2, alors f est holomorphe darS.
Déem. Les ingédients de la @monstration ont &fa ét vus. SoitD un disque ouvert inclus darfs. En reprenant la@monstration du
théoeme 3.3 (voir aussi la proposition 3.4), on voit que I'hygsth assure I'existence d’une fonctibrholomorphe dan® telle quer” = f.
Donc f est aussi holomorphe dans(puisqu’une fonction holomorphe est infinimerm@rivable). O

Comme consquence, on peut donner une version singaifiu corollaire A.3 de I'appendice concernant les fonctions holomor @fiesss
par des inkgrales.

Théoreme 3.21Soit f une fonction déz,¢) € Q x I, ou Q) est un ouvert d€ et/ un intervalle deR. On suppose que — f(z,t) est
holomorpheett — f(z,t) estinggrable surl pour toutz € 2. On suppose de plus que pour tout compEct 2 il existe une fonctiom
intégrable surl telle que

[f(z0)] < gk(t) Vze K.

Alors I'application
F:z~ /f(z,t)dt
I
est holomorphe darns.

Dém. En effet, soitA un triangle inclus dang, et soitg = ga une fonction inégrable suf et majorant f| surA x I. Alors

ng Fz) dz = féA /If(z,t) dt .

/[AB] F()ds = (B-A) /0 F(A+s(B—A))ds:/ol/If(AJrs(B—A),t)dtds

Or sur chaque@é [A, B] du triangle on a
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) /01/I|f(A+s(B—A),t)|dtds§/Ig(t)dt<+oo.

Donc on peut inverser I'ordre d’iggration gace au tBoeme de Fubini. Par suite,

ng F(z)dz = /I( i f(z,t) dz) dt = 0

en appliquant le thoreme de Cauchy (versiorf 1) a f(-,¢) dans un ouvert convexe contenaXtet inclus dang2. Ceci montre, dice au
théoeme de Morera, qué' est holomorphe dars. O

3.7 Lafonction Gamma

Nous allons maintenagtudier une fonction holomorphe connue sous le nom de fonEtienqui est justementadinie par une irégrale. Pour

toutz € C, la fonction
t — tzfl eft _ e7t+(z71) Int

est continue suR+x, et pour tout € R**, la fonction

2 tzfl eft — e7t+(zfl) Int

est holomorphe sut. De plus, on a

‘tz_l e—t’ _ ’e—t-l-(z—l) lnt’ _ e—t-l—(Rez—l) Int _ tRez—l et

Ainsi, pour0) < ¢ < Rez < M,ona

tM=tet sit>1,

z—1 ~A—t < = H
[t e < gom(t) {tslet, sSi0<t<1.

Commeyg. 5, est inégrable suiR+x et que tout compact du demi-plan ouvért= {z; Re > 0} peutétre inclus dans une bande verticale
de laforme{ z; ¢ < Rez < M }, la fonction
fi(zt)—tlet

remplit les hypotbkses du teoeme 3.21 dans le domaire
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Définition 3.9 Pour toutz tel queRez > 0, on cefinit

Proposition 3.8 La fonctionI” est holomorphe danB := { z; Re > 0} et \&rifie les propréts suivantes :

e pourtoutz € P,IT'(z +1) = zI'(z),
e I'(1) = 1,I(1/2) = /7,

: (2n+1)!
e pour tout entier natureh, T'(n +1) = n!, T(n+3/2) =/« ST
e Nz+1) ~V2rzxa®e?, x— 40 [formule de Stirling]

Dém. La premere propréete decoule d’'une simple iggration par parties, en remarquant que

d d
—(#?) = —
dt( ) dt

(c’est-a-dire que la formule connue pour des exposardtsrest vraie avec des exposants complexes). On a ainsigguaitibn par parties

(ez lnt) — ;ezlnt — th—l

+o0 +oo +oo
L(z+1) = / tFetdt = — / 27 (—e) dt + [t (—e—t)};“’ = 2 / = letdt
0 0 0

pour Re > 0.
Le calcul del'(1) est immediat :

+oo
r'(1) = / zetdt + [-et])” = 1.
0

Le calcul del'(1/2) demande un petit changement de variables : en posant?, d'otdt = 2udu = 2+/t du, on obtient
“+00 —+00 9
[(1/2) = / tV2etdt =2 / e du =7
0 0
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(on avait @ja calcué cette derrdire inegrale au chapitre 2).
Le calcul del'(n) etI'(n + 3/2) utilise les valeurs d€(1) etI'(1/2) ainsi que la formuld’(z + 1) = zI'(z). Ainsi

'n+1) =nl(n) =nn-1)...(n—k)I'(n—k)

tant quen — k£ > 1, d’ou
F'n+1) =n!I(1) =n!

en prenant = n — 1. De fagon analogue,
'n+3/2) = (n+1/2)T(n+1/2) = (n+1/2)(n—-1/2) ... (n—1/2—-k)T'(n—1/2—k)

tant quen — 1/2 — k£ > 0. D’'ou, en prenant = n — 1,

n

T(n+3/2) = (n+1/2) (n—1/2) ... (1/2)T(1/2) = V7 [[(n+1/2-k).

k=0
Pour obtenir la formule annoae, on eecrit
- R 1 1 (2n+1)! 1 (2n+1)!
H(n+1/2—k3) = on+l H(Q(n—kz)+1) ~ on+l H(2k+1) = on+l T, (2k) = 92nt1 ol .
k=0 k=0 k=0 k=1

La formule de Stirling est plusadicatea cemontrer. On commence par faire un changement de variablesi(u) :
oo too +oo “+o0
[(z+1) = / t"e'dt = / (zu)* ez du = 2" / u” e du = 2" e / g (u—1-Inu) 4.
0 0 0 0

pourz € R*™*. La formule de Stirling exprime donc que

+oo 92
/ e—m(u—l—lnu) du ~ /_7T
0 xr

lorsquer — +oo. Démontrer ce comportement asymptotique demande @o@endposition de l'irdgrale. En effet, comme la fonction

firueR™—u—-1-1Inu
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esta valeurs positives ou nulles, et s’annulewer= 1 seulement, I'inkgrandecxp(—z f(u)) tend vers) (exponentiellement vite) lorsque
x — +o0, sauf pouru = 1. Soit donc= €0, 1] (que I'on choisira plus loin en fonction de petit mais pas trop !). On a biefrs:

+o0 1—e 1+¢ +o00
/ eI dy = / e I dy +/ e /W dy +/ e 1) dy.
0 0 1—e 1+e

Le cceur de la@monstration consiséiea montrer que, pour bien choisi, la prengire et la derrire inegrale sont egligeables devant celle du
milieu, eta trouver ureéquivalent de cette degnie.
1+¢
/ e /W dqy.
1—¢

Commencgons par examiner
En faisant un @veloppement de Taylor déau pointu = 1, on trouve, puisqug(1) = 0, f’(1) = 0, que

Flu) = 5 o= 1% + (u—1)° o(u)

ou I'applicationy est boree sur I'intervalle compadt /2, 3/2]. Par suite, st €]0,1/2], on a pour tout € [1 —¢,1 + €],
e—a:f(u) — e Z (u-1)2 e—a:(u—l)3 p(u) avec e—:va‘S M < e—x(u—l)3 p(u) < eﬂcsS M'
Si de pluse est choisi de sorte ques? tend vers) lorsquex tend verst-oo, on aura

e r ) Z 1 | O(a),

1+e I—e " 2 ey/z/2
/ e—xf(u) du = (1 + O(ZE 83) / e 2 (u—1)2 du = ( 1+ O(CU €3> ) \/j / e v2 dw
l—g 1—¢ T —er/x/2

par changement de variables£ (u — 1)+/x/2). Si de surcr, x c* tend vers+oo lorsquex tend vers+oo (ce qui n'est pas incompatible
avec la premére hypotkse sue !),

de sorte que

eq/x/2 ) ) )
/ eV dv =1 — e dv=r(1+ O /).

—er/x/2 202>gxe?
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En résung, sous les hypo#isesr e — 0 etz e? — +oo lorsquer — +oo,

1+¢ 27T )
[ e = [T (14 0) (14 O ).
1 i

—&

On peut remarquer que= z~2/° vérifie les hypotRses en question.

Il restea \érifier que les irégrales suj0, 1 — <[ et]1 + ¢, +oo[ sont regligeables devant celle sr— ¢, 1 + ¢]. En dehors d’'un voisinage de
1 on ne peut pas utiliser leedeloppement de Taylor déau pointl. Cependant, on peut obtenir une minoration gkrsesilef par des moyens
élementaires. Par exemple, paue]0, 1 — €],

flu) > f(1—e) = /1_ (1—1)dv2/1_ (1—v)dv:%€2

v
tandis que pout € [1 + ¢, 4],
14€ 1 1 14 1
f<u)2f(1+€):/ (1_—)dU21/ (v—l)dz}:§52.
1 1

[

On en eduit ceja

1—¢ 4
/ e “ W qy + / et/ qy < 4o %/8
0 1+4€

Enfin, pouru > 4,

1
flu) > zu—lnu> 7Y

puisque la fonction — u/2 — Inwu est croissante siit, +oo[ et vaut2 — In2 ~ 0.614... enu = 4. Donc
+oo +oo 4 2
/ e—xf(u) du < / e—zu/4 du = — e ¢ < g ¢ /8
4 4 x

a fortiori (dés ques < 2v/2!). Par congquent,

1—¢ +o0 )
/ e =/ qu + / e "W qu < 5e /8
0 1+

)

ce qui est bien @gligeable devant//z.
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Corollaire 3.10 La fonctionl' admet un unique prolongement analytiqué€\ (—N) tel que
I(z+1) = 2T'(2) Vz e C\(-N).

Dém.Pour—1 < Rez < 0etz # 0, on doit avoir

r(z) = @

Puis, par ecurrence sun, pour—n < Rez < —n+1letz # —n+1,

L(z+1) ['(z+n)
2 C2(z4+1D . (z+n—1)7

['(z) =

Ceci cifinit I' de manére unique su€\ (—N). Par construction, on a bien
I'(z4+1) = 2I'(2) Vz € C\(-N).

En effet, si-n — 1 < Rez < —n,

I(z) = I(z+ (n+1)) 1 I'((z+1)+mn)) _ TI'(z+1)
z(z4+1) ... (z+(n+1)—=1) z(z+1) ... ((z+1)+n—-1) z
puisque-n < Rez+1) < —n+1.
Bien d’autres propétés encore sont connues pour cette fonction. En particulier[dfda = — ~, ol v est laconstante d’Euler

n

1
VZnLiinooZE—lnn.

k=1

Citons aussi la formule des congphents :
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3.8 Réciproques de fonctions holomorphes

Théoreme 3.22Soit f une fonction holomorphe dans un ouvertSiz, € Q est tel quef’(z,) # 0, alors il exister > 0 etp > 0 tels quef
soit une bijection deD(zq; ) sur D(f(z9); p). De plus, I'application éciproquef ! est holomorphe danB(z; ) et \érifie

1
-1\ __
(f ) - f/offl'
Dém. Il s’agit de esoudre Equationw = f(z), que I'on va Eécrirea l'aide dez, etw, = f(zo). Pour tout: > 0, il exister > 0 tel que
fz) —wo Flz0)| < e
Z — 20

pour|z — z| < r. En particulier, c’est vrai pour = 3 |f'(z0)| (Qui est strictement positif d'aps I'hypottesef’(z,) # 0!). On en eduit,
par l'inégali€ triangulaire

1
| f(z) —wol| = B | f'(z0) [ |2 — 2]
pour toutz € D(zy;79). Donc la fonction
S— siz #
—_— zZ #* 2y,
f(z) = f(20) ’
gz
! Si
Zz = Z
f'(20) "

est holomorphe danB(zy; ) et majoke parM := 2/|f'(z)|. L équationw = f(z) équivauta
z— 2z — (w— wp) g(z) = 0.
Etpour|w — wo| < r/Met|z — z| =r < rp,0na
[(w = wo) g(2)| < |z — 2]

Donc, d’apes le tleoeme de Roudh les fonctions +— z — zpetz — z — zp — (w — wyp) g(z) ont le mMéme nombre deéros, c’est-dire
un seul ro, dandD(zy; ). D’ou la premeére assertion du @oeme : f est une bijection d®(zy; ) surD(wy; r/M). Le fait que sa&ciproque
h soit holomorphe utilise le #toreme de I'image ouvertenon@ ci-apes, et montrant quk est continue. En admettant ce point, on a

lim h(w) = h(wy) = 2.

w—wo
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Comme par éfinition deh,
h(w) — h(wo) z — 2

w—wy  f(z) = f(20)’

on en cduit par passagela limite la formule annoree

Théoreme 3.23 (de I'image ouverte)L'image d’un ouvert? par une fonction holomorphe non constante est un ouvert.
Le résultat 3.22 est utheoreme d’inversion localeVoyons maintenant urésultat global.

Théeoreme 3.24Si une fonctiory est holomorphe sur un ouvert connexe non ¥idet injective, alors
e T = f(Q) estouvert,
e f'ne s’annule pas sur,
e il existe une unique fonctiop holomorphe suff, telle quef o g = id,

¢ |a dérivee dey est donge par
1
/

" flog’

Dém. Le premier point est une reformulation dieteme de I'image ouverte (noter gu’une fonction injective sur un ouvert non vide n
peutétre constante !). Le second poir@abulera de Btude de Bquationw = f(z2).
Soitzy € Q. D’'apres le tleoeme 3.7, il existe un entien > 1 et une fonction holomorphg¢ne s’annulant pas en tels que

f(z) = f(20) = (2 — 20)™ g(2)

pour toutz € ). Par continui deg, il exister > 0 tel que pouz — z| <,

9

)

N | —

ek
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d’ou .
[9(=)1 = 5 19(0)]-
Donc I'équationw = f(z) équivaut pour € D(zp;7) &

w — Wy

9z) v

(z — 2)™ —

Soitp < 1™ | g(20)|/2. Alors pour|w — wo| < p, le theoreme de Roudhdit que la fonction: — (z — z )™ — *5 a exactement
zéros dandD(zp; ). Commem > 1, on a au moins une valeur de= D(zy; ) telle quef(z) = w.

Puisquef est injective, on sait que a au plus un agedent, mais celui-ci pourradtre compé plusieurs fois : c’est pourquoi il n’est pas
immédiat quem = 1. Pour le @montrer, on raisonnons par I'absurde. Supposeng 2. Ceci estequivalent au fait que’(z,) soit nul.
Commef’ n'est pas identiguement nulle (singrserait constante, et donc non injective), le principe égexisoks dit quef’(z) # 0 pour
0 < |z — z| < r(quittea diminuerr). Or, pour|w — wy| < p, ON a vu que Bquationf(z) = w avait exactement: solutions dans
D(zp;7), et elles sont distinctes dg pour|w — wy| > 0. Commef’ ne s’annule pas dans le disg@going, ces solutions sont simples et
donc distinctes. Ceci contredit I'injecti@tdef.

En conclusionm = 1 et doncf’(z,) # 0. La fin de la @monstration est une caeguence du #oeme 3.22. O

Attention, le tieome d’inversion est faux pour les fonctions non injectives : les fonctiopet z — 22 par exemple, n'admettent pas de
réciproque dan€ tout entier.

3.9 Retour sur les singulariés isoées

On aura besoin ici d’unéasultat dont le thoreme de Cauchy?B peutétre vu comme un cas particulier.
Donnons d’abord la

Définition 3.10 Deux chemins fer&sl’, etl’; dans un ouverf2 C C sont ditshomotopes'il existe une application continue sufa, b] x [0, 1]
eta valeurs dans telle que

I'o={%z=¢(t,0); t€la,bl}, Iy ={z=9¢t1);telabl}, o(a,s) = ¢(b,s) Vs € 0,1].

Noter que cette &finition permet de caragtiser peci€ment les ouverts simplements connexes : ce sont ceux pour lesquel tout cher
fermé est homotopa un singleton.
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Theoreme 3.25Si f est une fonction holomorphe dans un ouvert connexe norfyvetesil’y etI'; sont des chemins homotopes dénslors
f(z)dz = f(z)dz.
Fo 1—‘1

On admettra ce toeme.

Corollaire 3.11 Si f est une fonction holomorphe dafi§{z,}, pour toutr > 0 on notel’, le cercle de centre, et de rayonr, orient& dans
le sens trigonom@trique. On suppose que le disceoing D(zg; R)\{zo} estinclus dans). Alors quels que soiemt, etry, 0 < rq < 71, pour

toutz telquery < |z — 29| < r;,ona
1 f(©) 1 f(©)
= —— L2l d¢ - — EASIANIE

24w . (—z 29T - (—=z
Dém. Pourz fixé, appliquer le toeme 3.25 la fonctiong telle quef () — f(z) = (¢ — 2) g(¢), etaux chemin§, = I",, I’y = T,
évidemment homotopes dangz,; R)\{z} et donc dan$§2\{z}. O

La formule obtenue ici est en quelque sorte uagegalisation de la formule de Cauchy aux ouverts non simplement connexes (de la for

2N\ {z20})

Corollaire 3.12 Si f est une fonction holomorphe dafi§{z,}, alors il existeR > 0, des coefficient&, ),y et des coefficients:, )xen- tels
que
C
f(z)zzan(Z—Zo)n‘f“Zm pour O<|Z—Zo|<R

neN keN*

Déem. On pro@de comme pour la preuve du corollaire 3.5 donnanéletbppement enésie entere dans le cas sans singukaritSoit
zp € Q etR > 0tel que le disquépoing D(zy; R)\{z0} soitinclus dan$\{z,}. Soientrq etr,, 0 < ry < r; < R. D’apreés le corollaire 3.11,

onapoury, < |z — z| < 7,
R O R Y1}

- 2im Jr,, (-2 2im Jp, ¢—=

1 . 1 1 - 1 Z(Z—Zo)n
(-2 C—-—2l-77= ¢—-2‘\ -2

En developpant




pour¢ € I',, et

I 1 = ¢ — 20\" _ = (€ — 20)"
(—z__z—z();(z—z() —_nzzg(z—zo)”Jrl

pour¢ € T, on en @&duit le ceveloppement annoa@vec

2w ¢ — z)"t!

O O (1S IR e
=g Aot o= g IO TG

En utilisanta nouveau le thoeme 3.25 on voit que ces coefficients redndent pas dg etr;. O
Le développement ainsi obtenu s’appalieveloppement erése de Laurent Il est uniformement convergent dans touwteuronne{ = €
C; 0 < rg < |z— 2] < r}. Lapartie singulerede f au pointz, est

folz) = ) (Z_C—kz())k

On peut remarquer que la fonction
1 k
Z —-) =
flao+ ) = 3 s
keN*

a une singularé artificielle enz = 0.

Si f a une singularé artificielle enz, tous les coefficients, sont nuls, sif a un @le enz, les coefficients;,, sont nulsa partir d'un certain
rang (I'ordre du ple +1). Dans le cas contraire, c’est gfi@ une singularé essentielle en,. Le coefficientc; de sa partie singuére joue
encore undle particulier et est apperesidu def au pointz.

Exemple. Le développement erésie de Laurent dans les couronnes degdrery, = 0 de la fonctionz — €'/~ est

1/z2 __
e’” =1 E 0.
+ T z #

Le theoeme desésidus est encore valable eepence de singulagis essentielles :
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Théoreme 3.26 (desésidus) Si une fonctionf est holomorphe danQ\{z, ..., z,} avecS) simplement connexealors pour tout chemin
fermeI’ € Q\{zo,..., 2.},
1
2ir

jgf(z) dz = > Reés(f;z) Indr(z).

Enfin, une version du #ftoreme deséasidus dans le éme esprit que le #oeme 3.25 est le

Théoreme 3.27 (desésidus, encore)Si une fonctiory est holomorphe dan@\{z, ..., z,}, avecQ) un ouvert connexe non vide, etlj et
I'; sont des chemins feda simples oriegs dans le sens trigond@trique et homotopes dafistels que tous les points. appartiennent la
couronne de bord’'y, U I';, alors

f(z)dz — f(z)dz = 2im z”: Rés(f; zx) .
I k=0

To

3.10 Transformations conformes

On a obser& au§3.5.a que certaines fonctions holomorphes, en I'occurrence les homograpbssyaient les angles. En fait, c’est une
propriete gerérale des fonctions holomorphes dont Eridee n’est pas nulle. Pour leethontrer, il faut d’abord g@ciser ce que signifie
“préserver les angles”.

Définition 3.11 Soit f : R?> — R? une fonction diffrentiable au sens des fonctions de deux variati#efigs, et non constante au voisinage
d’'un point(xg, ). On dit quef préserve les angles au poifity, yo) Si quels que soient les arcs de courligset I'; passant panzo, yo),
les vecteurs tangenésces courbes au poilit,, yo) font le mémeangle orient que les vecteurs tangents aux courlfés, ) et f(I'y) au point

f(iUo» yo)-

Autrement dit, si’; etI'; sont pararatrées respectivement par— v, (t) ett — v,(t), avecy; 2(0) = (o, yo), les vecteurs; (0) et~5(0)
doivent faire le @me angle qué f(xg, yo) - 71 (0) etd f(xo, yo) - 75(0). Ceci revient donaé dire que lapplication lirtaired f (z, yo) préserve
les angles. De ce point de vue, on montre facilement que c’est le cas pour les fonctions holomaipivés non nulle. On identifie bieriis
R%aC.

Proposition 3.9 Soit f une fonction holomorphe au voisinage d'un pointe C et telle quef’(z,) # 0. Alors f préserve les angles au point
20
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Dém. Il suffit de faire le lien entref’(xq + iyo) etdf(zo,y0). Comme on I'a vu tout au&but du chapitre, si = Ref etv = Imf,
f'(xo + iyo) est le nombre complexe

, ‘ 0 0 0 0
[(zo + iyo) = 8—Z($0>y0) + Za—;(%ayo) = —Za—Z(%,yO) + a—Z(on,?Jo)'

Par ailleurs, la diférentielled f (o, yo) est cefinie comme I'application ligaire de matrice, appdJacobienne

( g—Z(ﬂ?o,?/O) g—Z(Io,yo) ) '

Q

v

52 (0, y0) %(xo,yo)
Cette application lidaire n’est donc en fait rien d’autre que la multiplication ggr, + iyo). Geonetriguement, la multiplication par
un nombre complexe non nul correspamdinesimilitude c’esta-direa la compoée d’une homotétie et d’'une rotation, et c’est donc une

transformation qui firserve les angles. Par céasient, puisqué’(zy + iyy) # 0 par hypotiesé? df(zo,y) préserve effectivement les
angles. O

Définition 3.12 Une fonctionf : Q c R? — R? differentiable et qui peserve les angles en tout point de I'ouvert, sugposnnexes) est
appeketransformation conforme’ensemble imagég((2) est apped repesentation conformee I'ouverts).

Une congquence imradiate de la proposition 3.9 est le
Corollaire 3.13 Toute fonctionf holomorphe suf? dont la cerivée ne s’annule pas est une transformation conforme.

Si f est une telle fonction, les ouveriset f(€2) sont dits conformes l'ui@& l'autre. Attention, il ne faut pas pour autant croire qu’ils se
“ressemblent”. Il existe par exemple une grandeétard’ouverts conformea un demi-plan, par exemple les disques, les demi-disques, le
secteurs angulaires infinis, les secteurs circulaires, les bandes infinies ou semi-infinies, les lunes, les polygoresstphenpleur ingrieur),
etc!

20bserver que’(zg + iyo) # 0 équivautd detdf(zo, yo) # 0!
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4 Transformation de Laplace

A

On avu gue la transformation de Fourgtait une opration associar un “signal”, ou fonction d’une variable (spatiale ou temporelle ou autre)
x € R ayant un “bon comportemeatl’infini” (rendant la fonction inkgrable ou au moins de canntégrable), une fonction de< R (¢ étant
homogneal/z). On aégalement obseéwue plus le signal tendait rapidement v@esl’infini, plus sa transforr@e de Fourieetait ieguliere.

En fait, dans le cas eX@me ai ce signal esh support compact, sa transf@rende Fourier est c@amentanalytique Apres avoirétudi les
fonctions de variable complexe, nous sommes plésiggment en mesure dé&ohontrer le tBoeme suivant, qui caraatise les transforges

de Fourier de fonctionggulieresa support dans un compact dénn

Théoreme 4.1 (Paley-Wiener)SoitR > 0.

e Si f est une fonction localement @grable et nulle en dehors de l'intervalle- R, R|, alors sa transforree de Fourierfse prolonge en
une fonctiorentiere . Si de plusf est de class€*, k > 0, alors pour toutn < k il existeC,,, > 0 tel que

C
< m T{'R“mz| .
|F(2)] < Tt e , VzeC

e SiF est une fonction er#re telle que pour tout € N il existeC,, > 0 tel que

C
I < m m R|Imz|
FG)| € @i e C

-~

alors il existe une fonctiori de class&> eta support dans— R, R| telle quef({) = F({) pour tout¢ € R.

Dém. La partie directe est facil@établir. Reprenons tout d’abord l&fthition def. Par hypotlesef estéevidemment irégrable et don(f
est ckfinie par la formule

~ 4 R 4
f(C) = Af(x)e—QzﬂCzdm — /_R f(:L’)e_chxdac.

Soit alors

F(z) = /R f(r)e ™" dy .
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On a bien &r F(¢) = fA(Q‘) pour tout( € R. De plus, la fonctionr +— e~ 2¢7=% gtant enre (c’esta-dire holomorphe sUut tout entier)
et puisqu’on inégre sur un compact, leébeme 3.21 montre quE est entére. Enfin, en ireigrant successivement par parties (les termes de
bord sont nuls caf esta support compact strictement inclus dansR, R[ par hypotkeése), on a

R
(2imz)™ F(2) = / £ () e 20722 gy
R

pour toutz # 0. On en @duit I'inégalié
272" |F(2)] < 2R ‘Hllg)é‘f(k)(x)‘ g2 RIIm(2)|

pour toutz € C. En additionnant avec I'iegalie

[F(2)] < 2R max |f(z)| emrImel,

lo|<R

on obtient I'inégalie annonée avec
Cn = 2R(ﬁg§|f(x)l + max [ [ (z)]/(2m)™ ) .

|o|<R

C’est la partie eciproque qui &cessite vraiment de I'analyse complexe. Le fait d’avoir une estimation de la forme
Cn,

1+ [¢m)

a tout ordre montre exprime que la restrictionfd@ R esta décroissance rapideCette restriction est de plus de clagsepuisqu’analytique.

On admettra que cela implique qégy est la transforr@e de Fourier d’'une fonctiofi également de clasgE® a cecroissance rapide, et cette
fonction f est tkfinie par

(O] < V¢ ER,

fa) = / F(¢)&m¢w d(.

Montrons alors qué¢ est en faita support compact inclus dapsR, R|. Soientz € R,n > 0, M > 0, etC' le contour rectangulaire de
sommetst M et+M + in. D'apres le tleoreme de Cauchy,

f F(z)€'™*%dz = 0.
c
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Or d’apes les igali€s de I'hypotkse, les termes correspondant aukgnéles sur les bords verticaux tendent velsrsqueM tend vers
+o0. On en @duita la limite

[ Foemeac = [ e rinercrmrag,
R

R
c’'esta-dire

f(x) = e 2 /RF@ﬂmez”“dc.

En utilisant une fois de plus leségali€s de I'hypotiese, on obtient

d
) < cpemtn [

Ceci est vrai quel que sait> 0. Siz > R, en faisant tendre vers+oc, le membre de droite tend vebs c’est donc que’(z) = 0! Le cas
dexr < —R estanalogue, en choisissant un contour ayeco. O

La transformation de Fourier joue uale fondamental en analyse mathatique et permet, entre autres, @saudre certainesquations
aux cerivees partiellesdguation de la chaleugquation de Sclidinger libre, etc.). La transformation de Laplace est urégatpn de réme
nature, mais agissant sur des signagfirds sur une demi-droite seulement, et pouvant non borasa l'infini : typiquement des signaux
temporels, @pendant d’'une variablec R™.

Définition 4.1 Une fonctionf : Rt — C est dite deype exponentiel € R s'il existeC' > 0 tel que
f()] < Cet, VteR'.

La transfornée de Laplace d’'une fonction localemengigtable et de type exponentiel est naturellement une fonction de variable comple
gracea I'observation suivante (petite extension de la partie directe@ugme 4.1).

Proposition 4.1 Soit f : Rt — C une fonction localement iagrable et de type exponentiel Alors la fonctiont € R™ — f(¢)e 7" est
intégrable pour touty > a, et la fonction

+o0
SH/O f(t)e " dt

est holomorphe dans le demi-plan compl¢xec C; Res > a }.
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Dém. C’est une application imédiate du tBoeme 3.21. En effet, la fonction — f(¢) e *! est entére, et pout € R, s = v + ¢
avecy > vy > a,
[f(t)e ! < Ceeot,

Cette derrgre fonctiorétant inegrable, on en&tuit que la fonction

—+00
s / f(tye st dt
0
est holomorphe dans le demi-plan compléxec C; Res > ~, }, et ceci est vrai quel que soj§ > a. O

Définition 4.2 Soitf : RT — C une fonction localement iagrable et de type exponentiel Satransfornee de Laplacest la fonction

L(f]: {s€C;Res >a} — C

+o0
s — LIf](s) :/0 o

Remarque 4.1 On peut aussi éfinir la transfornée de Laplace d’'une fonction qui n’est pascassairement d’ordre exponentiel, pourvu que
la fonctiont — e~ 7" f(t) soit integrable surR*. C'est le cas notamment poyr € L*(R™) ety > 0, puisque d'apes l'inégalitt de

Cauchy-Schwarz : i oo
[T irwerta s ([T isora) (f

Remarque 4.2 La transformation de Laplace s’exprime au moyen de la transformation de Fauttavers la relation

2yt 1 2
e 7 dt) = — ||J .
2 || ”L2

—

LIy +i8) = (f9) (556,

ou la fonctiong est le produit de la fonction de Heaviside (valdrgur Rt et0 sur] — oo, 0[) et de la fonctiort — e~ 7",

Remarque 4.3 Le comportement d’'une fonction lorsque- 0, respectivemerit— +oo, est lié a celui de sa transforge de Laplace lorsque
|z| — oo, respectivement — 0. Attention, ceci @pend tout de Bme de quelques hypeétes !

Proposition 4.2 Soit f une fonction localement iagrable surR*.
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e Sif estborrée(c’est-a-dire a dire de type exponentiel!) alors sa transforrée de Laplace tend veésa I'infini :

lim  L[f](s) = 0.

61820400

e Side plusf est de class€' par morceaux et sa@ativée est de type exponentiel, alors

s L) = Ji S0,

Is| +00

e Sif admet une @rivée ineégrable suiR*, alors

Jm s £07)s) =t S0,

Dém. Le premier point est tout faitélementaire : sjf(t)| < M pour toutt > 0 alors

oo Rest M
L <M e dt = — — 0
| L[f](z) ] < /0 Res
lorsque Re — +oco. Le second point passe uneégtation par parties :

+o0
o) =5 [ roe T a =S [0 e L = L1 + 5 lim £

S S S t\.0

pour Re > 0. Or d’apes le premier pointZ[f’](s) tend verd) lorsque Re — +oo. Donc

SLIf)(s) = lim S0

lorsque Re — +oo. Quant au dernier point, on reprend la formule ci-dessus, valable peur-Re:
+o0o
sl = [ Foetar £,
0
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On peut appliquer le foeme de convergence dorgimde Lebesgu I'intégrale lorsque Re\, 0, puisque| f'(t) e 5t | < |f'(t)| et f’ est
intéegrable par hypo#tse. On en@&duit :

+oo

lim flt)estdt = /0 o at = tm £ — £(0).

Re:;\O 0 t—+o0
(Le fait que la limite def en+oco existe Esulte de I'hypothse faite suyf’.) Finalement, le termg(0) se simplifie et il reste

Qi s £[f)(s) = Jim f(0)

O
La transformation de Laplace est en particuliestutile pour la&solution deéquations diférentielles liaires. Pour la mettre en ceuvre on
a besoin de coniii@e quelques transforees classiques etgles de calcul.

4.1 Transformées de Laplace&lementaires

e Commencons par la fonction la plus simple qui soit : la fonction constagaea 1. (Rappelons que la transfoem de Fourier n’est &me
pas une fonction!). C’est une fonction de type exponeftidar cfinition, sa transforiee de Laplace au point de partie eelle strictement

positive, vaut
+oo 1
/ e *tdt = ~.
0 S

De facon plus grérale, on peut calculer la transfoesde Laplace de la fonction polynomiale : ¢t — ¢™, pourn € N, qui est une fonction
de type exponentiel > 0, quel que soit > 0. On a

n!

+o0o
o n — St .
) = [ rear - 25

apes inegrations par parties successives.
¢ Voyons la fonctiore, : ¢t — €*!, qui estevidemment de type exponentielOn a par éfinition

1

S —a

+oo
Cled(s) :/O go=9)t gy —
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pour Re > a. Par lirearig, on en éduit immediatement les transfoémes des fonctionsh, : ¢ — ch(at) etsh, : t — shiat):

(Lleal(s) + Lle-al(9) = 5 et Llsh](s) = 5 (Lleal(s) — Lle-dl(s)) =

s2 — @2

N | —

Llch,](s) =

pour Re > |al.
e De facon analogue, la fonctiagn— €“! (de type exponentiel), a pour transforree de Laplace — 1/(s — ia) pour Re > 0, et par
linéari€, les transfori@es des fonctions, : ¢t — cos(at) ets, : t — sin(at) sont :

S a

Llca)(s) = 2+ a et Lls.)(s) = 2+ a2

pour Rg > 0.
e La fonctiong : ¢t — e ** est de type exponentiel arbitrairement petit, donc sa trangfihe Laplace est une fonction @néi. Elle est

définie par
oo 2 2 4 +oo 2 2 2 4 oo 2
/ eetdt =/ / e (/27 ¢ = e/ / e " du
0 0 s/2
si s est eel. En introduisant la fonction (digrror function

2 ® 2
s — erf(s) .= — e " du,
VT /0

et en se rappelant que
+oo
/ e du = ﬁ,
0 2
on peut gécrire
m 2
Clgl(s) = Y™ (1 erffs/2)

pour touts € R.

4.2 Regles de calcul

On dcemontre de facoklementaire les formules rasse@e$ dans le tableau 4.2, en faisant les hygsxh Bcessaires pour que ces formules
aient un sens.
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Opération Chand.d’échelle| Dérivation | Intégration| Translation | Produit par .../ Produit par...
Fonction (a>0) et t", neN
a transformer f(t) f(at) 1) fg f(r)dr | f(t —to) 1>y, et f(t) t" f(t)
Transforngée
de Laplace | F(s) L F(-) sF(s) — f(0)| F(s)/s | et F(s) F(s—a) | (—1)" £L(s)

Tableau 2: Formulaire de base pour la transfeerde Laplace.

4.3 Transformation de Laplace inverse

Laremarque 4.2 et la formule d’inversion de Fourier permettent de deviner quelégréda formule pour la transformation de Laplace inverse.
En effet, supposong localement inkgrable et de type exponentieét /' = L[ f] intégrable sur la droite verticale ; Rez = ~} avecy > a.
Alors d'apees le tleoeme 2.6, pout > 0,

f&)et = /+OO F(y + 2im¢) €'7¢t dc,

(e 9]

soit encore
1 Foo 1

=5 F(y +i&) ettt qe = — F(s) et ds.
m

—c0 29T Res=~v

ft)
Remarque 4.4 Si I'on sait de plus qué(s) tend verd) lorsquelms tend vers l'infini, alors le teoreme de Cauchy (versiort a !) montre

que l'integrale ci-dessus neégpend pas de > a. En effet, consi@rons un contour rectangulaire inclus dans le demi-pfan Res > a } de
sommets, + i R ety; + i R. Les inégrales sur les bords horizontaux tendent elsrsqueR tend verstoco car :

< (m =) € max [F(y £iR)|.
[70771]

7 )
‘/ F(y £ iR) V¥Rt 4
Yo

En utilisant cette approche et en traitant plus finement I&€giates sur les bords horizontaux, @mtbntre le gsultat suivant, qui assure
I'existence d’une transforae de Laplace inverse pour une classe bi@gipe de fonctions holomorphes.

Théoreme 4.2 (Paley-Wiener)Soit F' une fonction holomorphe dans le demi-plan; Res > 0}. On supposé de car€ integrable sur
toute droite verticale et que
1 [t
sup — |F(y +i&)]Pdé =: C < o0.
>0 2m

— 00
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Alors il existef € L*(R") telle queF’ = L[f]. De plus,

iz =

Déem. On va bien entendu utiliser la remarque 4.2 et ce qu’on sait de la transformation de Fourier. En particulier, puisBue—
F(y + 247 () est de cag integrable pour touy > 0, il existe une fonctiorh, € L?*(R) telle que

hy(C) = F(y + 2im()

pour tout{ € R. Il s’agit de cemontrer qu’en fait., (z) €'* ne cepend pas de et que c’est une fonction dea support dan® ™.
Or, d’apees la formule de Plancherel

+o0 +oo +00
[ im@rar = [ h@Pd = [ PG s 2ingPac = C.

o0 o — 00

Si I'on montre qu'effectivement(z) := h,(z) €”* ne cepend pas de, alors I'estimation

“+o00
/ e 2" | f(z)2de < C < o0

impliquera recessairementz-- = 0 : il suffit de faire tendrey vers+oo pour obtenir une contradiction au cas pprendrait des valeurs non
nulles sur un intervalle inclus dafiR—*.

Le gros du travail est donc de montrer qugz) €* ne epend pas deg. Ceci est compligé par le fait que nos hypases ne nous
permettent pas d'utiliser la formule d’inversion de Fourier pour caldujér) (la fonction( € R — F(vy + 2iw () est seulement suppes
de caré integrable).

Fixonsx € R et consi@rons un contour rectangulairg, inclus dans le demi-plafis; Res > 0} de sommets, + i R ety; + i R avec
Y% < 71. Onad’apes le titoeme de Cauchy

/ F(s)e®ds = 0.
Ir

Les inégrales sur les bords horizontaux sont damme nature et valent

gt )
Hﬂﬂ:$/‘F@iiMéﬁm”m.

Yo
D’apres I'inégalie de Cauchy-Schwarz :

10F < ([T 1FG +inpan) ([T e ).

70 0

76



De plus, d'apes le tieoeme de Fubini
+oo  rm 71 +o0
/ / ]F(7+ir)|2d7d7“:/ / |F(y +ir)[Pdrdy < 27C (91 — %) < 0.
- 0 Yo —00

Ceci implique I'existence d’une suite strictement croissamte) tendant verstoo telle que
71
lim |F(y £iR,)|?dy = 0.

oo Yo

En effet, avant de construifg?,,), on commence par prouver que pour teut 0 et pour tout)/ > 0 il existe R > M tel que

71
/ |F(y £ iR)[*dy < .

o

(s’il existaitey > 0 et M, > 0 tels que pour touRR > M, l'intégrale soit su@rieurea ¢, alors l'intégrale double ci-dessus én ) serait
infinie). 1l est alors facile de construire pa&aurrence une suite strictement croissdritg) tendant versroo telle que

Y1
/ |F(y £ iR 2 dy <

Yo

n+1

par exemple.
D’'ou ausslim,, ., I(£R,) = 0. Il reste dona la limite dans Egali& fournie par le taoeme de Cauchy sur les contolig, les seules
intégrales sur les droites verticales :

Ry, Rp
lim F(y +i&) emtiorqe - / F(y + i&) ertivrqe = 0.
=T J R, —Rn
Silonsaitquel € R — F(y + w&) et € R — F(y; + iw&) sontinégrables, on en&tluit directement par la formule d’inversion de
Fourier queh,, (z) €'* = h,, (z) €. Sinon on utilise le fait que, quel que soita suite de fonction$G,, : £ — 1ig<r, F(7 + i£))nen
converge dans? vers¢ — F(y + i £)). Ceciimplique que la transfore de Fourier inverse d&, (qui est donge par la formule d’inversion
puisque’,, esta support compact) convergent ddtsvers la transforrée de Fourier inverse de— F(y + i £)) c’'esta-direh., par cefinition.
Or la convergence dars implique, au prix de I'extraction d’une sous-suite, la convergence presque partout. Donc pour presgue tout
R,

lim F(y, +i€) €97 d¢ = h(x).

!
n’'—-4o0o
R,
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Par suite
hy () € = hy, (z)€°"

pour presque tout. O

Remarque 4.5 Pour une fonctiort” holomorphe dans le demi-plgns ; Res > a } aveca un nombre el non i@cessairement nul, et

IR :
sup —— | F(y +i&)[*d¢ < oo,
r>a 27 J
on obtient aussi une transfoa de Laplace inversg qui n'est pas dang? (sia > 0) mais telle qué — e %! f(¢) soit dansL?. On utilise
pour cela le fait ques — F'(s + a) satisfait les hypothses du thoreme 4.2 et I'observation psente dans le tableau 4.2

Lt — e " f(B)](s) = L[f](s+a).

Ainsi donc, sous les hypodises du thoeme 4.2 et I'hypotlse sup@mentaire, € R — F(y + iw &) intégrable, on a bien la formule
attendue pour la transfoée de Laplace inverséde F'

1 [t , 1
- — F(y 4+ i&) e tidtde = — F(s) €t ds.
27'(' — 0o 227'(' Res=~v

ft)

On peut utiliser cette formule et laé&brie des @sidus pour calculef. La méthode consiste alogs consi@rer un contour constiéudu
segmenty — ¢ M , v + i M] ferméa gauche par un arc de cercle.

Théoreme 4.3 Supposons qug' soit une fonction holomorphe dafis{z, ..., z,}. Soity > max(0, Rez,...,Rez,). On suppose de plus
gu'il existeC' > 0 etm > 0 tels que pour tout, Rez < ~,
C
|F(2)] < .
|2|™

Alors on a pour tout > 0,

1 F(s)e'ds = > Res(Feé';z,) ,

2im _
Res=1y k=0

ou I'intégrale est semi-convergentersic|0, 1] et absolument convergentersi> 1. Si de plus les points, . . ., z, sont des ples deF alors
la fonctionf : ¢t — 71— fR&‘:W F(s) e ds est de type exponentiel £ff] = F.

78



Dém. On fixe une fois pour touteg > max(0, Rez, ..., Rez,). Le fait que I’imfegralefReS:v F(s) €' ds soit semi-convergenteedoule
classiguement d’igrations par parties.
Soit R > 0. Il existe un uniquex €)0, 7/2[ tel queR cosa = . On noteM = sin « et on considre le contour

l'r ={z;Rez = vetlmz € [-M, M|} U{z=R€%; 0 ¢ [a,2r—a]}

orieng dans le sens trigona@trique. Sik > max(|zl,...,|2x|), tous les pointsy,.. . z, sonta l'intérieur del'; et le treome desésidus
montre donc que

/ F(z)etdz = ZiWZ Res(F € ;z) .
I'r k=0
Tout le travail consista montrer que l'inégrale sur I'arc de cercle

Cr:={z=R€% 0 cn,2r—0a]}

tend vers) lorsqueR tend vers+oo. Car alors, on ené&tuira que l'inégrale sur le segmentz; Rez = v etlmz € [-M, M]} a une
limite lorsqueR (et doncM) tend vers+oo, ce qui signifie que I’irégralefRes:w F(s) e’ ds est semi-convergente, et qu’en plus elle vaut

2im Y _, Rés(Fé€" ;z,) comme annort
2r—«
S C / eRt cos 6 deo .

Or
F(z) et dz
/CR Rmfl

La cle de la @monstration&side dans la&@bendance de par rappor@a R : rappelons que& cosa = ~. On decompose :

2T—a ) )
/ F(Re’) €€’ i R’ ¢

2n—a /2 3m/2 2r—a
/ ethosG do = / eRt cos 6 de + eRt cos 0 de + / ethos@ de .

/2 3m/2
L'intégrale du milieu se traite de fagon classique. Pourttoud on a:
3m/2 T ) w/2 ) w/2 A
eRt cos 6 do = / e—Rt sin 6 do = 2 / e—Rt sin 0 do S 2 / e—RtG/(Zw) de S -
/2 0 0 0
D’autre part,

w/2 /2
/ eRt cos 6 do S / eRt cosa 1f) — (71_/2 o O./) e’yt.

[0}
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Or N

sin(r/2 — ) = cosa 7
donc(m/2—a) ~ % lorsquer tend verst-oo. La dernére inegrale se traite de fagon analogue. On edut I'existence déd = K (t;) > 0
tel que

2m—a K
eRt cos do < —
/ R

ce qui suffit, aveen > 0, pour montrer qquR F(z) € dz tend verd).
Ceci prouve donc la formule
1 n
— F(s)e'lds = Rés(F €' ; :
207 Jrees () eds = ) Res(Fe;z)
k=0
Si les pointsz, . . ., z, sont des ples, alors on montre facilement que Iésidus sont des fonctions dele type exponentiel. En effed, un

pole z, correspond une suite});-, ., telle que
p k

ZHF(Z)_Z(Z—C—JZ]C)]

j=1
ait une singularé artificielle enz;,. Par suite,

, . e -
ReS(Fet ;Zk Z C;j ReS<Z — (Z_—Zk, ) jz: Cf

7j=1

ests —

z — F(z ZZZ’—%

== - Comme la fonction

est entére et d’apes I'hypottese surr’, majo€ée en module par une constante |slif, m > 0, cette fonction est identiquement nullége au
theoeme 3.18 (Liouville). Ceci prouve qu&{f] = F.
O
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Exemple. Lafonctionz — F(z) = ﬁ satisfait les hypotbses du ttoeme aveen = 1. Et on a imnédiatement
R'es(Fet' ;a) =&,
On retrouve le &sultat connu.
Dans le cas d’'une simple fonction rationnelle, on peut aussi bien utilisdesamposition erelements simplest obtenir de fagon
élementaire sa transfoée de Laplace inverse comme combinaison de fonctions trigetnimues et hyperboliques.
Mais pour des fonctions plus compliges, la tkorie des@&sidus s’awre utile.
Une autre approche pour calculer une transt®rde Laplace inverse consisteecomposer la fonction doge en produits de fonctions

dont on connt les transforrges inverses &t utiliser le esultat @réral suivant. Pour cela, rappelons que la transéargie Fourier change les
produits en produits de convolution :/siet k& sont deux fonctions iggrables, alors la fonctiol« h, définie par

(s W) = [ ho ) ko) dy
a pour transforrae de Fourier le produit k. Appliquons ce @sultata h(t) = L;so(t) € 7t f(t) etk(t) = 1;0(t) € 7t g(t). On a alors
t
(0 B(0) = Lo e [ 1t~ 9) glo) dy.
0
Afin d’éviter les confusions, notornfsx ¢ la fonction cfinie par :

(f x 9)( / ft—y) g(y) dy.
L'opérationx est aussi appeéproduit de convolution

Proposition 4.3 Si f et g sont deux fonctions localementégrables suiR ™ et de type exponentieletb respectivement, alors la fonction

t>0— (fxg)(t /ft— (y) dy

est aussi localement iagrable et de type exponentiel: max(a, b).
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Dém. On remarque comme dans le cas de la convolutioiRsyuex est synétrique (faire le changement de variables ¢ —y). Supposons
a < b. Alors il existe une constanté telle que

C
et .

t
(f *9)t)] = C / iy = Ce' L1 - ot <
0

—a b—a

Ainsi
Lf » gy + i) = (0 B)(5-6) = (R R)(5-8) = LIfllr + i€) Llgl(y + i9).

Autrement dit, la transforée de Laplace inverse d’un produit, si elle existe, est le produit de convolution des traégesatenLaplace inverses
de chaque terme du produit. On peut aussi voir cette formule directement.

Proposition 4.4 Si f et g sont deux fonctions localementégrables suiR* et de type exponentiel alors
LIf % g] = L[f] £g].-

Dém. Par cefinition,

oo +00 400
f * g / / f t_ dye st dt _ / / t— —S(t—y) g(y) e_sy dt dy

- /om /Om flu)e ™" gly) e "V dt du = L[f](s) L[g](s).

O
Cette propiete, la theorie desésidus et le tableau 4.2 permettent de calculer bon nombre de tragsefoda Laplace inverses. On va voir
gue c’est utile par exemple powgsoudre degquations diferentielles ou auxa&tivées partielles.

4.4 Applications de la transformation de Laplace

La transformation de Laplace esgpieuse pourasoudre des prodines déevolution sous forme @quations diférentielledinéaires De facon
gérérale, soita resoudre le systne déquations diérentielles lieaires

du
= A f,
dt u +

82



ol l'inconnueu esta valeurs dan®?, A est une matrice x d a coefficients &els, eff est une fonction dorée (correspondarit un forcage,
souvent appélterme sourck Si A estindependantelet, I'exponentielle complexe fournit la solution expliciece probéme, sous la forme :

u(t) = e u(0) + /0 t e Af(r) dr.

Cependant, cette expression a l'incénient de acessiter le calcul de*e qui n’est pas toujours as(il faut en principe &duire A dans une
base de vecteurs propréssentuellement grérali€s siA n'est pas diagonalisable). De plus, cette expressionesshee aux systmesa
coefficients constantg’esta-dire A indépendant dé. On va voir que la transformation de Laplace permeté&mudre plus facilement le
problemea coefficients constants, et aussi dsaudre certains praghesa coefficients variables.
Commencons par le cas d'un gystea coefficients constants et appliquons lui la transformation de LaplaceéesignadntU = L[u],
F = L[f] etu; = u(0) on doit avoir
sU(s) —uyg = AU(s) + F(s).

Si
Res > a := max{Re\; det(A — A\I) =0}

on en cduit de facoréquivalente :
U(s) = (sI — A)™' (up + F(s))

et donc, au moins formellement :
1

u(t) = — el (sI — A) ™' (uy + F(s))ds
29im Res—y

poury > aett > 0. Cette formule abstraite est fort utile dans I'analyse raathatique de probimes dévolution. Plus coné&tement, le
calcul de la transfor@e de Laplace inverse de— (sI — A)~' (ug + F(s)) permet de calculer la solution explicite du syse dequations
différentielles pour une quelconque désrinitialeu,. En pratique, ceci&cessite seulement I'inversion de la matric& — A ) (en fait, un
pivot de Gauss) et non l&@duction compite deA.

La transfornée de Laplace est aussi utile pouréaolution de certains prabhesa coefficients variables. Plusgmissment, si unéquation
scalaire d’ordren

(qui peut toujours €crire sous forme d’un syste en condérant 'inconnue vectoriella de composantgg, v/, . . .,y 1)) a des coefficients
polynomiaux de de@m strictement inérieura n, la transformation de Laplace change céttgiation en unéquation d’ordren (donc en
principe plus facilex resoudre que &quation de dpart).
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A Appendice : compkments de calcul dif€rentiel et intégral

Un theoreme fondamental pour les passagéa limite sous le signg est le

Théoreme A.1 (de convergence domée de Lebesgue)Soit( f,,),cn une suite de fonctions igrables sur un intervallé (pas recessairement
borré) deR (ce qui signifief,, mesurable, ef, |f,(t)| dt < 4o quel que soiiz). On suppose que

fa(t) "= f(t) pour presque toutt € I,
et il existe une fonction iBgrableg telle que

|fn(®)] < g(t) pourpresquetout € I, VnéeN,

i /[ £.(b) dt = /1 £.(0) dt

A l'origine de ce tleoeme se trouve un lemme parfois utile en soi.

alorson a

Lemme A.1 (Fatou) Soit( f,,).en Une suite de fonctiors valeurs dan® . Alors

n—-+o00 n—-+o0o

/liminffn( )dt < hmmf/fn

On déduit du tieoeme de Lebesgue dessultats de continuétet de @rivabilité sous le signg :

Corollaire A.1 Soit f une fonction déx, t) € R" x R telle quet — f(x,t) soit integrable sur un intervalld pour toutx € € un ouvert de
R", etx — f(x,t) soitcontinueau pointx, € €2 pour presque tout € /. S’il existe une fonction iégrableg telle que

|f(x,t)] < g(t) pour presque tout € I etpourtoutz € 2,

F:X|—>/f(x,t)dt
I

84
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est continue au point,.



Corollaire A.2 Soit f une fonction déx, t) € R" x R telle quet — f(x,t) soit integrable sur un intervalld pour toutx € 2 un ouvert de
R™, etx — f(x,t) soitdifférentiableau pointx, € €2 pour presque tout € /. S’il existe une fonction iégrableg telle que

|df(x,t)] < g(t) pourpresque toutt € I et pourtoutx € 2,
alors I'application
F:x— /f(x,t)dt
I

est diferentiable au poink, et ses @rivées partielles sont doges par

0., F(x) = / O, f(x,1) dt.
I
En utilisant lesequations de Cauchy-Riemann, on &udit un esultat analogue pour les fonctions holomorphes :

Corollaire A.3 Soit f une fonction déz,¢) € C x Rtelle quet — f(z,t) soitintegrable sur un intervallé pour toutz € €2 un ouvert deC,
etz — f(z,t) soitholomorpheau pointz, € 2 pour presque tout € I. S'il existe une fonction iégrableg telle que

|0.f(z,t)] < g(t) pourpresque toutt € I et pourtout z € 2,
alors 'application

F:z'—>/[f(z,t)dt

est holomorphe au point, et sa @rivee est donee par

0.F(2) = /Iazf(z,t) dt.

Une autre ésultat fondamental du calcul égral est le

Théoreme A.2 (de Fubini) Si f est une fonction de deux variablé=tles et valeurs dan€, mesurable et ifigrable surX x Y, c’esta-dire
telle que

/ F(z,y)| dedy < +o0,
XxY

alors f(-,y) estinégrable surX pour presque touy € Y, de néme quef(x, -) est inegrable surY” pour presque tout € X, et
/ </ f(fv,y)dy> dz = / (/ f(x,y)d:E) dy.
X Y Y X
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