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1 Rappels sur les nombres complexes

1.1 Introduction

Un nombre complexeest avant tout un couple de nombres réelsz = (x, y) ∈ R2. En particulier, la somme de deux nombres complexes
z = (x, y) et z′ = (x′, y′) estz + z′ = (x + x′, y + y′), tandis que pour toutλ ∈ R et toutz = (x, y) ∈ C, λ z = (λx, λy) . On notera
simplement−z = (−1) z . L’ensemble des nombres complexes, notéC, est de plus doté d’unemultiplication(interne) .

Définition 1.1 Quels que soientz = (x, y) et z′ = (x′, y′) dansC, le produitz z′ est le nombre complexez′′ = (x′′, y′′) tel que

x′′ = x x′ − y y′ , y′′ = x y′ + x′ y .

Le produitz z est aussi noté z2 . On v́erifie sans peine que1 = (1, 0) estélément neutre pour la multiplication dansC, et queC muni de cette
multiplication et de l’addition(+) est uncorps. On identifie tout nombre complexe de la formez = (x, 0) = x1 avec le nombre réelx , la
multiplication parz = (x, 0) dansC cöıncidant avec la multiplication parx :

∀x ∈ R , ∀z′ = (x′, y′) ∈ C , (x, 0) z′ = (x x′, x y′) = x (x′, y′) .

D’autre part, on notei = (0, 1) . Ce nombre complexe vérifie la propríet́e remarquable :

i2 = −1 .
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Autrement dit,i admet pour inverse
1

i
= − i .

Interpr étation géométrique . On peut repŕesenterC comme le plan(xOy) muni d’une base orthonorḿee òu 1 est le premier vecteur de base
(c’est-̀a-dire dirigeant l’axe(Ox)) et i est le second vecteur de base (c’est-à-dire dirigeant l’axe(Oy)) .

À chaque nombre complexez = (x, y) on peut associer le pointM de coordonńees(x, y) . On dit alors quez est l’affixedu pointM .
On remarque en particulier que la multiplication pari correspond̀a la rotation d’angleπ/2 et de centreO . En effet, siz = (x, y) on a
i z = (−y, x) . Donc siM est le point d’affixez etM ′ le point d’affixei z, on a

‖
−−→
OM ′‖ = ‖

−−→
OM‖ ,

−−→
OM ′ ·

−−→
OM = 0 , dét(

−−→
OM,

−−→
OM ′) = x2 + y2 > 0 .

1.2 Écriture cart ésienne

Avec les notations introduites préćedemment, on a pour tout nombre complexez = (x, y) :

z = x1 + y i ,

que l’onécrit plus simplement :
z = x + i y .

C’est ce qu’on appelle l’écriture cart́esiennedez . Le nombre ŕeelx, qui est aussi l’abscisse du point d’affixez, est appeĺe partie réelledez
et le nombrer éely, qui est aussi l’ordonńee du point d’affixez, est appeĺepartie imaginairedez . On note ǵeneralement :

x = Rez et y = Imz .

On appelle nombreimaginaire purun nombre complexe de partie réelle nulle.

1.2.a Conjugaison

Définition 1.2 Quel que soit le nombre complexez = x + i y avecx ety réels, on appelleconjugúedez le nombre complexe

z = x − i y .
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Interpr étation géométrique . Le point d’affixez estsyḿetriquedu point d’affixez par rapport̀a l’axe(0x) .

On a les formuleśevidentes mais bien utiles :

Rez =
z + z

2
et Imz =

z − z

2 i
.

Donc en particulier :

• Un nombre complexez est ŕeel si et seulement siz = z.

• Un nombre complexez est imaginaire pur si et seulement siz = − z.

Proposition 1.1 Pour tous nombres complexesz1 et z2,

z1 + z2 = z1 + z2 et z1 z2 = z1 z2 .

Dém. Le cas de la somme est immédiat. Le cas du produit est un calcul facile : siz1 = x1 + i y1 et z2 = x2 + i y2, z1 z2 =
x1 x2 − y1 y2 + i (x2 y1 + x1 y2) donc

z1 z2 = x1 x2 − y1 y2 − i (x2 y1 + x1 y2) = (x1 − i y1) (x2 − i y2) = z1 z2 .

2

On remarque que pout toutz = x + i y (avecx ety réels), le produitz z est un nombre ŕeel positif . En effet,

z z = (x + i y) (x − i y) = x2 + y2 .

1.2.b Module

Définition 1.3 Pour tout nombre complexez, on appellemoduledez le nombre ŕeel positif

|z| =
√
z z .
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Autrement dit, siz = x + i y avecx ety réels,|z| =
√
x2 + y2 . En particulier, siz = x est ŕeel, son module|z| estégalà la valeur absolue

|x| dex . Les notations sont cohérentes ! De façon plus géńerale, on a les ińegalit́es :

|Rez| ≤ |z| et |Imz| ≤ |z| .

Noter que|z| = 0 équivautà z = 0.

Interpr étation géométrique . SiM est le point d’affixez, on a

|z| = ‖
−−→
OM‖ .

Un corollaire imḿediat de la d́efinition du module et de la proposition 1.1 est que pour tous nombres complexesz1 et z2,

| z1 z2 | = |z1| |z2| .

Attention ! En ǵeńeral,
| z1 + z2 | 6= |z1| + |z2| .

On a seulement l’ińegalit́e
| z1 + z2 | ≤ |z1| + |z2| ,

avecégalit́e si et seulement siz2 est un multiple ŕeel dez1 (ce qui signifie ǵeoḿetriquement, pour les pointsM1,2 d’affixe z1,2, que les vecteurs
−−−→
OM1 et

−−−→
OM2 sont colińeaires).

Proposition 1.2 Deux nombres complexes sontégaux si et seulement s’ils ont même module, m̂eme partie ŕeelle et leurs parties imaginaires
ont le m̂eme signe .

Dém. La partie directe est́evidente : siz = z′ alors|z| = |z′|, Rez = Rez′ et Imz = Imz′ sont de m̂eme signe . Ŕeciproquement, supposons
|z| = |z′|, Rez = Rez′ . Alors

(Imz)2 = |z|2 − (Rez)2 = |z′|2 − (Rez′)2 = (Imz′)2 .

Si de plus Imz et Imz′ sont de m̂eme signe alors ńecessairement Imz = Imz′ . 2

Cette proposition d’apparence anodine est très utile pour rechercher lesracines carŕeesd’un nombre complexeZ, c’est-̀a-dire les nombres
z tels quez2 = Z . En effet, d’apr̀es cette proposition on az2 = Z si et seulement si

|z2| = Z , Re(z2) = ReZ et Im(z2) ImZ ≥ 0 .
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En utilisant la propríet́e |z2| = |z|2, ceci se traduit surx = Rez ety = Imz par
x2 + y2 = |Z| ,
x2 − y2 = ReZ ,
x y ImZ ≥ 0 ,

et ce syst̀eme est́equivalent̀a 
2x2 = |Z| + ReZ ,
2 y2 = |Z| − ReZ ,
x y ImZ ≥ 0 .

On trouve ainsi exactement deux racines carrées deZ (siZ est non nul) .

Si par exemple ImZ est positif,z2 = Z équivautà z = z1 ou z = z2 avec :

z1 =

√
|Z| + ReZ

2
+ i

√
|Z| − ReZ

2
,

z2 = −
√
|Z| + ReZ

2
− i

√
|Z| − ReZ

2
.

Il n’est pas indispensable de retenir ces formules, il vaut mieux savoir les retrouver en pratique !

1.3 Inversion

Si z = x + i y (avecx ety réels) est un nombre complexe non nul, il admet pour inverse

1

z
=

z

z z
=

x

x2 + y2
− i

y

x2 + y2
.

Plus ǵeńeralement, on verra que leshomographies, c’est-̀a-dire les applications deC dansC de la forme :

z 7→ az + b

cz + d

(avecad− bc 6= 0), ont des propríet́es ǵeoḿetriques et analytiques très importantes.
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1.4 Exponentielle

Pour tout nombre complexez, la śerie
∑

n≥0
zn

n!
est absolument convergente. (C’est même une śerie de fonctions uniforḿemement convergente

sur tout compact deC.) On d́efinit

ez =
+∞∑
n=0

zn

n!
.

On a de façońevidente e0 = 1, et pour toutz ∈ C,
ez = ez .

D’autre part, on a comme dansR la propríet́e fondamentale

ez + z′ = ez ez′ .

(Pour la d́emonstration, utiliser la formule du binôme.) Par suite,

|ez|2 = ez ez = ez ez = ez+z ,

d’où
|ez| = eRez .

Outre son int́er̂et pratique, cette formule montre, puisque la fonction exponentielle ne s’annule pas surR, qu’elle ne s’annule pas plus surC.

1.5 Nombres complexes de module 1

On noteraU l’ensemble des nombres complexes de moduleégalà 1, qui s’identifie ǵeoḿetriquement avec le cercle unité centŕe enO . Les
nombres complexes1 et i appartiennent bien sûr àU . Une remarquéevidente mais souvent utile est l’équivalence

|z| = 1 ⇔ 1
z

= z
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Description analytique deU :
U = { z = ei θ tel que θ ∈ R } .

En effet,
{ z = ei θ tel que θ ∈ R } ⊂ U ,

car d’apr̀es la d́efinition et la propríet́e fondamentale de l’exponentielle, on a

ei θ = e− i θ =
1

ei θ

pour toutθ ∈ R. D’autre part, si ondéfinit
Re(ei θ) = cos θ , Im(ei θ) = sin θ

pour toutθ ∈ R, les fonctionscos et sin sont continues (comme limites uniformes de suites de fonctions continues), et comme e0 = 1, on a
cos 0 = 1 et sin 0 = 0. Ces fonctions admettent des développements en série entìere :

cos θ =
+∞∑
n=0

(i θ)n

n!
=

+∞∑
k=0

(−1)k θ2k

(2k)!
, sin θ =

+∞∑
k=0

(−1)k θ2k+1

(2k + 1)!
.

On voit notamment que
cos 2 ≤ 1 − 22/2 + 24/4! = −1/3 < 0 .

Donc, d’apr̀es le th́eor̀eme des valeurs interḿediaires, il existe un nombre]0, 2[ où cos s’annule. Onappelleπ/2 le plus petit. De plus,sin est
dérivable, de d́erivéecos, qui est positif sur[0, π/2]. Doncsin(π/2), qui est de carŕe égalà 1, est positif. Par suite,sin(π/2) = 1. Ainsi, le
nombreπ est le plus petit ŕeel positif tel que

ei π/2 = i ∈ U .

On remarque aussi quecos est paire etsin impaire. Pour toutz ∈ U,

|Rez| ≤ |z| = 1 .

Supposons Rez ≥ 0. D’après le th́eor̀eme des valeurs interḿediaires, il existe doncθ ∈ [0, π/2] tel que Rez = cos θ . De plus, on a

(Imz)2 = |z|2 − (Rez)2 = 1 − cos2 θ = sin2 θ .
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Donc Imz = sin θ ou Imz = sin(−θ). Ainsi, dans le premier cas on az = cos θ+ i sin θ et dans le second cas on az = cos(−θ) + i sin(−θ).
Enfin, siz ∈ U et Rez ≤ 0, alors−z ∈ U et Re(−z) ≥ 0, donc d’apr̀es ce qui pŕec̀ede il existeθ ∈ [0, π/2] tel que−z = ei θ. Or

−1 = (i)2 =
(

ei π/2
)2

= ei π .

Doncz = ei (θ+π). Ceci prouve que
U = { z = ei θ tel que θ ∈ R } .

Remarques :

• Géoḿetriquement, la multiplication par ei θ correspond̀a la rotation d’angleθ et de centreO.

• l’ensembleU est un groupe multiplicatif. Pour toutn ∈ N, on a

ei n θ =
(
ei θ

)n
(formule de Moivre)

En particulier,
e2 i π = i4 = 1 ,

d’où
ei θ = ei ω ⇐⇒ θ − ω ∈ 2πZ .

1.6 Racinesn-ièmes de l’unit́e

Proposition 1.3 Pour toutn ∈ N∗, il existe exactementn solutions de l’́equation

zn = 1 ,

appeĺees racinesn-ièmes de l’unit́e. Elles s’́ecriventζk
n pourk ∈ {0, . . . , n− 1}, où

ζn = e
2 i π

n .

De plus, elles v́erifient la propríet́e :
n−1∑
k=0

ζk
n = 0 .
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Dém. On a pour toutz ∈ C, |zn| = |z|n . Donc une solution dezn = 1 est ńecessairement de module1 . De plus,

(z = ei θ , zn = 1) =⇒ i n θ ∈ 2π Z .

Donc les solutions sont toutes de la forme
e

2 i k π
n , k ∈ Z .

Or, pourk ≡ k′ [n],

e
2 i k π

n = e
2 i k′ π

n .

Donc il y a seulementn solutions distinctes, comméenonće . La propríet́e concernant leur somme se déduit de l’identit́e remarquable :

zn − 1 = (z − 1) ( zn−1 + · · · + z + 1 ) .

2

Exemples : Les racines carrées de l’unit́e sont1 et−1 = ei π . Les racines quatrièmes de l’unit́e sont1, i, −1 et−i . C’est l’occasion de
remarquer l’́egalit́e :

i = e
i π
2 .

D’autre part, les racines cubiques de l’unité sont1, j et j2, où

j
déf
= e

2 i π
3 = 1

2
+ i

√
3

2
.

C’est une notation qu’il vaut mieux connaı̂tre1, ainsi que la formule :

1 + j + j2 = 0 .

1.7 Écriture trigonom étrique

Si z est un nombre complexe non nul, alorsz/|z| est un nombre complexe de module1, s’écrivant donc ei θ pourθ ∈ R . Il est d’usage de noter
r = |z| ∈ R+∗, si bien que

z = r ei θ .

C’est ce qu’on appelle l’écriture trigonoḿetriquedez .

1Attention cependant,j désigne parfoisi en physique !
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Proposition 1.4 Soientθ1 et θ2 dansR, r1 et r2 dansR+∗ . On a

r1 ei θ1 = r2 ei θ2 ⇐⇒ r1 = r2 et θ1 − θ2 ∈ 2πZ .

En particulier, l’́ecriture trigonoḿetriquer ei θ d’un nombre complexe non nul est unique si l’on imposer ∈ R+∗ et θ ∈ [0, 2π[ .

Interpr étation géométrique . SiM est le point d’affixez = r ei θ avecr ∈ R+∗ et θ ∈ [0, 2π[, on a

r = ‖
−−→
OM‖

et θ est l’angle entre le vecteur de base1 de l’axe(Ox) et le vecteur
−−→
OM . La multiplication parr ei θ revientà composer la rotation d’angleθ

et de centreO avec l’homoth́etie de centreO et de rapportr.

2 Transformation de Fourier

La transformation de Fourier est une opération qui associèa une fonctionf dex ∈ R (ou plus ǵeńeralement dex ∈ Rd) une fonctionf̂ de
ξ ∈ R (ou ξ ∈ Rd), où ξ est homog̀eneà 1/x. Lorsquex = t est un temps (penserà f commeà un signal sonore),ξ est donc homog̀ene
à une fŕequence. Par abus de langage, on parlera des fréquencesξ même si la variable de départx n’est pas un temps. Toutes les fonctions
consid́eŕees seront̀a valeurs dansC, le cas des fonctions̀a valeurs ŕeellesétant un cas particulier. Avant d’étudier la transformation de Fourier
proprement dite, commençons par la notion desérie de Fourier.

2.1 Śeries de Fourier

Pour une fonctionf périodiquede ṕeriodeT , on peut se contenter de considérer l’ensemble discret de fréquencesT/n où n est un entier relatif
(le casn = 0 correspondant̀a une fŕequence infinie c’est-à-direà une ṕeriode nulle) et associerà f un coefficientcn pour chacune de ces
fréquences. Pour simplifier la présentation, on suppose désormaisT = 1.

Si f est une fonction1-périodique et int́egrable2 sur tout intervalle de longueur1, on d́efinit, pour toutn ∈ Z,

cn :=

∫ 1

0

f(x) e− 2 i π n x dx .

Les nombres complexescn sont appeĺescoefficients de Fourierdef .

2au sens de Lebesgue, qu’il n’est pas indispensable de connaı̂tre pour la suite; il nous suffira de supposer la fonction continue par morceaux.
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Exemple. Si f est pŕeciśement une fonction sinusoı̈dalefk(x) = e2 i π k x, on voit imḿediatement queck = 1, et pour toutn 6= k, cn = 0.
Plus ǵeńeralement, sif est une superposition de fonctions sinusoı̈dales3

f(x) =

k2∑
k=k1

ak e2 i π k x ,

ses coefficients de Fourier sont nuls pourn 6∈ {k1, . . . , k2}, etcn = an pourn ∈ {k1, . . . , k2}.
Une fois d́efinis les coefficients de Fourier d’une fonction1-périodique, on lui associe lasérie de Fourier∑

n

cn e2 i π n x .

Attention, cette śerie n’est pas ńecessairement convergente. Il faut faire quelques hypothèses surf pour cela (voir plus loin le th́eor̀eme de
Dirichlet). C’est pourquoi il plus prudent de considérer les sommes partielles de la série de Fourier def :

SN(f) =
N∑

n=−N

cn e2 i π n x .

Remarque. D’après l’exemple vu ci-dessus, sif est unpolyn̂ome trigonoḿetrique, il existeN0 tel que pour toutN ≥ N0, SN(f) = f .

2.1.a Th́eorie Hilbertienne des śeries de Fourier.

Pourp ∈ N∗, on noteLp(T) l’espace des fonctions 1-périodiques (au sens où f(x + 1) = f(x) pourpresque tout4 x ∈ R) et de puissance
p-ième int́egrable sur[0, 1], que l’on munit de lanorme5 naturelle

‖f‖Lp(T) =
( ∫ 1

0

|f(x)|p dx
)1/p

.

3on dit alors quef est unpolyn̂ome trigonoḿetrique.
4l’expressionpresque toutveut direà l’exception de points contenus dans un ensemble de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue; pour une fonction continue par

morceaux, cela signifie que “sa valeur” aux points de discontinuité importe peu.
5une norme‖ · ‖ sur unC-espace vectoriel est par définition une applicatioǹa valeurs dansR+ telle que : 1) (‖u‖ = 0 ⇐⇒ u = 0) ; 2) ‖λu‖ = |λ| ‖u‖ pour tout

scalaireλ ∈ C et tout vecteuru ; 3) ‖u + v‖ ≤ ‖u‖ + ‖v‖ pour tous vecteursu etv.
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Remarque. Si f ∈ L2(T), alorsf ∈ L1(T) car
‖f‖L1(T) ≤ ‖f‖L2(T) .

En effet, d’apr̀es l’inégalit́e de Cauchy-Schwarz :

‖f‖L1(T) =

∫ 1

0

|f(x)| dx ≤
( ∫ 1

0

|f(x)|2 dx
)1/2 ( ∫ 1

0

1 dx
)1/2

= ‖f‖L2(T) .

Par ailleurs,L2(T) est unespace de Hilbertpour le produit scalaire hermitien6

〈f , g〉 =

∫ 1

0

f(x) g(x) dx

naturellement associé à la norme‖ · ‖L2(T) :
‖f‖L2(T) = 〈f , f〉1/2 .

On observe alors que la famille(fn : x 7→ e2 i π n x)n∈Z est orthonormale dansL2(T), ce qui signifie

‖fn‖L2(T) = 1 et 〈fn , fk〉 = 0 quels que soientn etk avecn 6= k .

En utilisant de façon essentielle cette propriét́e, on peut montrer le

Théorème 2.1Pour toutf ∈ L2(T), on a :

• (In égalité de Bessel) ‖SN(f)‖L2(T) ≤ ‖f‖L2(T) quel que soitN ∈ N.

• limN→+∞ ‖SN(f) − f‖L2(T) = 0 .

• (Identit é de Parseval)Les coefficients de Fouriercn def forment une famille de carré sommable et∑
n∈Z

|cn|2 = ‖f‖2
L2(T) .

6cette notion ǵeńeralise celle de produit scalaire euclidien auxC-espaces vectoriels. Un produit scalaire hermitien〈·, ·〉 doit par d́efinition être tel que〈u,u〉 ∈ R+

pour tout vecteuru, et 1)〈u,v〉 = 〈v,u〉 ; 2) 〈u+λw,v〉 = 〈u,v〉 + λ 〈w,v〉 ; 3) 〈u,v+λw〉 = 〈u,v〉 + λ 〈u,w〉 pour tous vecteursu, v, w et tout scalaireλ ∈ C,
et enfin (〈u,v〉 = 0 ∀v) ⇐⇒ u = 0.
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Remarque. Inversement, toute suite(cn)n∈Z de carŕe sommable est la suite des coefficients de Fourier d’une applicationf ∈ L2(T) : on
montre en effet que les sommes partielles

∑N
n=−N cn e2 i π n x forment une suite convergente dansL2(T), et la limitef est telle que

〈f,e2 i π k x〉 = lim
N→+∞

〈
N∑

n=−N

cn e2 i π n x,e2 i π k x〉 = ck quel que soitk ∈ Z .

2.1.b Convergence ponctuelle des séries de Fourier.

La théorie pŕećedente peut̂etre raffińee en montrant que, sous certaines conditions, la série de Fourier d’une fonction convergepoint par point
vers cette fonction.

Théorème 2.2Si la śerie
∑

n cn des coefficients de Fourier d’une fonctionf ∈ L1(T) est absolument convergente, alors sa série de Fourier
est uniforḿement convergente et

lim
N→+∞

sup
[0,1]

|SN(f) − f | = 0 .

En particulier, la fonctionf est ńecessairement continue, comme limite uniforme d’une suite de fonctions continues.

Théorème 2.3 (Dirichlet) Sif ∈ L1(T) admet une d́erivéeà gauche et une d́erivéeà droite en tout point, alors pour toutx

lim
N→+∞

SN(f)(x) =
1

2
(f(x+ 0) + f(x− 0)) ,

où
f(x+ 0) = lim

ε
>→0

f(x+ ε) , f(x− 0) = lim
ε

>→0

f(x− ε) .

Dém. On a par d́efinition

SN(f)(x) =
∑
|n|≤N

∫ 1

0

f(y) e2 i π n (x−y) dy =

∫ 1

0

f(x− y)
∑
|n|≤N

e2 i π n y dy .

Notons
KN(y) :=

∑
|n|≤N

e2 i π n y .
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On montre facilement que

KN(y) =
sin( (2N + 1) π y )

sin(π y)
et

∫ 1/2

0

KN(y) dy =

∫ 0

−1/2

KN(y) dy =
1

2
.

D’où

SN(f)(x)− f(x+ 0) + f(x− 0)

2
=

∫ 1/2

0

( f(x−y)− f(x−0) ) KN(y) dy+

∫ 0

−1/2

( f(x−y)− f(x+0) ) KN(y) dy =

∫ 1/2

0

ϕx(y) KN(y) dy ,

où
ϕx(y) := f(x− y) − f(x− 0) + f(x+ y) − f(x+ 0) vérifie lim

y
>→0

ϕx(y) = 0 .

Mais attention,
lim
y

>→0

KN(y) = (2N + 1) π ,

ce qui tend vers+∞ avecN ! C’est pourquoi on a besoin de faire apparaı̂tre la d́erivée def . Consid́erons par exemple le premier morceau :∫ 1/2

0

( f(x− y) − f(x− 0) ) KN(y) dy = = −
∫ 1/2

0

(∫ y

0

f ′(x− u) du
)
KN(y) dy = −

∫ 1/2

0

(∫ 1/2

u

KN(y) dy
)
f ′(x− u) du .

On montre que
∫ 1/2

u
KN(y) dy est borńee ind́ependamment deN , et tend vers0 lorsqueN tend vers+∞ dès queu eststrictement positif(et

inférieurà1/2). Donc on peut appliquer le théor̀eme de convergence dominée : cela prouve que la double intégrale tend vers0 lorsqueN tend
vers+∞. L’autre morceau se traite de la même façon. 2

Attention cependant, aux points de discontinuité, l’approximation d’une fonction par les sommes partielles de sa série de Fourier n’est pas
très bonne : c’est ce qu’on appelle lephénom̀ene de Gibbs.

Théorème 2.4 (Ph́enomène de Gibbs)Soit

C :=

∫ 1

0

sin(πx)

πx
dx ≈ 0.58948987 . . .

Sif ∈ L1(T) admet une d́erivéeà gauche et une d́erivéeà droite en tout point, alors pour toutx

lim
N→+∞

(
SN(f) − f

)
|x+ 1

2N+1
= (C − 1

2
) (f(x+ 0) − f(x− 0)) ,

lim
N→+∞

(
SN(f) − f

)
|x− 1

2N+1
= − (C − 1

2
) (f(x+ 0) − f(x− 0)) .
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2.2 Transformation de Fourier des fonctions int́egrables

Les coefficients de Fourier d’une fonction de périodeT sont naturellement d́efinis comme ceux de la fonction1-périodique

f̃ : x : 7→ f̃(x/T ) .

Ainsi

cn :=
1

T

∫ T

0

f(x) e− 2 i π n x/T dx =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(x) e− 2 i π n x/T dx .

La repŕesentation def à l’aide de sa śerie de Fourier s’́ecrit ainsiformellement

f(x) =
1

T

∑
n∈Z

e2 i π x n/T F (n/T ) , où F (ζ) :=

∫ T/2

−T/2

f(y) e− 2 i π ζ y dy .

On peut interpŕeter la somme comme l’approximation d’une intégrale, autrement dit :

f(x) ≈
∫ ∞

−∞
e2 i π x ζ F (ζ) dζ , où F (ζ) ≈

∫ ∞

−∞
f(y) e− 2 i π ζ y dy

(en faisant, toujoursformellement, tendreT vers +∞.) On observe une syḿetrie dans ces formules. La seconde est celle qui définit la
transformation de Fourier d’une fonction intégrable. La première est celle de la transformation réciproque, lorsqu’elle a un sens. On verra en
effet que la transformation de Fourier et sa réciproque sont,pour certaines classes de fonctions, conjugúees l’une de l’autre.

Définition 2.1 Pour toute fonction int́egrablef : R → C, on d́efinitF(f) = f̂ la transforḿee de Fourier def par

f̂(ζ) =

∫
f(x) e− 2 i π ζ x dx .

Une application imḿediate du th́eor̀eme de Lebesgue montre la

Proposition 2.1 La transforḿee de Fourier d’une fonction intégrable est une application continue, bornée par‖f‖L1(R) :=
∫

R |f(x)| dx.

D’autre part, le comportementà l’infini de la transforḿee de Fourier d’une fontion est lié à sarégularit́e.
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Proposition 2.2 La transforḿee de Fourier d’une fonction intégrable tend vers0 à l’infini. De plus, sif estp fois d́erivable avec toutes ses
dérivées int́egrables, alors sa transforḿee de Fourier tend vers0 à l’infini comme1/|ζ|p.

Dém. Commençons par montrer la seconde assertion. En intégrantp fois par parties, on voit que

f̂(ζ) =
1

(2 i π ζ)p

∫
f (p)(x) e− 2 i π ζ x dx

pour toutζ 6= 0. (Les “termes de bord” sont tous nuls car une fonction intégrable dont la d́erivée est int́egrable tend ńecessairement vers0 à
l’infini.) On a donc la majoration :

|f̂(ζ)| ≤ 1

(2π |ζ|)p
‖f (p)‖L1(R) .

Ceci prouve le comportement asymptotiqueénonće. D’autre part, on admettra que toute fonction continue peutêtre approch́ee, dans l’espace
L1(R) (et plus ǵeńeralement dans tout espaceLp(R) avecp ∈ N∗) par une fonction de classeC∞ à support compact : cela signifie une fonction
infiniment d́erivable et nulle en dehors d’un intervalle borné. Gr̂aceà ce ŕesultat, pourε > 0 donńe, il existe une fonction d́erivable et int́egrable
(puisqu’̀a support compact)g telle que

‖ f − g ‖L1(R) ≤
ε

2
.

D’après ce qui pŕec̀ede, pour|ζ| assez grand,|ĝ(ζ)| ≤ ε
2
. Par suite (en utilisant la proposition 2.1),

|f̂(ζ)| ≤ ‖ f − g ‖L1(R) + |ĝ(ζ)| ≤ ε

2
+
ε

2
= ε .

Ceci prouve la première assertion. 2

Voici maintenant une formule remarquable qui fait le lien,de façon rigoureuse, avec les śeries de Fourier.

Théorème 2.5 (Formule sommatoire de Poisson)Sif ∈ L1(R) est telle que, pour tout intervalle borné [a, b],∑
n

max
x∈[a,b]

|f(x+ n)| < +∞

et si
∑

n |f̂(n)| < +∞, alors ∑
n∈Z

f(x+ n) =
∑
n∈Z

f̂(n) e2 i π n x pour tout x ∈ R .

En particulier
∑

n∈Z f(n) =
∑

n∈Z f̂(n).
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Dém. D’après les hypoth̀eses, la fonction
x 7→ F (x) =

∑
n∈Z

f(x+ n)

est d́efinie et continue en tout pointx deR, et elle est́evidemment1-périodique. Ses coefficients de Fourier sont

Cm =

∫ 1

0

∑
n∈Z

f(x+ n) e− 2 i π m x dx =

∫ 1

0

∑
n∈Z

f(x+ n) e− 2 i π m (x+n) dx =
∑
n∈Z

∫ 1

0

f(x+ n) e− 2 i π m (x+n) dx ,

c’est-̀a-dire par changement de variable,

Cm =
∑
n∈Z

∫ n+1

n

f(y) e− 2 i π m y dy =

∫ +∞

−∞
f(y) e− 2 i π m y dy = f̂(m) .

L’hypothèse sur la śerie
∑

n f̂(n) assure queF est somme de sa série de Fourier (par le th́eor̀eme 2.2), d’òu le ŕesultat. 2

La formule de Poisson permet, entre autres, de donner une démonstration rapide du théor̀eme fondamental suivant.

Théorème 2.6Sif est int́egrable et continue, et si pour tout intervalle borné [a, b],∑
n

max
x∈[a,b]

|f(x+ n)| < +∞ ,
∑

n

max
ζ∈[a,b]

|f̂(ζ + n)| < +∞ ,

alors

• (formule d’inversion)

f(x) =

∫
R
f̂(ζ) e2 i π ζ x dζ

pour toutx ∈ R.

• (formule de Plancherel) ∫
R
|f(x)|2 dx =

∫
R
|f̂(ζ)|2 dζ .
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Dém. On commence par remarquer la formuleélémentaire :

F
(
f e− 2 i π τ ·

)
= f̂(·+ τ) .

En appliquant la formule sommatoire de Poissonà la fonctionx 7→ f(x) e− 2 i π τ x, on en d́eduit donc :∑
n∈Z

f(x+ n) e− 2 i π τ (x+n) =
∑
n∈Z

f̂(n+ τ) e2 i π n x ,

ou encore ∑
n∈Z

f(x+ n) e− 2 i π τ n =
∑
n∈Z

f̂(n+ τ) e2 i π (n+τ) x .

Le membre de gauche est une série de Fourier par rapportà la variableτ , dont les coefficientscn = (f(x−n))n∈Z forment une śerie absolument
convergente (̀ax fixé). En particulier, le coefficientc0 = f(x) est donńe par :

c0 =

∫ 1

0

∑
n∈Z

f(x+ n) e− 2 i π τ n dτ =

∫ 1

0

∑
n∈Z

f̂(n+ τ) e2 i π (n+τ) x dτ =
∑
n∈Z

∫ n+1

n

f̂(ζ) e2 i π ζ x dζ =

∫
R
f̂(ζ) e2 i π ζ x dζ .

Ceci montre la formule d’inversion. D’autre part, d’après l’identit́e de Parseval, on a

∑
n∈Z

|f(x+ n)|2 =
∑
n∈Z

|cn|2 =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

f̂(n+ τ) e2 i π (n+τ) x

∣∣∣∣∣
2

dτ =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

f̂(n+ τ) e2 i π n x

∣∣∣∣∣
2

dτ ,

d’où ∫
R
|f(x)|2 dx =

∫ 1

0

∑
n∈Z

|f(x+ n)|2 dx =

∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

f̂(n+ τ) e2 i π n x

∣∣∣∣∣
2

dτ dx .

Grâce au th́eor̀eme de Fubini, on peut intervertir l’ordre d’intégration, et comme∫ 1

0

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

f̂(n+ τ) e2 i π n x

∣∣∣∣∣
2

dx =
∑
n∈Z

|f̂(n+ τ)|2
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f(x) f(−x) f (p)(x) f(x+ a) f(a x)

f̂(ζ) f̂(ζ) (2 i π ζ)p f̂(ζ) e2 i π ζa f̂
(
ζ
)

1
|a| f̂

(
ζ
a

)
Tableau 1: Formulaire de base (on obtient des formules analogues enéchangeant les rôles def et f̂ grâceà la formule d’inversion) .

par la formule de Parseval, on obtient finalement∫
R
|f(x)|2 dx =

∫ 1

0

∑
n∈Z

|f̂(n+ τ)|2 d τ =

∫
R
|f̂(ζ)|2 dζ .

2

Remarque 2.1

En particulier, d’apr̀es la proposition 2.2, les fonctions de classeC2 à support compact satisfont les hypothèses des th́eor̀emes 2.5 et 2.6.

On montre facilement quelques formules utiles, dont certaines ont déjà ét́e rencontŕees, voir le tableau 2.2.
Une autre formule importante concerne laconvolutionde deux fonctions.

Définition 2.2 (Convolution) Pour deux fonctionsf etg, dont l’une au moins est intégrable et l’autre borńee, on d́efinitf ∗ g par

(f ∗ g)(x) =

∫
f(x− y) g(y) dy = (g ∗ f)(x) .

Remarque 2.2 On peut aussi donner un sensà la convolution d’une fonction intégrablef par une fonctiong ∈ Lp(R) quel que soitp ∈ N∗.
On montre de plus quef ∗ g ∈ Lp(R) avec

‖ f ∗ g ‖Lp(R) ≤ ‖ f ‖L1(R) ‖ g ‖Lp(R) .

On montre facilement que, si les deux fonctionsf etg sont int́egrables (avec l’une bornée),

f̂ ∗ g(ζ) = f̂(ζ) ĝ(ζ) .

On en d́eduit gr̂aceà la formule d’inversion :
f̂ g = f̂ ∗ ĝ

dès que les deux membres de l’égalit́e ont un sens (c’est le cas par exemple sif , g, f g et f̂ sont int́egrables).
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2.3 Transformées de Fourier classiques

• On calcule facilement la transformée de Fourier de la fonction créneau :

f = 1|x|≤R =⇒ f̂(ζ) =
sin(2π R ζ)

π ζ
.

On a inversement :

f(x) =
sin(2π Rx)

π x
=⇒ f̂(ζ) = 1|ζ|≤R .

• Poura > 0, la fonctionf, : x ∈ R 7→ e− a |x| a pour transforḿee de Fourier

f̂(ζ) =
2 a

a2 + 4 π2 ζ2
.

(Calcul sans difficult́e, laisśe en exercice.)
• Pour une Gaussienne :

f(x) = e− a x2

,

aveca > 0, le calcul de la transforḿee de Fourier n’est pas aussi immédiat. On a par d́efinition (la fonctionf étantévidemment int́egrable) :

f̂(ζ) =

∫
R

e− a x2

e− 2 i π ζ x dx .

Plusieurs ḿethodes sont possibles pour obtenir une formule sans signe
∫

. On peut faire appel̀a la th́eorie des fonctions de variable complexe
(formule de Cauchy). Un calcul plusélémentaire consistèa remarquer :

f̂ ′(ζ) = − 2 i π

∫
R
x e− a x2

e− 2 i π ζ x dx = − 2π2

a
ζ f̂(ζ)

par int́egration par parties. D’òu, en ŕesolvant̀a vue l’́equation diff́erentielle satisfaite par̂f :

f̂(ζ) = f̂(0) e−
π2 ζ2

a .
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Il resteà calculer, et c’est vrai quelle que soit l’approche choisie, l’intégrale∫
R

e− a x2

dx = f̂(0) .

Par un changement de variableévident on a : ∫
R

e− a x2

dx =
1√
a

∫
R

e−y2

dy .

Il y a une astuce bien connue pour calculer

I :=

∫
R

e−y2

dy .

On remarque que ∫
R2

e−‖x‖
2

dx = I2

(par le th́eor̀eme de Fubini) et on calcule l’intégrale surR2 en passant en coordonnées polaires :∫
R2

e−‖x‖
2

dx = 2π

∫ +∞

0

r e−r2

dr = π .

D’où finalement ∫
R

e− a x2

dx =
√

π
a

et f̂(ζ) =
√

π
a

e−
π2 ζ2

a .

En particulier, poura = π, on voit que la la fonction
f(x) = e−π x2

est invariante par transformation de Fourier.

2.4 Transformation de Fourier des fonctions de carŕe intégrable et autres objets

Toutes les fonctions ne sont pas intégrables, loin s’en faut. Pourtant on peut définir la transforḿee de Fourier de certaines fonctions non
intégrables, et m̂eme d’objets qui ne sont pas des fonctions. . .

Commençons par les fonctions de carré int́egrable.
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Exemple : la fonctionx 7→ 1
1+|x| n’est pas int́egrable, mais elle est de carré int́egrable.

Attention, il existe aussi des fonctions intégrables qui ne sont pas de carré int́egrable (par exemple,x 7→ 1√
x

e−x2
) !

On noteL2(R) l’espace des fonctions de carré int́egrable surR, muni de la norme

‖f‖L2(R) :=
( ∫

R
|f |2 dx

)1/2

.

On admettra que toute fonction de carré int́egrable peut̂etre approch́ee aussi pr̀es qu’on veut dansL2(R) par une fonction de classeC∞
à support compact. Grâceà ce ŕesultat et au th́eor̀eme 2.6, on peut́etendre “par densité” la transformation de FourierF à L2(R). En effet,
si f ∈ L2(R), il existe une “suite”fε de fonctionsC∞ à support compact convergeant versf dansL2(R) lorsqueε tend vers0. La “suite”
(F(fε))ε>0 est de Cauchy dansL2(R), puisque

‖F(fε) − F(fε′)‖L2(R) = ‖fε − fε′‖L2(R)

donc elle converge7 vers une fonctionF ∈ L2(R). Cette limite ne d́epend pas de la suite. Car sigε en est une autre, de limiteG, on a

‖F(fε) − F(gε)‖L2(R) = ‖fε − gε‖L2(R) ,

d’où en passant̀a la limite
‖F − G‖L2(R) = ‖f − g‖L2(R) = 0 .

Cette limite est par d́efinition la transforḿee de Fourier def , not́eef̂ . De plus, en passantà la limite dans l’identit́e :

‖F(fε)‖L2(R) = ‖fε‖L2(R) ,

on obtient
‖f̂‖L2(R) = ‖f‖L2(R) .

Quantà la formule d’inversion, d’après la remarque 2.1, elle est satisfaite au moins sur le sous-ensemble dense constitué des fonctions de classe
C2 à support compact. On peutécrire en abŕeǵe la formule d’inversion :

F ◦ F = Id .
7On utilise ici le fait queL2 est un espacecomplet.
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Cette identit́e est vraie surL2 tout entier par passageà la limite. En revanche, la formule d’inversion telle qu’elle estécrite dans le th́eor̀eme
2.6 supposêf intégrable,ce qui n’est pas automatique.

Voyons maintenant comment définir la transforḿee de Fourier de fonctions dont on suppose seulement qu’elles sont bornées. On note
L∞(R) l’ensemble des fonctions (mesurables et essentiellement) bornées8, muni de la norme

‖f‖L∞(R) := sup
x∈R

|f(x)| .

Malheureusement, le résultat d’approximation utiliśe pŕećedemment dansL2 est faux dansL∞. Toutefois, on peut procéder “par dualit́e”. En
effet, à toute fonctionf ∈ L∞(R) on peut associer uneforme lińeaire continuesurL1, définie par :

Tf : φ ∈ L1(R) 7→ 〈 f , φ 〉 :=

∫ +∞

−∞
f(x) φ(x) dx .

Inversement, toute forme linéaire continue surL1 admet une représentation de la forme ci-dessus, c’est un résultat connu sous le nom de
théor̀eme de Riesz. C’est pourquoi on “identifie” souventTf avecf .

Proposition 2.3 Sif etφ sont int́egrables et de carré int́egrable, alors on a∫ +∞

−∞
f̂(y) φ(y) dy =

∫ +∞

−∞
f(ξ) φ̂(ξ) dξ .

Dém. C’est un simple calcul avec interversion de l’ordre d’intégration. Noter que l’hypoth̀ese assure que les transformées de Fourier̂f et
φ̂ sont d́efinies par la formule intégrale standard, et que les fonctionsf̂ φ etf φ̂ sont int́egrables. 2

Ce ŕesultat sugg̀ere de d́efinir la transforḿee de Fourier d’une fonctionf plus ǵeńerale par la formule :

〈 f̂ , φ 〉 = 〈 f , φ̂ 〉 .

Pour donner un sens̀a cette formule, il faut que
φ 7→ 〈 f , φ̂ 〉

8On peut ne pas connaı̂tre le sens des termes entre parenthèses,mesurableet essentiellement bornée: il suffit de se limiter, par exemple,à des fonctions continues par
morceaux et borńees.
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soit une forme lińeaire continue sur un espace “raisonnable”, etf̂ appartient alors par définition au dual de cet espace. Il se peut que l’espace en
question soit encoreL1, dont le dual s’identifie avecL∞ comme on l’a dit plus haut : c’est le cas par exemple lorsqu’on cherche la transformée
de Fourier de la fonction

f : x 7→ f(x) = ei a x2

aveca > 0. On montrera plus loin, en utilisant la théorie des fonctions de variable complexe, que sa transformée de Fourier est en effet la
fonction borńee

f̂ : ζ 7→
(π
a

)d/2

ei d π/4 ei π2 ζ2/a .

Pour d’autres fonctions bornées, comme par exemple lafonction de Heaviside

H : x 7→
{

0 si x < 0 ,
1 si x > 0 ,

c’est un peu plus d́elicat. Il est possible d’identifier la transformée de Fourier deH avec la fonction

ζ 7→ 1

2 i π ζ
,

qui n’est pŕeciśement pas borńee. Pour obtenir ce résultat, il y a divers moyens plus ou moins détourńes. Le pluśelémentaire consiste en un
passagèa la limite formel, en remarquant que la fonction intégrable

x 7→ H(x) e− a x ,

converge ponctuellement versH lorsquea tend vers0 par valeurs positives. Or sa transformée de Fourier se calcule aisément : elle vaut

1

a + 2 i π ζ
,

ce qui tend bien vers1/(2 i π ζ) lorsquea tend vers0. Un autre moyen, plus rigoureux, consisteà calculer d’abord la transforḿee de Fourier
de lamasse de Dirac, dontH est la d́erivée au sens des distributions. On sort là du cadre de ce cours. L’importance de la masse de Dirac dans
diverses applications nécessite pourtant quelques explications. On se reportera pour celaà la śeance de TD n◦ 2.
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3 Fonctions de variable complexe

Le but de ce chapitre est d’introduire les notions fondamentales concernant les fonctions dépendant non plus d’une variable réelle mais d’une
variable complexe (et̀a valeurs complexes). L’intér̂et de “passer en complexe” apparaı̂tra clairement dans le calcul d’intégrales par la ḿethode
des ŕesidus; la th́eorie des fonctions de variable complexe est aussi utile pour la transformation de Fourier (calcul de transformées de Fourier)
et de Laplace (formule d’inversion). . .

Dans tout ce qui suit,Ω désignera un ouvert non vide du plan complexeC et on le supposeraconnexe, c’est-̀a-dire que deux points
quelconques deΩ sont relíes par un arc de courbe complètement inclus dansΩ. (Lorsque le segment de droite entre deux points quelconques
est inclus dansΩ, c’est queΩ estconvexe.)

Exemples. Le plan complexe priv́e de l’origine,C\{0}, estconnexe, maispas convexe. Le plan complexe priv́e de l’axe imaginaire pur,
C\(iR), n’est pas connexe. Il est constitué de deuxcomposantes connexes, { z ; Rez > 0 } et{ z ; Rez <, 0 }, qui sont convexes.

On dira deΩ qu’il est simplement connexesi toute courbe ferḿee incluse dansΩ peutêtre continument d́eformée jusqu’̀a devenir un point
tout en restant dansΩ.

Exemples. Le plan complexe priv́e de l’origine,C\{0}, n’est pas simplement connexe. Le plan complexe priv́e d’une demi-droite est
simplement connexe.

3.1 Fonctions holomorphes

Introduisons la première notion fondamentamentale concernant les fonctions de variable complexe.

Définition 3.1 Une fonctionf : Ω → C est diteholomorphesi, en chaque pointz0 deΩ, le taux d’accroissement

f(z) − f(z0)

z − z0

admet une limite lorsquez tend versz0. Dans ce cas, on notef ′(z0) cette limite. LorsqueΩ = C, la fonction est diteentìere.

Remarque 3.1 Le fait queΩ soit ouvert assure, par définition, que pour toutz assez proche dez0 ∈ Ω, disons|z − z0| ≤ ε pour fixer les
idées,z appartient ńecessairement̀a Ω (ce qui permet de considérerf(z)).
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Remarque 3.2 Une fonction holomorphe est nécessairement continue.

Remarque 3.3 La définition def ′(z0) est analoguèa la définition de la d́erivée d’une fonction de variable réelle. Cependant, on verra que les
fonctions holomorphes ont des propriét́es beaucoup plus fortes que les fonctions dérivables de variable ŕeelle.

Exemples. Les fonctions polyn̂omiales sont holomorphes surC, c’est-̀a-dire entìeres. Leur d́erivées se calculent comme les fonctions
polynômiales de variable réelle :

f(z) =
N∑

n=0

an z
n =⇒ f ′(z) =

N∑
n=1

n an z
n−1 ∀ z ∈ C .

Une autre fonction entière, fondamentale, est la fonctionexponentielle, qui est sa propre dérivée :

f(z) = ez =⇒ f ′(z) = ez ∀ z ∈ C .

Proposition 3.1 Sif etg sont deux fonctions holomorphes surΩ alors, quels que soientλ etµ ∈ C, la fonctionλ f + µ g est holomorphe sur
Ω, de d́erivéeλ f ′ + µ g′. La fonctionf g est aussi holomorphe, de dérivéef ′ g + f g′. Si de plusg ne s’annule pas surΩ, alors la fonction
f/g est holomorphe surΩ, de d́erivée(f ′ g − f g′)/g2 . Sif(Ω) ⊂ U eth est holomorphe surU alorsh ◦ f est holomorphe surΩ, de d́erivée
h′ ◦ f f ′ .

Exemples. Les fonctions rationnelles sont holomorphes sur tout domaine où leur d́enominateur ne s’annule pas.
Ces premìeres observations pourraient laisser croire que tout marche comme avec les fonctions de variable réelle. Attention cependant,

certaines fonctions d’allure très “raisonnable” ne sontpas holomorphes, par exemple,

z 7→ Rez , ou z 7→ |z|2 ,

et plus ǵeńeralement toute fonctioǹa valeurs ŕeelles (non constante) n’estpas holomorphe! Ceci d́ecoule de la caractérisation suivante.

Proposition 3.2 Soit f une fonction dez = x + i y ∈ Ω . Pour tout(x, y) tel quex + i y ∈ Ω, on noteu(x, y) = Ref(x + i y) et
v(x, y) = Imf(x + i y). Alors f est holomorphe si et seulementu et v sont diff́erentiables comme fonctions dedeux variables ŕeelles, et
vérifient de plus les relations suivantes, diteséquations de Cauchy-Riemann:

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= − ∂v

∂x
.
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Dans ce cas, on a

f ′(x + i y) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= − i ∂u

∂y
+
∂v

∂y
.

Corollaire 3.1 Si f = u + i v est holomorphe, alors les fonctions de deux variables réelles et̀a valeurs ŕeelles,u et v sontharmoniques,
c’est-̀a-dire telles que

∆u = 0 , ∆v = 0 , où ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
(opérateur Laplacien).

Définition 3.2 On dit que deux fonctionsu etv à valeurs ŕeelles sontharmoniques conjuguéessi la fonction

f : z = x + i y 7→ u(x, y) + i v(x, y)

est holomorphe.

Un exemple concret de fonctions harmoniques conjuguées est celui dupotentielet de lafonction de courantd’un écoulement bidimensionnel
incompressible et irrotationnel. En effet, le champ de vitessesv d’un écoulement plan de fluide parfait incompressible et irrotationnel vérifie
par d́efinition

divv = 0 , rot v = 0 ,

c’est-̀a-dire siv a pour composantes(v1, v2) :

∂v1

∂x
+
∂v2

∂y
= 0 et

∂v1

∂y
− ∂v2

∂x
= 0 .

Si le domaine d’́ecoulement estsimplement connexe, cela implique (on l’admet) l’existence de fonctions scalairesϕ (potentiel) etψ (fonction
de courant) telles que

v =


∂ψ

∂y

− ∂ψ

∂x

 =


∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y

 .

Alors la fonction
f : z = x + i y 7→ ϕ(x, y) + i ψ(x, y)
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vérifie leséquations de Cauchy-Riemann, elle est donc holomorphe, et l’on a

f ′(z) =
∂ϕ

∂x
+ i

∂ψ

∂x
=

∂ψ

∂y
− i

∂ϕ

∂x
= v

en identifiantv au nombre complexev1 + i v2. La fonctionf est appeĺeepotentiel complexedu champv.

Remarque 3.4 D’après leséquations de Cauchy-Riemann, leslignes de niveau9 de fonctions harmoniques conjuguées sont orthogonales les
unes aux autres. En particulier, c’est le cas pour les lignes de courant (lignes de niveau de la fonction de courant) et les ligneséquipotentielles
(lignes de niveau du potentiel) de l’hydrodynamique !

Remarque 3.5 On peut reformuler la proposition 3.2 grâceà la notation concentŕee

∂ =
1

2

( ∂

∂x
− i

∂

∂y

)
, ∂ =

1

2

( ∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Une fonctionf est holomorphe si et seulement si
∂f ≡ 0 .

Et dans ce cas, sa dérivée au sens complexe estf ′ = ∂f .

On voit ainsi tr̀es facilement que la fonctionz 7→ z n’est pas holomorphe.

3.2 Fonctions analytiques

Voici la seconde notion fondamentale, dont on verra qu’elle coı̈ncide en fait avec la première.

Définition 3.3 On dit qu’une fonctionf estanalytiquedansΩ si elle d́eveloppable en série entìere en tout point deΩ, c’est-̀a-dire si pour tout
z0 ∈ Ω il existe une suite(an)n∈N ∈ CN et un nombrer > 0 tels que, pour toutz satisfaisant|z − z0| ≤ r,

f(z) =
+∞∑
n=0

an (z − z0)
n .

9Une ligne de niveau d’une fonctionu : R× R → R est un ensemble de la formeLa = { (x, y) ; u(x, y) = a } aveca ∈ R.
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Avant d’aller plus loin, rappelons la

Définition 3.4 Pour une śerie entìere
∑+∞

n=0 an (z − z0)
n on d́efinit lerayon de convergencecomme le nombreR ∈ [0,+∞] tel que

+∞∑
n=0

|an| rn < +∞ ∀r < R et la śerie
+∞∑
n=0

an (z − z0)
n diverge pour |z − z0| > R .

On appelle disque de convergence le disque de centrez0 et de rayonR.

On trouve en ǵeńeral le rayon de convergence grâceà la

Proposition 3.3 (Critère de Cauchy) Le rayon de convergence d’une série entìere est donńee par

1

R
= lim sup

n→+∞
|an|1/n .

Remarque 3.6 La somme d’une série entìere est d́eveloppable en série entìere en tout point de son disque de convergence. En effet, considérons
la série entìere

∑+∞
n=0 an (z − z0)

n. SoitR son rayon de convergence etz1 appartenant au disque de convergence. Alors

+∞∑
n=0

an (z − z0)
n =

+∞∑
n=0

an (z − z1 + z1 − z0)
n =

+∞∑
n=0

an

n∑
p=0

Cp
n (z − z1)

p (z1 − z0)
n−p =

+∞∑
p=0

(z − z1)
p

+∞∑
n=p

an Cp
n (z1 − z0)

n−p

pour |z − z1| < R − |z1 − z0|.

Exemples. La fonction exponentielle est entière, de m̂eme que les fonctions trigonométriques et hyperboliques définies pour toutz ∈ C par

sin z =
ei z − e− i z

2 i
, cos z =

ei z + e− i z

2
, shz =

ez − e− z

2
, chz =

ez + e− z

2
.

(Écrireà titre d’exercice les d́eveloppements en séries entìeres de ces fonctions au pointz0 = 0.)

Théorème 3.1Toute fonction analytique est holomorphe. De plus, on a

f(z) =
+∞∑
n=0

an (z − z0)
n ∀ z ; |z − z0| ≤ r =⇒ f ′(z) =

+∞∑
n=1

n an (z − z0)
n−1 .
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Dém. (Théorème 3.1)Supposons que la série entìere
∑+∞

n=0 an (z − z0)
n ait pour rayon de convergenceR. Alors d’apr̀es le crit̀ere de

Cauchy, la śerie entìere
∑+∞

n=1 n an (z − z0)
n−1 a le m̂eme rayon de convergence. Notons provisoirement

g(z) =
+∞∑
n=1

n an (z − z0)
n−1 .

Pour simplifier on supposez0 = 0. Soitw tel que|w| < r < R. On veut montrer que

lim
z→w

f(z) − f(w)

z − w
= g(w) .

Or
zn − wn

z − w
− nwn−1 = (z − w)

n−1∑
k=1

k wk−1 zn−k−1

si n ≥ 2. D’où ∣∣∣ f(z) − f(w)

z − w
− g(w)

∣∣∣ ≤ |z − w|
+∞∑
n=0

|an|
n(n− 1)

2
rn−2

si |z| ≤ r. D’après le crit̀ere de Cauchy, cette dernière śerie converge, d’òu le ŕesultat. 2

Corollaire 3.2 Toute fonction analytiquef est infiniment d́erivable au sens des fonctions de variable complexe. Son développement en série
entìere en un pointz0 est donńe par sa śerie de Taylor

+∞∑
n=0

f (n)(z0)

n !
(z − z0)

n .

Dém. Montrons par ŕecurrence surn que toute fonction analytiquef est au moinsn fois dérivable au sens complexe, et que

f(z) =
+∞∑
n=0

an (z − z0)
n ∀ z ; |z − z0| ≤ r =⇒ f (n)(z) =

+∞∑
p=n

p !

(p− n) !
ap (z − z0)

p−n .

D’après le th́eor̀eme 3.1, ceci est vrai pourn = 1. Supposons cette propriét́e vraie pourn − 1. Alors f (n−1) est analytique, puisque somme
d’une śerie entìere au pointz0, donc on peut lui appliquer le théor̀eme 3.1. On en d́eduit la propríet́e à l’ordren. De plus, la formule pour
f (n)(z) montre quef (n)(z0) = n ! an. 2

Notre objectif est maintenant de montrer que toute fonction holomorphe est analytique, et donc infiniment dérivable ! Pour cela nous allons
utiliser des int́egrales curvilignes dans le plan complexeC.
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3.3 Intégration le long de chemins dansC
Soit Γ un arc de courbe dansC, défini comme l’image d’une application de classeC1, γ : [a, b] → C. Cet arc est ditorient́e deA = γ(a)
versB = γ(b). On repŕesente souvent cette orientation par une flèche. Sif est une fonction continue sur un ouvert contenantΓ, on d́efinit∫

Γ

f(z) dz =

∫ b

a

f(γ(t)) γ′(t) dt .

Cette d́efinition ne d́epend pas du choix du paramétrage, c’est-̀a-dire que siϕ est un diff́eomorphisme de[α, β] sur[a, b], alorsγ ◦ϕ est un autre
paraḿetrage deΓ, et on a bien ∫ β

α

f(γ ◦ ϕ(τ)) (γ ◦ ϕ)′(τ) dτ =

∫ b

a

f(γ(t)) γ′(t) dt .

De plus, siΓ∗ désigne l’arc oppośe, c’est-̀a-dire orient́e deA versB, il admet par exemple comme paramétrage

γ∗ : [a, b] → C
t 7→ γ∗(t) = γ(a+ b− t) ,

et on aévidemment ∫
Γ∗

f(z) dz = −
∫

Γ

f(z) dz .

Lorsqueγ(a) = γ(b) on dit que l’arc estfermé, et dans ce cas on ajoute parfois un◦ sur le signe
∫

:∮
Γ

f =

∫ b

a

f(γ(t)) γ′(t) dt .

On appelleracheminune ŕeunion orient́ee d’arcs de courbe reliés deux̀a deux par leur extrémit́es. On appelleracontourou lacetun chemin
fermé. Sif est une fonction continue sur un ouvert contenant un cheminΓ = Γ1 ∪ . . . ∪ Γk, on d́efinit simplement∫

Γ

f =

∫
Γ1

f + . . . +

∫
Γk

f .
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Im z

Re z

Im z

Re z

Figure 1: Exemples de chemin et de contour.

Exemples. LorsqueΓ est un arc de cercle de rayonr, il admet un paraḿetrage de la forme

γ(t) = z0 + r ei t , t ∈ [a, b],

avec|b− a| ≤ 2π, et pour toute fonctionf on a∫
Γ

f(z) dz = i r

∫ b

a

f(z0 + r ei t) ei t dt .

Remarque 3.7 La longueur d’un arcΓ, paraḿetré parγ sur [a, b] étant d́efinie par

L =

∫ b

a

|γ′(t)| dt ,

on a pour toute fonction continue surΓ ∣∣∣∣ ∫
Γ

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ L max
z∈Γ

|f(z)| .

3.3.a Th́eorème de Cauchy

Un premier ŕesultat, facilèa d́emontrer, est le suivant.
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Théorème 3.2 (Cauchy no 1) Sif est une fonction continue sur un ouvertΩ contenant un cheminferméΓ etsi f est ladérivée d’une fonction
holomorpheF dansΩ, alors ∮

Γ

f(z) dz = 0 .

Dém. Pour simplifier on suppose queΓ est unarc fermé, admettant un paraḿetrageγ sur un intervalle[a, b] avecγ(a) = γ(b). Si f = F ′

(dérivée au sens complexe), , alors(f ◦ γ)× γ′ est la d́erivée, au sens des fonctions de la variable rélle t ∈ [a, b], deF ◦ γ. Par suite,∫ b

a

f(γ(t)) γ′(t) dt = [F (γ(t)) ]ba = F (γ(b)) − F (γ(a)) = 0

puisqueΓ est ferḿe (γ(b) = γ(a)). 2

Ce th́eor̀eme s’applique en particulier aux fonctions polynômiales.

Corollaire 3.3 Pour tout entiern et tout chemin ferḿeΓ, ∮
Γ

zn dz = 0 .

On a m̂eme :

Corollaire 3.4 Pour tout entiern 6= 1 et tout chemin ferḿeΓ ne contenant pas0,∮
Γ

1

zn
dz = 0 .

Attention, ce ŕesultat est faux pourn = 1. On verra plus loin ce qu’il advient de
∮

Γ
dz
z
.

Une version plus subtile du théor̀eme de Cauchy est la suivante :

Théorème 3.3 (Cauchy no 2) Supposons queΩ soit un ouvertconvexe, Γ un chemin ferḿe dansΩ, et f une fonction continue surΩ et
holomorphe (sauf peut-être en un pointp), alors ∮

Γ

f(z) dz = 0 .
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Id ées de la d́emonstration. Il s’agit de construire une fonction holomorpheF dontf soit la d́erivée (on appliquera alors le théor̀eme 3.2).
Par analogie avec les fonctions de variable réelle, cette fonctionF sera de la forme

F (z) =

∫
[a,z]

f(ζ) dζ ,

où a est un point quelconque deΩ et [a, z] désigne le segment de droite compris entrea et z, orient́e dea versz. On remarque de suite
l’importance de la convexité deΩ dans cette approche, puisqu’elle assure l’inclusion[a, z] ⊂ Ω pour toutz ∈ Ω. Tout le probl̀eme est de
montrer queF répondà nos attentes, c’est-à-dire qu’elle est holomorphe et de dérivéef . Attention, c’est loin d’̂etreévident !

En fait, cela demande de connaı̂tre le th́eor̀eme que l’on cherchèa d́emontrer dans le cas particulier où Γ est le bord d’untriangle. La
démonstration de ce résultat utilise astucieusement le corollaire 3.3. Nous l’admettrons.

La fin de la d́emonstration fonctionne alors comme pour les fonctions de variable réelle. Soient en effetz et z0 dansΩ, et∆ le triangle de
sommetsa, z et z0. De l’égalit́e (admise) ∮

∆

f(ζ) dζ = 0 ,

on d́eduit que, par d́efinition deF ,

F (z) − F (z0) =

∫
[z0,z]

f(ζ) dζ ,

d’où
F (z) − F (z0)

z − z0

− f(z0) =
1

z − z0

∫
[z0,z]

( f(ζ) − f(z0) ) dζ .

Commef est continue, pour toutε > 0 il existeη > 0 tel que si|ζ − z0| ≤ η, alors|f(ζ) − f(z0)| ≤ ε. Par suite, en utilisant la remarque 3.7
(dans le cas tr̀es simple du segment de droite[z0, z] !), on obtient∣∣∣∣ F (z) − F (z0)

z − z0

− f(z0)

∣∣∣∣ ≤ ε

pour|z − z0| ≤ η. 2

Enfin, signalons la version définitive du th́eor̀eme de Cauchy, que nous admettrons.

Théorème 3.4 (Cauchy no 3) Si Ω est un ouvertsimplement connexe, si Γ est unchemin ferḿe dansΩ, et sif est une fonctionholomorphe
dansΩ, alors ∮

Γ

f(z) dz = 0 .
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L’hypothèse desimple connexit́e est fondamentale dans ce résultat. On peut m̂emeénoncer une sorte de réciproque : si
∮

Γ
f(z) dz = 0

pour toute fonction holomorphe dansΩ et pour tout chemin ferḿe Γ ⊂ Ω, alorsΩ est simplement connexe. D’autre part, une conséquence
importante du th́eor̀eme de Cauchy est la :

Proposition 3.4 Toute fonctionholomorphef sur un ouvertΩ connexe etsimplement connexeadmet une “primitive” au sens des fonctions
de variable complexe, c’est-à-dire qu’il existe une fonctionF holomorphe dont la d́erivée estf .

Dém. On l’a clairement vu dans les idées de d́emonstration du th́eor̀eme 3.3 concernant les ouverts convexes. SiΩ est convexe, il suffit en
effet de choisir un pointz0 ∈ Ω et d́efinir

F (z) =

∫
[z0,z]

f(ζ) dζ ,

où [z0, z] est le segment de droite orienté entrez0 etz. Si l’on suppose seulementΩ simplement connexe, c’est un peu plus subtil. Fixons aussi
z0 ∈ Ω. Par connexit́e deΩ, on sait que pour toutz ∈ Ω il existe un cheminΓz reliantz0 à z. De plus, d’apr̀es le th́eor̀eme de Cauchy,∫

Γz

f(ζ) dζ

ne d́epend pas du chemin choisi! En effet, siΓ̃z est un autre chemin, alorsΓz ∪ Γ̃∗z, où Γ̃∗z est le chemin opposé à Γ̃z, est un chemin ferḿe inclus
dansΩ, donc

0 =

∫
Γz

f(ζ) dζ +

∫
eΓ∗z f(ζ) dζ =

∫
Γz

f(ζ) dζ −
∫

eΓz

f(ζ) dζ .

Donc on peut d́efinir l’application

z 7→ F (z) :=

∫
Γz

f(ζ) dζ .

CommeΩ est ouvert, il exister > 0 tel queD(z0; r) ⊂ Ω. En appliquant une nouvelle fois le théor̀eme de Cauchy, au chemin fermé
Γw ∪ [w, z] ∪ Γ∗z, on voit que

F (z) − F (w) =

∫
[w,z]

f(ζ) dζ

pour tousz etw ∈ D(z0; r). On montre alors comme dans le théor̀eme 3.3 queF ′ = f . 2
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3.3.b Notion d’indice

Nous allons introduire un ingrédient fondamental de la théorie des ŕesidus, qui avant tout va nous servirà d́emontrer qu’une fonction holomorphe
est analytique.

Théorème 3.5SoitΓ un chemin ferḿe dans le plan complexe et soitΩ = C\Γ (c’est un ouvert carΓ est compact donc ferḿe). Pour tout
z ∈ Ω, on d́efinit

IndΓ(z) :=
1

2 i π

∮
Γ

dζ

ζ − z
.

Alors IndΓ(z) est un entier relatif. De plus, la fonctionIndΓ est constante sur chaque composante connexe deΩ, et en particulier elle est nulle
sur la composante connexe non bornée deΩ.

Dém. Supposons là encore pour simplifier queΓ est un arc de courbe, paramétŕe parγ sur [a, b]. Soitz ∈ Ω. On a par d́efinition

IndΓ(z) =
1

2 i π

∫ b

a

γ′(t)

γ(t) − z
dt .

Notons

ϕ(s) := exp
( ∫ s

a

γ′(t)

γ(t) − z
dt

)
.

Le nombre IndΓ(z) est un entier si et seulement siϕ(b) = 1. Par d́erivation, on a

ϕ′(s)

ϕ(s)
=

γ′(t)

γ(t) − z
.

Donc la fonctionϕ/(γ − z) a sa d́erivée nulle. Commeϕ(a) = 1, on en d́eduit

ϕ(s) =
γ(t) − z

γ(a) − z
.

Or, puisqueΓ est ferḿe, γ(b) = γ(a), d’où ϕ(b) = 1. Le fait que IndΓ soit constante sur chaque composante connexe deΩ découle de sa
continuit́e (ce qui ne pose pas de problème car on int̀egre sur un compact), et du fait qu’elle ne prend que des valeurs entières. On remarque
queΩ a bien une seule composante connexe non bornée (contenantC\D(0, r) si Γ ⊂ D(0, r)). Commelim|z|→+∞ IndΓ(z) = 0, on en d́eduit
que IndΓ est identiquement nulle sur cette composante non bornée. 2

Définition 3.5 Pour toutz ∈ C\Γ, on appelleindicedez par rapportà Γ le nombreIndΓ(z).
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Ind = 0

Ind = 1

Ind = 2

Ind = 0

Figure 2: Exemple de valeurs de l’indice pour un chemin compliqué.

Exemple. Si Γ est le cercle de centrez0 et de rayonr, orient́e dans le sens trigonométrique, on a

IndΓ(z) = 1 si |z − z0| < r et IndΓ(z) = 0 si |z − z0| > r .

En effet, pour|z − z0| < r,

IndΓ(z) = IndΓ(z0) =
r

2π

∫ 2 π

0

1

r ei t
ei t dt = 1 .

On voit en particulier que ∮
Γ

dz

z
= 1

pour tout cercle orienté dans le sens trigonométrique et contenant0, à la différence des intégrales
∮

Γ
zn dz, qui sont nulles pour toutn ∈

Z\{−1} ! Maintenant, siΓ est le chemin constitúe deN tours sur le cercle préćedent, il est clair que

IndΓ(z) = N si |z − z0| < r .

Voir un autre exemple sur la figure 2.
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3.3.c Formule de Cauchy

Connaissant l’indice d’un chemin et le théor̀eme de Cauchy, on en déduit facilement une formule essentielle.

Théorème 3.6 (Formule de Cauchy)Si Ω est un ouvertsimplement connexe, si Γ est unchemin ferḿe dansΩ, et si f est une fonction
holomorphedansΩ, alors pour toutz /∈ Γ,

1

2 i π

∮
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ = f(z) IndΓ(z) .

Dém. Donnons la preuve dans le casélémentaire òu Ω est convexe, si bien que l’on peut appliquer la version no 2 du th́eor̀eme de Cauchy.
La fonction

g : ζ 7→


f(ζ) − f(z)

ζ − z
si ζ 6= z ,

f ′(z) si ζ = z ,

est en effet continue surΩ, et holomorphe dansΩ\{z}. Donc, d’apr̀es le th́eor̀eme 3.3,∮
g(ζ) dζ = 0 .

En substituantg par sa valeur en fonction def et en utilisant la d́efinition de l’indice on trouve la formule annoncée. 2

Corollaire 3.5 Pour tout ouvertΩ, toute fonction holomorphe dansΩ est analytique dansΩ.

Dém. Soit z0 ∈ Ω et r0 > 0 tel queD(z0, r0), le disque de centrez0 et de rayonr soit inclus dansΩ. D’après le th́eor̀eme 3.6, appliqúe
dans l’ouvertconvexeD(z0, r0) au chemin ferḿeΓ constitúe du cercle centré z0 de rayonr < r0, on a

f(z) =
1

2 i π

∮
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ

quel que soitz ∈ D(z0, r). Or,

1

ζ − z
=

1

ζ − z0

1

1 − z− z0

ζ− z0

=
1

ζ − z0

+∞∑
n=0

(z − z0

ζ − z0

)n

,
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et cette śerie est absolument convergente, uniformément surΓ, pour toutz ∈ D(z0, r). D’où

f(z) =
+∞∑
n=0

an (z − z0)
n avec an :=

1

2 i π

∮
Γ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ .

2

Remarque 3.8 Le calcul ci-dessus et l’expression des coefficientsan à l’aide des d́erivées def (vue au corollaire 3.2) montre en particulier
une extension de la formule de Cauchy aux dérivées def :

f (n)(z0) =
n !

2 i π

∮
Γ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ (formule de Cauchy d’ordre n) .

L’analyticité des fonctions holomorphes est une propriét́e tr̀es forte, qui a de nombreuses conséquences. La première d’entre elles est que,
d’apr̀es le corollaire 3.2, toute fonction holomorphe est infiniment dérivable.

Corollaire 3.6 Toute fonction holomorphe est infiniment dérivable.

Nous allons voir d’autres propriét́es importantes des fonctions holomorphes, notammentà propos de leurs “singularités”.

3.4 Zéros et singularit́es des fonctions holomorphes

Théorème 3.7SoitΩ un ouvert connexe non vide, etf une fonction holomorphe dansΩ, non identiquement nulle. Alors l’ensemble des zéros
de f , c’est-̀a-dire Zf := {z ∈ Ω ; f(z) = 0} intersecte chaque sous-ensemble compact deΩ en au plus un nombre fini de points (on dit
qu’il est au plus d́enombrable). De plus, pour tout źero z0 def , il existe un unique entier positifm et une fonctiong holomorphe dansΩ, ne
s’annulant pas enz0, telle que

f(z) = (z − z0)
m g(z) ∀z ∈ Ω .

Dém. Le premier point d́ecoule d’un argument de connexité que nous omettrons. Soitz0 ∈ Zf . D’après le corollaire 3.5, il exister > 0 tel
que, pour toutz ∈ D(z0; r),

f(z) =
+∞∑
n=1

an (z − z0)
n .
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Les coefficientsan ne peuvent paŝetre tous nuls, sinonZf contiendrait tout le disqueD(z0; r) et cela contredirait le premier point. Soit donc
m le plus petit entier tel queam 6= 0. Alors on a

f(z) = (z − z0)
m g(z) g(z) :=

+∞∑
p=0

ap (z − z0)
p .

La fonctiong est holomorphe puisque somme d’une série entìere, etg(z0) = cm 6= 0 par d́efinition dem. 2

Définition 3.6 On appelle l’entierm du th́eor̀eme 3.7 l’ordredu źero z0.

Une conśequence imḿediate mais tr̀es importante de la première partie du th́eor̀eme est le

Corollaire 3.7 Si deux fonctions holomorphes sur un ouvert connexe non videΩ cöıncident sur un ensemble infini non dénombrable (par
exemple un segment de droite), elles sontégales.

Dém. Appliquer le th́eor̀eme 3.7̀a leur diff́erence. 2

Nous reviendrons plus loin sur le moyen de compter le nombre de zéros d’une fonction holomorphe dans un compact donné. Pour cela nos
avons besoin de propriét́es des fonctions holomorphes sauf en un point.

Définition 3.7 Si une fonctionf est holomorphe dansΩ\{z0}, où Ω est un ouvert etz0 ∈ Ω, on dit quef a unesingularit́e isoĺeeau pointz0.
Si on peut en fait prolongerf à z0 de sorte que son prolongement soit holomorphe, on dit qu’elle a unesingularit́e artificielleenz0.

Proposition 3.5 Si une fonctionf est holomorphe dansΩ\{z0} et borńee dans undisqueépoint́eD(z0; r)\{z0}, alors elle a une singularité
artificielle enz0.

Dém. La fonction
h : z 7→ h(z) = (z − z0)

2 f(z)

est holomorphe dansΩ\{z0}, et on montre facilement qu’elle l’est aussi enz0, avech′(z0) = 0. D’après le corollaire 3.5, elle est donc
développable en série entìere au pointz0. Et commeh(z0) = h′(z0) = 0, les deux premiers coefficients de la série entìere sont nuls,
c’est-̀a-dire qu’il existe une suite(an)n∈N telle que

h(z) =
+∞∑
n=2

an (z − z0)
n
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pour toutz ∈ D(z0; r
′), 0 < r′ < r. On en d́eduit que

f(z) =
+∞∑
n=0

an+2 (z − z0)
n

pour toutz ∈ D(z0; r
′)\{z0}. En prolongeantf parf(z0) = a2, on voit quef est analytique dansD(z0; r

′), et en particulier holomorphe au
point z0.

2

Théorème 3.8Si une fonctionf est holomorphe dansΩ\{z0}, où Ω est un ouvert etz0 ∈ Ω, trois cas seulement peuvent se produire :

i). soit f a une singularit́e artificielle enz0,

ii). soit il existe un entierp et des nombres complexesc1, . . . ,cp tels que

z 7→ f(z) −
p∑

k=1

ck
(z − z0)k

a une singularit́e artificielle enz0,

iii). soit f a ce qu’on appelle unesingularit́e essentielleenz0, ce qui se traduit par le fait que, pour toutr tel queD(z0; r) ⊂ Ω, l’image par
f du disquéepoint́eD(z0; r)\{z0} estdensedansC (quel que soitw ∈ C, il existe une suitezn ∈ D(z0; r)\{z0} telle quef(zn) tend
versw lorsquen→ +∞).

Dém. Nous admettrons ce résultat, bien qu’il ne soit pas très difficileà d́emontrer, en utilisant le théor̀eme 3.7 et la proposition 3.5. 2

Nous reviendrons plus loin sur le casiii) , dont un exemple est fourni par la fonction

z 7→ e1/z ,

qui a une singularit́e essentielle enz = 0. Dans l’imḿediat, nous allons nous intéresser plus particulièrement au casii) .

Définition 3.8 Si une fonctionf est holomorphe dansΩ\{z0}, et si la fonction

z 7→ f(z) −
p∑

k=1

ck
(z − z0)k
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a une singularit́e artificielle enz0, on dit quez0 est unpôle def et, sicp 6= 0, l’entier p est appeĺe ordrede ce p̂ole. Le coefficientc1 joue un
rôle particulier : il est appeĺe résidudef au pointz0, que l’on notera dans la suiteRés(f ; z0). La fonction

z 7→
p∑

k=1

ck
(z − z0)k

est appeĺeepartie principaledef .

D’après les formules des corollaires 3.3 et 3.4 et la définition de l’indice, on remarque que pour tout chemin fermé ne passant pas parz0,∮
Γ

p∑
k=1

ck
(z − z0)k

dz = c1 IndΓ(z0) .

Par suite, d’apr̀es la d́efinition 3.8 et le th́eor̀eme de Cauchy appliqué àf moins sa partie principale, on a le

Théorème 3.9Si une fonctionf est holomorphe dansΩ\{z0}, où Ω est un ouvertsimplement connexeetz0 ∈ Ω, et sif a un p̂ole au pointz0,
alors pour tout chemin ferḿeΓ ⊂ Ω\{z0},

1

2 i π

∮
Γ

f(z) dz = Rés(f ; z0) IndΓ(z0) .

ou plus ǵeńeralement :

Théorème 3.10 (des ŕesidus) Si une fonctionf est holomorphe dansΩ\{z0, . . . , zn} avecΩ simplement connexe, si f a un p̂ole aux points
z0, . . . , zn, alors pour tout chemin ferḿeΓ ⊂ Ω\{z0, . . . , zn},

1

2 i π

∮
Γ

f(z) dz =
n∑

k=0

Rés(f ; zk) IndΓ(zk) .

Ce th́eor̀eme d’apparence abstraite est d’une grande utilité dans certains problèmes pratiques. En particulier, il permet de calculer toutes
sortes d’int́egrales defonctions de variable ŕeelle dont on ne connaı̂t pas de primitives. Ce genre de calculs nécessite un peu d’expérience,
pour choisir le cheminΓ d’abord (et calculer les indices, ce qui n’est pas difficile), et pour calculer les résidus ensuite. Le premier point n’est
pas vraiment systématique, on donnera de nombreux exemples en TD. En revanche, le calcul de résidus demande essentiellement de savoir le
résultat suivant.
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Théorème 3.11Sif = g/h avecg eth tholomorphes dansΩ, h ayant un źero d’ordrem enz0 ∈ Ω etg ne s’annulant pas enz0, alorsf a un
pôle d’ordrem enz0 et

Rés(f ; z0) =
1

(m− 1) !

dm−1

dzm−1

(
(z − z0)

m f(z)
)
|z=z0

.

Dém. D’après le th́eor̀eme 3.7, il existe une fonction holomorphe` telle que

h(z) = (z − z0)
m `(z) et `(z0) 6= 0 .

La fonctiong/` est donc holomorphe, et par suite analytique, c’est-à-dire qu’il existe une suite(an) ∈ CN et un ŕeelr > 0 tels que

g(z)

`(z)
=

+∞∑
n=0

an (z − z0)
n ∀z ∈ D(z0; r) .

De plus, commeg(z0) 6= 0, a0 6= 0. On en d́eduit

f(z) =
+∞∑
k=0

ak+m (z − z0)
k +

m∑
k=1

am−k

(z − z0)k
,

ce qui prouve qu’on est dans le casii) du th́eor̀eme 3.8 :f a bien un p̂ole d’ordrem puisquea0 6= 0. Et l’on a

Rés(f ; z0) = am−1 =
1

(m− 1) !

dm−1

dzm−1

( g(z)
`(z)

)
|z=z0

d’apr̀es la formule vue au corollaire 3.2. 2

La formule de ce th́eor̀eme n’est pas toujours le moyen le plus rapide de calculer un résidu (si l’ordre du p̂ole est́elev́e). Dans le cas òu g et
h sont desfonction polyn̂omiales, il peut être pŕeférable de calculer undéveloppement eńeléments simples(dont en fait seulement les termes
“d’ordre 1” nous int́eressent !). Rappelons en effet le résultat suivant :

Théorème 3.12Sig eth sont deux fonctionspolynômiales, h admettant comme zérosz0, . . . , zn ∈ C, de multiplicit́es respectivesm0, . . . ,mn,
il existe une fonction polyn̂omialep et des nombres complexesck,j tels que

g(z)

h(z)
= p(z) +

n∑
k=0

mk∑
j=0

ck,j

(z − zk)j
.
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Cette d́ecomposition, dite eńeléments simples (surC), est de plus unique. On a alors pour toutk ∈ {0, . . . , n},

Rés
(g
h

; zk

)
= ck,1 .

Dans le cas d’un p̂ole simple, il est beaucoup plus facile de calculer le résidu. D’abord la formule du théor̀eme 3.11 se réduità

Rés(f ; z0) = lim
z→z0

(
(z − z0) f(z)

)
.

Une autre formule utile est donnée par :

Proposition 3.6 Sif = g/h avecg eth tholomorphes dansΩ, h ayant un źerosimpleenz0 ∈ Ω etg ne s’annulant pas enz0, alors

Rés(f ; z0) =
g(z0)

h′(z0)
.

Dém. Il existe une fonctionr, holomorphe dansΩ telle que (cas particulier du théor̀eme 3.11) :

f(z) =
g(z)

h(z)
= r(z) +

Rés(f ; z0)

z − z0

.

Multiplions cetteégalit́e parh(z) (z − z0). On obtient

g(z) (z − z0) = r(z) h(z) (z − z0) + Rés(f ; z0) h(z) .

En d́erivant une fois, il reste seulement, au pointz = z0 :

g(z0) = Rés(f ; z0) h
′(z0) .

2

On verra donc en TD comment utiliser le théor̀eme des ŕesidus pour calculer des intégrales. En outre, ce théor̀eme est riche de conséquences
concernant les źeros des fonctions holomorphes (la boucle est bouclée !). Commençons en effet par le

Théorème 3.13Pour une fonction holomorphef ayant un źero d’ordrem enz0, la fonctionf ′/f a un p̂olesimpleenz0, et l’on a

Rés(f ′/f ; z0) = m.
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Dém. D’après le th́eor̀eme 3.7, il existe une fonction holomorpheg ne s’annulant pas enz0 telle que

f(z) = (z − z0)
m g(z) ,

d’où

f ′(z) = m (z − z0)
m−1 g(z) + (z − z0)

m g′(z) et
f ′(z)

f(z)
=

m

z − z0

+
g′(z)

g(z)
.

Commeg(z0) 6= 0, la fonctiong′/g est holomorphe au voisinage dez0, doncm/(z − z0) est bien la partie principale def . 2

Corollaire 3.8 Soitf une fonction holomorphe dans un ouvert non videΩ, et soitΓ un cercle inclus dansΩ, orient́e dans le sens trigonoḿetrique,
et tel quef ne s’annule par surΓ. Alors, le nombre de zéros def , compt́es avec leurs ordres de multiplicité, contenus̀a l’int érieurdeΓ, est
égalà Indf(Γ)(0).

Dém. D’après le th́eor̀eme 3.13, le nombreM de źeros def l’int érieur deΓ estégalà la somme des résidus def ′/f dans le disque ouvert
D de bordΓ. De plus, pour chacun de ces zéros, l’indice par rapport̀aΓ vaut1. Donc, d’apr̀es le th́eor̀eme des ŕesidus appliqúe àf ′/f ,

M =
1

2 i π

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz .

Si t ∈ [ 0, 2π ] 7→ γ(t) est un paraḿetrage deΓ, alorsϕ := f ◦ γ estévidemment un paraḿetrage def(Γ), et l’on a :∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz =

∫ 2 π

0

f ′(γ(t))

f(γ(t))
γ′(t) dt =

∫ 2 π

0

ϕ′(t)

ϕ(t)
dt =

∫
f(Γ)

dw

w
= 2 i π Indf(Γ)(0) .

2

Une conśequence importante de ce résultat est le th́eor̀eme de Rouch́e, énonće pŕeciśement et d́emontŕe ci-apr̀es, qui dit que le nombre de
zéros d’une fonction holomorphèa l’intérieur d’un cercle donńe ne change pas si l’on perturbe lég̀erement (“contin̂ument”) cette fonction.

Théorème 3.14Sif etg sont deux fonctions holomorphes dans un ouvertΩ, si z0 ∈ Ω et le disque ferḿeD(z0; r) est inclus dansΩ, et si

| f(z) − g(z) | < | f(z) | ∀z ; | z − z0 | = r ,

alorsf etg ont exactement le m̂eme nombre de zéros, compt́es avec leurs ordres multiplicité dans le disque ouvertD(z0; r).
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Dém. Soit
Γ := { z = γ(t) := z0 + r ei t ; t ∈ [ 0 , 2π ] } .

SoientM etN les nombres de zéros def et deg respectivement,̀a l’intérieur deΓ. D’après le corollaire 3.8, on a

M = Indf(Γ)(0) , N = Indg(Γ)(0) .

Pour montrer que ces nombres sontégaux, consid́erons le chemin

Φ :=

{
z = φ(t) :=

g(γ(t))

f(γ(t))
; t ∈ [ 0 , 2π ]

}
.

D’après l’hypoth̀ese,f ne s’annule pas surΓ, ce qui fait queφ est bien d́efinie, etg ne s’annule pas non plus surΓ, ce qui fait queφ ne s’annule
pas surΓ. Par construction, le cheminΦ est ferḿe puisqueΓ l’est. De plus, d’apr̀es l’hypoth̀ese,Φ est inclus dans le disque ouvert de centre1
et de rayon1. Donc0 appartient̀a la composante connexe non bornée deC\Φ. D’après le th́eor̀eme 3.5, on sait donc que IndΦ(0) = 0. Or,
par application de la d́efinition de l’indice, on voit que

IndΦ(0) =

∫
Φ

dz

z
=

∫ 2 π

0

φ′(t)

φ(t)
dt =

∫ 2 π

0

(f ◦ γ)′(t)
(f ◦ γ)(t)

− (g ◦ γ)′(t)
(g ◦ γ)(t)

dt = Indf(Γ)(0) − Indg(Γ)(0) .

2

Le théor̀eme de Rouch́e peutêtre utile lorsqu’on cherche les zéros d’une fonction holomorphe dépendant d’un “petit” param̀etre. Une
conśequence imḿediate de ce th́eor̀eme est en effet le

Corollaire 3.9 Soit une fonction
f : Ω × Rn −→ C ,

(z, µ) 7→ f(z, µ) .

On supposef continue, etholomorphepar rapportà z dansΩ. Pourµ0 ∈ Rn donńe, on suppose quef(·, µ0) ne s’annule pas sur le bord d’un
un disque ouvertD ⊂ Ω. Soit alorsM le nombre de źeros def(·, µ0), compt́es avec leurs ordres multiplicité, dansD. Il existeη > 0 tel que
pour toutµ satisfaisant

‖µ − µ0‖ ≤ η ,

la fonctionf(·, µ) a exactementM zéros dansD.
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Dém. Puisquef(·, µ0) est continue et ne s’annule pas sur∂D, il existeε > 0 tel que

ε < min
z∈∂D

| f(z, µ0) | .

De plus, par continuité def , uniforme sur le compact∂D × {µ0 }, il existeη > 0 tel que pour toutz ∈ ∂D

‖µ − µ0 ‖ ≤ η =⇒ | f(z, µ) − f(z, µ0) | ≤ ε .

Ainsi,
∀z ∈ ∂D , ‖µ − µ0 ‖ ≤ η =⇒ | f(z, µ) − f(z, µ0) | < | f(z, µ0) | .

Donc le th́eor̀eme de Rouch́e s’appliquèaf(z, µ0) etf(z, µ). 2

Une autre conśequence du th́eor̀eme de Rouch́e est un th́eor̀eme alǵebrique ćelèbre.

Théorème 3.15 (de d’Alembert)Quels que soient les nombres complexesa0, . . . , an−1, la fonction polyn̂omiale

g : z 7→ zn + an−1 z
n−1 + · · · + a1 z + a0

a exactementn zéros dansC, compt́es avec leurs ordres de multiplicité.

Dém. Pourr assez grand,g n’a pas de źerosà l’extérieur du cercle de centre0 et de rayonr, puisque

lim
r→+∞

|g(z)| = +∞ .

Soit donc un telr, que l’on suppose aussi strictement supérieurà1 et à |an−1| + · · · |a1| + |a0|. Soitf(z) = zn. Pour|z| = r,

| f(z) − g(z) | =
∣∣∣ n−1∑

k=0

ak z
k
∣∣∣ ≤ rn−1

n−1∑
k=0

|ak| < rn = | f(z) | .

Doncf etg ont le m̂eme de źeros, c’est-̀a-diren, à l’intérieur du disque de centre0 et de rayonr. 2

On verra encore une autre conséquence du th́eor̀eme de Rouch́e au§3.6.

3.5 Fonctions holomorpheśelémentaires

Comme on l’a d́ejà dit, les fonctions polyn̂omiales sont des fonctions entières, et les fonctions rationnelles sont holomorphes en dehors de leurs
pôles. Parmi ces fonctions rationnelles, les fonction homographiques jouent un rôle particulier.
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3.5.a Fonctions homographiques

Si a, b, c etd sont quatre nombres complexes tels quea d − b c 6= 0, la fonction

f : z 7→ a z + b

c z + d

est appeĺeehomographie. (Si a d − b c = 0, f déǵeǹere en la fonction constanteégaleàa/c = b/d.) Si de plusc 6= 0, cette fonction admet
un p̂ole simple enz0 = −d/c, et

Rés(f ; z0) =
b c − a d

c2
.

Cette fonction a la propriét́e remarquable de transformer tout cercle ou droite en un cercle ou une droite. Plus préciśement, on a le

Théorème 3.16Sia d − b c 6= 0, etf(z) = a z + b
c z + d

pour toutz 6= z0 := −d/c, alors

• l’image parf d’un cercle ne passant pas parz0 est un cercle,

• l’image parf d’une droite ne passant pas parz0 est un cercle,

• siC est un cercle passant parz0, f(C\{z0}) est une droite,

• siD est une droite passant parz0, f(C\{z0}) est une droite.

Dém. La démonstration de ce résultat est un petit exercice d’algèbre-ǵeoḿetrie. En effet, les applications de la formez 7→ a z + b
correspondent ǵeoḿetriquement̀a des compośees detranslations, rotationset homoth́eties, qui transforment toutes les droites en droites et les
cercles en cercles. Le théor̀eme repose donc sur le fait que l’“inversion”10 z 7→ 1/z transforme tout cercle ou droite en un cercle ou une droite,
et plus pŕeciśement, tout cercle ou droite ne passant pas par0 en un cercle, et tout cercle ou droite passant par0 en une droite (plus un point “à
l’infini”).

Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que n’importe quel cercle ou droite admet uneéquation cart́esienne de la forme

α z z + β z + β z + γ = 0,

10En fait, en ǵeoḿetrie on appelleinversionl’application conjugúeez 7→ 1/z, de sorte que l’applicationz 7→ 1/z est la compośee d’une inversion et de la symétrie par
rapportà l’axe 0x.
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avecα ∈ R, γ ∈ R, β ∈ C tel que|β|2 > αγ, le casα = 0 correspondant aux droites, le casγ = 0 correspondant aux cercles ou droites
passant par0. Le résultat est alorśevident, puisque l’image par l’inversionz 7→ 1/z de l’ensemble

{ z ; α z z + β z + β z + γ = 0 }

est l’ensemble
{ z ; α + β z + β z + γ z z = 0 } .

2

Ce ŕesultat permet de transformer facilement des disques ou extérieurs de disques en demi-plans, et inversement, la réciproque d’une
homographiéetant aussi une homographie. En outre, les homographies préservent les angles, puisque c’est le cas destranslations, rotations,
homoth́eties, inversionsetsyḿetries orthogonales. Ce sont des cas particuliers de ce qu’on appelle destransformations conformes.

3.5.b La fonction exponentielle et ses acolytes

La fonction holomorphe fondamentale est la fonction exponentielle. Rappelons qu’elle est définie par :

exp : C −→ C

z 7→ ez =
+∞∑
n=0

zn

n!
.

Elle est entìere, c’est-̀a-dire holomorphe dans tout le plan complexe. Elle est sa propre dérivée. Elle ne s’annule pas surC. Comme on l’a d́ejà
signaĺe, elle permet de d́efinir d’autres fonctions entières, que sont

sin z =
ei z − e− i z

2 i
, cos z =

ei z + e− i z

2
, shz =

ez − e− z

2
, chz =

ez + e− z

2
.

Les d́erivées de ces fonctions sont
sin′ = cos , cos′ = − sin , sh′ = ch, ch′ = sh.

Les ensembles de zéros desin et cos sont respectivementπ Z et π
2

+ π Z. Commei sin z = sh(i z) et cos z = ch(i z), on en d́eduit que les
ensembles de zéros de sh et ch sont respectivementi π Z et i π

2
+ i π Z. Ces źeros sont tous simples.
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3.5.c Les fonctions logarithme et les fonctions puissance

Qu’il soit bien clair qu’on ne peut pas définir une fonction logarithme de façon univoque dans tout le plan complexeC, ni même dansC\{0}.
En revanche, on peut le faire dans tout domainesimplement connexe, et en particulier dans tout “plan fendu”, de la forme

Ωα = C\Dα , Dα := { z = tei α ; t ≤ 0 }

pourα ] − π , π [. Car, gr̂ace au th́eor̀eme de Cauchy (voir la proposition 3.4), la fonctionz 7→ 1/z admet une primitive, au sens des fonctions
de variable complexe, dans tout ouvert connexe et simplement connexe ne contenant pas0. Lorsque l’ouvert en question estΩα, on notera Logα
la primitive qui s’annule en1. Pourz ∈ Ωα, si on noteΓα(z) l’arc de cercle joignant|z| à z etne passant pasparDα, on a par construction :

Logα(z) =

∫
[ 1 , |z| ]

dζ

ζ
+

∫
Γα(z)

dζ

ζ
.

Cette expression n’est pas vraiment commode en pratique ! Voyons comment obtenir une formule plus explicite. Siz ∈ Ωα, il existe un unique
θ ∈ ]α − π , α + π [ tel quez = |z|ei θ . Par suite, ∫

Γα(z)

dζ

ζ
= i

∫ θ

0

dω = i θ ,

d’où la formule
Logα(z) = ln(|z|) + i θ pour z = |z|ei θ ; θ ∈ ]α − π , α + π [ .

En particulier, pour toutz = x ∈ R+∗,
Logα(x) = ln(x) , et donc eLogα(x) = x .

Les deux fonctionsexp ◦Logα et z 7→ z étant holomorphes dansΩα, qui contientR+∗, cela suffit (voir le corollaire 3.7) pour en déduire

eLogα(z) = z ∀ z ∈ Ωα .

Autrement dit, la fonction Logα ainsi construite estune fonction ŕeciproquedeexp dans le domaine simplement connexeΩα.
La fonctionexp n’admet pas de ŕeciproque dansC tout entier.

Par construction, la fonction Logα a pour d́erivéez 7→ 1
z
. on en d́eduit facilement son d́eveloppement en série entìere au point1 :

|ζ| < 1 =⇒ 1

1 + ζ
=

+∞∑
n=0

(−1)n ζn Logα(1 + ζ) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1 ζ
n

n
,
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soit encore, pour| z − 1 | < 1,

Logα(z) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1 (z − 1)n

n
.

Une fois d́efinie une fonction logarithme, il est naturel de lui associer desfonctions puissance

pr
α : z 7→ er Log

α
(z) ,

quel que soit le ŕeelr. Ce sont des fonctions holomorphes dansΩ, dont les d́erivées sont donńees par

dpr
α

dz
= r

pr
α(z)

z
= r pr−1

α (z) .

3.6 Théorèmes ǵenéraux

Revenons̀a la th́eorie des fonctions de variable complexe pour insister sur quelques théor̀emes, importants en eux-même ou par leurs conséquences.

3.6.a Principe des źeros isoĺes.

D’après le th́eor̀eme 3.7, les źeros d’une fonction holomorphe non identiquement nulle sontisolés, c’est-̀a-dire que sif 6≡ 0 est holomorphe
dans un ouvertΩ 3 z0 et sif(z0) = 0, il exister > 0 tel quef(z) 6= 0 pour toutz ∈ D(z0; r)\{z0}.

Attention, il en va tout̀a fait différemment pour les points singuliers, qui ne sont pas forcément isoĺes (voir l’exemple des fonctions Logα).

3.6.b Principe du prolongement analytique.

Comme on l’a vu au corollaire 3.7, si deux fonctions holomorphes sur un ouvert connexe non videΩ cöıncident sur un arc de courbe, elles sont
égales dansΩ.

3.6.c Principe du maximum.

Théorème 3.17Si une fonctionf , holomorphe dans un ouvert connexe non vide est telle que|f | atteigne un maximum local, elle est constante.
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Dém. Une d́emonstration astucieuse utilise la théorie Hilbertienne des séries de Fourier ! Raisonnons par l’absurde. Supposons qu’il existe
z0 ∈ Ω etr0 > 0 tels que|f(z)| ≤ |f(z0)| pour toutz ∈ D(z0; r0). Puisquef est holomorphe donc analytique, il existeR > 0 et des nombres
an tels que

f(z) =
∞∑

n=0

an (z − z0)
n

pour toutz ∈ D(z0;R). Autrement dit, pour toutr ∈]0, R[, et pour toutω ∈ [0, 1],

f(z0 + r e2 i π ω) =
∞∑

n=0

an r
n e2 i n π ω ,

cette śerie étant uniforḿemement convergente par rapportà ω. Donc les nombrescn = an r
n sont les coefficients de Fourier de la fonction

ω 7→ f(z0 + r e2 i π ω). D’après la formule de Parseval, on a donc∫ 1

0

|f(z0 + r e2 i π ω) |2 dω =
∑
n∈N

|cn|2 =
∑
n∈N

|an|2 r2n .

Par suite, d’apr̀es l’hypoth̀ese de d́epart, ∑
n∈N

|an|2 r2n ≤ |f(z0)|2 = |a0|2

pour toutr ∈]0,min(R, r0)[. Donc tous les coefficientsan pourn ≥ 1 sont nuls. Cela signifie quef est constante dans tout disqueD(z0;R).
D’après le principe du prolongement analytique, c’est donc quef est constante dansΩ. 2

En prime cette d́emonstration montre la

Proposition 3.7 (Estimations de Cauchy)Sif est holomorphe dans un disque ouvertD(z0;R), et |f | est majoŕe parM dans ce disque, alors
les d́erivées def admettent la majoration :

| f (n)(z0) | ≤
n ! M

Rn
.

Dém. En effet,écrivons comme préćedemment∑
n∈N

|an|2 r2n =

∫ 1

0

|f(z0 + r e2 i π ω) |2 ≤ M2 ,
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d’où le ŕesultat en majorant grossièrement chaque terme de la somme par le membre de droite et en se rappelant que

f (n)(z0) = n ! an .

2

En fait, ces estimations sont aussi une conséquence de la formule de Cauchy d’ordren (voir la remarque 3.8).
D’autre part, la d́emonstration du th́eor̀eme 3.17 montre aussi le

Théorème 3.18 (Liouville) Toute fonction entière borńee est constante.

Dém. En effet,écrivonsà nouveau

f(z) =
∞∑

n=0

an (z − z0)
n =⇒

∑
n∈N

|an|2 r2n =

∫ 1

0

|f(z0 + r e2 i π ω) |2 ≤ M2

si |f | ≤ M , avec cette foisr ∈]0,+∞[. En faisant tendrer vers+∞, on voit que ńecessairement tous les coefficientsan pourn ≥ 1 sont nuls
et donc quef est constante. 2

Une autre propríet́e remarquable des fonctions holomorphes est le

Théorème 3.19 (de la moyenne)Sif est holomorphe dansD(z;R), alors pour toutr ∈]0, R[,

f(z) =
1

2π

∫ 2 π

0

f(z + r ei θ) dθ .

Dém. C’est une application imḿediate de la formule de Cauchy surΓ, le cercle de centrez et de rayonr :

f(z) =
1

2 i π

∮
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2π

∫ 2 π

0

f(z + r ei θ)

r ei θ
r ei θ dθ .

2

En particulier, les fonctions harmoniques héritent de cette propriét́e11.

11on peut montrer que toute fonction harmonique est localement la partie réelle d’une fonction holomorphe.
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3.6.d Caract́erisation des fonctions holomorphes

Outre leśequations de Cauchy-Riemann, il existe un critère parfois plus commode pour montrer qu’une fonction est holomorphe.

Théorème 3.20 (de Morera)Si une fonction continue sur un ouvertΩ ⊂ C est telle que∮
∂∆

f(z) dz = 0

pour tout triangle∆ ⊂ Ω, alorsf est holomorphe dansΩ.

Dém. Les ingŕedients de la d́emonstration ont d́ejà ét́e vus. SoitD un disque ouvert inclus dansΩ. En reprenant la d́emonstration du
théor̀eme 3.3 (voir aussi la proposition 3.4), on voit que l’hypothèse assure l’existence d’une fonctionF holomorphe dansD telle queF ′ = f .
Doncf est aussi holomorphe dansD (puisqu’une fonction holomorphe est infiniment dérivable). 2

Comme conśequence, on peut donner une version simplifiée du corollaire A.3 de l’appendice concernant les fonctions holomorphes définies
par des int́egrales.

Théorème 3.21Soit f une fonction de(z, t) ∈ Ω × I, où Ω est un ouvert deC et I un intervalle deR. On suppose quez 7→ f(z, t) est
holomorpheet t 7→ f(z, t) est int́egrable surI pour toutz ∈ Ω. On suppose de plus que pour tout compactK ⊂ Ω il existe une fonctiongK

intégrable surI telle que
|f(z, t)| ≤ gK(t) ∀z ∈ K .

Alors l’application

F : z 7→
∫

I

f(z, t) dt

est holomorphe dansΩ.

Dém. En effet, soit∆ un triangle inclus dansΩ, et soitg = g∆ une fonction int́egrable surI et majorant|f | sur∆× I. Alors∮
∂∆

F (z) dz =

∮
∂∆

∫
I

f(z, t) dt dz .

Or sur chaque ĉoté [A,B] du triangle on a∫
[A,B]

F (z) dz = (B − A)

∫ 1

0

F (A + s (B − A)) ds =

∫ 1

0

∫
I

f(A + s (B − A), t) dt ds

54



et ∫ 1

0

∫
I

|f(A + s (B − A), t)| dt ds ≤
∫

I

g(t) dt < +∞ .

Donc on peut inverser l’ordre d’intégration gr̂ace au th́eor̀eme de Fubini. Par suite,∮
∂∆

F (z) dz =

∫
I

(∮
∂∆

f(z, t) dz
)

dt = 0

en appliquant le th́eor̀eme de Cauchy (version no 1) à f(·, t) dans un ouvert convexe contenant∆ et inclus dansΩ. Ceci montre, gr̂ace au
théor̀eme de Morera, queF est holomorphe dansΩ. 2

3.7 La fonction Gamma

Nous allons maintenantétudier une fonction holomorphe connue sous le nom de fonctionΓ, et qui est justement définie par une int́egrale. Pour
tout z ∈ C, la fonction

t 7→ tz−1 e−t = e−t +(z−1) ln t

est continue surR+∗, et pour toutt ∈ R+∗, la fonction

z 7→ tz−1 e−t = e−t +(z−1) ln t

est holomorphe surC. De plus, on a

| tz−1 e−t | = |e−t +(z−1) ln t | = e−t +(Rez−1) ln t = tRez−1 e−t .

Ainsi, pour0 < ε ≤ Rez ≤ M , on a

| tz−1 e−t | ≤ gε,M(t) :=

{
tM−1 e−t , si t ≥ 1 ,
tε−1 e−t , si 0 < t < 1 .

Commegε,M est int́egrable surR+∗ et que tout compact du demi-plan ouvertP = { z ; Re > 0 } peutêtre inclus dans une bande verticale
de la forme{ z ; ε ≤ Rez ≤ M }, la fonction

f : (z, t) 7→ tz−1 e−t

remplit les hypoth̀eses du th́eor̀eme 3.21 dans le domaineP .
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Définition 3.9 Pour toutz tel queRez > 0, on d́efinit

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1 e−t dt .

Proposition 3.8 La fonctionΓ est holomorphe dansP := { z ; Re > 0 } et v́erifie les propríet́es suivantes :

• pour toutz ∈ P , Γ(z + 1) = z Γ(z),

• Γ(1) = 1, Γ(1/2) =
√
π,

• pour tout entier natureln, Γ(n+ 1) = n ! , Γ(n+ 3/2) =
√
π

(2n+ 1) !

22n+1 n !
,

• Γ(x+ 1) ∼
√

2π x xx e−x, x→ +∞ [formule de Stirling]

Dém. La premìere propríet́e d́ecoule d’une simple intégration par parties, en remarquant que

d

dt
(tz) =

d

dt
(ez ln t) =

z

t
ez ln t = z tz−1

(c’est-̀a-dire que la formule connue pour des exposants réels est vraie avec des exposants complexes). On a ainsi par intégration par parties

Γ(z + 1) =

∫ +∞

0

tz e−t dt = −
∫ +∞

0

z tz−1 (−e−t) dt +
[
tz (−e−t)

]+∞
0

= z

∫ +∞

0

tz−1 e−t dt

pour Rez > 0.
Le calcul deΓ(1) est imḿediat :

Γ(1) =

∫ +∞

0

z e−t dt +
[
−e−t

]+∞
0

= 1 .

Le calcul deΓ(1/2) demande un petit changement de variables : en posantt = u2, d’où dt = 2u du = 2
√
t du, on obtient

Γ(1/2) =

∫ +∞

0

t−1/2 e−t dt = 2

∫ +∞

0

e−u2

du =
√
π
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(on avait d́ejà calcuĺe cette dernìere int́egrale au chapitre 2).
Le calcul deΓ(n) etΓ(n+ 3/2) utilise les valeurs deΓ(1) etΓ(1/2) ainsi que la formuleΓ(z + 1) = z Γ(z). Ainsi

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n (n− 1) . . . (n− k) Γ(n− k)

tant quen− k ≥ 1, d’où
Γ(n+ 1) = n ! Γ(1) = n !

en prenantk = n− 1. De façon analogue,

Γ(n+ 3/2) = (n+ 1/2) Γ(n+ 1/2) = (n+ 1/2) (n− 1/2) . . . (n− 1/2− k) Γ(n− 1/2− k)

tant quen− 1/2− k > 0. D’où, en prenantk = n− 1,

Γ(n+ 3/2) = (n+ 1/2) (n− 1/2) . . . (1/2) Γ(1/2) =
√
π

n∏
k=0

(n+ 1/2− k) .

Pour obtenir la formule annoncée, on ŕeécrit

n∏
k=0

(n+ 1/2− k) =
1

2n+1

n∏
k=0

(2(n− k) + 1) =
1

2n+1

n∏
k=0

(2k + 1) =
1

2n+1

(2n+ 1) !∏n
k=1 (2k)

=
1

22n+1

(2n+ 1) !

n !
.

La formule de Stirling est plus délicateà d́emontrer. On commence par faire un changement de variables (t = x u) :

Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0

tx e−t dt =

∫ +∞

0

(x u)x e−x u x du = xx+1

∫ +∞

0

ux e−x u du = xx+1 e−x

∫ +∞

0

e−x ( u− 1− ln u) du

pourx ∈ R+∗. La formule de Stirling exprime donc que∫ +∞

0

e−x ( u− 1− ln u) du ∼
√

2π

x

lorsquex→ +∞. Démontrer ce comportement asymptotique demande une décomposition de l’int́egrale. En effet, comme la fonction

f : u ∈ R+∗ 7→ u − 1 − lnu

57



est à valeurs positives ou nulles, et s’annule enu = 1 seulement, l’int́egrandeexp(−x f(u)) tend vers0 (exponentiellement vite) lorsque
x→ +∞, sauf pouru = 1. Soit doncε ∈]0, 1[ (que l’on choisira plus loin en fonction dex, petit mais pas trop !). On a bien sûr :∫ +∞

0

e−x f(u) du =

∫ 1−ε

0

e−x f(u) du +

∫ 1+ε

1−ε

e−x f(u) du +

∫ +∞

1+ε

e−x f(u) du .

Le cœur de la d́emonstration consistèa à montrer que, pourε bien choisi, la première et la dernìere int́egrale sont ńegligeables devant celle du
milieu, età trouver uńequivalent de cette dernière.

Commençons par examiner ∫ 1+ε

1−ε

e−x f(u) du .

En faisant un d́eveloppement de Taylor def au pointu = 1, on trouve, puisquef(1) = 0, f ′(1) = 0, que

f(u) =
1

2
(u− 1)2 + (u− 1)3 ϕ(u) ,

où l’applicationϕ est borńee sur l’intervalle compact[1/2, 3/2]. Par suite, siε ∈]0, 1/2], on a pour toutu ∈ [1− ε, 1 + ε],

e−x f(u) = e−
x
2

(u−1)2 e−x (u−1)3 ϕ(u) avec e−x ε3 M ≤ e−x (u−1)3 ϕ(u) ≤ ex ε3 M .

Si de plusε est choisi de sorte quex ε3 tend vers0 lorsquex tend vers+∞, on aura

e−x (u−1)3 ϕ(u) = 1 + O(x ε3) ,

de sorte que ∫ 1+ε

1−ε

e−x f(u) du = (1 + O(x ε3)

∫ 1−ε

1−ε

e−
x
2

(u−1)2 du = ( 1 + O(x ε3) )

√
2

x

∫ ε
√

x/2

−ε
√

x/2

e− v2

dv

par changement de variables (v = (u − 1)
√
x/2). Si de surcrôıt, x ε2 tend vers+∞ lorsquex tend vers+∞ (ce qui n’est pas incompatible

avec la premìere hypoth̀ese surε !),∫ ε
√

x/2

−ε
√

x/2

e− v2

dv =
√
π −

∫
2v2>xε2

e− v2

dv =
√
π ( 1 + O(e−x ε2/4) ) .
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En ŕesuḿe, sous les hypothèsesx ε3 −→ 0 etx ε2 −→ +∞ lorsquex → +∞ ,∫ 1+ε

1−ε

e−x f(u) du =

√
2π

x
( 1 + O(x ε3) ) ( 1 + O(e−x ε2/4) ) .

On peut remarquer queε = x−2/5 vérifie les hypoth̀eses en question.
Il resteà vérifier que les int́egrales sur]0, 1− ε[ et ]1+ ε,+∞[ sont ńegligeables devant celle sur[1− ε, 1+ ε]. En dehors d’un voisinage de

1 on ne peut pas utiliser le développement de Taylor def au point1. Cependant, on peut obtenir une minoration grossière def par des moyens
élémentaires. Par exemple, pouru ∈]0, 1− ε],

f(u) ≥ f(1− ε) =

∫ 1

1−ε

(
1

v
− 1) dv ≥

∫ 1

1−ε

(1− v) dv =
1

2
ε2

tandis que pouru ∈ [1 + ε, 4],

f(u) ≥ f(1 + ε) =

∫ 1+ε

1

(1− 1

v
) dv ≥ 1

4

∫ 1+ε

1

(v − 1) dv =
1

8
ε2 .

On en d́eduit d́ejà ∫ 1−ε

0

e−x f(u) du +

∫ 4

1+ε

e−x f(u) du ≤ 4 e−x ε2/8 .

Enfin, pouru ≥ 4,

f(u) ≥ 3

4
u − lnu >

1

4
u

puisque la fonctionu 7→ u/2 − lnu est croissante sur[4,+∞[ et vaut2 − ln 2 ' 0.614 . . . enu = 4. Donc∫ +∞

4

e−x f(u) du ≤
∫ +∞

4

e−x u/4 du =
4

x
e−x < e−x ε2/8

a fortiori (dès queε < 2
√

2 !). Par conśequent,∫ 1−ε

0

e−x f(u) du +

∫ +∞

1+ε

e−x f(u) du ≤ 5 e−x ε2/8 ,

ce qui est bien ńegligeable devant1/
√
x.

2
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Corollaire 3.10 La fonctionΓ admet un unique prolongement analytiqueà C\(−N) tel que

Γ(z + 1) = z Γ(z) ∀ z ∈ C\(−N) .

Dém. Pour−1 < Rez ≤ 0 et z 6= 0, on doit avoir

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
.

Puis, par ŕecurrence surn, pour−n < Rez ≤ −n+ 1 et z 6= −n+ 1,

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
=

Γ(z + n)

z (z + 1) . . . (z + n− 1)
.

Ceci d́efinit Γ de manìere unique surC\(−N). Par construction, on a bien

Γ(z + 1) = z Γ(z) ∀ z ∈ C\(−N) .

En effet, si−n− 1 < Rez ≤ −n,

Γ(z) =
Γ(z + (n+ 1))

z (z + 1) . . . (z + (n+ 1)− 1)
=

1

z

Γ((z + 1) + n))

(z + 1) . . . ((z + 1) + n− 1)
=

Γ(z + 1)

z

puisque−n < Re(z + 1) ≤ −n+ 1. 2

Bien d’autres propríet́es encore sont connues pour cette fonction. En particulier, on aΓ′(0) = − γ, où γ est laconstante d’Euler:

γ = lim
n→+∞

n∑
k=1

1

k
− lnn .

Citons aussi la formule des compléments :

Γ(z) Γ(1− z) =
π

sin πz
.
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3.8 Réciproques de fonctions holomorphes

Théorème 3.22Soitf une fonction holomorphe dans un ouvertΩ. Siz0 ∈ Ω est tel quef ′(z0) 6= 0, alors il exister > 0 et ρ > 0 tels quef
soit une bijection deD(z0; r) surD(f(z0); ρ). De plus, l’application ŕeciproquef−1 est holomorphe dansD(z0; r) et v́erifie

(f−1)′ =
1

f ′ ◦ f−1
.

Dém. Il s’agit de ŕesoudre l’́equationw = f(z), que l’on va ŕeécrireà l’aide dez0 etw0 = f(z0). Pour toutε > 0, il exister > 0 tel que∣∣∣∣ f(z) − w0

z − z0

− f ′(z0)

∣∣∣∣ ≤ ε

pour| z − z0 | ≤ r. En particulier, c’est vrai pourε = 1
2
|f ′(z0)| (qui est strictement positif d’après l’hypoth̀esef ′(z0) 6= 0 !). On en d́eduit,

par l’inégalit́e triangulaire

| f(z) − w0 | ≥
1

2
| f ′(z0) | | z − z0 |

pour toutz ∈ D(z0; r0). Donc la fonction

g : z 7→


z − z0

f(z) − f(z0)
si z 6= z0 ,

1

f ′(z0)
si z = z0

est holomorphe dansD(z0; r0) et majoŕee parM := 2/|f ′(z0)|. L’ équationw = f(z) équivautà

z − z0 − (w − w0) g(z) = 0 .

Et pour|w − w0 | < r/M et | z − z0 | = r < r0, on a

| (w − w0) g(z) | < | z − z0 | .

Donc, d’apr̀es le th́eor̀eme de Rouch́e, les fonctionsz 7→ z − z0 etz 7→ z − z0 − (w − w0) g(z) ont le m̂eme nombre de zéros, c’est-̀a-dire
un seul źero, dansD(z0; r). D’où la premìere assertion du théor̀eme :f est une bijection deD(z0; r) surD(w0; r/M). Le fait que sa ŕeciproque
h soit holomorphe utilise le th́eor̀eme de l’image ouvertéenonće ci-apr̀es, et montrant queh est continue. En admettant ce point, on a

lim
w→w0

h(w) = h(w0) = z0 .
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Comme par d́efinition deh,
h(w) − h(w0)

w − w0

=
z − z0

f(z) − f(z0)
,

on en d́eduit par passagèa la limite la formule annonćee

h′(w0) =
1

f ′(z0)
.

2

Théorème 3.23 (de l’image ouverte)L’image d’un ouvertΩ par une fonction holomorphe non constante est un ouvert.

Le résultat 3.22 est unthéor̀eme d’inversion locale. Voyons maintenant un résultat global.

Théorème 3.24Si une fonctionf est holomorphe sur un ouvert connexe non videΩ et injective, alors

• Υ = f(Ω) est ouvert,

• f ′ ne s’annule pas surΩ,

• il existe une unique fonctiong, holomorphe surΥ, telle quef ◦ g = id,

• la dérivée deg est donńee par

g′ =
1

f ′ ◦ g
.

Dém. Le premier point est une reformulation du théor̀eme de l’image ouverte (noter qu’une fonction injective sur un ouvert non vide ne
peutêtre constante !). Le second point découlera de l’́etude de l’́equationw = f(z).

Soit z0 ∈ Ω. D’après le th́eor̀eme 3.7, il existe un entierm ≥ 1 et une fonction holomorpheg ne s’annulant pas enz0 tels que

f(z) − f(z0) = ( z − z0 )m g(z)

pour toutz ∈ Ω. Par continuit́e deg, il exister > 0 tel que pour|z − z0| ≤ r,∣∣∣∣ g(z) − g(z0)

g(z0)

∣∣∣∣ ≤ 1

2
,
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d’où

| g(z) | ≥ 1

2
| g(z0) | .

Donc l’équationw = f(z) équivaut pourz ∈ D(z0; r) à

( z − z0 )m − w − w0

g(z)
= 0 .

Soit ρ < rm | g(z0) |/2. Alors pour|w − w0 | < ρ, le th́eor̀eme de Rouch́e dit que la fonctionz 7→ ( z − z0 )m − w−w0

g(z)
a exactementm

zéros dansD(z0; r). Commem ≥ 1, on a au moins une valeur dez ∈ D(z0; r) telle quef(z) = w.
Puisquef est injective, on sait quew a au plus un antéćedent, mais celui-ci pourraitêtre compt́e plusieurs fois : c’est pourquoi il n’est pas

immédiat quem = 1. Pour le d́emontrer, on raisonnons par l’absurde. Supposonsm ≥ 2. Ceci est́equivalent au fait quef ′(z0) soit nul.
Commef ′ n’est pas identiquement nulle (sinonf serait constante, et donc non injective), le principe des zéros isoĺes dit quef ′(z) 6= 0 pour
0 < | z − z0 | < r (quitte à diminuerr). Or, pour|w − w0 | < ρ, on a vu que l’́equationf(z) = w avait exactementm solutions dans
D(z0; r), et elles sont distinctes dez0 pour |w − w0 | > 0. Commef ′ ne s’annule pas dans le disqueépoint́e, ces solutions sont simples et
donc distinctes. Ceci contredit l’injectivité def .

En conclusion,m = 1 et doncf ′(z0) 6= 0. La fin de la d́emonstration est une conséquence du th́eor̀eme 3.22. 2

Attention, le th́eor̀eme d’inversion est faux pour les fonctions non injectives : les fonctionsexp etz 7→ z2 par exemple, n’admettent pas de
réciproque dansC tout entier.

3.9 Retour sur les singularit́es isoĺees

On aura besoin ici d’un résultat dont le th́eor̀eme de Cauchy no 3 peutêtre vu comme un cas particulier.
Donnons d’abord la

Définition 3.10 Deux chemins ferḿesΓ0 etΓ1 dans un ouvertΩ ⊂ C sont ditshomotopess’il existe une applicationφ continue sur[a, b]×[0, 1]
et à valeurs dansΩ telle que

Γ0 = { z = φ(t, 0) ; t ∈ [a, b] } , Γ1 = { z = φ(t, 1) ; t ∈ [a, b] } , φ(a, s) = φ(b, s) ∀s ∈ [0, 1] .

Noter que cette d́efinition permet de caractériser pŕeciśement les ouverts simplements connexes : ce sont ceux pour lesquel tout chemin
fermé est homotopèa un singleton.
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Théorème 3.25Sif est une fonction holomorphe dans un ouvert connexe non videΩ et siΓ0 etΓ1 sont des chemins homotopes dansΩ, alors∮
Γ0

f(z) dz =

∮
Γ1

f(z) dz .

On admettra ce th̀eor̀eme.

Corollaire 3.11 Si f est une fonction holomorphe dansΩ\{z0}, pour toutr > 0 on noteΓr le cercle de centrez0 et de rayonr, orient́e dans
le sens trigonoḿetrique. On suppose que le disqueépoint́eD(z0;R)\{z0} est inclus dansΩ. Alors quels que soientr0 et r1, 0 < r0 < r1, pour
tout z tel quer0 < | z − z0 | < r1, on a

f(z) =
1

2 i π

∮
Γr1

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2 i π

∮
Γr0

f(ζ)

ζ − z
dζ .

Dém. Pourz fixé, appliquer le th́eor̀eme 3.25̀a la fonctiong telle quef(ζ) − f(z) = (ζ − z) g(ζ), et aux cheminsΓ0 = Γr0, Γ1 = Γr1,
évidemment homotopes dansD(z0;R)\{z0} et donc dansΩ\{z0}. 2

La formule obtenue ici est en quelque sorte une géńeralisation de la formule de Cauchy aux ouverts non simplement connexes (de la forme
Ω\{z0}).

Corollaire 3.12 Si f est une fonction holomorphe dansΩ\{z0}, alors il existeR > 0, des coefficients(an)n∈N et des coefficients(ck)k∈N∗ tels
que

f(z) =
∑
n∈N

an ( z − z0)
n +

∑
k∈N∗

ck
( z − z0)k

pour 0 < | z − z0 | < R .

Dém. On proc̀ede comme pour la preuve du corollaire 3.5 donnant le développement en série entìere dans le cas sans singularité. Soit
z0 ∈ Ω etR > 0 tel que le disquéepoint́eD(z0;R)\{z0} soit inclus dansΩ\{z0}. Soientr0 etr1, 0 < r0 < r1 < R. D’après le corollaire 3.11,
on a pourr0 < | z − z0 | < r1,

f(z) =
1

2 i π

∮
Γr1

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2 i π

∮
Γr0

f(ζ)

ζ − z
dζ .

En d́eveloppant
1

ζ − z
=

1

ζ − z0

1

1 − z− z0

ζ− z0

=
1

ζ − z0

+∞∑
n=0

(z − z0

ζ − z0

)n
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pourζ ∈ Γr1 et

1

ζ − z
= − 1

z − z0

+∞∑
n=0

(ζ − z0

z − z0

)n

= −
+∞∑
n=0

(ζ − z0)
n

(z − z0)n+1

pourζ ∈ Γr0, on en d́eduit le d́eveloppement annoncé avec

an :=
1

2 i π

∮
Γr1

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ et cn :=

1

2 i π

∮
Γr0

f(ζ) (ζ − z0)
n−1 dζ

En utilisantà nouveau le th́eor̀eme 3.25 on voit que ces coefficients ne dépendent pas der0 et r1. 2

Le développement ainsi obtenu s’appelledéveloppement en série de Laurent. Il est uniforḿement convergent dans toutecouronne{ z ∈
C ; 0 < r0 ≤ |z − z0| ≤ r1 }. La partie singulìeredef au pointz0 est

fs(z) =
∑
k∈N∗

ck
( z − z0)k

.

On peut remarquer que la fonction

z 7→ fs(z0 +
1

z
) =

∑
k∈N∗

ck z
k

a une singularit́e artificielle enz = 0.
Si f a une singularit́e artificielle enz0 tous les coefficientscn sont nuls, sif a un p̂ole enz0 les coefficientscn sont nuls̀a partir d’un certain

rang (l’ordre du p̂ole +1). Dans le cas contraire, c’est quef a une singularit́e essentielle enz0. Le coefficientc1 de sa partie singulière joue
encore un r̂ole particulier et est appelé ŕesidu def au pointz0.

Exemple. Le développement en série de Laurent dans les couronnes centrées enz0 = 0 de la fonctionz 7→ e1/z est

e1/z = 1 +
+∞∑
n=1

1

n ! zn
, z 6= 0 .

Le théor̀eme des ŕesidus est encore valable en présence de singularités essentielles :
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Théorème 3.26 (des ŕesidus) Si une fonctionf est holomorphe dansΩ\{z0, . . . , zn} avecΩ simplement connexe, alors pour tout chemin
ferméΓ ⊂ Ω\{z0, . . . , zn},

1

2 i π

∮
Γ

f(z) dz =
n∑

k=0

Rés(f ; zk) IndΓ(zk) .

Enfin, une version du th́eor̀eme des ŕesidus dans le m̂eme esprit que le th́eor̀eme 3.25 est le

Théorème 3.27 (des ŕesidus, encore)Si une fonctionf est holomorphe dansΩ\{z0, . . . , zn}, avecΩ un ouvert connexe non vide, et siΓ0 et
Γ1 sont des chemins fermés simples orientés dans le sens trigonométrique et homotopes dansΩ tels que tous les pointszk appartiennent̀a la
couronne de bordΓ0 ∪ Γ1, alors ∮

Γ1

f(z) dz −
∮

Γ0

f(z) dz = 2 i π
n∑

k=0

Rés(f ; zk) .

3.10 Transformations conformes

On a observ́e au§3.5.a que certaines fonctions holomorphes, en l’occurrence les homographies, préservaient les angles. En fait, c’est une
propríet́e ǵeńerale des fonctions holomorphes dont la dérivée n’est pas nulle. Pour le démontrer, il faut d’abord préciser ce que signifie
“préserver les angles”.

Définition 3.11 Soitf : R2 → R2 une fonction diff́erentiable au sens des fonctions de deux variables réelles, et non constante au voisinage
d’un point (x0, y0). On dit quef préserve les angles au point(x0, y0) si quels que soient les arcs de courbesΓ1 et Γ2 passant par(x0, y0),
les vecteurs tangents̀a ces courbes au point(x0, y0) font le m̂emeangle orient́e que les vecteurs tangents aux courbesf(Γ1) etf(Γ2) au point
f(x0, y0).

Autrement dit, siΓ1 etΓ2 sont paraḿetŕees respectivement part 7→ γ1(t) et t 7→ γ2(t), avecγ1,2(0) = (x0, y0), les vecteursγ′1(0) etγ′2(0)
doivent faire le m̂eme angle quedf(x0, y0) · γ′1(0) etdf(x0, y0) · γ′2(0). Ceci revient donc̀a dire que l’application lińeairedf(x0, y0) préserve
les angles. De ce point de vue, on montre facilement que c’est le cas pour les fonctions holomorphesà d́erivée non nulle. On identifie bien sûr
R2 àC.

Proposition 3.9 Soitf une fonction holomorphe au voisinage d’un pointz0 ∈ C et telle quef ′(z0) 6= 0. Alorsf préserve les angles au point
z0.
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Dém. Il suffit de faire le lien entref ′(x0 + iy0) et df(x0, y0). Comme on l’a vu tout au d́ebut du chapitre, siu = Ref et v = Imf ,
f ′(x0 + iy0) est le nombre complexe

f ′(x0 + i y0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0) = − i ∂u

∂y
(x0, y0) +

∂v

∂y
(x0, y0) .

Par ailleurs, la diff́erentielledf(x0, y0) est d́efinie comme l’application lińeaire de matrice, appeléeJacobienne( ∂u
∂x

(x0, y0)
∂u
∂y

(x0, y0)
∂v
∂x

(x0, y0)
∂v
∂y

(x0, y0)

)
.

Cette application lińeaire n’est donc en fait rien d’autre que la multiplication parf ′(x0 + i y0). Géoḿetriquement, la multiplication par
un nombre complexe non nul correspondà unesimilitude, c’est-̀a-direà la compośee d’une homoth́etie et d’une rotation, et c’est donc une
transformation qui pŕeserve les angles. Par conséquent, puisquef ′(x0 + i y0) 6= 0 par hypoth̀ese12 df(x0, y0) préserve effectivement les
angles. 2

Définition 3.12 Une fonctionf : Ω ⊂ R2 → R2 différentiable et qui pŕeserve les angles en tout point de l’ouvert, supposé connexe,Ω est
appeĺeetransformation conformeL’ensemble imagef(Ω) est appeĺe repŕesentation conformede l’ouvertΩ.

Une conśequence imḿediate de la proposition 3.9 est le

Corollaire 3.13 Toute fonctionf holomorphe surΩ dont la d́erivée ne s’annule pas est une transformation conforme.

Si f est une telle fonction, les ouvertsΩ et f(Ω) sont dits conformes l’uǹa l’autre. Attention, il ne faut pas pour autant croire qu’ils se
“ressemblent”. Il existe par exemple une grande variét́e d’ouverts conformes̀a un demi-plan, par exemple les disques, les demi-disques, les
secteurs angulaires infinis, les secteurs circulaires, les bandes infinies ou semi-infinies, les lunes, les polygones (plus préciśement leur int́erieur),
etc !

12Observer quef ′(x0 + i y0) 6= 0 équivautà d́etdf(x0, y0) 6= 0 !
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4 Transformation de Laplace

On a vu que la transformation de Fourierétait une oṕeration associantà un “signal”, ou fonction d’une variable (spatiale ou temporelle ou autre)
x ∈ R ayant un “bon comportementà l’infini” (rendant la fonction int́egrable ou au moins de carré int́egrable), une fonction deζ ∈ R (ζ étant
homog̀eneà1/x). On aégalement observé que plus le signal tendait rapidement vers0 à l’infini, plus sa transforḿee de Fourieŕetait ŕegulìere.
En fait, dans le cas extrême òu ce signal est̀a support compact, sa transformée de Fourier est carrémentanalytique. Après avoirétudíe les
fonctions de variable complexe, nous sommes plus préciśement en mesure de démontrer le th́eor̀eme suivant, qui caractérise les transforḿees
de Fourier de fonctions régulìeresà support dans un compact donné.

Théorème 4.1 (Paley-Wiener)SoitR > 0.

• Sif est une fonction localement intégrable et nulle en dehors de l’intervalle]−R,R[, alors sa transforḿee de Fourierf̂ se prolonge en
une fonctionentìereF . Si de plusf est de classeCk, k ≥ 0, alors pour toutm ≤ k il existeCm > 0 tel que

|F (z)| ≤ Cm

(1 + |z|m)
e2 π R |Imz| , ∀z ∈ C .

• SiF est une fonction entière telle que pour toutm ∈ N il existeCm > 0 tel que

|F (z)| ≤ Cm

(1 + |z|m)
e2 π R |Imz| , ∀z ∈ C ,

alors il existe une fonctionf de classeC∞ et à support dans[−R,R] telle quef̂(ζ) = F (ζ) pour toutζ ∈ R.

Dém. La partie directe est facilèa établir. Reprenons tout d’abord la définition def̂ . Par hypoth̀esef estévidemment int́egrable et donĉf
est d́efinie par la formule

f̂(ζ) =

∫
R
f(x) e− 2 i π ζ x dx =

∫ R

−R

f(x) e− 2 i π ζ x dx .

Soit alors

F (z) =

∫ R

−R

f(x) e− 2 i π z x dx .
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On a bien ŝur F (ζ) = f̂(ζ) pour toutζ ∈ R. De plus, la fonctionz 7→ e− 2 i π z x étant entìere (c’est-̀a-dire holomorphe surC tout entier)
et puisqu’on int̀egre sur un compact, le théor̀eme 3.21 montre queF est entìere. Enfin, en int́egrant successivement par parties (les termes de
bord sont nuls carf està support compact strictement inclus dans]−R,R[ par hypoth̀ese), on a

(2 i π z)m F (z) =

∫ R

−R

f (m)(x) e− 2 i π z x dx

pour toutz 6= 0. On en d́eduit l’inégalit́e
|2π z|m |F (z)| ≤ 2R max

|x|≤R
|f (k)(x)| e2 π R |Im(z)|

pour toutz ∈ C. En additionnant avec l’ińegalit́e

|F (z)| ≤ 2R max
|x|≤R

|f(x)| e2 π R |Im(z)| ,

on obtient l’ińegalit́e annonćee avec
Cm = 2R ( max

|x|≤R
|f(x)| + max

|x|≤R
|f (k)(x)|/(2π)m ) .

C’est la partie ŕeciproque qui ńecessite vraiment de l’analyse complexe. Le fait d’avoir une estimation de la forme

|F (ζ)| ≤ Cm

(1 + |ζ|m)
, ∀ζ ∈ R ,

à tout ordre montre exprime que la restriction deF àR està décroissance rapide. Cette restriction est de plus de classeC∞ puisqu’analytique.
On admettra que cela implique queF |R est la transforḿee de Fourier d’une fonctionf également de classeC∞ à d́ecroissance rapide, et cette
fonctionf est d́efinie par

f(x) =

∫
R
F (ζ) e2 i π ζ x dζ .

Montrons alors quef est en fait̀a support compact inclus dans[−R,R]. Soientx ∈ R, η > 0, M > 0, etC le contour rectangulaire de
sommets±M et±M + iη. D’après le th́eor̀eme de Cauchy,∮

C

F (z) e2 i π z x dz = 0 .

69



Or d’apr̀es les ińegalit́es de l’hypoth̀ese, les termes correspondant aux intégrales sur les bords verticaux tendent vers0 lorsqueM tend vers
+∞. On en d́eduità la limite ∫

R
F (ζ) e2 i π ζ x dζ =

∫
R
F (ζ + i η) e2 i π (ζ + i η) x dζ ,

c’est-̀a-dire

f(x) = e− 2 π η x

∫
R
F (ζ + i η) e2 i π ζ x dζ .

En utilisant une fois de plus les inégalit́es de l’hypoth̀ese, on obtient

|f(x)| ≤ C2 e2 π η (R−x)

∫
R

dζ

1 + ζ2
.

Ceci est vrai quel que soitη > 0. Si x > R, en faisant tendreη vers+∞, le membre de droite tend vers0 : c’est donc quef(x) = 0 ! Le cas
dex < −R est analogue, en choisissant un contour avecη < 0. 2

La transformation de Fourier joue un rôle fondamental en analyse mathématique et permet, entre autres, de résoudre certaineśequations
aux d́erivées partielles (équation de la chaleur,équation de Schrödinger libre, etc.). La transformation de Laplace est une opération de m̂eme
nature, mais agissant sur des signaux définis sur une demi-droite seulement, et pouvantêtre non borńesà l’infini : typiquement des signaux
temporels, d́ependant d’une variablet ∈ R+.

Définition 4.1 Une fonctionf : R+ → C est dite detype exponentiela ∈ R s’il existeC > 0 tel que

|f(t)| ≤ C ea t , ∀t ∈ R+ .

La transforḿee de Laplace d’une fonction localement intégrable et de type exponentiel est naturellement une fonction de variable complexe,
grâceà l’observation suivante (petite extension de la partie directe du théor̀eme 4.1).

Proposition 4.1 Soitf : R+ → C une fonction localement intégrable et de type exponentiela. Alors la fonctiont ∈ R+ 7→ f(t) e− γ t est
intégrable pour toutγ > a, et la fonction

s 7→
∫ +∞

0

f(t) e− s t dt

est holomorphe dans le demi-plan complexe{ s ∈ C ; Res > a }.

70



Dém. C’est une application imḿediate du th́eor̀eme 3.21. En effet, la fonctions 7→ f(t) e− s t est entìere, et pourt ∈ R+, s = γ + i ξ
avecγ ≥ γ0 > a,

|f(t) e− s t| ≤ C e(a−γ0) t .

Cette dernìere fonctiońetant int́egrable, on en d́eduit que la fonction

s 7→
∫ +∞

0

f(t) e− s t dt

est holomorphe dans le demi-plan complexe{ s ∈ C ; Res ≥ γ0 }, et ceci est vrai quel que soitγ0 > a. 2

Définition 4.2 Soitf : R+ → C une fonction localement intégrable et de type exponentiela. Satransforḿee de Laplaceest la fonction

L[f ] : { s ∈ C ; Res > a } → C

s 7→ L[f ](s) =

∫ +∞

0

f(t) e− s t dt .

Remarque 4.1 On peut aussi d́efinir la transforḿee de Laplace d’une fonction qui n’est pas nécessairement d’ordre exponentiel, pourvu que
la fonction t 7→ e− γ t f(t) soit int́egrable surR+. C’est le cas notamment pourf ∈ L2(R+) et γ > 0, puisque d’apr̀es l’inégalit́e de
Cauchy-Schwarz : ∫ +∞

0

| f(t) e− γ t | dt ≤
(∫ +∞

0

| f(t) |2 dt
) (∫ +∞

0

e− 2 γ t dt
)

=
1

2 γ
‖f‖2

L2 .

Remarque 4.2 La transformation de Laplace s’exprime au moyen de la transformation de Fourierà travers la relation

L[f ](γ + i ξ) = (̂f g) ( 1
2 π
ξ) ,

où la fonctiong est le produit de la fonction de Heaviside (valant1 surR+ et0 sur ]−∞, 0[) et de la fonctiont 7→ e− γ t.

Remarque 4.3 Le comportement d’une fonction lorsquet→ 0, respectivementt→ +∞, est líe à celui de sa transforḿee de Laplace lorsque
|z| → ∞, respectivementz → 0. Attention, ceci d́epend tout de m̂eme de quelques hypothèses !

Proposition 4.2 Soitf une fonction localement intégrable surR+.
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• Sif estborńee(c’est-̀a-dire à dire de type exponentiel0 !) alors sa transforḿee de Laplace tend vers0 à l’infini :

lim
|s|Res>0−→ +∞

L[f ](s) = 0 .

• Si de plusf est de classeC1 par morceaux et sa d́erivée est de type exponentiel, alors

lim
|s|Res>0−→ +∞

s L[f ](s) = lim
t↘0

f(t) .

• Sif admet une d́erivée int́egrable surR+, alors

lim
z
Res>0−→ 0

s L[f ](s) = lim
t→+∞

f(t) .

Dém. Le premier point est tout̀a fait élémentaire : si|f(t)| ≤ M pour toutt > 0 alors

| L[f ](z) | ≤ M

∫ +∞

0

e−Res t dt =
M

Res
→ 0

lorsque Res → +∞. Le second point passe une intégration par parties :

L[f ](s) =
1

s

∫ +∞

0

f ′(t) e− s t dt − 1

s

[
f(t) e− s t

]t=+∞
t=0

=
1

s
L[f ′](s) +

1

s
lim
t↘0

f(t)

pour Res > 0. Or d’apr̀es le premier point,L[f ′](s) tend vers0 lorsque Res→ +∞. Donc

sL[f ](s) → lim
t↘0

f(t)

lorsque Res→ +∞. Quant au dernier point, on reprend la formule ci-dessus, valable pour Res > 0 :

s L[f ](s) =

∫ +∞

0

f ′(t) e− s t dt + f(0) .
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On peut appliquer le th́eor̀eme de convergence dominée de Lebesguèa l’intégrale lorsque Res ↘ 0, puisque| f ′(t) e− s t | ≤ |f ′(t)| et f ′ est
intégrable par hypoth̀ese. On en d́eduit :

lim
Res↘0

∫ +∞

0

f ′(t) e− s t dt =

∫ +∞

0

f ′(t) dt = lim
t→+∞

f(t) − f(0) .

(Le fait que la limite def en+∞ existe ŕesulte de l’hypoth̀ese faite surf ′.) Finalement, le termef(0) se simplifie et il reste

lim
Res↘0

s L[f ](s) = lim
t→+∞

f(t) .

2

La transformation de Laplace est en particulier très utile pour la ŕesolution d’́equations diff́erentielles lińeaires. Pour la mettre en œuvre on
a besoin de connaı̂tre quelques transforḿees classiques et règles de calcul.

4.1 Transformées de Laplacéelémentaires

• Commençons par la fonction la plus simple qui soit : la fonction constanteégaleà 1. (Rappelons que la transformée de Fourier n’est m̂eme
pas une fonction!). C’est une fonction de type exponentiel0. Par d́efinition, sa transforḿee de Laplace au points, de partie ŕeelle strictement
positive, vaut ∫ +∞

0

e− s t dt =
1

s
.

De façon plus ǵeńerale, on peut calculer la transformée de Laplace de la fonction polynomialepn : t 7→ tn, pourn ∈ N, qui est une fonction
de type exponentielε > 0, quel que soitε > 0. On a

L[pn](s) =

∫ +∞

0

tn e− s t dt =
n !

sn+1

apr̀es int́egrations par parties successives.
• Voyons la fonctionea : t 7→ ea t, qui estévidemment de type exponentiela. On a par d́efinition

L[ea](s) =

∫ +∞

0

e(a− s) t dt =
1

s − a
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pour Res > a. Par lińearit́e, on en d́eduit imḿediatement les transforḿees des fonctionscha : t 7→ ch(a t) etsha : t 7→ sh(a t) :

L[cha](s) =
1

2
(L[ea](s) + L[e−a](s) ) =

s

s2 − a2
et L[sha](s) =

1

2
(L[ea](s) − L[e−a](s) ) =

a

s2 − a2

pour Res > |a|.
• De façon analogue, la fonctiont 7→ ei a t (de type exponentiel0), a pour transforḿee de Laplaces 7→ 1/(s − i a) pour Res > 0, et par

linéarit́e, les transforḿees des fonctionsca : t 7→ cos(a t) etsa : t 7→ sin(a t) sont :

L[ca](s) =
s

s2 + a2
et L[sa](s) =

a

s2 + a2

pour Res > 0.
• La fonctiong : t 7→ e− t2 est de type exponentiel arbitrairement petit, donc sa transformée de Laplace est une fonction entière. Elle est

définie par ∫ +∞

0

e− t2 e− s t dt = es2/4

∫ +∞

0

e− (t+s/2)2 dt = es2/4

∫ +∞

s/2

e−u2

du

si s est ŕeel. En introduisant la fonction (diteerror function)

s 7→ erf(s) :=
2√
π

∫ s

0

e−u2

du ,

et en se rappelant que ∫ +∞

0

e−u2

du =

√
π

2
,

on peut ŕeécrire

L[g](s) =

√
π

2
es2/4 ( 1 − erf(s/2) )

pour touts ∈ R.

4.2 Règles de calcul

On d́emontre de façońelémentaire les formules rassemblées dans le tableau 4.2, en faisant les hypothèses ńecessaires pour que ces formules
aient un sens.
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Opération Chang.t d’échelle Dérivation Intégration Translation Produit par . . . Produit par . . .
Fonction (a > 0) ea t tn, n ∈ N

à transformer f(t) f(a t) f ′(t)
∫ t

0
f(τ) dτ f(t− t0)1t≥t0 ea t f(t) tn f(t)

Transforḿee

de Laplace F (s) 1
a
F

(
s
a

)
s F (s) − f(0) F (s)/s e−t0 s F (s) F (s− a) (−1)n dnF

dsn (s)

Tableau 2: Formulaire de base pour la transformée de Laplace.

4.3 Transformation de Laplace inverse

La remarque 4.2 et la formule d’inversion de Fourier permettent de deviner quelle doitêtre la formule pour la transformation de Laplace inverse.
En effet, supposonsf localement int́egrable et de type exponentiela etF = L[f ] intégrable sur la droite verticale{z ; Rez = γ} avecγ > a.
Alors d’apr̀es le th́eor̀eme 2.6, pourt ≥ 0,

f(t) e− γ t =

∫ +∞

−∞
F (γ + 2 i π ζ) e2 i π ζ t dζ ,

soit encore

f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (γ + i ξ) e(γ + i ξ) t dξ =

1

2 i π

∫
Res=γ

F (s) es t ds .

Remarque 4.4 Si l’on sait de plus queF (s) tend vers0 lorsqueIms tend vers l’infini, alors le th́eor̀eme de Cauchy (version no 1 !) montre
que l’intégrale ci-dessus ne dépend pas deγ > a. En effet, consid̀erons un contour rectangulaire inclus dans le demi-plan{ s ; Res > a } de
sommetsγ0 ± i R etγ1 ± i R. Les int́egrales sur les bords horizontaux tendent vers0 lorsqueR tend vers+∞ car :∣∣∣∣ ∫ γ1

γ0

F (γ ± i R) e(γ± i R) t ds

∣∣∣∣ ≤ (γ1 − γ0) eγ1 t max
[γ0,γ1]

|F (γ ± i R) | .

En utilisant cette approche et en traitant plus finement les intégrales sur les bords horizontaux, on démontre le ŕesultat suivant, qui assure
l’existence d’une transforḿee de Laplace inverse pour une classe bien précise de fonctions holomorphes.

Théorème 4.2 (Paley-Wiener)SoitF une fonction holomorphe dans le demi-plan{ s ; Res > 0 }. On supposeF de carŕe int́egrable sur
toute droite verticale et que

sup
γ>0

1

2π

∫ +∞

−∞
|F (γ + i ξ) |2 dξ =: C < ∞ .

75



Alors il existef ∈ L2(R+) telle queF = L[f ]. De plus,‖f‖2
L2 = C .

Dém. On va bien entendu utiliser la remarque 4.2 et ce qu’on sait de la transformation de Fourier. En particulier, puisqueζ ∈ R 7→
F (γ + 2 i π ζ) est de carŕe int́egrable pour toutγ > 0, il existe une fonctionhγ ∈ L2(R) telle que

ĥγ(ζ) = F (γ + 2 i π ζ)

pour toutζ ∈ R. Il s’agit de d́emontrer qu’en faithγ(x) eγ x ne d́epend pas deγ et que c’est une fonction dex à support dansR+.
Or, d’apr̀es la formule de Plancherel∫ +∞

−∞
|hγ(x) |2 dx =

∫ +∞

−∞
| ĥγ(ζ) |2 dζ =

∫ +∞

−∞
|F (γ + 2 i π ζ) |2 dζ = C .

Si l’on montre qu’effectivementf(x) := hγ(x) eγ x ne d́epend pas deγ, alors l’estimation∫ +∞

−∞
e− 2 γ x | f(x) |2 dx ≤ C < ∞

impliquera ńecessairementf|R−∗ = 0 : il suffit de faire tendreγ vers+∞ pour obtenir une contradiction au cas où f prendrait des valeurs non
nulles sur un intervalle inclus dans|R−∗.

Le gros du travail est donc de montrer quehγ(x) eγ x ne d́epend pas deγ. Ceci est compliqúe par le fait que nos hypothèses ne nous
permettent pas d’utiliser la formule d’inversion de Fourier pour calculerhγ(x) (la fonctionζ ∈ R 7→ F (γ + 2 i π ζ) est seulement supposée
de carŕe int́egrable).

Fixonsx ∈ R et consid́erons un contour rectangulaireΓR inclus dans le demi-plan{ s ; Res > 0 } de sommetsγ0 ± i R etγ1 ± i R avec
γ0 < γ1. On a d’apr̀es le th́eor̀eme de Cauchy ∫

ΓR

F (s) es x ds = 0 .

Les int́egrales sur les bords horizontaux sont de même nature et valent

I(±R) = ∓
∫ γ1

γ0

F (γ ± i R) e(γ± i R) x dγ .

D’après l’inégalit́e de Cauchy-Schwarz :

|I(r)|2 ≤
(∫ γ1

γ0

|F (γ + i r) |2 d γ
) (∫ γ1

γ0

e2 γ x dγ
)
.
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De plus, d’apr̀es le th́eor̀eme de Fubini∫ +∞

−∞

∫ γ1

γ0

|F (γ + i r) |2 d γ dr =

∫ γ1

γ0

∫ +∞

−∞
|F (γ + i r) |2 dr dγ ≤ 2π C (γ1 − γ0) < ∞ .

Ceci implique l’existence d’une suite strictement croissante(Rn) tendant vers+∞ telle que

lim
n→+∞

∫ γ1

γ0

|F (γ ± i Rn) |2 d γ = 0 .

En effet, avant de construire(Rn), on commence par prouver que pour toutε > 0 et pour toutM > 0 il existeR ≥ M tel que∫ γ1

γ0

|F (γ ± i R) |2 d γ ≤ ε .

(s’il existait ε0 > 0 etM0 > 0 tels que pour toutR ≥ M0 l’int égrale soit suṕerieureà ε, alors l’intégrale double ci-dessus en(r, γ) serait
infinie). Il est alors facile de construire par récurrence une suite strictement croissante(Rn) tendant vers+∞ telle que∫ γ1

γ0

|F (γ ± i Rn) |2 d γ ≤ 1

n+ 1

par exemple.
D’où aussilimn→+∞ I(±Rn) = 0. Il reste donc̀a la limite dans l’́egalit́e fournie par le th́eor̀eme de Cauchy sur les contoursΓRn les seules

intégrales sur les droites verticales :

lim
n→+∞

∫ Rn

−Rn

F (γ1 + i ξ) e(γ1 + i ξ) x dξ −
∫ Rn

−Rn

F (γ0 + i ξ) e(γ0 + i ξ) x dξ = 0 .

Si l’on sait queζ ∈ R 7→ F (γ0 + π ξ) et ζ ∈ R 7→ F (γ1 + i π ξ) sont int́egrables, on en déduit directement par la formule d’inversion de
Fourier quehγ1(x) eγ1 x = hγ1(x) eγ0 x. Sinon on utilise le fait que, quel que soitγ la suite de fonctions(Gn : ξ 7→ 1|ξ|≤Rn F (γ + i ξ))n∈N
converge dansL2 versξ 7→ F (γ + i ξ)). Ceci implique que la transforḿee de Fourier inverse deGn (qui est donńee par la formule d’inversion
puisqueGn està support compact) convergent dansL2 vers la transforḿee de Fourier inverse deξ 7→ F (γ + i ξ)) c’est-̀a-direhγ par d́efinition.
Or la convergence dansL2 implique, au prix de l’extraction d’une sous-suite, la convergence presque partout. Donc pour presque toutx,

lim
n′→+∞

∫ Rn′

−Rn′

F (γ1 + i ξ) ei ξ) x dξ = hγ(x) .
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Par suite
hγ1(x) eγ1 x = hγ1(x) eγ0 x

pour presque toutx. 2

Remarque 4.5 Pour une fonctionF holomorphe dans le demi-plan{ s ; Res > a } aveca un nombre ŕeel non ńecessairement nul, et

sup
γ>a

1

2π

∫ +∞

−∞
|F (γ + i ξ) |2 dξ < ∞ ,

on obtient aussi une transformée de Laplace inversef , qui n’est pas dansL2 (si a > 0) mais telle quet 7→ e− a t f(t) soit dansL2. On utilise
pour cela le fait ques 7→ F (s+ a) satisfait les hypoth̀eses du th́eor̀eme 4.2 et l’observation présente dans le tableau 4.2

L[t 7→ e− a t f(t)](s) = L[f ](s+ a) .

Ainsi donc, sous les hypothèses du th̀eor̀eme 4.2 et l’hypoth̀ese suppĺementaireζ ∈ R 7→ F (γ + i π ξ) intégrable, on a bien la formule
attendue pour la transforḿee de Laplace inversef deF

f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (γ + i ξ) e(γ + i ξ) t dξ =

1

2 i π

∫
Res=γ

F (s) es t ds .

On peut utiliser cette formule et la théorie des ŕesidus pour calculerf . La méthode consiste alors̀a consid́erer un contour constitué du
segment[γ − iM , γ + iM ] fermé à gauche par un arc de cercle.

Théorème 4.3Supposons queF soit une fonction holomorphe dansC\{z0, . . . , zn}. Soitγ > max(0,Rez0, . . . ,Rezn). On suppose de plus
qu’il existeC > 0 etm > 0 tels que pour toutz, Rez ≤ γ,

|F (z)| ≤ C

|z|m
.

Alors on a pour toutt > 0,
1

2 i π

∫
Res=γ

F (s) es t ds =
n∑

k=0

Rés
(
F et· ; zk

)
,

où l’int égrale est semi-convergente sim ∈]0, 1] et absolument convergente sim > 1. Si de plus les pointsz0, . . . , zn sont des p̂oles deF alors
la fonctionf : t 7→ 1

2 i π

∫
Res=γ

F (s) es t ds est de type exponentiel etL[f ] = F .
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Dém. On fixe une fois pour toutesγ > max(0,Rez0, . . . ,Rezn). Le fait que l’int́egrale
∫

Res=γ
F (s) es t ds soit semi-convergente découle

classiquement d’intégrations par parties.
SoitR > 0. Il existe un uniqueα ∈]0, π/2[ tel queR cosα = γ. On noteM = sinα et on consid̀ere le contour

ΓR = { z ; Rez = γ et Imz ∈ [−M,M ]} ∪ { z = R ei θ ; θ ∈ [α, 2π − α] }

orient́e dans le sens trigonométrique. SiR > max(|z0|, . . . , |zn|), tous les pointsz0,. . . ,zn sontà l’intérieur deΓR et le th́eor̀eme des ŕesidus
montre donc que ∫

ΓR

F (z) ez t dz = 2 i π
n∑

k=0

Rés
(
F et· ; zk

)
.

Tout le travail consistèa montrer que l’int́egrale sur l’arc de cercle

CR := { z = R ei θ ; θ ∈ [α, 2π − α] }

tend vers0 lorsqueR tend vers+∞. Car alors, on en d́eduira que l’int́egrale sur le segment{ z ; Rez = γ et Imz ∈ [−M,M ]} a une
limite lorsqueR (et doncM ) tend vers+∞, ce qui signifie que l’int́egrale

∫
Res=γ

F (s) es t ds est semi-convergente, et qu’en plus elle vaut
2 i π

∑n
k=0 Rés(F et· ; zk) comme annonće.

Or ∣∣∣∣∫
CR

F (z) ez t dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 2π−α

α

F (R eiθ) eR teiθ

i R eiθ dθ

∣∣∣∣ ≤ C

Rm−1

∫ 2π−α

α

eR t cos θ dθ .

La clé de la d́emonstration ŕeside dans la d́ependance deα par rapport̀aR : rappelons queR cosα = γ. On d́ecompose :∫ 2π−α

α

eR t cos θ dθ =

∫ π/2

α

eR t cos θ dθ +

∫ 3π/2

π/2

eR t cos θ dθ +

∫ 2π−α

3π/2

eR t cos θ dθ .

L’int égrale du milieu se traite de façon classique. Pour toutt > 0 on a :∫ 3π/2

π/2

eR t cos θ dθ =

∫ π

0

e−R t sin θ dθ = 2

∫ π/2

0

e−R t sin θ dθ ≤ 2

∫ π/2

0

e−R t θ/(2π) dθ ≤ 4π

R t
.

D’autre part, ∫ π/2

α

eR t cos θ dθ ≤
∫ π/2

α

eR t cos α dθ = (π/2− α) eγ t .
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Or
sin(π/2− α) = cosα =

γ

R
,

donc(π/2−α) ∼ γ
R

lorsqueR tend vers+∞. La dernìere int́egrale se traite de façon analogue. On en déduit l’existence deK = K(t; γ) > 0
tel que ∫ 2π−α

α

eR t cos θ dθ ≤ K

R
,

ce qui suffit, avecm > 0, pour montrer que
∫

CR
F (z) ez t dz tend vers0.

Ceci prouve donc la formule
1

2 i π

∫
Res=γ

F (s) es t ds =
n∑

k=0

Rés
(
F et· ; zk

)
.

Si les pointsz0, . . . , zn sont des p̂oles, alors on montre facilement que les résidus sont des fonctions det de type exponentiel. En effet,à un
pôle zk correspond une suite(ckj )j=1..p telle que

z 7→ F (z) −
p∑

j=1

ckj
(z − zk)j

ait une singularit́e artificielle enzk. Par suite,

Rés
(
F et· ; zk

)
=

p∑
j=1

ckj Rés

(
z 7→ et z

(z − zk)j
; zk

)
=

p∑
j=1

ckj
tj−1

(j − 1)!
et zk .

Pour finir, on v́erifie sans peine que la transformée de Laplace det 7→ tj−1

(j−1)!
et zk ests 7→ 1

(s−zk)j . Comme la fonction

z 7→ F (z) −
n∑

k=0

p∑
j=1

ckj
(z − zk)j

est entìere et d’apr̀es l’hypoth̀ese surF , majoŕee en module par une constante sur|z|m,m > 0, cette fonction est identiquement nulle grâce au
théor̀eme 3.18 (Liouville). Ceci prouve queL[f ] = F .

2
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Exemple. La fonctionz 7→ F (z) = 1
z−a

satisfait les hypoth̀eses du th́eor̀eme avecm = 1. Et on a imḿediatement

Rés
(
F et· ; a

)
= et a .

On retrouve le ŕesultat connu.
Dans le cas d’une simple fonction rationnelle, on peut aussi bien utiliser sadécomposition eńeléments simpleset obtenir de façon

élémentaire sa transforḿee de Laplace inverse comme combinaison de fonctions trigonométriques et hyperboliques.
Mais pour des fonctions plus compliquées, la th́eorie des ŕesidus s’av̀ere utile.
Une autre approche pour calculer une transformée de Laplace inverse consisteà d́ecomposer la fonction donnée en produits de fonctions

dont on connâıt les transforḿees inverses età utiliser le ŕesultat ǵeńeral suivant. Pour cela, rappelons que la transformée de Fourier change les
produits en produits de convolution : sih etk sont deux fonctions intégrables, alors la fonctionh ∗ h, définie par

(h ∗ k)(x) =

∫
h(x− y) k(y) dy

a pour transforḿee de Fourier le produit̂h k̂. Appliquons ce ŕesultatàh(t) = 1t≥0(t) e− γ t f(t) etk(t) = 1t≥0(t) e− γ t g(t). On a alors

(h ∗ k)(t) = 1t≥0(t) e− γ t

∫ t

0

f(t− y) g(y) dy .

Afin d’ éviter les confusions, notonsf ? g la fonction d́efinie par :

(f ? g)(t) =

∫ t

0

f(t− y) g(y) dy .

L’opération? est aussi appeléeproduit de convolution.

Proposition 4.3 Sif etg sont deux fonctions localement intégrables surR+ et de type exponentiela et b respectivement, alors la fonction

t ≥ 0 7→ (f ? g)(t) =

∫ t

0

f(t− y) g(y) dy

est aussi localement intégrable et de type exponentielc = max(a, b).
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Dém. On remarque comme dans le cas de la convolution surR que? est syḿetrique (faire le changement de variablesu = t−y). Supposons
a ≤ b. Alors il existe une constanteC telle que

|(f ? g)(t)| ≤ C

∫ t

0

eb (t−y) ea y dy = C eb t 1

b− a
(1 − e(a−b) t) ≤ C

b− a
eb t .

2

Ainsi

L[f ? g](γ + i ξ) = ̂(h ∗ k)( 1

2π
ξ) = (ĥ k̂)(

1

2π
ξ) = L[f ](γ + i ξ) L[g](γ + i ξ) .

Autrement dit, la transforḿee de Laplace inverse d’un produit, si elle existe, est le produit de convolution des transformées de Laplace inverses
de chaque terme du produit. On peut aussi voir cette formule directement.

Proposition 4.4 Sif etg sont deux fonctions localement intégrables surR+ et de type exponentiel alors

L[f ? g] = L[f ] L[g] .

Dém. Par d́efinition,

L[f ? g](s) =

∫ +∞

0

∫ t

0

f(t− y) g(y) dy e− s t dt =

∫ +∞

0

∫ +∞

t

f(t− y) e− s (t−y) g(y) e− s y dt dy

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

f(u) e− s u g(y) e− s y dt du = L[f ](s) L[g](s) .

2

Cette propríet́e, la th́eorie des ŕesidus et le tableau 4.2 permettent de calculer bon nombre de transformées de Laplace inverses. On va voir
que c’est utile par exemple pour résoudre deśequations diff́erentielles ou aux d́erivées partielles.

4.4 Applications de la transformation de Laplace

La transformation de Laplace est précieuse pour résoudre des problèmes d’́evolution sous forme d’équations diff́erentielleslinéaires. De façon
géńerale, soit̀a ŕesoudre le système d’́equations diff́erentielles lińeaires

du

dt
= Au + f ,
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où l’inconnueu està valeurs dansRd, A est une matriced × d à coefficients ŕeels, etf est une fonction donńee (correspondantà un forçage,
souvent appelé terme source). Si A estindépendantedet, l’exponentielle complexe fournit la solution expliciteà ce probl̀eme, sous la forme :

u(t) = etA u(0) +

∫ t

0

e(t−τ)A f(τ) dτ .

Cependant, cette expression a l’inconvénient de ńecessiter le calcul de eA, qui n’est pas toujours aisé (il faut en principe ŕeduireA dans une
base de vecteurs propres,éventuellement ǵeńeraliśes siA n’est pas diagonalisable). De plus, cette expression est réserv́ee aux syst̀emesà
coefficients constants, c’est-̀a-direA indépendant det. On va voir que la transformation de Laplace permet de résoudre plus facilement le
probl̀emeà coefficients constants, et aussi de résoudre certains problèmes̀a coefficients variables.

Commençons par le cas d’un systèmeà coefficients constants et appliquons lui la transformation de Laplace. En désignantU = L[u],
F = L[f ] etu0 = u(0) on doit avoir

sU(s) − u0 = AU(s) + F(s) .

Si
Res > a := max{Reλ ; dét (A − λI) = 0 }

on en d́eduit de façońequivalente :
U(s) = ( sI − A )−1 (u0 + F(s) )

et donc, au moins formellement :

u(t) =
1

2 i π

∫
Res=γ

es t ( sI − A )−1 (u0 + F(s) ) ds

pour γ > a et t > 0. Cette formule abstraite est fort utile dans l’analyse mathématique de problèmes d’́evolution. Plus concrètement, le
calcul de la transforḿee de Laplace inverse des 7→ ( sI − A )−1 (u0 + F(s) ) permet de calculer la solution explicite du système d’́equations
diff érentielles pour une quelconque donnée initialeu0. En pratique, ceci ńecessite seulement l’inversion de la matrice( sI − A ) (en fait, un
pivot de Gauss) et non la réduction compl̀ete deA.

La transforḿee de Laplace est aussi utile pour la résolution de certains problèmes̀a coefficients variables. Plus préciśement, si unéequation
scalaire d’ordren

y(n) + an−1 y
(n−1) + · · · + a0 y = f

(qui peut toujours s’́ecrire sous forme d’un système en condiśerant l’inconnue vectorielleu de composantes(y, y′, . . . , y(n−1))) a des coefficients
polynomiaux de degrém strictement inf́erieurà n, la transformation de Laplace change cetteéquation en unéequation d’ordrem (donc en
principe plus facilèa ŕesoudre que l’́equation de d́epart).
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A Appendice : compĺements de calcul diff́erentiel et intégral

Un théor̀eme fondamental pour les passagesà la limite sous le signe
∫

est le

Théorème A.1 (de convergence domińee de Lebesgue)Soit(fn)n∈N une suite de fonctions intégrables sur un intervalleI (pas ńecessairement
borné) deR (ce qui signifiefn mesurable, et

∫
I
|fn(t)| dt < +∞ quel que soitn). On suppose que

fn(t)
n→+∞−→ f(t) pour presque toutt ∈ I ,

et il existe une fonction intégrableg telle que

|fn(t)| ≤ g(t) pour presque toutt ∈ I , ∀n ∈ N ,

alors on a

lim
n→+∞

∫
I

fn(t) dt =

∫
I

fn(t) dt .

À l’origine de ce th́eor̀eme se trouve un lemme parfois utile en soi.

Lemme A.1 (Fatou) Soit(fn)n∈N une suite de fonctions̀a valeurs dansR+. Alors∫
lim inf
n→+∞

fn(t) dt ≤ lim inf
n→+∞

∫
fn(t) dt .

On d́eduit du th́eor̀eme de Lebesgue des résultats de continuité et de d́erivabilité sous le signe
∫

:

Corollaire A.1 Soitf une fonction de(x, t) ∈ Rn × R telle quet 7→ f(x, t) soit int́egrable sur un intervalleI pour toutx ∈ Ω un ouvert de
Rn, etx 7→ f(x, t) soitcontinueau pointx0 ∈ Ω pour presque toutt ∈ I. S’il existe une fonction intégrableg telle que

|f(x, t)| ≤ g(t) pour presque toutt ∈ I et pour tout x ∈ Ω ,

alors l’application

F : x 7→
∫

I

f(x, t) dt

est continue au pointx0.
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Corollaire A.2 Soitf une fonction de(x, t) ∈ Rn × R telle quet 7→ f(x, t) soit int́egrable sur un intervalleI pour toutx ∈ Ω un ouvert de
Rn, etx 7→ f(x, t) soitdiff érentiableau pointx0 ∈ Ω pour presque toutt ∈ I. S’il existe une fonction intégrableg telle que

|df(x, t)| ≤ g(t) pour presque toutt ∈ I et pour tout x ∈ Ω ,

alors l’application

F : x 7→
∫

I

f(x, t) dt

est diff́erentiable au pointx0 et ses d́erivées partielles sont données par

∂xj
F (x) =

∫
I

∂xj
f(x, t) dt .

En utilisant leśequations de Cauchy-Riemann, on en déduit un ŕesultat analogue pour les fonctions holomorphes :

Corollaire A.3 Soitf une fonction de(z, t) ∈ C×R telle quet 7→ f(z, t) soit int́egrable sur un intervalleI pour toutz ∈ Ω un ouvert deC,
et z 7→ f(z, t) soitholomorpheau pointz0 ∈ Ω pour presque toutt ∈ I. S’il existe une fonction intégrableg telle que

|∂zf(z, t)| ≤ g(t) pour presque toutt ∈ I et pour tout z ∈ Ω ,

alors l’application

F : z 7→
∫

I

f(z, t) dt

est holomorphe au pointz0 et sa d́erivée est donńee par

∂zF (z) =

∫
I

∂zf(z, t) dt .

Une autre ŕesultat fondamental du calcul intégral est le

Théorème A.2 (de Fubini) Sif est une fonction de deux variables réelles et̀a valeurs dansC, mesurable et intégrable surX×Y , c’est-̀a-dire
telle que ∫

X×Y

|f(x, y)| dx dy < +∞ ,

alorsf(·, y) est int́egrable surX pour presque touty ∈ Y , de m̂eme quef(x, ·) est int́egrable surY pour presque toutx ∈ X, et∫
X

( ∫
Y

f(x, y) dy
)

dx =

∫
Y

( ∫
X

f(x, y) dx
)

dy .
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théor̀eme d’, 62

Jacobienne
matrice, 67

lacet, 31
Laplace

transforḿee de, 71
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