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Math I Analyse en séquences 3 et 5

Corrig�e d�etaill�e du premier contrôle continu.

Questions de cours (3 points).

• La formule du binôme est

(y+ x)n =

n∑
j=0

(
n

j

)
xj yn−j ,

pour tout x ∈ R et tout y ∈ R, o�u les coe�cients du binôme sont d�e�nis par :(
n

j

)
=

n!

j!(n− j)!
.

• L'axiome fondamental dans R qui n'est pas vrai dans Q est celui de la borne

sup�erieure : toute partie non vide et major�ee de R admet une borne sup�erieure ;

cette borne sup�erieure est unique et c'est par d�e�nition le plus petit (�el�ement de

l'ensemble) des majorants de A.

• Une partie non vide A de R est un intervalle si et seulement si, quels que soient

x, y ∈ A, le segment d'extr�emit�es x et y est inclus dans A. Si x ≤ y le segment

d'extr�emit�es x et y est l'intervalle ferm�e [x, y], ensemble des r�eels z tels que x ≤
z ≤ y. Noter qu'ind�ependamment de la position de x par rapport �a y, on peut

toujours �ecrire

[x, y] = {z = θx+ (1− θ)y ; θ ∈ [0, 1]} .

Exercice (3 points).

Première variante Quel que soit x ∈ R, l'in�egalit�e x3 > x �equivaut �a x(x2−1) > 0, ce

qui (par un tableau de signe) donne (x > 0 et x2 > 1) ou (x < 0 et x2 < 1), c'est-�a-dire

encore x > 1 ou −1 < x < 0. Par suite, l'ensemble A des nombres r�eels x tels que

x3 > x est �egal �a ] − 1, 0[∪]1,+∞[. Les minorants de A sont les r�eels inf�erieurs ou �egaux

�a −1, c'est-�a-dire les �el�ements de ] − ∞, 1]. Le plus grand d'entre eux est −1 : c'est la

borne inf�erieure de A. L'ensemble A n'est pas major�e, donc l'ensemble de ses majorants

est vide et A n'a pas de borne sup�erieure. L'ensemble A n'est pas un intervalle car

1/2 ∈ [−1/2, 2], −1/2 ∈ A, 2 ∈ A mais 1/2 6∈ A.

Seconde variante Quel que soit x ∈ R, l'in�egalit�e x4 > x �equivaut �a x(x3 − 1) > 0, ce

qui (par un tableau de signe) donne (x > 0 et x3 > 1) ou (x < 0 et x3 < 1), c'est-�a-dire

encore x > 1 ou x < 0. Par suite, l'ensemble A des nombres r�eels x tels que x4 > x

est �egal �a ] − ∞, 0[∪]1,+∞[. L'ensemble A n'est pas minor�e, donc l'ensemble de ses

minorants est vide et A n'a pas de borne inf�erieure. L'ensemble A n'est pas major�e,

donc l'ensemble de ses majorants est vide et A n'a pas de borne sup�erieure. L'ensemble

A n'est pas un intervalle car 1/2 ∈ [−1/2, 2], −1/2 ∈ A, 2 ∈ A mais 1/2 6∈ A.
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Questionnaire à choix multiples (9 points).

Question 1. Le sous-ensemble A = {x ∈ R ; x > 0 et 2x2 > 1} de R admet

• tous les r�eels n�egatifs ou nuls , et plus g�en�eralement, tous les �el�ements de l'inter-

valle ]−∞, 1/√2] comme minorants (si x ≤ 0 alors x 6∈ A et si 0 < x ≤ 1/
√
2 alors

x2 ≤ 1/2 et donc x 6∈ A non plus ; ceci montre que tous les �el�ements de A sont

strictement sup�erieurs �a 1/
√
2 et sont donc aussi strictement sup�erieurs �a tous les

�el�ements de ] − ∞, 1/√2]),
• une borne inf�erieure en tant que partie non vide et minor�ee de R, cette borne

inf�erieure valant en l'occurrence 1/
√
2 puisqu'en fait A =]1/

√
2,+∞[.

En revanche, A n'admet pas :

• de plus petit �el�ement car sa borne inf�erieure ne lui appartient pas,

• de majorant ni a fortiori de borne sup�erieure.

Question 2. Le sous-ensemble B = {r ∈ Q ; r > 0 et 2r2 > 1} de Q admet

• tous les nombres rationnels inf�erieurs �a 1/
√
2 comme minorants (dans Q).

En revanche, B n'admet pas :

• de borne inf�erieure dans Q, car le plus grand de ses minorants dans R est le

nombre irrationnel 1/
√
2, et il existe des nombres rationnels inf�erieurs �a 1/

√
2

arbitrairement proches de 1/
√
2.

• de majorant ni a fortiori de borne sup�erieure dans Q, car il contient notamment

N∗ qui n'est pas major�e.

Noter que B = ]1/
√
2,+∞[∩Q.

Question 3. Soit a = (1−
√
5)/2. On remarque que

1

a
=

2

1−
√
5

=
2(1+

√
5)

1− 5
= −

1+
√
5

2

mais ce calcul n'est pas indispensable. Par les in�egalit�es (grossi�eres) 2 <
√
5 < 3, on

obtient

−2 <
1

a
< − 1 ,

ce qui implique

E(
1

a
) = −2 et non − 1 ,

tandis que

E(
1

|a|
) = 1 ,

et les deux in�egalit�es suivantes sont vraies :

1

|a|
< 2 ,

1

|a|
≤ 2

(« qui peut le plus peut le moins » : si une in�egalit�e stricte est vraie alors l'in�egalit�e

large est vraie, la r�eciproque �etant �evidemment fausse).
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Question 4. Les �egalit�es suivantes sont vraies pour tout x ∈ R :

3
√
x6 = x2 , 3

√
(x2 + 1)3 = x2 + 1 ,

car x2 ≥ 0 et x2 + 1 > 0 quel que soit x ∈ R. En revanche,
√
x6 6= x3 pour x < 0, de

même que
√

(x2 − 1)2 6= x2 −1 pour x ∈]−1, 1[, car les racines sont des nombres positifs

par d�e�nition. En�n on a
√

(x2 + 1)3 6= 3
√

(x2 + 1)2 si x 6= 0 : l'�egalit�e est grossi�erement

fausse car en �elevant les deux membres �a la puissance 6 on obtient d'un côt�e (x2 + 1)9

et de l'autre (x2 + 1)4.

Question 5. Pour x ∈ [−1, 2] et y ∈ [5, 8] on a

0 < −1+ 5 = 4 ≤ x+ y ≤ 2+ 8 = 10 ,

−1− 8 = −9 ≤ x− y ≤ 2− 5 = −3 ,

ou encore

0 < 3 ≤ y− x ≤ 9 ,

et donc :

y− x = |y− x| ≥ 3 , 1

x+ y
≥ 1

10
, x+ y = |x+ y| ≤ 10 ,

tandis que par exemple pour x0 = −1 ∈ [−1, 2] et y0 = 8 ∈ [5, 8],

|y− x| = 9 > 6 ,
1

x− y
= −

1

9
> −

1

3
.

Question 6. Pour tout x ∈ [−1, 1], on a x2 ≤ |x| et donc a fortiori (en divisant par un

nombre sup�erieur �a 1) :
x2

x2 + 1
≤ |x|

Ceci montre en particulier que l'in�egalit�e
x2

x2 + 1
> |x| est fausse pour tout x ∈ [−1, 1],

et que l'in�egalit�e
x2

x2 + 1
> x est fausse pour tout x ∈ [0, 1] (qui est un sous-ensemble de

[−1, 1]). Par ailleurs, l'in�egalit�e
x2

x2 + 1
≤ x est grossi�erement fausse pour les x ∈ [−1, 0[

(qui est un sous-ensemble de [−1, 1]). En revanche, l'in�egalit�e
x2

x2 + 1
≥ |x|3

2x2 + 1
est vraie

pour tout x ∈ [−1, 1] car x2 ≥ |x|3 et x2 + 1 ≤ 2x2 + 1.
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