Math I Analyse,
Feuille 4: Fonctions

1 Introduction : un peu de calculs.

Exercice 1. Pour les fonctions suivantes :

— Determiner le domaine de définition, I'image, les limites aux bornes du domaine et ’allure de la
courbe.

— Ces fonctions sont-elles injectives 7 surjectives ? bijectives ?

22 + 2|z 2% —4
fl == o) = ot
sSinx .
3h(1’):m, 4.](1‘)—13&111'7
V1i4+ax—V1+2?
5.k(x) = . .

Exercice 2. Calculer la limite des fonctions suivantes en la valeur de a donnée.

2

3 —1

l'fl(z):xQ_:l?a:la 2.f2(1'):l'2+7,020,
3. f3(z) =\/z+\/r+Vr—Vz,0a=+00, 4.f4(gc):3+\/x2+5x—\/m2—17a:—oo,
1 2

5. fs(x) =va2—1—x,a=+00, 6.f6(x)=1_$—m,a:1,
7.f7(z):H,a:4, 8. fs(z) = (z—2)* In(2° — 1) ,a=2.

Exercice 3. En utilisant uniquement le fait que sin(x)/x tend vers 1 quand x tend vers zéro,
calculez les limites suivantes :
sinx z?sinl/x

Lf(x)=——, a=0, 2 f(z)=

; a=0.
sin 32’

sinx

2 Fonctions continues.

Exercice 4. On considere la fonction f : R — R définie par :

@) = { zE(1/x) sixz#0,

1 siz=0.
Déterminer I’ensemble des points de continuité de f et tracer son graphe.

Exercice 5. Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité sur R ?

1 1 2
1.f(z) = sinx sin (x) , 2.9(x) = 1

s =L (E555)

X




Exercice 6. Soit f : R — R une fonction continue et périodique (on supposera que f a pour
période 1). On suppose de plus que f a une limite en +o00. Montrez que f est constante.

Exercice 7. Soit f : R — R. On suppose que les restrictions de f & Q et & R\ Q sont constantes.
De plus, on suppose que f est continue en zéro. Montrez que f est constante sur R.

Exercice 8 (). Soit f: R — R une fonction qui vérifie la propriété suivante :
V(a,b) €R?, fla+b) = f(a)+ f(b)

On suppose de plus que f est continue. Montrez qu’il existe A € R tel que pour tout z € R, on ait
f(z) = Az

Méme question si on suppose f seulement continue en 0.

Exercice 9. Soient f et g deux fonctions définies sur R™ telles que :

Vr € RTg(z) >0 et lim f@) =L #0.

a—+oo g(x)
1. Montrer que liIE flz)=0 < lirll g(z) = 0.

2. Montrer que, si L >0, lim f(z) =00 & lim g(x) = occ.
r— 400 xr——+00

Exercice 10. 1. Soit a € R et f : R — R une application continue en a. On suppose que
f(a) > 0. Montrer la propriété suivante :

Ip>0;Ve€la—n,a+n], [flz)>0.

2. Soit f : R — R une fonction continue. Montrer que la fonction | f| définie par | f| (z) = |f(z)]
est continue. La réciproque est-elle vraie 7

3. Soit f, g deux fonctions continues de R dans R, et soit h I’application définie pour tout z € R
par :
h(z) = max (f(z), g(x)).
Indication : On pourra montrer que h = H%—Ff

3 Autour du théoréme des valeurs intermédiaires.

Exercice 11. Soit f une fonction de [a, b] dans [a, b] telle que pour tout x et 2’ (x # ') de [a, b],
on ait : |f(z) — f(a')] < |z — ']
1. Montrer que f est continue sur [a, b].
2. Montrer que I’équation f(x) = x admet une et une seule solution dans [a,b]. (On pourra
introduire la fonction : x — g(x) = f(z) — z).

Exercice 12. Soit f : R — R continue. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

1. lim |f(z)| = +o0.
|z| =00

2. L’image réciproque par f de toute partie bornée de R est bornée .

Exercice 13. — Soit a < b deux nombres réels, et f : [a,b] — [a,b] une application continue.
Montrez qu’il existe « € [a,b] tel que f(a) = o
— Soit f, g des applications continues de [0, 1] dans lui-méme, telles que fog=go f.
1. On pose Y = {y € [0,1]; f(y) = y}. Montrer que Y possede une borne supérieure et une
borne inférieure. On les notera respectivement M et m.

2. So0it (Yn)nen une suite d’éléments de Y, qui converge vers a. Montrer que a € Y.



. Montrer que M € Y et meY.

. Montrer que g(Y) C Y.

. Montrer que g(M) < f(M) et f(m) < g(m).

. En déduire qu’il existe 5 € [0,1] tel que f(8) = g(3).

S Ot = W

Exercice 14. Un cycliste parcourt 90 km en quatre heures.

1. Est-il légitime de supposer que la fonction f donnant la distance parcourue jusqu’a un instant
t est continue ?

2. Montrez qu’il existe un intervalle de deux heures pendant le trajet du cycliste durant lequel
il a parcouru exactement 45 km.

3. Méme question avec un intervalle de 80 minutes, et une distance de 30 km.
Exercice 15. 1. Soit f € C(]a, b[) telle que f(]a, b[) C [a,b]. Montrer, en considérant la fonc-
tion ¢(z) = f(z) — z, qu’il existe un point ¢ € [a, b] tel que f(c) = c.
1
2. Soit f € C([O, 1]) telle que f(0) = f(1). Montrer qu’il existe un point ¢ € [0, 5] tel que

1
fe) = fle+5).-
3. Un mobile parcourt a vitesse continue une distance d en une unité de temps. Montrer qu’il

d
existe un intervalle d’'une demi-unité de temps pendant lequel il parcourt une distance 5

4 Suites et fonctions continues.

Exercice 16. Soit f : [0,1] — R continue, telle f(0) = f(1). Montrer que Vn € N* :

1 1
Jx, €0,1——],f <xn+ > = f(zn).
n n
Exercice 17. Soit f : [a,b] — R continue. On veut montrer que :

sup {f(ff)} = sup {f(x)}.

a<z<b a<z<b

1. Montrer que :

swp {f(@)} > sup {f(@)}.

a<lz<b a<z<b

Indication : On pourra montrer que sup {f(x)} est un magjorant de f sur]a,bl.
a<z<b

2. Soit zg € [a,b] tel que f(xo) = M. Montrer que f(zp) = sup {f(x)} en distinguant 3 cas :
a<z<b
o =a, g = b, kg €]a,b]. Pour le cas xy = a, par exemple, on pourra considérer la suite de

réels a, = a+ 1/n et étudier la suite (f(ay)).
Exercice 18. Etudier les suites récurrentes suivantes :

lug =0, Un4-1 zln(e— 1—|—’LLn)7
2.u90 = =8, Up41 = COS Uy, .



