Math I Analyse,
Feuille 1: Manipulation des nombres réels

1 Inégalités

Exercice 1. Soit deux nombres réels a et b vérifiant : —1 < a < 4 et —3 < b < —1. Donner un
encadrement de a — b et de a/b.

Exercice 2. Montrer en utilisant la formule du binéme de Newton que :

V(xvy)€R+XR+, mg (/5-1—{‘/@

Exercice 3. Soient x1,...,x, des réels compris entre 0 et 1. Montrer que :

ﬁ 1—a;) > 1—2%
=1

Exercice 4. Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(z) = e~ . Montrer que :

vz e [0,1], ! < f(z) <1

@

Exercice 5. Soit  un nombre réel. Démontrer que pour tout n > 2, n entier, I'implication
(x>-1,2#0)=(14+2)">1+nz)
est vraie.

Exercice 6. Soit A une partie de R. A-t-on équivalence entre les deux propositions suivantes ?
e dJa>0 VeeA z>«
eVrecA x>0

2 Valeurs absolues

T sin(a:3+1)+3 /T cosx

Exercice 7. Soit f(x) = 17253

. Montrer que : Vz € [2,+o00], |f(z)] < 1/2.

Exercice 8. Pour toutes les fonctions f suivantes, tracer I allure des courbes de f, |f|, f+ =
max(f, 0) et f_ = —min(f,0).
f(z) =23 - 3.
f(@) = cos(x).
fl@)=In2z+1).
4. f( ) = exp(—3z — 6).
Exercice 9. Soient z et y deux réels. Montrer que l'on a :
z+y+lz—y
2 9

Une formule du méme type pour max(zx,y, z) ?

zty—lr—yl

min(z,y) = 5

max(z, y) =

Exercice 10. Soit z € R. Montrer que : (Ve >0 |z] <€) = (z =0).



3 Parties entiéres

Pour un nombre réel z, on notera E(z) sa partie entiére et [z] sa partie fractionnaire.

Exercice 11. Pour toutes les fonctions f suivantes, tracer les allures des courbes de f, |f],

f+ =max(f,0) et f_ = min(f,0).

1. flx)=E (%)

2. f(z) = E@?)

3. f(xz) = E(sin(z))
4. f(z) = [z].

Exercice 12. On désigne par F(z) la partie entiére du nombre réel z. Montrer que :

z+1
2

x
VxER,E(2)+E< >E(as)
Exercice 13. 1. Montrer que ¥(z,y) € R? , E(z)+ E(y) < E(z +y) < E(z) + E(y) + 1
2. Y¥(z,n) e RXZ, E(x+n) =E(z)+n.
3. Montrer que Vn e N— {0} ,Vx e R, E(z) = E (%)

4. Déterminer limFE(x) et lim[z] lorsque x tend vers —1. et lorsque z tend vers —1_. Ces
fonctions ont-elles une limite lorsque x tend vers —17

4 Reéels et rationnels

Exercice 14. Soient r € Q et € R\Q.
1. Montrer que r + = ¢ Q.
2. Montrer que, sir # 0, rz ¢ Q.

Exercice 15. Soient z, y € QT tels que /x ou /y ¢ Q. Montrer que /z + /y ¢ Q.

Exercice 16. Dire si les énoncés suivants sont vrais ou faux :
L (zeQuyeQ) = (z+yeQ)

(z e R\Q,y e R\Q) = (z+y e R\Q)

Vz e R\Q)(Vy e R\Q)z <y = 3z€Qz<z<y

Vz e R\Q)(Vy e R\Q)z <y = FzeR\Q|z<z<y

Vn € N,n > 3(n impair = /n € R\Q)

AN A

Exercice 17 (Difficile). Soit f : R — R une fonction croissante vérifiant :

V(z,y) €R?, f(z+y) = f(=)+ f(y)

Montrer que :
1. Vn e N, f(n) =n f(1).
2.VneZ, f(n)=nf(1).
3.VqgeQ, fla)=qf().
4

.VzeR, f(z) == f(1). [On pourra utiliser la densité de Q dans R pour encadrer x par des
rationnels de plus en plus proches de z.]



