Math I Analyse,
Feuille 2: Borne supérieure, borne inférieure, intervalles

1 Manipulation des définitions et exercices théoriques

Exercice 1. Soient A, B deux parties bornées de R. On pose A+ B={x+vy, x € A, y € B}.
Montrer que sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

Exercice 2. Soient A et B deux parties non vides de R vérifiant la propriété suivante :
Vre A, VyeB, z<uy.

Montrer que A admet une borne supérieure, et B admet une borne inférieure. Comparer sup A et
inf B.

Exercice 3. (*) Soit A une partie non vide de R. Montrer que sup |z —y| = sup A — inf A.
z,y€A

Exercice 4. Soit A partie de R. Ces deux propriéts$ sont-elles équivalentes 7
VeeA >0 (1)

et
da>0:Vo el z>a (2)

Exercice 5. On considére un intervalle ouvert I C R, et x € I. Montrez la proposition suivante :
Veel Fe>0 Jr—exz+e[Cl.

La proposition suivante est-elle vraie 7
>0 Veel Jz—ex+e[Cl.

Indication : faire un dessin.

2 Exercices techniques

Exercice 6. Donner, s’il existe, le sup, l'inf, le maximum et le minimum des sous ensembles de
R suivants :

0.1 0.1 @ QN vEL {2 ner ] (o nen,
{(1)”+(171n+1, neN*}, {11152, zeIR{*}.
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Exercice 7. Soit J = {Jj eERt.q —2<x+ o < 2}. J est-il un intervalle ?
T



1
Exercice 8. Soit A=< (-1)"+—;n¢€ N*}. Montrez que A posséde une borne inférieure et une
n

borne supérieure et les déterminer.

Exercice 9. Soit A = { meN, ne N*}.

mn+1’

Montrer que 1 est un majorant de A et que 0 est un minorant de A. Montrer que ce sont respec-
tivement les bornes sup et inf de A. Le nombre 1 (resp 0) est il un max (resp min).
Reprendre ’exercice avec n € N.

Exercice 10. On considére la fonction f : R — R définie par f(z) = exp(—22). On consi-
dere 'ensemble A = {f(x); € R}. Calculer sup A, inf A. L’ensemble A a-t-il un maximum, un
minimum ?

Meémes questions pour la fonction g : [1, +00[ — R définie par g(z) = sin(w/z).

Exercice 11. Soit A = {22+ y* 2,y € Ret 2y =1}, B = {zy,z,y € R et 2> + y> < 2}. Donner,

8’1l existe, le sup, l'inf, le maximum et le minimum de A et B.

1
Indications : pour A on pourra étudier la fonction x — 22+ — i pour B on poserax =r cos(f), y =
x

rsin(f) avec 0 < r < V2, 0<60< 2.



