ELEMENTS DE MODELISATION DETERMINISTE (M1)

SYLVIE BENZONI

L’objectif est de se familiariser avec quelques modeles classiques, aux domaines d’application
variés, et de voir quelques méthodes simples permettant leur simulation sur ordinateur. Cette partie
concerne exclusivement des modeles déterministes, de type équations différentielles (ordinaires puis
aux dérivées partielles).

Programme prévisionnel (dans le desordre)

1) Equat1ons différentielles ordinaires. Equatlons d’Euler-Lagrange en mécanique, exemple du
pendule simple. Equatlon de van der Pol en électricité. Equatlon logistique, équations de Lotka-
Volterra en dynamique des populations. Comparaison avec les modeles discrets. Schéma d’Euler.
Portraits de phase.

2) Equations aux dérivées partielles. - Equation de Poisson en électrostatique. Equations des
fluides parfalts incompressibles et irrotationnels (potentiel, fonction de courant). - Equation de
transport. Equatlon des cordes vibrantes. Equatlon de continuité en mécanique des fluides, ap-
plication au trafic routier. - Equatlon de la chaleur. Equatlons de réaction-diffusion en biologie.
Simulation par différences finies. Conditions aux limites de Neumann et de Dirichlet.

1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Ceci n’étant pas un cours d’équations différentielles, nous aborderons exclusivement des exemples
d’équations différentielles. Par ailleurs, les pré-requis en provenance d’autres disciplines seront
limités a leur strict minimum. Ce chapitre est divisé en trois parties, concernant trois domaines
d’application distincts (bien que 1'on puisse leur trouver des points communs):

— la dynamique des populations, qui sera 'occasion d’étudier les propriétés qualitatives d’équa-
tions scalaires (modeles de Malthus et de Verhulst) et de systemes de deux équations (modeles
prédateurs-proies de type Lotka-Volterra); on en profitera également pour introduire le schéma
d’Euler;

— la mécanique du point avec I’équation de l'oscillateur harmonique et celle du pendule simple,
dont on étudiera en détail le portrait de phase, puis la mécanique du solide avec le mouvement
d’une toupie,

— Délectricité avec les circuits RLC modélisés par 1’équation de van der Pol, admettant une
solution périodique « non-triviale ».

Pour la dynamique des populations, strictement aucun pré-requis n’est nécessaire. Pour la méca-
nique du point il suffira de connaitre la loi de Newton. Nous verrons en outre quelques éléments
concernant le formalisme lagrangien permettant la mise en équation de problemes de mécanique
du solide, sur I'exemple de la toupie. Pour 1’électricité, nous serons amenés a admettre les lois
classiques (Faraday) reliant différences de potentiel et intensités.

1.1. Dynamique des populations. Une référence particulierement recommandée pour ce para-
graphe est le livre de Murray [7] (au moins le premier chapitre).

Un modele mathématique en dynamique des populations, qu’il concerne des humains, du gibier,
des bactéries ou des végétaux, vise a prédire I'évolution future du nombre d’individus. Il est
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généralement construit sur la base de la situation au moment présent, voire de I’évolution passée,
et d’arguments plus ou moins empiriques.

1.1.1. Malthus. Le modele le plus simple qui soit est di & Malthus et s’exprime sous forme d’une
équation différentielle linéaire du premier ordre. Considérons une population dont le nombre d’in-
dividus est N(#) a l'instant . En pratique, il est impossible de compter le nombre d’individus a
chaque instant ¢, il faut donc imaginer qu’on les compte avec une périodicité donnée: un jour,
un mois, un an, ..., cela dépend de I’échelle de temps qui nous intéresse. Disons pour fixer les
idées que 'intervalle de temps entre chaque décompte (recensement exhaustif) est At. Pendant cet
intervalle de temps, des individus naissent, meurent, arrivent ou partent (selon les flux migratoires
ou les prédateurs dans la nature, ou encore U'intervention du biologiste en laboratoire). Faisons
pour l'instant abstraction des arrivées et des départs. On appelle taux d’accroissement naturel de
la population entre t et t+At la variation du nombre d’individus diie aux naissances et aux déces,
divisée par At et par le nombre total d’individus a I'instant « initial » t: la dimension physique
du taux d’accroissement naturel r est donc 'inverse d'un temps. Par définition,

. _ N(t+AD-N()

(1) - N@Ar

Notons que ce taux d’« accroissement » peut parfaitement étre négatif. C’est en fait la différence
entre le taux de natalité et le tauxr de mortalité. Des valeurs typiques de r sont par exemple
13%0—9%0 = 4%o par an en France, et 10%0—16%0 = —6%¢ par an en Ukraine (source: INED /Banque
Mondiale). En général, r dépend évidemment de t et de At. Cependant, ’hypothese de base dans
le modele de Malthus consiste a dire que r est constant. Dans ce cas, et si on connait la valeur
de r, on peut voir la relation (1) comme un moyen de calculer N(#;) a tout instant f = fo+ kAt
connaissant N(fp). En effet, (1) équivaut a

(2) N(t+Af) = A+ rA)N(D),

ce qui veut simplement dire que la suite des valeurs (N(#x))ren €st géométrique de raison 1+ rAt.
Ceci n’est toutefois qu’une version discréte du modele de Malthus, qui s’obtient en faisant tendre
At vers 0 dans (1). En supposant que ce passage a la limite est justifié, on obtient ainsi I’équation
différentielle ordinaire, linéaire du premier ordre:

dN
3 — =rN.
(3) Tkl

Pour que cette équation soit correcte, il faut prendre garde a bien exprimer le temps ¢ et 'inverse
de r dans la méme unité: seconde, heure, année, siecle, peu importe a priori, pourvu qu’il soit
raisonnable de supposer r constant sur ’échelle de temps considérée. On connait parfaitement les
solutions de (3): elles sont de nature exponentielle, et plus précisément, toute solution de (3) est
donnée par

N(2) = N(©)e'".

Autrement dit, une population régie par I’équation de Malthus (3) s’accroit exponentiellement vite
si r >0, et s’éteint exponentiellement vite si r < 0. Si 'on observe les données de la population
humaine mondiale, celle-ci semble plutot relever, qualitativement au moins, du premier cas!

Sensibilité par rapport aux données initiales. Il est crucial de remarquer que 1’équation (3), aussi
simple soit-elle, est extrémement sensible aux données initiales si 7 > 0. En effet, la forme exponen-
tielle des solutions montre qu'une erreur (de mesure ou d’arrondi) a I'instant initial est multipliée
par T au bout d'un temps T. Etant données les valeurs prises par la fonction exponentielle (pour
mémoire, e ~ 2,7, e!? = 22000), s'il est raisonnable d’utiliser (3) comme modele mathématique sur
des temps de 'ordre de 1/r, cela n’a aucun sens (quantitativement) pour des temps de l'ordre

de 10/r. Avec par exemple r = 4% par an, si 'on veut que erreur soit au pire multipliée par
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10, cela limite la portée du modele a In(10) x 1000/4 = 575 ans. Notez que le probleme est ana-
logue avec le modele discret (2): une erreur sur la valeur initiale de la suite géométrique de raison
1+ rAt est multipliée par (1+rAn* & Uinstant # = fo+ kAt. Avec la valeur précédente r = 4%o par
an et At =1 an, pour que 'erreur soit au pire multipliée par 10, il ne faut pas aller au dela de
In(10)/In(1 +4/1000) = 577 ans.

Comparaison entre modélisation discréte et continue. Le modele (2) s’obtient en discrétisant (3)
par le schéma d’Euler explicite. Un pas de discrétisation At =1 an peut paraitre grossier mais
cela dépend de la valeur de r et de l'intervalle de temps auquel on s’intéresse. En effet, pour des
données initiales identiques, 'erreur relative a l'instant tx = ty + kAt entre la solution du modele
continu (3) et la solution du modele discret (2) est

gpi=1— (1+rAnke kAL

De facon générale, si I'on fixe un temps T que l'on subdivise en K intervalles de longueur At,
lerreur ex tend vers zéro lorsque K tend vers +oo (c’est-a-dire At tend vers zéro): ceci résulte
précisément de la formule d’Fuler:
lim (1+x/K0F = e~.
K—+o0o
Bien stir, a At fixé, g croit avec k. Par exemple en prenant a nouveau r = 4% par an avec At =1,
on trouve

€1 = 8.10_6, €10~ 8.10_4, €100 = 6.10_2, €1000 = 0,9.

Autrement dit, la cohérence entre le modele discret et le modele continu dure plus longtemps que
leur robustesse par rapport aux données initiales...

Introduction de « termes sources ». Nous avons parlé au début de possibles migrations ou inter-
ventions de l'expérimentateur. Si 'on tient compte du flux net d’individus (les entrants moins les
sortants) par unité de temps, disons f, '’équation (3) devient

(4) C(li—lj:rN+f.

On dit que f est un terme source. De fagon générale, si 'on autorise a la fois r et f a dépendre
du temps ¢, la solution de (4) est donnée par la formule de Duhamel

t L t
(5) N() = elo 0PN (1) +f e 9 £y dr.

To

En particulier lorsque r et f sont constants, cette formule se réduit a
N(#) = N(tp) """ + (e’ "™ — 1) f/r,

ot 'on voit que N(#) s’annule en temps fini si f < —rN(fy). Ce n’est évidemment pas surprenant:
si I’on soustrait suffisamment d’individus, la population finit par s’éteindre.

1.1.2. Verhulst. Au 19eme siecle, Verhulst proposa une version modifiée du modele de Malthus,
avec un terme « auto-limitant », c’est-a-dire limitant la croissance lorsque la population devient
trop grande. Ceci revient en fait a ajouter un terme source f dépendant de N. L’hypothese de
Verhulst est que ce terme dépend de facon quadratique de N, de sorte que la nouvelle équation
s’écrive

dN
6 — —/NA-N/K),
(6) 5 - N )

ou K représente la capacité de ’environnement a assurer la survie de 'espece: tant que N n’a pas
atteint la valeur K, la population s’accroit; si elle dépasse K a un certain moment, elle décroit.

En fait, une analyse du portrait de phase de cette équation montre qu'une population initiale en
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dessous de la capacité K ne peut jamais la dépasser si elle régie par (6), aussi appelée équation
logistique. Ceci est confirmé par la résolution explicite de cette équation. On trouve en effet

e""N(1)
K—N(#) +e"*N(fp)

N(#) =K

Vers les modeéles prédateurs-proie. Une version raffinée de I’équation logistique est 1’équation de
Ludung:

7 dN =rN({1 - N/ BN®

(") ar - N N-we

Elle prend en compte non seulement une auto-régulation quadratique mais aussi un terme source
s’annulant avec N et asymptotiquement constant lorsque la population est tres grande. Il cor-
respond par exemple au prélevement d’individus par des prédateurs, qui est faible lorsque la
population de proies est petite (les prédateurs vont chercher leur nourriture ailleurs), et limité par
la quantité de nourriture que les prédateurs sont capables d’absorber.

Adimensionnalisation. Afin d’étudier efficacement un modele, il est bon de s’affranchir du choix
des unités de mesure, de sorte que les notions de quantités « petites » ou « grandes » prennent un
sens absolu. Pour cela, on procede a ce que 'on appelle une adimensionnalisation. Ceci consiste a
choisir des valeurs de référence (dans une unité de mesure quelconque) pour toutes les dimensions
physiques apparaissant dans le modele, puis a définir de nouvelles inconnues et parametres sans
dimension a partir de ces valeurs de référence. Cette approche a pour effet « secondaire » de réduire
le nombre de parametres au strict minimum, d’apres le théoréme t de Buckingham (reposant sur
des arguments d’algebre linéaire, le théoréme du rang notamment, voir [6, p. 5]). Sur I'exemple
de 'équation (7), les dimensions « physiques » sont seulement au nombre de deux: le temps et
le nombre d’individus (méme si ce nombre n’a pas vraiment une dimension physique, on peut
I'exprimer en milliers, millions ou milliards par exemple). Choisissons donc un temps de référence
T et un nombre d’individus de référence M. Les parametres K et A représentent des nombres
d’individus. On leur associe donc naturellement les parametres sans dimension K:=K/M et A:=
A/M. Le taux d’accroissement naturel r a la dimension de l'inverse du temps, on définit donc
7:=Tr. Quant au parametre B, il est homogene & dN/d¢t, ce qui nous conduit & poser B:= TB/M.
Enfin, I'inconnue N est un nombre d’individus. On consideére donc l'inconnue sans dimension
N:=N/M, vue comme une fonction du temps adimensionné 7:= ¢/T. On a ainsi

dN T dN
di = Mdt’
En substituant toutes ces nouvelles quantités dans (7), on obtient exactement la méme équation,

avec des tildes:
BN2

N _ R0 -8B

—_— =T - - = —.

dt A? + N?
A premieére vue, il semble qu’on n’ait rien gagné en terme de nombre de parametres! Cependant,
on peut en supprlmer deux en choisissant « astucieusement » M = A et T = A/B, ce qui nous
raméne & A=1 et B=1. Ainsi, en posant q:=K/A et en « oubliant les tildes pour simplifier »
(phrase classique dans cette approche), on obtient ’équation adimensionnalisée a seulement deux
parametres:

(8) AN N -Ng - N
dr PN
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1.1.3. Lotka—Volterra. Les « vrais » modeles prédateurs-proies s’intéressent au nombre d’individus
dans les deux catégories de populations. Disons que N(f) et P(f) représentent respectivement le
nombre de proies et le nombre de prédateurs a I'instant t. Le systeme proposé par Volterra suppose
que:

e les proies ont un certain taux d’accroissement naturel indépendant du temps,

e le prélevement de proies par les prédateurs est proportionnel au produit NP,

e les prédateurs ont un taux d’« accroissement » naturel indépendant du temps (ce taux étant

négatif car en 1'absence de proie la population de prédateurs est amenée a dépérir),

e la présence de proies ajoute un terme source proportionnel au produit NP a ’équation sur P.

On obtient un systeme de deux équations différentielles ordinaires

dN
— = aN - bNP,
dr

(9) P
— = —dP + cNP,
dr

doté de plusieurs propriétés remarquables. Avant tout, le lecteur pourra a titre d’exercice! adi-
mensionner le systéme (9) et montrer qu’il suffit d'un (et non quatre) parametre sans dimension,
le systeme adimensionné s’écrivant

d—N =N(1-P),
d—P =-0P(1 - N).
dz

Comme premiére propriété on voit que les axes du plan, N =0 (absence de proies) et P =0 (absence
de prédateurs), sont invariants par le flot (aussi bien de de (10) que de de (9), évidemment): cela
signifie que si N(#p) =0 alors N(#) =0 quel que soit ¢ (et de méme pour P); du point de vue de la
modélisation, c’est la moindre des choses (il ne peut y avoir de « génération spontanée » de proies
ou de prédateurs); du point de vue mathématique, c’est une conséquence de la partie unicité dans
le théoreme de Cauchy—Lipschitz, qui s’applique sans probleme ici car les seconds membres de (9)
sont des fonctions polynomiales de (N,P). On montre méme plus par cet argument d’unicité: les
demi-droites {(N,0); N >0} et {(0,P); P> 0} sont des trajectoires, c’est-a-dire des courbes décrites
par des solutions de (9), et par suite, les trajectoires ne pouvant s’intersecter sans coincider, le
quart de plan {(N,P); N> 0, P > 0} est aussi invariant par le flot. Une autre propriété mathématique
de (9) et de sa version adimensionnée (10), est leur conservativité, autrement dit I'existence d’une
intégrale premiere, qui est par définition une quantité constante le long des trajectoires. Cette
intégrale premiere se calcule aisément car elle est a variables séparées, c’est-a-dire somme d’une
fonction de N et d'une fonction de P. En effet, supposons que (N,P) soit une solution non triviale
de (10), c’est-a-dire pour laquelle ni N ni P ne s’annule, et telle que ni N ni P ne prennent la valeur

1. Alors
1 dN 1 dp

i T ————
N(1-P) dr OP(1—-N) dt
d’ou apres multiplication par d(1—-P)(1—N),

)

i O(InN—-N) + InP-P) = 0.
dt

Ceci montre précisément que la fonction H: (N,P) — §(InN—N) + InP—P est une intégrale premiere
de (10) (notez que les restrictions N # 1, P # 1, sont inutiles: elles sont apparues artificiellement
dans la maniere de faire de la calcul). Cependant, aussi intéressante soit-elle mathématiquement, la
conservativité du systeme de Lotka—Volterra révele ses limites du point de vue de la modélisation:

Hpdication: poser T=1/a, N=Nc/d, P=Pb/a.



les courbes de niveau de H forment en effet des courbes fermées dans le plan de phase {(N,P); N =
0, P =0}, correspondant a des solutions périodiques assez peu réalistes. Pour plus de détails et des
modeles plus réalistes, on renvoie au chapitre 3 de [7].

Remarque 1. Le lecteur plus intéressé par la finance que par la dynamique des populations pourra
transposer ce qui précede en changeant nombre d’individus en masse d’argent, taux d’accroissement
naturel en taux d’intérét, soldes migratoires en soldes budgétaires (différence entre recettes et
dépense), etc.

1.2. Mécanique. La modélisation en mécanique releve de lois assez bien établies. Celle que nous
utiliserons principalement en mécanique du point est la loi de Newton. Si un point matériel de
masse m est repéré dans I'espace R? par sa position x(t) € R? & V'instant t, sa vitesse est v(t) =
X' (1) e R, son accélération est a(t) = x"(t) € R, et §'il est soumis & une force F e R?, la loi de
Newton s’exprime par la célebre relation F = ma, qui revient a une équation différentielle du
second ordre
d?x .

m T
Lorsque la force F est constante, cette équation différentielle est triviale: elle s’integre a vue pour
donner des solutions polynomiales d’ordre 2 en t. Ceci explique notamment les trajectoires pa-
raboliques des (petits) objets lancés en l'air, essentiellement soumis a la seule force de gravité
F=mg, ou g est 'accélération de la pesanteur: a la surface de la Terre, g est un vecteur dirigé
verticalement vers le bas (ces notions de « verticalité » et de « bas » dépendant évidemment du
point ou 'on se situe, mais a une échelle spatiale tres inférieure au rayon de la Terre, les variations
de g sont négligeables), et de norme g = 9.8m.s™2. Lorsque la force F dépend de la position x (ce
qui est en principe le cas avec la force de gravité, comme on vient de le rappeler), la loi de Newton
devient une « vraie » équation différentielle du second ordre, en général non-linéaire:

d’x Fx
(11) dx

dr? m
1.2.1. Oscillateur harmonique. L’exemple le plus simple est celui d'un point matériel situé a 'ex-
trémité d’'un ressort dont 'autre extrémité est fixée. Dans ce cas, (si le ressort est suffisamment

KX
E vV VoY Y x

F1G. 1. Ressort, modele d’oscillateur harmonique.

rigide, ou contraint, pour avoir des mouvements rectilignes) d = 1. Si a chaque instant ¢, x(¢) est
I'abscisse de I'extrémité mobile dans un repere d’origine la position au repos (ressort ni étiré ni
comprimé), une expression couramment admise pour la force est alors

F(x) = —kx,

ou le parametre k > 0 est la raideur du ressort (plus k est élevé plus la force de rappel est intense).
Pour une telle fonction F (linéaire), ’équation (11) devient, en posant pour simplifier k:= k/m,
d?x
12 —+xx=0,
( ) dtz

appelée équation de 1'oscillateur harmonique. On connait ses solutions explicitement. Plus préci-
sément, le probléme de Cauchy pour (12) et une donnée initiale (x(0), x'(0)) = (xo, vo) admet comme
solution unique la fonction

X t— Xy cos(vxt) + (vo/Vx) sin(vxt).
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La forme sinusoidale de cette solution explique évidemment le terme d’oscillateur.

1.2.2. Pendule simple. Voyons maintenant un exemple ot la force F dépend non-linéairement de
x. C’est encore un cas d’équation scalaire (d =1) mais dans lequel x(#) représente un angle, en
loccurrence I'angle par rapport a la position verticale d’une tige fixée a son extrémité haute et
contrainte a se déplacer dans un plan. En fait, on suppose cette tige de masse négligeable sauf a
son extrémité libre M, ou I'on met une masse m, dont on va voir que la valeur n’intervient pas
dans I’équation! En revanche, la longueur ¢ de la tige intervient. L’équation du mouvement de ce

F1G. 2. Pendule simple (oscillant dans un plan).

dispositif, appelé pendule simple, s’écrit en effet

2

(13) %+§sinx:0.

Attention, nous avons fait ici un petit glissement de notations par rapport au cadre général: les
« vraies » positions, vitesses et accélérations de M sont des vecteurs de R? (et non les scalaires
x(1), X' (1), x"'(1)); ceci devrait étre clair dans le calcul qui suit.

On peut obtenir (13) par la loi de Newton (moyennant quelques hypotheses implicites, cf [1]),
bien que ce ne soit pas le plus facile. En effet, dans le bilan des forces exercées sur I'extrémité
libre du pendule, il faut tenir compte du fait que ce point est [ié a la tige et non libre de se
déplacer dans 'espace. Par suite, la loi de Newton se réduit ici a ’égalité entre les projections
orthogonales a la tige de 'accélération du point et de l'accélération de la pesanteur. Voyons ce
que cela donne. Dans un repere orthonormé direct Ozy ou O est le point de fixation du pendule,
z est la direction verticale dirigée vers le bas, I'extrémité libre M du pendule a pour coordonnées
(¢ cosx,sinx), de sorte que sa vitesse a pour coordonnées (—¢x'sin x, £x’' cos x), et son accélération
(—¢x"sinx—¢x'cos, £x" cosx — ¢x'sinx). Quant & l'accélération de la pesanteur, ses coordonnées
sont évidemment (g,0). En égalant les produits scalaires des accélérations par le vecteur é, de
coordonnées (—sinx,cosx) on obtient I’équation attendue

¢x" = —gsinx.

On peut aussi obtenir cette équation de maniere plus rapide grace a la conservation de l’énergie
totale. En effet, I’énergie cinétique instantanée du point M est

1 — 1
Ec:= =m|lOM'||? = = m¢*x"?,
2 2
et son énergie potentielle (nous reviendrons sur cette notion plus loin) est (& une constante pres)

Ep:=-mgz=—-m/cosx.
7



L’équation (13) se déduit donc de
d

(lorsque la masse m est non nulle!) aux instants ot x’ # 0. Notez qu’« inversement » , (13) implique
(14) avec E. et E, définies comme ci-dessus. Autrement dit, 1'énergie totale est une intégrale
premiere de I'équation du mouvement. Pour étre plus précis, il est préférable d’écrire (13) comme
un systeme dans le plan de phase {(x,v=1x') € R2}:

(15) dr
dv -8 sinx
dt ¢ ’

et d’exprimer ’énergie totale en fonction de (x, v):
1
Ec+E, = 3 mel?v? — ml cosx.

Cette fonction de (x,v) est une intégrale premiere de (15). C’est bien str un modele idéalisé: en
pratique, le mouvement du pendule finira toujours par s’amortir. Un modele plus réaliste devrait
tenir compte des frottements dans le bilan des forces, c¢’est-a-dire en fait d’une force F dépendant
aussi de la vitesse, ce qui détruirait la conservation de I’énergie (et en général aussi I'indépendance
de I’équation par rapport a la masse). Si l’on reste sur le modele de pendule simple idéal, I'intégrale
premiere E.+E,, permet de tracer facilement le portrait de phase de (15). On y observe notamment:

e des points d’équilibre: le point bas (x, v) = (0,0), stable, et le point haut (x, v) = (r,0), instable,

e des cycles correspondant a des oscillations périodiques autour du point d’équilibre bas (restant
strictement en dessous du point haut),

o des orbites « hétéroclines » (en fait homoclines si I’'on identifie les points (5,0) et (—,0) du plan
de phases), correspondant a un mouvement « atteignant » en temps infini le point d’équilibre
haut,

e des trajectoires correspondant a des tours complets effectués de fagon périodique autour du
point d’équilibre haut.

1.2.3. Saut a ski. Intéressons nous a un skieur dévalant un pente en « ligne droite », ¢’est-a-dire en
suivant une courbe (pré-determinée) située dans un plan vertical (par exemple un tremplin de saut).
Supposons grossierement que 1’on peut assimiler ce skieur a un point matériel de masse m. Comme
pour le pendule, on va voir que si 'on néglige les frottements la masse m n’intervient pas dans
I’équation du mouvement, équation que I'on obtient tres facilement en utilisant la conservation de
I’énergie totale. En effet, si 'on suppose pour fixer les idées que le skieur part avec une vitesse
nulle d'un point O, si 'on exprime les coordonnées de sa position M un repere orthonormé direct
Ozy ou z est la direction verticale dirigée vers le bas, son énergie totale initiale est nulle (cette
valeur étant liée au choix arbitraire de la constante dans I’énergie potentielle) et a chaque instant
t elle vaut

Ec()+Ep(), avec Eg(r) := %m(y’(t)z +2' (1%, Ep(t) := —mgz(D).

Il faut de plus se souvenir que la trajectoire n’est pas libre mais donnée par une courbe (plane).
Disons qu’elle soit d’équation z = C(y) (notez que ce paramétrage par y autorise le tremplin a
remonter). La conservation de ’énergie totale fournit alors comme équation du mouvement:

A+ )y > -2gtyw) =0,
8



soit encore, en dérivant et en supposant que y' ne s’annule pas (il est assez rare qu'un sauteur
s'immobilise sur le tremplin!),
d? dyy2) W)
(16) - (g - (S | s
dt dt/ ) 1+T ()
On a la un exemple d’équation différentielle du second ordre bien plus compliqué a premiere vue
que ceux rencontrés jusqu’a présent (notamment parce que la dérivée premiere de y intervient).
Cependant on sait déja, étant donnée la facon dont on I’a obtenue, que cette équation ou plus
exactement le systeme équivalent dans le plan de phase

dy_
a -
d_w_ s 2 C’(_V)

admet .
Ec+Ep = om(1 + Ty w’ - mgl(y)

comme intégrale premiére. En fait, I’équation (16) est ce qu'on appelle une équation d’Euler—
Lagrange pour le lagrangien

1
L:(pw) =Ly, w) := om(1 + Ty w* + mgi(y)

(notez le changement de signe par rapport a 1’énergie totale), c’est-a-dire que (16) s’écrit de fagon
abstraite a ’aide de L:
1" ailoulr @)= 5l ar)

w\” dt oy\" dt
(La vérification est laissée au lecteur.) On a gardé la masse m dans le lagrangien par souci d’homo-
généité physique (un lagrangien ayant en général la dimension d’une énergie) mais elle n’intervient
pas ici dans 1’équation du mouvement. Bien entendu, il s’agit comme pour le pendule simple d'un
modele idéalisé: tout amateur de ski sait bien que plus on est lourd plus on va vite (si les sauteurs
sont maigres, c¢’est pour mieux « voler » apres le tremplin; pour aller plus vite sur le tremplin il
vaudrait mieux qu’ils soient lourds comme les descendeurs).

Remarque 2. Un probléme célébre? de calcul des variations est de déterminer la forme optimale
du tremplin, c¢’est-a-dire la fonction T minimisant le temps de parcours entre le point de départ O
et le point de décollage, ces deux points étant fixés. Or, sachant d’apres ce qui précéde que

dy |28ty
dr 1+T(p)?%’
st a est 'abscisse du point de décollage, ce temps de parcours est donné par

1+ ()2

288y
Une condition nécessaire de minimisation de T sous les conditions T(0) =0, T(a) = h (ordonnée du
point de décollage) s’exprime aussi au moyen d’une équation d’Euler—Lagrange, en [’occurrence
celle associée au lagrangien
1+E2
2gC’

si ce n’est le premier: il est connu sous le nom de probléeme de la brachistochrone.
9
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qui s’écrit
i@%ﬁwzﬁﬁﬂ)
dy \og\” dy ot\”dy/’
On montre que la courbe optimale est une cycloide. On voit déja, sans aucun calcul compliqué,
que cela ne peut pas étre une droite. En effet, notons que

oP 15

A | > = p ’ )

52 (08 = TP

et donc, si l’on avait une solution linéaire T:y — &gy de l'équation d’Euler—Lagrange associée a
P, on aurait

g op ~
1 +ES a_z(?éoy’EO) =

Z_E(EO.V ’ EO) .
1.2.4. Planétes. Supposons qu’'une « petite » planete (ou satellite) de masse m soit dans le champ
de gravité d'une « grosse » planete (ou astre, comme le soleil) de masse M. Les adjectifs entre
guillemets sont surtout 14 pour justifier qu'on identifie la petite planete & un point. Si x € R3
désigne la position de cette petite planete dans un référentiel lié a la grosse planete, la loi de la
gravitation universelle détermine la force exercée par la grosse planete sur la petite:

GMm x
lxl2 llxll”

F(x) = —

oil G est la constante d’attraction universelle (G = 6,672.10"'m3.s72 kg™!). Notez que I’expression
F = mg utilisée plus haut pour un objet dans 'attraction de la Terre revient a négliger les variations
de x par rapport au rayon terrestre R et & poser g = GM/R? ol M est la masse de la Terre
(Papplication numérique permettant de calculer la valeur de g est laissée au lecteur). Si l'on
conserve 'expression exacte de F, la loi de Newton (11) donne comme équation du mouvement

d?x GM «x

dez — xlI? IxI’

que 'on peut aussi écrire

Ex_ 1 v, v = - SMm

dr2  m ’ ' Ixl -
On dit que la force F dérive du potentiel V. C’est ainsi que I'on définit 1’énergie potentielle: lorsque
la force F dérive d’un potentiel V, la loi de Newton s’écrit dans 1espace des phases {(x, v) € R x R%}

dx

a v

@ = iVV(x),
dt m

et ce systeme d’équations différentielles admet 1’énergie totale
1 2
> mlvl” +Vix)

comme intégrale premiere; le premier terme est 1’énergie cinétique et le second est 1'énergie po-
tentielle, définie a une constante pres. On ne reconnait pas immédiatement dans V I'expression de
I'énergie potentielle utilisée plus haut a propos du pendule, E;, = m gh pour un point matériel de
masse m et d’altitude h. En fait, cette derniere résulte de I'approximation suivante:

GMm GMm GM
R+h R R2
10
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1.2.5. Toupie. Au paragraphe précédent nous avons assimilé les planetes a des points matériels.
Voyons maintenant un « vrai » probleme de mécanique du solide, a savoir le mouvement dune
toupie. On va obtenir les équations du mouvement comme équations d’Euler—Lagrange: il « suffit »
pour cela de savoir exprimer 1'énergie cinétique et 1’énergie potentielle en fonction des données
cinématiques (position et vitesse).

On considere plus précisément un solide de révolution (c’est-a-dire invariant par rotation autour
de son axe), homogene (c’est-a-dire de masse uniformément répartie), avec un point fixe apparte-
nant a I'axe de révolution (la pointe de la toupie). Ce solide S a un centre de gravité G, défini de

fagon unique par
f f GM d\.(M) = 0,
S

ou A désigne la mesure de Lebesgue divisée par le volume de S (de sorte que A(S) =1). S’il est de
masse m, son énergie potentielle diie a la gravité est (a une constante pres, avec 'approximation
mentionnée ci-dessus)

E, = —ff mg-OM d\M) = - mg-0G.
S

Pour décrire la position du solide S, il suffit de connaitre la position de G, que I'on peut repérer
grace a deux angles, appelés précession et nutation et que ’on note ici respectivement 1 et 0,
ainsi que I'angle de rotation propre ¢ du solide autour de son axe. Avec les notations de la figure

3, 0 est I'angle entre les vecteurs Z (vertical orienté vers le haut) et Z (axe du solide), et ¢ est

I’angle entre les vecteurs X (I'un des axes horizontaux) et U = (2) A?)/Ilf AZ|. Ces trois angles
sont appelés angles d’Fuler. On voit que ’énergie potentielle s’exprime a 'aide de 0 seulement: si

Z

Fic. 3. Toupie et angles d’Euler.

= IICTCEII, E, = mg¥¢ cosO. Quant a I'énergie cinétique, elle est donnée de facon générale par

1
E:ff —m || M) 1> dA(M).
s 2

Pour la calculer explicitement, il faut savoir qu’en tout point M du solide, la vitesse (M) s’exprime
au moyen du vecteur vitesse de rotation instantanée € par

F(M) = Q AOM.
11



Ce vecteur vitesse de rotation instantanée s’exprime simplement a l’aide des dérivées par rapport
au temps des angles d’Euler:
Q=¢z+0i+)Z.
Autrement dit,

E, = ffs % m||Q AOM|? dA(M) =: %]O(ﬁ, Q)

La forme quadratique Jo est diagonalisable dans une base orthonormée appelée repere principal
d’inertie. Comme S est un solide de révolution, (X,¥,Z) est un repere principal d’inertie, et les
valeurs propres associées, appelées moments principaux d’inertie, sont des nombres A, B=A et C,
positifs ou nuls puisque Jo est positive. De plus, si on note v := ZA i, (i, U,Z) est aussi un repere
principal d’inertie. Par suite,

1 — 1 = 1 o)
Ec = S AIPZ(Q)I? + SAIPF Q)1 + 2 CIPz( QI

ou Py, Py et Pz désignent les projections orthogonales sur les droites dirigées respectivement par
i U et Z. Or par définition de 6 on a

—

Z =sinBv + cos0Z,
donc o _ _
P;(Q) =0#, P(Q)=19sin00, Pz(Q)=(¢+ycosh)Z,
et finalement,
E. = %A(62+{pzsin26) + %C(c’p+ipcos@)2.
En résumé, le lagrangien L = E; — E;, associé au mouvement de cette toupie s’écrit
L(0,6,\,¢) = %A(GZ +1%sin0) + %C(c’p+ipcos@)2 ~mg/l cos0,

et les équations d’Euler-Lagrange

d(aL( Gwcp)) eﬂwcp)di(g

oL dfOL e

donnent
A = ((Aip cos® —C (¢ + ) cos0))p + mgﬂ) sin0,
A{sin®0 + C (¢ + 1 cos0) cosO = cste.
¢ + 1 cosO = cste.
On a ainsi directement deux intégrales premieres (les deux dernieres lignes, qui sont dues & ce que

P et @ sont des variables cycliques, ¢’est-a-dire que L n’en dépend pas, bien qu’il dépende de et
(). Par ailleurs, I'énergie totale E. + E,, est aussi une intégrale premiere, c’est-a-dire que

1 . . 1 .
5A(62+1p2sin26) + EC((’p+1pcos(3)2 + mg¥ cosO = cste.

Les équations du mouvement se réduisent ainsi a une équation scalaire sur 0, de la forme:
. —vcos0\*> 2mgl
0% + (B L ) Ml

sin 0 A

ou a, P, y sont des constantes du mouvement (dépendant des conditions initiales, ainsi que de

A et C). En posant x = cos0, on se ramene & une équation de la forme %> = f(x) ou f est une

fonction polynomiale de degré 3 ayant trois zéros réels. Cette équation, pourtant scalaire, admet

une solution périodique: ceci est di au fait que la fonction ¥ — +/f(x) n’est pas Lipschitzienne aux

points ou f s’annule, de sorte qu’il n’y a pas unicité des solutions de =/ f(x) (ni de x=—-v/f%)).
12
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On montre ainsi par une analyse purement qualitative 'existence de solutions périodiques dans
I’espace physique.

Remarque 3. La vitesse et l’accélération d’un point mobile P sur un solide lui-méme en mouve-
ment (un humain sur la terre, une petite béte sur la toupie, etc.) sont données par les « lois de
composition » suivantes:

U(P) = U.(P) + U,(P),
ﬁ(P) = Zie(P) + ar(P) + aC(P)»

ol Ue(P) et dp(P) sont la vitesse et l’accélération d’entrainement, c’est-a-dire, a chaque instant
t, la vitesse et l'accélération du point lié au solide se trouvant au point P(t) (ce point change au
cours du temps), U,(P) et d,(P) sont la vitesse et l'accélération d’relative, c¢’est-a-dire la vitesse et
laccélération dans un référentiel lié¢ au solide, et enfin a.(P) est l'accélération de Coriolis. Cette
derniere est définie comme:

G.(P) = 2Q AT, (P).

1.3. Electricité. Abandonnons maintenant le vaste domaine de la mécanique pour étudier les
circuits électriques, qui servent aussi a modéliser des phénomenes biologiques (battements du
coeur par exemple). L’état d'un circuit électrique composé de résistances, bobines et condensateurs,
peut étre décrit par 'intensité I et la différence de potentiel U dans chacun de ces composants.
Les différentes lois de 1’électricité conduisent a un systeme d’équations différentielles pour ces
quantités. Considérons par exemple un circuit fermé comprenant un composant de chaque sorte,
dans l'ordre résistance-bobine-condensateur (voir la figure 4), la bobine ayant pour inductance L,

R

Fi1c. 4. Circuit RLC.

le condensateur ayant pour capacité C, et le comportement de la résistance étant régi une relation
algébrique (loi d’'Ohm généralisée) :
Ugr = F(Ip).

Les équations régissant 1’évolution de ce circuit sont :

assorties des relations de compatibilité

Uc=UL+Ug, Ig=IL=-I¢.
13



(L’orientation du circuit étant arbitraire, les équations sont fort heureusement invariantes par
changement d’orientation.) En éliminant les autres inconnues, on se ramene a un systeéme de deux
équations pour x =1 et y=Uc par exemple :

dx
L—=y-F),

dt
d
cL-
de
Remarque 4. Comme expliqué plus haut, on peut adimensionner ce systéme. Considérons une
intensité de référence 1, un potentiel de référence U et un temps de référence T, et posons

. x _ vy ~ t ~=_ Fx
=, ==, t:=—, FX):=——.
o I y U T (%) U

On voit alors qu’une fonction t— (x(t),y(t)) est solution du systeme de départ si et seulement si
la fonction T— (X(1), y(D) est solution de

DTG -Fw)
AT ’
-

g__ g

i~ Cu

ot il reste deux parametres sans dimension, a savoir (TU)/(LI) et (IT)/(CU). Notons qu’ils valent
tous deux 1 si l’on choisit en particulier T =+ LC et U/1=+vL/C, de sorte que le systeme adimen-
stonné n’a alors plus aucun paramétre.

2. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a des probléemes ou la fonction inconnue dépend a
la fois du temps et de la position dans I'espace, problemes que I'on peut modéliser par une équation
aux dérivées partielles d’évolution.

2.1. Equation de continuité. Comme point de départ nous allons considérer une équation « uni-
verselle », au sens ol elle ne résulte d’aucune approximation et intervient dans différents contextes
physiques. Il s’agit d’une loi de conservation appelée équation de continuité. Cette loi fait interve-
nir une quantité k et son fluz §€R% pour un phénomene en dimension d d’espace. Par exemple:

e dans un modele simple de trafic routier appelé modele de Lighthill-Whitham-Richards, d =1,
k(x, t) représente la concentration de véhicules, c¢’est-a-dire le nombre de véhicules par unité
de longueur au point x € R de la route (vue de suffisamment loin) a l'instant ¢ et g(x, ) est le
débit de véhicules par unité de temps,

e en mécanique des fluides, d =3, k(x,t) est la masse volumique du fluide au point x € R® &
Uinstant ¢ et §(x, 1) = (q1, 42, q3)(x, 1) € R® avec g;(x, 1) le débit massique (masse par unité de
temps et unité d’aire); si 'on s’intéresse au transport de polluants par exemple, k(x,t) peut
étre la concentration volumique d’une espece chimique (nombre de moles par unité de volume)
et g son débit (nombre de moles par unité de temps et unité d’aire)

e en électrodynamique, d =1, 2 ou 3, k(x, t) est la densité de charge électrique qui s’exprime en
Coulomb (C) par unité de longueur, d’aire ou de volume, selon que d =1, 2 ou 3, et g(x, t) est
la densité de courant électrique, dont les composantes s’expriment en Ampére (A) si d=1, en
Ampere par unité de longueur si d = 2, en Ampere par unité d’aire si d = 3, en supposant dans
tous les cas que I'unité de temps est la seconde (sachant qu'un Ampere vaut exactement un
Coulomb par seconde); on peut aussi utiliser une autre unité de densité de charge électrique,

a savoir le Faraday, qui est la charge électrique d’une mole de charges élémentaires (1F =
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96485C), auquel cas il faut remplacer les Ampere dans la densité de courant électrique par des
Faraday par unité de temps; on peut également définir k(x, ) comme le nombre de charges
élémentaires (sachant qu'une charge élémentaire vaut environ 1,602 x10719C) et §(x, £) comme
le débit de charges élémentaires.
e en thermique, d =1, 2 ou 3, k(x, 1) est la température du matériau au point x € R? & I'instant
t et qx,t) est le flux de chaleur.
Quel que soit le contexte physique, ’équation de continuité est valable en ’absence de source
extérieure et s’écrit:

d
(18) 0:k + divg = 0, divg:= Zlaquj.
]:
Voyons comment on ['obtient en dimension 1 d’espace pour simplifier. Pour fixer les idées, disons
que k(x, 1) est un nombre de particules (atomes, molécules, charges électriques, véhicules, etc.) par

unité de longueur et que g(x,t) est le débit de ces particules, c¢’est-a-dire un nombre de particules
par unité de temps. L’équation de continuité

(19) 0:k+0:g =0

se déduit du bilan de conservation suivant. Soient a, b, s, T tels que a< b, s <T. Le nombre de
particules situées dans l'intervalle [a, b] a I'instant T est

b
f k(x,T)dx.

En l'absence de sources extérieures (qui viendraient ajouter ou retirer des particules), il est égal
au nombre particules situées dans l'intervalle [a, b] a I'instant s, a savoir

b
f k(x,s)dx

retranché du nombre de particules sortant par le point b entre s et T, a savoir

T
f q(b, dt,

auquel on ajoute le nombre de particules entant par le point a entre s et T, a savoir

T
f g(a,t)dt.

Autrement dit, on a le bilan de conservation:

b b T T
f k(x,T)dx:f lc(x,s)dx—f qb, t)dt+f q(a,t)dt,
a a S S

que l'on peut aussi écrire

kdx — gdt =0,
OR
ou R = [a,b] x [s,T]. Or d’apres la formule de Green—Riemann

k@—qmz—fm¢+mmMﬂu
OR R

Donc
f(dtk + 0xq)dxdt =0, quel que soit le rectangle R.
R

Ceci montre que I'équation de continuité (19) doit étre satisfaite presque partout.
L’obtention de I’équation de continuité (18) en dimension d d’espace est tout a fait analogue,

en remplacant le rectangle R par un pavé de R? x R.
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2.2. Convection versus diffusion. Cependant 1'équation (18) n’est pas encore un modele ma-
thématique a proprement parler, car elle porte en fait sur d +1 inconnues: les fonctions k et q;,
jefl,...,d}. Cest le lien entre k et ¢, appelé loi de fermeture, qui définit un modele. On distingue
en fait deux catégories de tels modeles: ceux décrivant un phénomene de convection, correspondant
au transport de particules suivant un champ de vitesse U, auquel cas

(20) qg=kv,
et ceux décrivant un phénomene de diffusion, dans lesquels
(21) qd = —-\Vk,

ol A> 0 est le coefficient de diffusion. Cette derniere relation signifie que la quantité k a tendance
a s’« homogénéiser », son flux étant orienté en direction des zones ou k est moins élevée. Lorsque
k est une température, (21) est la loi de Fourier et A la diffusivité thermique du matériau. Lorsque
k est la concentration d’'une espece chimique, (21) est la loi de Fick, inspirée de la loi de Fourier.
Quant a la relation (20), elle n’est pas encore une loi de fermeture: on a simplement troqué
I'inconnue g pour v. L’équation qui en résulte,

0k + div(kD) =0,

peut étre couplée a
— la donnée pure et simple de U, par exemple lorsque k est la concentration d’un polluant
transporté par un fluide de vitesse prédéterminée v,
— une loi empirique exprimant U en fonction de k, ce qui est le cas par exemple dans le modele
de Lighthill-Whitham-Richards pour le trafic routier: v = vyax (1 — k/kmax),
— une autre loi de conservation, comme celle de la quantité de mouvement

0,(kv) + div(kDe ¥ + pI) = 0,

ol p est la pression du fluide.
Dans le cas d’'un transport (20) par ¥ fonction de k, I’équation de continuité (18) s’écrit sous
forme dune loi de conservation non-linéaire

(22) 0+k + div(k (k) = 0,
tandis que lorsque g vérifie (21), (18) devient ce qu’on appelle I’équation de la chaleur
(23) 0.k = MAk.

Il se trouve que (22) et (23) ont des propriétés mathématiques tres différentes (hormis le fait que
I'une soit linéaire et 'autre non): la premiere propage l'information & vitesse finie (en ce sens
elle releve des EDPs dites hyperboliques) et pas I'équation de la chaleur; cette derniére régularise
instantanément la condition initiale (si k est solution de (23) avec k(0,-) € L°(R%) alors pour tout
t>0, k(0,) e 6> (R%): ceci se montre facilement grace a la transformation de Fourier); au contraire,
une solution de (22) initialement de classe €' devient « génériquement » discontinue en temps
fini lorsque I'équation est vraiment non-linéaire, c’est-a-dire lorsque 7(k) dépend effectivement
de k (et lorsque #(k) est constant, la régularité de la donnée initiale est propagée sans aucune
amélioration). Nous allons préciser les propriétés de (22) sur un exemple.

2.3. Trafic routier. Considérons le modele de Lighthill-Whitham-Richards:
0tk + 0x(k Vmax (1 — k/kmax)) = 0.
Pour simplifier les calculs a venir, commencons par I’adimensionnaliser en posant

T:=tIT, %:= t/X, k:= k/ kpax -
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Si I'on choisit de plus X et T tels que vmax = X/T, il ne reste plus aucun parametre dans le modele
adimensionné (ou 'on omet bien sir les tildes):

(24) d,k + 0, (k(1 - k) = 0.

(Attention, c’est assez pratique de ne pas avoir de parametre, mais on perd de vue la nature
physique des variables, si bien que les erreurs de calcul éventuelles sont plus difficiles a repérer.)
On se fixe comme objectif de pouvoir calculer « & la main » la solution de (24) correspondant a
I’écoulement d’'une file d’attente, c’est-a-dire avec une donnée initiale de la forme

0 six<—¢oux>0,

(25) kO(x):{ 1 si ~¢<x<0,

ou ¢ est la longueur de la file d’attente. (Rappelons que 1 est la concentration adimensionnée
maximale.) Nous aurons besoin pour cela de trois ingrédients:
e la méthode des caractéristiques, permettant de calculer la solution dans les zones ou elle est
réguliere,
e les ondes de détente, permettant de calculer la solution autour a partir d’un point ot la donnée
initiale a une discontinuité décroissante (comme c’est le cas pour ko donnée par (25) en x =0),
e les ondes de choc, permettant de définir des solutions discontinues.

2.3.1. Méthode des caractéristiques. Une solution réguliere de (24) doit vérifier 1'équation dite
quasi-linéaire

(26) drk + (1-2k) 0.k = 0.

En guise d’introduction a la méthode des caractéristiques, commencons par considérer 1’ équation
linéarisée autour d'une constante k. C’est ’équation obtenue en premiere approximation pour
une solution de la forme k =k + ek; + o(e). En ne retenant que les termes d’ordre € on arrive a
I’équation de transport linéaire sur kj:

0:k; + (1 —2]13) 0xk; =0.

Celle-ci se résout facilement car elle signifie
d
SR+ 1-201,0=0, VyeR,

d’ont
ki(y+(1-20t1) = ko(y), VyeR.

Autrement dit, k; est constante sur les droites d’équation x = y+ (1 —2k)t, appelées caractéris-
tiques, ou encore, les valeurs de la donnée initiale ky se propagent a la vitesse 1—2k (en variables
physiques, cette vitesse vaut vmax (1 — 2k/kmax)). Il est tout a fait remarquable que cette propriété
(de propagation sur des droites de la donnée initiale) s’étende aux solutions (régulieres) de I’équa-
tion non-linéaire (26). Supposons en effet que (x, £) — k(x, £) soit une telle solution. Soit alors une
courbe, appelée courbe caractéristique, paramétrée par t— y(t), ou yx est solution de I'équation
différentielle ordinaire

dy _

dt

Alors par dérivation de fonctions composées,

(1-2k(x,1).

d
ak(x(t), 1) =0 (x(0), 1) + (1 —2k(x(2), 1)) 0xk(x(2), 1) = 0.
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Ceci montre que k(y(t),t) est constant et, par contrecoup, que la courbe caractéristique est une
droite. Autrement dit, une solution réguliere du probleme de Cauchy

0:k+(1-2k)o,k =0,
k(x,0) = ko(x)

est telle que
k(y+ 1 -2ko(y)t,0) =ko(y), VyeR.

On remarque que si kp € ‘Kbl (R) et si t€[0,T] avec 2Tmaxg k, <1, la fonction y— y+(1-2ko(y))t
est une bijection strictement croissante de R dans R. Donc pour tout x € R il existe un unique
y€R (le « pied » de la caractéristique passant par x) tel que x = y+ (1-2ko(y)) ¢, ce qui détermine
sans ambiguité k(x, ) = ko(y). Notons que la condition 2Tmaxgk, < 1 est satisfaite pour tout
T =0 lorsque ky est décroissante: dans ce cas, la méthode que l'on vient de décrire fournit une
une unique solution réguliere globale. En revanche, s’il existe un point ot kj prend une valeur
strictement positive, le temps
1

T, = ——
2maxg k;,

est un temps d’explosion, a partir duquel la méthode des caractéristiques n’est plus valable: on
vérifie en calculant 0,k par le théoreme des fonctions implicites que

lim dxk(y + (1 —2ko(1)) 1, 1) = +00
t/ Ty

si y est un point ot kj atteint son maximum.
En pratique, on peut toujours appliquer la méthode des caractéristiques localement lorsque ky
est €' par morceaux.

2.3.2. Ondes de détente. Lorsque ky a une discontinuité décroissante en un point yp, la méthode
des caractéristiques ne permet pas de calculer compléetement la solution car elle ne fournit aucune
valeur dans le secteur compris entre les (demi-)droites d’équation x = yo+ (1 —2ko(yo—))t et x =
Yo+ (1 —2ko(yo+))t. On va combler ce « vide » par une onde de détente. L'idée pour la construire
est basée sur 1'observation suivante. On suppose pour simplifier que yo =0 (ce qui est le cas pour
la donnée initiale (25)), et on note ki = ko(0+), en supposant k_ > k. Le probleme de Cauchy

0tk + (1-2k)0,k =0,

k- six<0,
k(x,O)—{ ki six>0,

(27)

(que l'on appelle probléme de Riemann), est invariant par la dilatation (x, ) — (ax,of) quel que
soit a > 0. Par suite, a supposer qu’il admette une solution unique (ce qui est le cas), celle-
ci vérifie nécessairement k(x,t) = k(ax,at) quel que soit o > 0. En particulier pour a = 1/t, on
voit que k(x,t) = k(x/t,1). Autrement dit, cette solution ne dépend que de x/t: on dit qu’elle
est auto-similaire. Sachant cela, on peut facilement la calculer. Cherchons en effet k sous la
forme k(x, t) =k(x/t) pour t>0, ou la fonction &— Kk(E) est dérivable. Par dérivation de fonctions
composées, on obtient

(—x/t+1-2x(x/t)K' (x/t) =0, VxeR, VYt>0.
On en déduit
1-2x(€) =&, VEeR; (8 #0.

Par ailleurs, pour que k satisfasse la condition initiale on doit avoir

lim K(E) = ki .
E—+o0
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La solution a ce probléeme en k est donnée par:

k_ siE<1-2k_,
KE) =< (1-8)/2 sil1l-2k_-<E<1-2k;4,
k. si x>1-2ky,
ce qui donne, pour tout >0,
k_ si x<(1-2kI)t,
k(x,t) =< (t—x)/2t si (Q1-2k_)t<x<(1-2k})t,
k+ si x>(1—2k+)t.

Cette solution est précisément ce que I'on appelle une onde de détente. (Le fait qu’elle soit affine
dans le secteur vient de la forme particuliere de la loi g = k(1 — k), polynomiale du second degré.
En général, une onde de détente est déterminée par une équation implicite.)

2.3.3. Ondes de choc. Lorsque k- < ky, la résolution du probleme de Cauchy (27) est tres dif-
férente de ce qui précede. On peut commencer par se convaincre facilement que la méthode des
caractéristiques est vouée a I’échec: en effet, les droites caractéristiques issues des points a gauche
de la discontinuité initiale ont une vitesse 1—2k_ strictement supérieure a la vitesse 1 -2k, des
droites caractéristiques issues des points a droite, ce qui fait que les premieres s’intersectent avec les
secondes. Pour pallier ce probleme, on va chercher une solution auto-similaire discontinue appelée
onde de choc. Autrement dit, on cherche une vitesse o telle que la fonction

k_ sl x<ot,

(28) (x,r)Hk(x,r)z{ o oarson

soit une solution de (24). Attention, pour définir les ondes de choc on ne peut pas utiliser la forme
quasilinéaire (26) de 1’équation, car elle n’a tout simplement pas de sens pour une fonction k
discontinue en espace (cela reviendrait a multiplier une fonction de Heaviside par une masse de
Dirac). En revanche, on peut donner un sens (faible) a (24) pour toute fonction k admettant une
trace intégrable sur les droites verticales et horizontales du plan (x, £): on I’a méme déja rencontrée
plus haut, il s’agit de la formule intégrale

kdx —gdt =0, VR=]la,b]x[sT].
oR

Si 'on suppose pour fixer les idées que la vitesse cherchée o est positive, choisissons a =0, b =0,
s =0, T=1. D’apres la formule intégrale ci-dessus, pour que la fonction discontinue (28) soit
solution (faible) de (24) il faut que

(ky —k)o=q+ —g-, qs:=k:(1-k2),

c’est-a-dire encore
o=1-k_—k,.

Inversement, on vérifie que cette relation, appelée condition de Rankine—Hugoniot, suffit pour que
(28) soit solution (faible) de (24). (Noter que lorsque k; tend vers k_, la vitesse o du choc tend
vers la vitesse caractéristique 1—2k_.) Plus généralement, on montre qu'une fonction de classe ¢!
par morceaux, discontinue a travers une seule courbe I', appelée courbe de choc paramétrée par
t —y(t) est solution (faible) de (24) si et seulement si elle vérifie

e I’équation (24) (ou (26) de fagon équivalente) en tout point (x, #) tel que x #vy(¢) et

e la condition de Rankine-Hugoniot a travers I', a savoir:

dy

(29) Frie 1—k(y(®)—, 1) — k(y()+,1).
Attention, contrairement aux courbes caractéristiques, les courbes de choc n’ont aucune raison

d’étre des droites en général.
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2.3.4. Résolution du probleme de la file d’attente. On considere le probleme de Cauchy (24)-(25),
que l'on propose de résoudre explicitement a titre d’exercice. Ce probleme modélise par exemple
I’écoulement d’une file d’attente arrétée a un feu de circulation situé au point x =0, qui passe au
vert a I'instant ¢ =0.

(1) Montrer, notamment a I’aide de la méthode des caractéristiques, qu’il existe un temps Ty tel
que, pour tout t €]0, Ty[, la solution a I'instant t est composée d’une zone ot la concentration
est nulle, séparée par un choc stationnaire (c’est-a-dire de vitesse nulle) d'une zone ot est
la concentration est maximale, elle-méme séparée par une onde de déténte d’'une autre zone
ol la concentration est nulle.

(2) Calculer avec ce modele le temps auquel le dernier véhicule de la file d’attente démarre.

(3) Calculer la solution au dela du temps Ty, en montrant notamment grace a la condition
de Rankine-Hugoniot que la courbe de choc est incurvée par 'onde de détente. (Cette
condition fournit une équation différentielle ordinaire qu’il faudra résoudre pour calculer
la position du choc a chaque instant.)

(4) Calculer le temps T; auquel le dernier véhicule de la file d’attente franchit le feu.

(5) Exprimer Ty et T; dans les variables physiques. Faire une application numérique avec par
exemple Vpax = 50 km/h et £ =100m.

2.4. Mélange des genres. On peut bien str considérer un modele prenant en compte a la fois
de la convection et de la diffusion en posant

(30) G=ko—-\Vk
dans (18), auquel cas on obtient une équation dite de convection-diffusion:
0:k + div(k 7) = MAKk.

Ceci correspond par exemple a la propagation de la chaleur a la fois par diffusion et par convection
dans un fluide en mouvement. On peut également prendre en compte un terme source, dépendant
éventuellement de k, auquel cas on parle plutot de terme de réaction (chimique par exemple). Une
équation de la forme

0tk = MAk + f(k)

est appelée équation de réaction-diffusion. De nombreux modeles en biologie s’écrivent a 'aide
d’équation de réaction-diffusion (voir [7]).

2.5. Equation des ondes. Nous allons maintenant nous intéresser a une autre équation qui, si
elle n’est pas universelle, apparait comme un modele satisfaisant dans divers contextes physiques.
Elle partage avec les équations de transport par convection la propriété de propager I'information
a vitesse finie. Il en est ainsi de ’équation des ondes en acoustique pour la propagation du son (a
une vitesse dépendant des variables thermodynamiques mais disons de 'ordre de 340 m/s dans
l'air ambiant) et en électromagnétisme pour la propagation de la lumieére (& la vitesse vertigineuse
de 300 000 km/s). A l'origine, elle a été obtenue par d’Alembert au XVIIIeme siecle pour les cordes
vibrantes. Nous verrons aussi deux autres exemples.

2.5.1. Cordes vibrantes. Dans le mouvement d'une corde en tension, les parametres physiques mis
en jeu sont la densité linéaire py (masse par unité de longueur) de la corde, reliée a la masse
volumique g et a la section oy par

Po = OoUo,
et Ty la tension initiale de la corde, nombre strictement positif ayant la dimension physique d’une

force.
20



Notons ii(x, t) € R3 le déplacement transversal de la corde a 'instant ¢, par rapport & une position
de référence x&; € R, x € R, et supposons le déplacement longitudinal négligeable. Autrement dit,
le point situé en x€; dans la position de référence se retrouve a l'instant ¢t en w(x, t) = x€; + ii(x, 1)
avec 1(x,t) L €;. Sil’on isole mentalement un morceau de corde situé au repos dans un intervalle
la, b], chacune de ses extrémités est soumise a une force colinéaire a 0,w = €; + 0,u. C’est ainsi
que 'on définit la la tension T(x, ) >0 de la corde en W(x, t), de sorte que la résultante des forces
appliquées au morceau de corde est

F=T(b 1)0,i(b, 1) — T(a,1)d,iv(a,rt).

Or la somme des masses x accélérations le long du morceau de corde est [, f Po 6%17)()6, Hdx. En
intégrant la loi de Newton le long de ce morceau on obtient donc

b
T(b, 1) 0,0 (b, t) — T(a,t)d,ib(a, t) :f po 05 ib(x, ) dx.
a

En projetant cette égalité vectorielle sur la direction €; on en déduit
T(b,t) —T(a,t) =0,

quels que soient a et b, ce qui montre que T(x, ) ne dépend en fait pas de x. Pour la suite, on
suppose que la tension T ne dépend pas non plus de t, c’est-a-dire que T(x, ) = Ty quels que soient
x et t. La projection sur EIL de I’égalité vectorielle ci-dessus donne alors

b
To@uiih, ) - siita, ) = |~ podftx, ndx,
a
ou encore
b
f (Tod%ii(x, ) — po02ii(x, ) dx.
a

Ceci étant vrai quels que soient a et b, on en déduit que # vérifie ’équation des ondes mono-
dimensionnelle

(31) 0?u—c*du=0,

= [To | To
' Po OOMO-

Remarque 5. On woit ici l'importance de la positivité de Ty (si To était négatif l’équation
Tod%1i — po02ii =0 serait de nature trés différente de I’équation des ondes: le probléme de Cauchy
correspondant serait mal posé). Ceci n’est pas surprenant car une corde qui n’est pas en tension
s’affaisse et ne peut pas pas vibrer.

avec la vitesse

Remarque 6. On verra plus loin que si la corde est de longueur L, la vitesse ¢ est reliée a la
fréquence temporelle @ des ondes « élémentaires » (aussi appelées harmoniques) par ¢ = 2Lw.

Autrement dit,
To
®w=1/—.
412 o o

Du point de vue acoustique, plus ® est grand plus le son produit est per¢u comme aigi. On voit
ainsi sur l’expression de w qu’une corde produira un son d’autant plus aigi que la tension sera
grande, ou que sa section sera petite, ou encore que sa longueur sera petite. Ceci est conforme a
I’expérience avec les instruments de musique a corde tels que violon, guitare ou piano.
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2.5.2. Barres élastiques. Contrairement a ce qui se passe pour une corde, les déplacements dans
une barre élastique rigide sont essentiellement longitudinaux, ¢’est-a-dire qu'un point situé en x€;
dans la position de référence se retrouve apres compression ou étirement en i (x, t) = (x + u(x, t))é;.
On définit encore T(x, ) la tension de la barre en W(x, ), mais cette fois elle n’a pas de signe
défini (la barre pouvant étre indifféremment en compression ou en étirement). Une loi de 1'élasticité
affirme que pour faire varier de 8/ un morceau de longueur [y il faut une variation de tension 8T
proportionnelle a 81/1y. Quantitativement, on définit Eq le module d’Young du matériau tel que

ol
0T = E¢pop —,
lo
ol 0y désigne a nouveau la section (de la barre). Par définition, Eg est un nombre positif homogene
a une pression (c’est-a-dire une force par unité d’aire). En appliquant cette loi & un morceau
[x,x+0x], qui devient [x+ u(x,t),x+dx+ u(x+0x,1t)] a I'instant ¢, on obtient

u(x+9dx,t)—ulx, 1

T(x,t) — To(x) = Egop Sx »

d’ou a la limite lorsque dx tend vers 0 :
T(x,t) = To(x) + EgogOyu.
Pour la suite, on supposera Ty indépendant de x. D’apres la loi de Newton appliquée au morceau

de barre compris entre les abscisses a et b, on a

b
nhn—nmw:f;mﬁanm;
a

ce que 'on peut encore écrire grace a ’expression de T en fonction de 0y u,
b
f (Eoooaiu - poaiu(x, 1)dx =0.
a

Ceci étant vrai quels que soient a et b, on en déduit que u satisfait I’équation des ondes (31) avec

la vitesse
[ Eo
c=1/—.
Uo

Si I'on s’intéresse a la densité p le long de la barre, on voit assez facilement qu’elle est donnée par
p(x,1) = po (1l —Oxu).

En effet, pour chaque morceau de longueur initiale Iy on a

op ol
pl=poly dou —p+— =0.
po o

En appliquant cette relation au morceau [x,x+0x] et en faisant tendre dx vers 0, on en déduit

P=P0 5 u=0.
Po

Par suite, en supposant la densité initiale py homogene, on voit par dérivation que p satisfait la

méme équation des ondes que u (et T).
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2.5.3. Tuyauz sonores. Un peu d’intuition physique (en pensant & nos tympans par exemple)
montre que la tension T exercée par un fluide est reliée a la pression p par p = —T/op. D’ou,

8T dp 1w

To  po %0 Vo

ou yo est le coefficient de compressibilité (sans dimension), et v le volume. Or dans un tube de
section constante,

ov_ I
Vo_l()'

Donc on a une loi analogue a celle de 1’élasticité, avec

gy 0
X0
En particulier, pour un gaz parfait adiabatique,
pv' = cte,

d’ott xp = 1/y et Eg = vy po. On trouve comme vitesse de propagation

co [TP0
Uo

ce qui I'expression bien connue de la vitesse du son.
Application numérique. Dans 'air, assimilé a un gaz di-atomique, on a approximativement
vy = 7/5 (ceci s’obtient en raisonnant sur le nombre n de degrés de liberté des molécules; de fagon
générale, y = (5+n)/(3+n)). La loi des gaz parfaits

_ WRT

o R= 8,3144) K L.mol™!, M =28,8.10 3 kg.mol*,

RT 1
c= Yﬁ ~ 332m.s

2.5.4. Equation des ondes multi-dimensionnelle. 1’analogue de (31) en dimension d d’espace
s’écrit

p

permet de calculer

a une température de 273K.

(32) 0%u—c*Au=0,

Par exemple pour d =2, cette équation peut modéliser la vibration d’une peau (au lieu d’une
corde, ce qui revient pour un musicien a délaisser le violon, la guitare ou le piano pour une
timbale), la vibration d’une plaque (au lieu d’une barre: on troque le triangle pour une cymbale),
la propagation de vagues a la surface d’un lac. Quant a I’équation des ondes en dimension d = 3,
c’est ’équation fondamentale de 'acoustique (avec u la vitesse (macroscopique) du fluide ambiant
ou la perturbation de pression) et de I’électromagnétisme (avec u le champ électromagnétique).
L’équation des ondes (et ses variantes, non-linéaires notamment) peut faire 'objet d’un cours
entier de master. Nous allons nous contenter de quelques propriétés de base, de formules de réso-

lution explicite et d’éléments pour son approximation numeérique.
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2.5.5. Propriétés de base de l'équation des ondes. L’équation (32) est conservative, au sens ou
I’énergie totale

1 1
& =8+ &y, avec Ec:= - f (Gtu)zdx, Ep = f c|IVul?dx,
2 Jr 2 Jr

est conservée au cours du temps. En effet, supposons que u € €2([0,T];L2([RY)) N € ([0, T]; H2(RY))
soit une solution. Alors, en multipliant I’équation par 0;u, on obtient apres intégration par parties
du second morceau : 41 41

a E fé (dtu)zdx+ a 5 L C2 IIVullzdx =0.
Par ailleurs, 1’équation (32) propage l'information & vitesse finie ¢, comme on va le voir sur les
formules explicites.

2.5.6. Formules de résolution explicite.

Forme générale des solutions en dimension 1. Plusieurs approches sont possibles. Nous
allons en voir trois. La premiere consiste a remarquer la décomposition de I'opérateur des ondes
(appelé aussi d’Alembertien) en

0% — ¢*0% = (0; — cOy) (0; + cOy).
Par suite, pour résoudre
0?u—c*oiu=0
il suffit de résoudre successivement
(0r —cOx)v =0,
(0 +co)u=uv.

Or la premiere équation est une simple équation de transport, dont la solution ne dépend que de
(x + ct). Pour s’en convaincre, il suffit de vérifier que

d
av(y—ct, t)=0;v—cOyv =0,

et donc v(y—ct, t) = v(y,0) quel que soit y. En renversant les notations, on a v(x,t) = v(x+ ct,0)
quel que soit x. Notons plus simplement h(y) = v(y,0). Il faut ensuite résoudre 1’équation de
transport avec terme source :

(0 + cOx) ulx,t) = h(x + ct).
La solution générale de I’équation homogene est u(x,t) = g(x — ct) (par le méme argument que
ci-dessus). De plus, en notant f une primitive de h/2¢, on a une solution particuliere « évidente »
u(x,t) = f(x + ct). Finalement, par linéarité, la solution recherchée est de la forme :

ulx,t)=fx+ct)+ glx—ct).
Une seconde méthode consiste a faire le changement de variables

(x,8) — (y,2) =(x+ct,x—ct).
On a

O0x =0y +0;, 0;=c(0y—0z),
d’ou

07 — ¢?0% = ¢* ((0y = 0.)% — (0 +0,)°) = —2707,.
On doit donc résoudre le probleme
05, 1=0

dans les nouvelles variables, dont la solution est évidemment de la forme

uy,z) = fy +gz.
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Probleme de Cauchy sur R. Soit a résoudre le probleme de Cauchy :

2u—c*0iu=0
u(x,0) = ¢((x),

0:u(x,0) = YP(x).

Il s’agit d’exprimer les fonctions f et g apparaissant dans la forme générale de la solution en
fonction de ¢ et ¢. Les deux équations a satisfaire sont

{ b)) = fx) +glx),
PYx) =cf'(x)—cg'(x).

En dérivant la premiere, on en déduit

{ 2¢cf'(x) = cd'(x) + P(x),
2cg'(x) = cd'(x) —P(x),

d’ou

1 1 x
fx) = > d(x) + % fo P(y)dy + cste,

1 1 °fx :
glx) = Eq)(x) - ﬂfo Y(y)dy + cste’,

Finalement, en revenant a I’équation non dérivée ¢(x) = f(x) + g(x), on en déduit

x+ct

ulx, ) =fx+ct)+ glx—-ct) = %(q)(x+ cH+ox—co)) + 2—lcf Y(y)dy.

x—ct

Cette formule est appelée formule de d’Alembert. Réciproquement, si ¢ est au moins deux fois
dérivable, et 1 au moins une fois dérivable, la formule de D’Alembert fournit la solution cherchée.
(En fait, ’équation des ondes étant linéaire, elle admet des solutions « faibles » pour des données
initiales ¢ et | moins régulieres.)

On peut également résoudre le probleme de Cauchy par une troisieme méthode, qui a en outre le
mérite d’autoriser un terme source (correspondant a un « forgage » : on peut penser par exemple
a la gravité). Considérons I’équation des ondes avec terme source :

2 252 _
ofu—cou=f,

et cherchons la valeur en (xy, fp) de la solution du probleme de Cauchy associé aux données initiales
u(x,0) = ¢(x), 0,:u(x,0) = P(x). On appelle « cone » de dépendance (qui est en fait ici un triangle)
de (xg, to) I’ensemble

A={xb;x0—clto—t)<x<x9+c(fp—1}.

Par la formule de Green on a




f(@%u—czdiu):—f (0,udx + c*0yudt).
A A

On décompose bien stir cette intégrale en trois morceaux. L'un vaut simplement
Xotct
f V() dy.
Xpo—ct
D’autre part, le long du segment
on a
d;udx+ c?0,udt = —c@;uds + 0, udx).

Donc 'intégrale correspondante vaut

—c(ulxo, to) — ¢p(xo + c1p)).
De la méme fagon, I'intégrale restante vaut

—c(ulxo, fo) — ¢p(xo — € 1p)).

En additionnant, on obtient donc

Xotct

fA(afu—czdiu)dxdt:f Y dy — 2culxg, to) + c(Pplxg + ctp) + G(xg — c ),

Xo—ct

d’ou la formule
Xo+Cly

1
w(y)dy+ZLfdxdt

(dont la formule de d’Alembert est évidemment un cas particulier, avec f=0).
Probléme de Dirichlet sur R*. La résolution du probleme de Dirichlet homogene

02u-c*0u=0, x>0,

1 1
u(xo, to) = ) (p(xp + ctp) + Plxo — ctp)) + 20 f

Xo—Clp

u(x,0) = ¢(x), x>0,

Oru(x,0) =ypx) x>0,

u,1 =0, t>0,

lorsque ¢ et 1 satisfont les conditions de compatibilité ¢(0) = 0 et Y(0) = 0, se ramene a celle
du probleme de Cauchy par la méthode dite des images. En effet, si u est solution, alors (x,t) —
u(—x, t) est solution du probleme symétrique, posé sur R™, avec ¢ et 1 prolongées en des fonctions
impaires : ¢p(x) = —p(—x) et P(x) = —P(—x). Donc la fonction u définie comme la superposition
des deux solutions est une solution sur R tout entier, sauf peut-étre en 0. Réciproquement, soit

x+ct

1 1
u(x,t):E(q)(x+ct)+(])(x—ct))+5f Y(y)dy.

xX—ct
Cette fonction satisfait ’équation des ondes partout ou elle est deux fois dérivable. C’est le cas
si ¢ et 1 sont respectivement deux fois et une fois dérivable sur R*, sauf peut-étre sur le cone
caractéristique
{(x,1); x £ ct =0}.

(Si ¢ satisfait la condition de compatibilité supplémentaire ¢'(0) = 0, il n’y pas de probleme.) De
plus, lorsque ¢ et y sont impaires, il en est de méme de u. Par conséquent, c’est bien une solution

du probleme de Dirichlet homogene, sauf peut-étre sur la demi-droite {x = ct}. Lorsque x > ct,
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les fonctions ¢ et 1 sont évaluées en des points positifs. Lorsque x < c¢ ¢, on peut vouloir exprimer
u(x, t) a aide des fonctions ¢ et 1 originales, définies sur R*. On trouve ainsi la formule

cr+x

1 1
u(x,t)—z(q)(ct+x)—q)(ct—x))+%f Y(y)dy.

ct—x
Probléeme de Dirichlet sur un intervalle borné [0,L]. La « méthode des images » se généralise
en prolongeant ¢ et 1 en fonctions impaires et 2L-périodiques, comme sur le dessin ci-dessous, ce

qui permet de calculer u a nouveau par la formule de d’Alembert :

x+ct

1 1
u(x,t):E(q)(x+ct)+q)(x—ct))+§f Y(y)dy.

x—ct

Cela fournit bien une solution de I’équation des ondes, en dehors de
{(x,t); x+ctelLZ}.

Cette solution est impaire et 2L-périodique, donc satisfait les conditions de Dirichlet homogenes
en x=0et x=L.

Une autre approche consiste a utiliser les séries de Fourier. En effet, les fonctions prolongées ¢
et ¢ ont des séries de Fourier en sin (puisqu’elles sont impaires et s’annulent en +L):

¢(x) = Y apsin(nx/L), Yx) = ) bysin(@nx/L),

neN* neN*

ou les sommes sont a comprendre au sens de la convergence dans Liér([—L, L]), ou en un sens
plus fort si ¢ et 1y sont assez régulieres (la série de Fourier d’une fonction de classe € converge
uniformément). On cherche alors u sous la forme

ulx, 1) = Y cp(t) sin(mnx/L),

neN*

ce qui donne la famille d’équations différentielles ordinaires
¢l + (cmn/L)?c, = 0,
dont les solutions sont de la forme
cn(t) = ay, cos(metn/L) + By sin(mctn/L).

Afin de satisfaire les données initiales, on doit avoir ¢,(0) = a,, c),(0) = by, ce qui donne

Lb
Ap = an, Bn:__n-

ic n
On constate en particulier (comme évoqué plus haut) que la fréquence’® temporelle de u est égale
a w=c/(2L). De plus, si cette derniere est la fréquence de la « premiere harmonique » ¢;, on voit
que ¢, a méme comme fréquence le multiple nw.

inverse de la période
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Probléme de Cauchy sur R3. Soit a résoudre le probléeme de Cauchy :

O%u—czAuZO, xeR3 >0,
u(x,0) = ¢p(x), xeR?,

0,u(x,0) =y(x), xeR3,

On va utiliser la méthode des moyennes sphériques, qui permet de se ramener a un probleme en
dimension 1, que I'on sait résoudre d’apres de qui précede. Pour cela on associe a u la fonction de

(r,) eRT xR*
1
e ru

S, == {x eR%; x|l = r}.

Pour obtenir 1’équation satisfaite par u, on applique la formule de Green sur la boule

u(r,t) :=

ou S, est la sphere de rayon r :

B, :={x eR% |lx| < r},
ou
Au = —,
B, s, 0n
ou n est le vecteur normal unitaire sur S, = 0B;, sortant de B,. Pour que u soit solution de
I’équation des ondes, il faut donc que
ou
FPu=c| —.
B, s, on

En utilisant les coordonnées sphériques habituelles, représentées ci-dessous

cette égalité s’écrit de facon équivalente :

r Q21 pT 2w pm
f f 02 up®sin®@dddepdp = czrzf 0ru sin0dodg.
0oJo Jo 0o Jo

Or, par définition,
1 2n pm
iu=— f u sin0 dodeo.
4m Jo Jo
On déduit donc de I'équation précédente :
r
f pzdiudp =c*r?o, a.
0
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D’oti, en dérivant une fois par rapport a r :
r? 6% i=cd,(r*d, 1),

¢’est-a-dire

2 272 ¢

o7 —c 6,u—276ru:0.
(Ceci n’est rien d’autre que 1'équation des ondes axisymétrique.) En posant v := r i, on se ramene
a une équation des ondes monodimensionnelle ordinaire :
0%v—c*0*v = 0.

Puisque v doit s’annuler en r =0, cela revient a chercher la solution du probleme de Dirichlet dans
R*, avec v(r,0) = r¢(r), 0, v(r,0) = r(r) et les notations évidentes

- 1 -
1) = , L) = .
Ul 47 r? fs,q) winD 47 r? s,lp
On a une formule explicite pour v :
1 _ _ ct+r _
v(ir,t)=-((ct+nr)plct+r)—(ct—r)dlct—r1)) + — f yv(ydy, 0=<r=<ct,
2 2¢ Jer—r

que l'on peut réécrire
1 ct+r _ 1 ct+r
U(r,t)za(—f ()d)+—f p(y)dy.
t\o¢ ), Yowdy)+oo | yb(dy
On récupere ensuite u(0,t) = @(0, t) par dérivation, puisque (0, t) = 8, v(0, t). Comme
1 ct+r _ _ 1
0| — d =0 = t(ct) = ,
r (26 fct_r () y)lr_o P(ct) pEyop fsc,w

avec la méme formule pour ¢, on en déduit

u(0 t)—a( L f q))+ !
T M 4anc?r Sc: 4mc?t sctlp.

Bien sur, on a la méme formule lorsqu’on translate 0 en xp. Finalement, on a obtenu la formule
générale, dite de Kirchhoff :

1 1
u(xo, t) = 0 ( f ) + f
“\amc2e ||X—x0||=Cl‘q) 4mc’t ||X—x0||=0tw

(I1 est possible de montrer cette formule en utilisant la transformation de Fourier.)

On observe sur la formule de Kirchhoff que la solution au point (xg, ) ne dépend des données
initiales qu’au voisinage de la sphere {x; | x — xoll = ct}. Autrement dit, si les données initiales sont
concentrées dans {x; ||x— xp|l < R}, la solution au point (xg, ) est nulle pour tout t > R/c. C’est ce
qu’on appelle le principe de Huyghens . Il est faux en dimension 2 comme on va le voir.
Probléme de Cauchy sur R?. On va se servir de la formule de Kirchhoff en dimension 3 pour
obtenir une formule en dimension 2. Il suffit en effet de résoudre le probleme étendu a R3, avec ¢
et ¢ indépendantes de la troisieme variable x3 =: z. Pour une fonction { dépendant seulement de
(x1,x2) =: (x,¥), 'intégrale double fs, P se décompose en

fr V= 2fSrﬁ{z>0} v

et la demi-sphere S, n{z > 0} est paramétrée par (x,y) :

SyNiz >0 = {(x,5,2); X*+y* <rletz=/r2 - x2 - y?},
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I’élément de surface étant .

—m dxdy.
D’ou

Y= er G dxdy.
Sy x2+y?sr (/12 — x2 — y?

On en déduit la formule explicite en dimension 2 :

1 (x,¥)
u(xo, Yo, o) = 0¢ 2__[ GIRY dxdy
TC Jx—x0)2+(y-yo)2=c?12 /%1% — x% — y?
1 )
V) dxdy.

+ —_—
271 C (x—x0)2+(y—y0)2=c2t2 \/C?t? — x2 — y2
On remarque sur cette formule que, méme avec des données initiales concentrées dans {x; [|x — x|l < R},
la solution au point (xg, f) ne « s’éteint jamais ».

2.5.7. Approzimation numérique. Les formules de résolution explicites que I'on vient de voir ne
sont pas toujours commodes a mettre en ceuvre numériquement, d’autant qu’elles portent sur le
probleme de Cauchy posé dans tout l'espace, alors qu’en pratique on doit résoudre le probleme
avec des conditions aux limites. Méme si on a vu comment traiter certains problemes aux limites
par la méthode des images, cela nécessite un calcul d’intégrale en chaque point de résolution, ce
qui n’est pas facon la plus efficace de résoudre le probleme. Nous allons construire et étudier une
méthode de résolution approchée, tres simple a implémenter et qui donne de bons résultats.
Schéma de base. Une méthode élémentaire de discrétisation des EDP est celle dite des différences
finies, consistant a remplacer les dérivées exactes par des dérivées approchées discretes au moyen
de la formule de Taylor. En ce qui concerne 1’équation des ondes, on doit approcher des dérivées
secondes, ce que I'on peut faire en remarquant que pour toute fonction f de classe €2, la formule
de Taylor donne

Y+ =-2f+fly-n
f,,(y):fy J;zy fly

On se limitera dans cette présentation a la dimension 1.
Etant donnés un pas d’espace Ax et un pas de temps At, on cherche a calculer u;?, supposé
approcher la solution exacte de ’équation des ondes

ou—c*0iu=0

+O(h).

au point (x;j,t"), avec xj41—Xxj = Ax et t"1 — t" = At. En appliquant la formule précédente dans
la direction du temps et dans la direction de 'espace, et en substituant les approximations ainsi
obtenues dans 1’équation des ondes on obtient le schéma centré :

n+l1 n n-1 n n n

u” " -2u’ + u' u . —2u” + u”

J J J _02 Jj+1 J Jj-1 -0
Atr? Ax? '

L’ordre en temps, respectivement en espace, d’un schéma est 'ordre en At, respectivement en Ax,
de Uerreur de troncature, obtenue en appliquant le schéma a la solution exacte :

u(x;, rh — 2u(xj, t") + u(x;j, " o U(Xjy1, 1) = 2u(xj, ) + ulxj_q, t")
€= At? —¢ Ax? '
Dans le cas présent, on a
e}’ = O (A1) + O(Ax),

le schéma est donc d’ordre 1 : c’est le minimum que l'on puisse faire pour espérer approcher

effectivement la solution exacte!
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Une seconde propriété importante est la stabilité d’'un schéma. Une condition nécessaire de
stabilité dans #? s’obtient facilement grace & la transformée de Fourier discréte.

Définition 1. La transformée de Fourier discréte d’une suite u = (Up)nez € 0*(Z) est l'unique
fonction F4(u) = u e L2(T) dont les coefficients de Fourier sont les uy,. Plus précisément, u est la
limite dans 12(T) des sommes partielles de la série

Z u, e—ZlJT/n(D.
nez

D’apres la formule de Parseval, on a :

1
Y Jupl? :fo ()2 do,

nez

ce qui signifie que la transformation de Fourier discrete :

Fy 0%(2) — LX)
u=WUnz — U

est une isométrie. On observe que pour l'opérateur de « shift » :
T :u=Wjez —U=Uj:=ujjez, ona (Fgod W)Q =0 =" uQ.

Le schéma centré se réécrivant

At
n+l _ n n _ n_ ,n-1 — 2

ui =slujy +uj_)+2(0=s)uy —u; s:=c A2’

(noter que s est un nombre sans dimension) ou encore, en posant v}7 = u;?_l :
pitl v
J 0 1 J

= )

uf*! -1 2(1-9)+s(@T +I1 uf

par transformation de Fourier discrete (en espace seulement !), on obtient

" (©) 7"(©)
= H(©) )
" u" (@
ou H(T) est ce qu’on appelle la matrice d’amplification du schéma. Elle vaut simplement
0 1 0 1
H) = I
—1 2(1—5)+ s(e?i7C 4 g72ink) ~1 2(1-s(1-cos2ml))
L’itération ci-dessus se résout explicitement en
7"(Q) 7°©
=H@©"
" (C) 7°(©)

On pourra donc controler la norme L? de la solution & l'itération n en fonction de la norme L2
initiale si et seulement si la norme de la norme de la matrice H(Q)"” est uniformément bornée
(en n et €). Par la propriété d’isométrie de la transformation de Fourier discrete, ceci fournit
une condition nécessaire et suffisante de stabilité 2 du schéma. Dans 1’état, elle n’est cependant
pas tres exploitable. On n’a pas précisé la norme matricielle a utiliser. En fait, il suffit qu’il en

existe une telle que H(Q)"” soit bornée. Une condition nécessaire pour cela, dite condition de von
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Neumann, est que le rayon spectral de H(C) soit inférieur ou égal a 1. Or les valeurs propres de
H(Q) sont les racines de

A —2bONM+1=0, b€ :=1-5s(1-cos2xnl).

Le produit de ces racines vaut donc 1. Si jamais elles sont réelles, 'une sera nécessairement de
valeur absolue supérieure a 1, et la condition de von Neumann sera violée. Il faut donc que le
discriminant de cette équation soit négatif (ou nul), c’est-a-dire que |b(T)| < 1 quel que soit €. Ceci
revient a demander s < 1. Réécrite en fonction de At et Ax, cette condition est

cAt < Ax.

Ce type de condition, majorant le pas de temps en fonction du pas d’espace, est appelée condition
de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL en abrégé). Par extension, le nombre sans dimension cAt/Ax
est souvent appelé nombre CFL. On constate en pratique que si cette condition n’est pas satisfaite,
le schéma « diverge » (au sens ou les valeurs numériques obtenues en guise de solution approchée
deviennent démesurément grandes) au bout de quelques itérations.

32



INDEX
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R — Faraday, 14
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.. flux, 14
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Cauchy
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coeflicient de diffusion, 16
conservation
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conservativité, 5
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formule d’Euler, 3
Fourier
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formule de , 25
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convection-diffusion, 20 harmonique, 21

convention, 16 Huygens
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