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1 Motivations

On va s’intéresser aux opérateurs différentiels comme a des opérateurs non-bornés dans
un cadre fonctionnel essentiellement hilbertien (espaces de Sobolev). L’étude de leur spectre
est motivée par des questions de stabilité dans des phénomemes d’évolution modélisés par des
équations aux dérivées partielles. Prenons par exemple une équation dite de réaction-diffusion

(1) o = k02 u + flu),

modélisation 1’évolution de la concentration u d’une espece diffusant avec un coefficient « et
réagissant chimiquement selon une loi donnée par f. Selon les propriétés de f, cette équation
peut admettre des solutions particulieres que 1’on appelle ondes progressives (voir [5, 6]). Par
définition, une onde progressive de vitesse c est une fonction de la forme u(t,z) = U(x — ct) :
le graphe de u(t, -) se propage sans se déformer a la vitesse c¢; a translation pres, c’est celui de la
fonction U, que I’on appelle profil de I’onde. Dans le référentiel 1i€ a une telle onde, c’est-a-dire
en faisant le changement de variables (¢, z) — (s = t,y = x — ct), I’équation (1) devient

(2) Osu — cOyu = K 0pyu + f(u).

Une onde progressive de profil U est solution de (1) si et seulement si U est une solution
stationnaire, c’est-a-dire indépendante de s de (2). Pour étudier sa stabilité on est amené a
linéariser (2) autour de U, ce qui conduit a I’équation

dsw = cOyw + kIyw + f(U(y))w,

et a étudier le spectre de A = cd, + xJ;,w + f'(U(y)), opérateur différentiel a coefficients
variables que I’on peut voir comme opérateur non-borné dans un espace approprié de fonctions
de y € R (ceci sera précisé dans la suite). Au vu des théoremes classiques ([1, théoreme 8.18,
p. 273]) pour les équations différentielles ordinaires (ce qui serait le bon cadre si A était borné),
on s’attend en effet a de I’instabilité s’il existe A € o(A) tel que Re A > 0, et a de la stabilité si
o(A) Cc {z€C; Rez<0}.

Remarque 1. En fait cette inclusion n’est (en général) pas possible a cause de « l’invariance
par translation » de (1), impliquant que 0 est valeur propre de A (dans les espaces « stan-
dard ») : en dérivant ’équation de profil

—cU' =rU"+ f(U),

on constate en effet que AU’ = 0. Donc il faut le plus souvent se contenter de o(A)\{0} C
{z € C; Re z < 0}, et montrer ce que ’on appelle de la stabilité orbitale, contrélant non pas
\|u(t, ) — U)|| mais infyeg ||u(t,-) — U(- + 0)||.

On considere désormais un opérateur différentiel a coefficients variables en dimension 1 :

p

A=o(0) = afx) 0.

J=0

ol p € N* et pour tout z € R, a;(x) € M, (C), avec a,(x) € GL,(C) (de sorte que I’opérateur
A est partout d’ordre égal a p). On suppose que pour tout j € {1,...,p}, a; € €,°(R; M,,(C)),
ce qui signifie que les fonctions a; sont bornées sur R ainsi que toutes leurs dérivées. C’est
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le cas par exemple si A provient d’une linéarisation (comme décrit au paragraphe précédent)
autour d’un profil qui est lui-méme %;°. On suppose en outre qu’il existe o > 0 tel que pour
tout z € R, ||a,(2)]| |lap(z)~t] > o

On se propose d’étudier le spectre de A, vu comme un opérateur non-borné sur L*(R),
de domaine 1’espace HP(R) des fonctions de carré intégrable admettant p dérivées de carré
intégrable. Les dérivées sont ici a comprendre au sens des distributions, mais nous éviterons
d’utiliser (et méme de définir) cette notion. Nous allons plutdt définir au prochain paragraphe
I’espace de Sobolev HP(R) gréce a la transformation de Fourier.

2 Eléments d’analyse fonctionnelle

2.1 Transformation de Fourier

L’analyse de Fourier fait I’objet de nombreux ouvrages (voir par exemple [4] ou [11]). En
voici quelques éléments utiles pour la suite.

La transformation de Fourier % est par définition un isomorphisme de L*(R;C) (simple-
ment noté L?(R) dans la suite) tel que, pour tout u € L' (R) N L*(R),

Fu(€) = /u(x)e_if“dx, §eR,

Flu(z) = %/u(f)e@df, reR.

A un facteur prés c’est une isométrie, car en vertu du théoréme de Plancherel on a pour tout
u € LA(R),

|Full2 =

1
— [|U .
\/ﬂ || ||L2

La transformation de Fourier laisse invariante la classe de Schwartz

S (R) = {u € € (R); quels que soient j, p € N, sup (1 + |z|)? | u(z)] < +oo} :

z€R
ensemble contenant notamment les gaussiennes
—a(z—m)?

U:rr—e

pour a € R™ et m € R, de transformées de Fourier
a
En outre, pour tout u € . (R),

3) F(Hu)(§) = (1€) Fu(f), €eR.

Si u est de classe > a support compact, sa transformée de Fourier & se prolonge en une
fonction analytique sur C. En effet, si K = supp(u),

u(§) = /Ku(x)e_’fwdx
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est défini quel que soit £ € C et hérite de I’analyticité de la fonction exponentielle (car par le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on peut dériver sous le signe | par rapport a
Re ¢ et Im &, et ’on trouve que les dérivées de u satisfont les équations de Cauchy-Riemann).
De plus, si K C [— R, R], on montre par intégrations par parties successives, 1’inégalité

A 1 ; m
[u(€)| < &P 102 Fll o acy €™
pour tout j € N*, et £ # 0. Il existe donc C; > 0 tel que

=~ Cj RIm¢
2O < T ey ©

quel que soit £ € C. Cette propriété caractérise en fait la transformée de Fourier des fonctions

N

de classe € a support inclus dans [— R, R] :

Théoreme 1 (Paley—Wiener). Si U est une fonction analytique sur C pour laquelle il existe un
compact R > 0 tel que pour tout j € N, il existe C; > 0 avec

Cj R Im&
U@ < NG

pour tout & € C, alors Ulg est la tranformée de Fourier d’une fonction uw de € a support
compact inclus dans le segment |— R, R).

Voir par exemple [9, p. 16].

2.2 L’espace de Sobolev H?(R)

Pour tout s > 0, on définit
NE) = 1+ et HR) = {uecL*R); Xu € L*R)}.

C’est un espace de Hilbert pour la norme définie par

|ullgs = [|N°U||p2, u:=Fu.
En particulier, d’apres le théoréme de Plancherel, H°(R) n’est rien d’autre que L?(R) (au fac-
teur /27 prés les normes sont identiques). Pour tout s > 0, comme \*(£) > 1 quel que soit
¢ € R, on a une injection continue H*(R) — L*(R).

L’ensemble . (R) est inclus dans H*(IR) pour tout s > 0, car si u € . (R) alors u € .¥(R)
et donc pour tout p € N il existe Cj, > tel que pour tout § € R,

Cy

[u(é)]” < W7

ce qui implique A\*u € L? en choisissant p > s + 1/2 (noter que A*(£)/(1 + |€])* est borné
indépendamment de £ € R !). Comme .¥'(R) contient lui-méme I’ensemble €™ des fonctions
de classe € a support compact, qui est dense dans L?(R) (voir [2, p. 71]), on en déduit que
H*(R) est dense dans L*(R).



Sip = s € N*, la formule (3) montre que la norme sur H?(R) est équivalente a la norme

| - ||g» définie par

p
~ ~2 .
Vel = llullze + ) 182ullz2,
j=1
et Pinclusion HP(R) C L*(R) est stricte.
Enfin on montre que pour tout u € H'(R) il existe une application continue coincidant avec
u presque partout (voir [2, Théoreme VIIL.2]).

2.3 Les opérateurs différentiels comme opérateurs non-bornés sur L?(R)

Un opérateur linéaire A d’un sous-espace Z(A) d’un espace de Banach X dans lui-méme
est appelé (par défaut), opérateur non-borné, de domaine 7 (A).

Pour p € N* et ay,...,a, € € (R;M,(C)), avec pour tout z € R, a,(z) € GL,(C),
I’opérateur différentiel

S

A= (0,) = a;(x) &

j=0

peut étre vu comme un opérateur non-borné sur L?(R)" de domaine Z(A) = HP(R)" (dont on
rappelle que c’est un sous-espace dense de L*(R)™). Plus précisément, A définit une application
linéaire continue de H?(R)™ dans L*(R)" : en effet, pour tout u € H?(R)",

lAullzz < v/p+ 1 max flaj]z= [l ]lz ,

ol les notations L?, HP, L™ se rapportent ici aux normes sur L*(R)", H?(R)", L>=(R; M, (C))
respectivement, définies a I’aide d’un norme quelconque sur C™ pour les deux premieres et de
la norme subordonnée sur M,,(C) pour la derniére.

2.3.1 Opérateurs fermés

Définition 1. Un opérateur non-borné A dans un espace X est fermé si son graphe
Ga = {(u,Au); ue Z(A)}

est fermé dans X x X.

Le lemme suivant montre que notre opérateur différentiel A est fermé, c’est-a-dire que son
graphe est fermé dans (L?(R)") x (L*(R)").

Lemme 1. Si une suite (u,,)men d’éléments de HP(R)" converge vers u dans L*(R)™ et si Au,,
converge vers f dans L*(R)", alors u € HP(R)" et Au = f (presque partout).

Démonstration. Le point délicat est de montrer que u € HP(R)", c’est-a-dire que (U, )men est
de Cauchy dans H?(IR)". Ceci repose sur la démonstration d’une estimation :

p
) D vz < C(llvllf: + 1 Avliz:),

J=1



valable quel que soit v € HP(R)", avec C' > 0 indépendant de v évidemment. Si I’on admet
momentanément (4), alors en I’appliquant a v = wu; — u,, et en faisant tendre & et m vers +oo,
on en déduit bien que (u,, )men est de Cauchy, donc convergente, dans H?(R)™.

La fin de la démonstration du lemme découle alors du raisonnement classique suivant. Pour
tout ¢ € €>°(R; C") et pour tout m € N, on a par intégrations par parties,

[ tu@as = 3 (17 [0l(era) @) uno)do.

Par hypothése, Au,, converge vers f dans L? donc par 1’inégalité de Cauchy—Schwarz dans L2,
le membre de gauche converge vers [ ¢(z)" f(x) dz, et de la méme facon, puisque u,, converge
vers u dans L?, le membre de droite tend vers Y %_ (—1)’ [u(x)9%(¢*a;)(x) dz. Or sachant
que u appartient 2 H?(IR)" on peut intégrer par parties dans 1’autre sens, ce qui donne par unicité
de la limite (des suites numériques !)

/so(:r)*f(:c) dz = /go(x)*(Au)(x) dz .

Ceci étant vrai quel que soit ¢, le lemme fondamental du calcul intégral [2, Lemme IV.2] im-
plique I’égalité des fonctions f et Au presque partout. ]

Démonstration de ’estimation (4). Elle est élémentaire mais assez technique lorsque p est grand
(noter que le cas p = 1 est trivial ; le cas p = 2 est facile ; a partir de p = 3 c’est presque aussi
fastidieux que dans le cas général). Pour simplifier, on suppose a,, = I,, (ce qui revient a rem-
placer a;(z) par (a,(z))"!a;(x)). Autrement dit, A = 9 + A avec A d’ordre inférieur ou
égal a p — 1. Pour commencer, on observe que

p—1
10207 = (A = Avlza < 2] Avlia + 2] Av|i: < 2[[Av|f + C Y |80z,

=0

ot C' > 0 dépend seulement de p et de max; ||a;| . Il suffirait donc de prouver (4) en limitant
la somme a j = p — 1. En fait, on va le faire modulo un terme en || 92v ||3, qui pourra étre
absorbé a gauche in fine.

Le calcul repose essentiellement sur des intégrations par parties et sur 1’inégalité de Young :

lab| < ea® + C.V?,

avec C. = 1/(4¢) quel que soit e > 0.
e Cas des « petits entiers » j : si 27 < p, en intégrant par parties j fois, on montre grace a
I’'inégalité de Cauchy—Schwarz que

107012 < 107 lz2 v Iz -
En itérant au besoin le procédé et en utilisant I’'inégalité de Young, on arrive a la majoration
10%vllz> < elloz v g + Cellvllze

avec 2 K; > petpourun e > 0 a fixer ultérieurement.



e Cas des « grands entiers » j : si 2k > p, en intégrant par parties (p — k) fois, on montre
grace a I’'inégalité de Cauchy—Schwarz que

10z l7: < 0% e 10 P llze < mllOFv T + Cyll 07 P liZe.

En itérant au besoin le procédé (c’est-a-dire en appliquant le méme argument a 2k — p au lieu
de k), on arrive a une majoration

lozvlize < nll vz + Cyll 07 v 72

avec 2 J;, < petpourunn > 0 a fixer.
e En combinant avec 1’inégalité obtenue pour les entiers j < p/2, on a donc d’une part,

K
[0kv 72 < nlldBv i + eCylld: ™72 + CyCellv iz,
d’ou en sommant :

p
SN0kl < E(nllow i + 20y Y N0kl + GOl ),

p/2<k<p p/2<k<p

et d’autre part,

: K
1020 12 < e (nll e + Gy 8% 2 + Gy Cello 3 ) + Cellv e,

d’ol en sommant :

; p+1
>l < = (enll vl +etcy D 0kl +eCyCellvlE+Callvlii: ).

0<5<p/2 p/2<k<p

o En faisant la somme des estimations de || 920 (|72, 3_, /o<y 1050 172 €83 200 i 11030 (175,
on en déduit :

p p—1
Sz < 2] AvF. +2C ) o]l
=0 j=0
<20 Av e+ (p+1) (1) C (nll vl +2Cy Y 1050 e +(Cy+1) Cellvllia ).
p/2<k<p

Il suffit maintenant de choisir n > 0 tel que (p + 1)C'n < 1/4, puis € €]0,1] tel que (p +
1) C C,e < 1/4 pour finalement obtenir

p
Dol < 4l Avlff: + 4(p+1)C(Cy + D Celv ]

=0

Rappelons (voir par exemple dans [2, p. 20]) le

Théoreme 2 (du graphe fermé). Si A est un opérateur linéaire fermé d’un espace de Banach
Y dans un espace de Banach X, alors il est continu, c’est-a-dire que A € £(Y; X) (avec la
notation utilisée plus haut dans cet ouvrage).



Ce théoreme implique en particulier que tout opérateur non-borné fermé A est continu sur
son domaine Y = Z(A), comme on I’a vu pour I’opérateur différentiel qui nous intéresse :
A est continu de H?(R)™ vers L?(R)™; mais A n’évidemment pas continu sur L?*(R)" (pour
u € L*(R)", Au n’est a priori défini qu’au sens des distributions, et n’est pas dans L*(R)" en
général).

D’apres le théoreme du graphe fermé, un opérateur non-borné, fermé, de domaine égal a X
tout entier est un opérateur continu sur X, ¢’est-a-dire un élément de .Z’(X') avec notre notation
habituelle. L’application de ce résultat aux résolvantes d’opérateurs non-bornés fermés est a la
base de leur analyse spectrale, comme on le verra au paragraphe 3.

On notera que dans un espace X de dimension finie, tous les opérateurs « non-bornés » sont
continus (on dit aussi bornés, ce qui n’est pas tres heureux !).

2.3.2 Dualité dans les espaces de Hilbert

Définition 2. Soit A un opérateur non-borné a domaine dense dans un espace de Hilbert H. On
note (-, -) le produit scalaire dans H. Par le théoréme de représentation de Riesz ([2, p. 61]), il
existe un unique opérateur non-borné, appelé adjoint de A et noté A* tel que,

D(A") ={veH; Ic>0,Vue 2(A), |(v,Au)| < c||lullx},

(v, Au) = (A"v,u)y, Yve P(A"), ue P(A).

On dit qu’un opérateur A est auto-adjoint s’il coincide avec son adjoint : ceci demande que A*
ait le méme domaine que A et que A soit symétrique, c’est-a-dire que pour tout (v,u) € P(A)?,
(v, Au) = (Av,u).

Dans le cas de I’opérateur différentiel A = »-"_ a;(x) 0] avec H = L*(R)", les intégrations
par parties effectuées dans la démonstration du lemme 1 et le théoreme de représentation de
Riesz montrent que Z(A*) = HP(R)™ et que pour tout v € Z(A*),

p

A=) (1) 9i(a(2) v(x)).

J=0

En général, A n’est pas auto-adjoint, car pas symétrique. Il I’est si ses coefficients sont constants
(c’est-a-dire si les applications a; sont constantes), s’il ne comporte que des dérivées d’ordre
pair, et si les matrices a; sont auto-adjointes (c’est-a-dire aj = ay).

Proposition 1 (voir [2, pp. 28-29]). Si A est un opérateur fermé a domaine dense dans un
espace de Hilbert, alors on a les relations suivantes entre son noyau

Ker A:= {ue Z(A); Au=0},
celui de son adjoint A*, son image
ImA:= {Au; ue 2(A)},
et celle de son adjoint :
Ker A = (Im A*)*, Ker A* = (ImA)*, (KerA*)" =ImA, (KerA): = Im A*.

Ci-dessus, le surlignement signifie I’adhérence, et I’on a utilisé la notation M+ pour désigner,
lorsque M est un sous-espace de H, le sous-espace orthogonal a M défini par

M+ ={ve H;Yuec M, (v,u) = 0}.



(Les trois premieres €galités sont en fait vraies pour tout opérateur fermé a domaine dense
dans un espace de Banach, et la dernicre I’est si cet espace est réflexif, c’est-a-dire isomorphe a
son bidual.)

3 Eléments de théorie spectrale

Comme pour les opérateurs continus, le spectre d’un opérateur non-borné fermé est défini
comme le complémentaire dans C de son ensemble résolvant. Dans tout ce qui suit on note
simplement A\ — A ’opérateur \ldx — A, visiblement de méme domaine que A.

Définition 3. Si A est un opérateur linéaire fermé sur un espace de Banach X et de domaine
Y = Z(A), I’ensemble résolvant de A est

p(A) == {AeC; (A — A) soit une bijectionde Y sur X } .
Le spectre de A est I’ensemble complémentaire de ’ensemble résolvant :

g(A) = C\p(A4).

La réciproque d’un opérateur bijectif fermé étant fermée, le théoreme du graphe fermé
(théoréme 2) montre qu’un nombre A € C est dans I’ensemble résolvant d’un opérateur fermé A
si et seulement si (A — A) admet un inverse continu de X dans X : on appelle alors cet inverse
la résolvante de A, que I’on notera R(\) := (XA — A)~!. Par définition, pour tout A € p(A), on
aR(\) € Z(X).

Lemme 2. Le spectre d’un opérateur fermé est une partie fermée de C.

Démonstration. Vérifions simplement que 1’ensemble résolvant d’un opérateur fermé A est
ouvert. Soit \g € p(A). Pour tout A € C on a

A=A = (A —A)(Idx + (A= X)) R(Xo)).

Si A est tel que [N — Ag| < ||R(Xo)|| 7%, alors Idx + (XA — A\g) R()\o) est inversible (d’inverse
donné par S (—1)™ (A — Ag)™ R(X\o)™), et donc A — A I’est aussi :

R(\) = (Idx + (A —Xo) R(Xo)) F R(Xo).
O

Mais contrairement a ce que 1’on sait pour les opérateurs continus, le spectre d’un opérateur
fermé peut étre vide, ou non-borné, voire égal a C tout entier. On obtient des contre-exemples
en considérant par exemple 1’opérateur différentiel le plus simple, A = 0,, vu comme un
opérateur non-borné sur L?([a, b]), avec —oco < a < b < +oo. Si I'on prend comme do-
maine Z(A) := H'([a,b]), quel que soit A € C, I’équation (A — A)u = [ n’a certaine-
ment pas une solution unique puisque toutes les fonctions ¢t — C'e* sont des éléments de
Z(A) solutions de (A — A)u = 0. Dans ce cas 0(A) = C. Si I’on restreint le domaine a
P(A) = {u € H'([a,b]); u(a) = 0} alors o(A) est vide, car quel que soit A € C, pour tout
f € L*([a, b)), il existe un unique u € Z(A) tel que (A — A)u = f : la formule de Duhamel
donne en effet



Le spectre se décompose en plusieurs sous-ensembles, selon la (ou les) raison(s) empéchant
(A — A) d’étre une bijection de Z(A) sur X. Un premier sous-ensemble est celui des valeurs
propres.

Définition 4 (Spectre ponctuel). Le spectre ponctuel d’un opérateur linéaire A est constitué des
valeurs propres de A :

op(A) = {AeC;Ker(A—A) #{0}} ={reC; Jue 2(A\{0}, A —A)u=0}

Si la notion de valeur propre est simple a comprendre, il n’est pas évident en pratique de
localiser les valeurs propres, d’autant plus en dimension infinie ! Ce sera I’objet du paragraphe
5 pour notre opérateur différentiel.

Une difficulté supplémentaire importante en dimension infinie est liée a la notion de spectre
essentiel, dont on peut trouver plusieurs définitions dans la littérature, plus ou moins commodes
a cerner et plus ou moins stables par perturbation. Celle que nous adoptons ici utilise la notion
d’opérateur de Fredholm.

Définition 5 (Fredholm). Un opérateur non-borné A dans un espace de Banach X est dit de
Fredholm si
e son noyau est de dimension finie,
e son image est fermée et de codimension finie dans X (c’est-a-dire qu’elle admet un
supplémentaire de dimension finie).
L’indice de L est alors défini par

indA := dimKer A — codimIm A.

Citons quelques propriétés des opérateurs de Fredholm dans les espaces de Hilbert (cas
particuliers d’espaces de Banach réflexifs).

Proposition 2. Soit A un opérateur de Fredholm, fermé et a domaine dense dans un espace de
Hilbert H. Alors son adjoint A* est aussi un opérateur de Fredholm, on a

5 H = KerA @ Im A" = KerA* @ Im A,
etindA = —indA*. De plus, A est bijectif si et seulement si A* est bijectif.

Démonstration. On observe tout d’abord que puisque Im A est fermé, Im A* 1’est aussi (voir
[2, p. 29]). Soit alors (vy,...,v,) une base orthonormée de KerA. L’application P : = +—

];:1(”3‘7 x) v; est un projecteur continu sur KerA et Idy — P est un projecteur continu sur
(KerA)t = Im A* d’apres la proposition 1. Par ailleurs, KerA* = (Im A)~* est en somme
directe avec Im A. Puisque Im A est de co-dimension finie, Ker A* est donc de dimension fi-
nie. Si (21, ..., %,) est une base orthonormée de KerA*, I'application ) : x — >_7_,(z;, x) 2;
est un projecteur continu sur KerA* et Idy — @ est un projecteur continu sur (KerA*)* =
Im A d’apres la proposition 1. En particulier, (5) montre que codimIm A = dim Ker A*,
codim Im A* = dim Ker A, d’ou le résultat sur les indices. La derniere propriété (fausse pour
les opérateurs non bornés en général) est une autre conséquence immédiate de (5). ]

Définition 6 (Spectre essentiel). Le spectre essentiel d’un opérateur linéaire fermé est I’en-
semble

Oess(A) == { A€ C; (A — A) n’est pas un opérateur de Fredholm d’indice 0 }.
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Avec cette définition (celle adoptée par exemple dans [10]), si un nombre A n’est ni valeur
propre ni dans le spectre essentiel de A, I'opérateur (A — A) est injectif et Im (A — A) =
Im (A — A) est de co-dimension nulle, donc (A — A) est bijectif. Autrement dit, A est dans
I’ensemble résolvant de A. Par conséquent,

0(A) = 0p(A) Uoes(A).

A priori le spectre ponctuel et le spectre essentiel ne sont cependant pas disjoints : nous en
verrons 1’illustration plus loin avec des opérateurs différentiels.

Attention, pour certains auteurs (par exemple Henry [7, p. 136]), le spectre essentiel désigne
le complémentaire dans le spectre du spectre discret, défini comme suit.

Définition 7 (Spectre discret). On appelle spectre discret [’ensemble des valeurs valeurs isolées
et de multiplicité finie.

La définition 6 a le mérite de rendre le spectre essentiel stable par perturbation compacte.
On a méme une caractérisation complete du spectre essentiel des opérateurs a domaine dense a
I’aide de leurs perturbations compactes.

Définition 8. Un opérateur linéaire K sur un espace de Banach X est dit compact si ['image
par K de tout ensemble borné X est relativement compact. Dans ce cas, on note K € J (X).

Lemme 3 (voir [8, pp. 238-239]). Si A est un opérateur de Fredholm, si K est un opérateur
compact, alors A + K est un opérateur de Fredholm de méme indice.

Théoreme 3. Si A est un opérateur linéaire fermé et a domaine dense dans X, alors pour tout
K € Z(X), 0ess(A+ K) = 0es(A). De plus, on a

ves(A) = (] o(A+K).

Kex' (X)

Démonstration. La premiere partie, ¢’est-a-dire ’invariance du spectre essentiel par perturba-
tion compacte, se déduit du lemme 3 : si A € 0. (A), alors (A— A) est un opérateur de Fredholm
d’indice 0 et donc (A — A — K) aussi, quel que soit I’opérateur compact K. Donc on a déja

Uess(A) = m Uess(A+K) C ﬂ U(A+K)
Kex (X) Kex (X)

On veut ensuite montrer que si A € [y (y) (A + K) alors (A — A) ne peut pas étre un
opérateur de Fredholm d’indice 0. On raisonne par I’absurde : en supposant que (A — A) est
un opérateur de Fredholm d’indice 0 on va montrer qu’il existe un opérateur compact K tel
que A\ — A — K est inversible, c’est-a-dire que A est dans I’ensemble résolvant de A + K.
Dans la suite, on suppose sans perte de généralité A\ = 0 (ce qui revient a remplacer A — A
par —A). Pour simplifier la présentation, on suppose de plus que X est un espace de Hilbert,
mais la démonstration s’adapte sans probleme aux espaces de Banach (voir [10, p. ?]). D’apres
la proposition 2, si A est un opérateur de Fredholm, fermé a domaine dense, Ker A et Ker A*
sont de dimension finie. Si de plus A est d’indice 0, ces dimensions sont égales. Soient alors
p = dim Ker A = dim Ker A*, (vy,...,v,) une base orthonormée de Ker A4, et (z1,...,2,)
une base orthonormée de Ker A*. Considérons I’opérateur K : z — Kz := Z§:1 (vj - x) 2.
Il est borné (de inférieure a p) et de rang fini donc compact. Donc d’apres le lemme 3, (A + K)
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est un opérateur de Fredholm d’indice 0. Si I’on montre qu’il est injectif, on pourra en déduire
qu’il est bijectif et donc que 0 € p(A + K).

Siue Z(A)esttel que (A+ K)u = 0alors Ku € Im AN Ker A*, donc (d’apres (5))
Ku = 0 = Aw. Ceci montre d’une part que v € Ker A et d’autre part que (v;, u) = 0
pour tout j, ¢’est-a-dire que u € (Ker A)* puisque (v1, .. .,v,) est une base de Ker A. par suite
u = 0. [

4 Spectre essentiel des opérateurs différentiels

Revenons maintenant a notre opérateur différentiel A. On suppose désormais que les co-
efficients a; admettent des limites a I'infini. Il va s’avérer que le spectre essentiel de A est
« essentiellement » déterminé par le spectre des opérateurs a coefficients constants aj[ obtenus
en passant a la limite dans a;(x) lorsque x tend vers =co. Avant de préciser ce résultat, voyons
justement le cas des opérateurs a coefficients constants.

4.1 Spectre des opérateurs différentiels a coefficients constants

Théoreme 4. Soit )
A= o(0,) =) a;0
=0

un opérateur différentiel a coefficients constants matriciels a; € M,,(C). Alors le spectre de A
sur L?(R) est constitué exclusivement de spectre essentiel, et plus précisément,

o(A) ={AeC; IR, dét(A — (i) = 0}, on () =Y pa

=0
est le symbole de A (pour tout € C, o7 () € M,,(C)).

Démonstration. La recherche du spectre de A revient a I’étude de 1équation
(A= Au=7

avec f € L*(R)" donné. L’outil principal pour cela est la transformation de Fourier. En effet,
pour f et u dans . (R)", I’équation ci-dessus est équivalente a

~

(A = (i&))ul§) = f(§), £eR.

Supposons que la matrice (A — &7(i€) ) soit inversible quel que soit £ € R. On en déduit

) = (A — (€))7 f(€), €€R.

Or si Pon note g(&) = (XA — @7 (i€) )1, la fonction & — |€]P g(&) est bornée : en effet, g est
continue comme composée de £ — A\ — o7 (if) et de M € GL,(C) — M ™', donc bornée sur
tout intervalle fermé [—R, R], et limg ., [€]” 9(§) = —(i&/|¢]) 7P a,’. Donc g est de carré
intégrable, et par transformation de Fourier inverse on obtient

u=.Fg)*f.
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Ce calcul s’étend 2 toutes les fonctions f € L?(R)™, et la formule u = gf montre de plus que
u € HP(R)" puisque £ — [£]P g(&) est bornée.

Autrement dit, si (A — 27 (i€) ) estinversible quel que soit £ € R, I’équation (A — A)u = f
pour f € L*(R)" admet une solution unique u € H?(R)". Ceci montre que

g(A) Cc {AeC; IeR, dét(N — F(i&)) =0}.

Inversement, si A € C et £ € R sont tels que dét (A — o/ (i£)) = 0 alors A € ges(A).
Ceci n’est pas tout a fait immédiat. Supposons en effet € Ker (A — 27 (i£) )\{0}. La fonction
U. : z — <%y annule clairement (A — A), mais elle n’est pas dans le domaine de A (elle
est de classe €°°, mais méme pas de carré intégrable !). C’est pourquoi on ne peut pas dire que
A est une valeur propre de A. Pour montrer qu’elle appartient a o.s(A) on va faire appel au
résultat général suivant :

Lemme 4. Si A est un opérateur linéaire fermé sur un espace de Hilbert H s’il existe une suite
(u ) ren orthonormée d’éléments de P (A) telle que (A — A) uy, tende vers 0, alors \ € 0es(A).

Admettons ce lemme provisoirement et finissons la preuve du théoreme 4. Pour cela, considérons
une fonction ¢ > 0 de classe ¢ valant 1 sur [0, 1] et O sur [2, +00[, et définissons pour tout
k>1,

| si |z 4 2k2| < k,
or(r) == ¢ oz 22K} —k+1) sik < |z £2K* <k + 1,
0 Sile L2k >k + 1.

Sous son apparence compliquée, la fonction ¢y, a les propriétés intéressantes suivantes : 1) elle
est a support compact, de taille en &'(k), tandis que le support de toutes ses dérivées est de
taille (1) ; 2) elle est bornée ainsi que toutes ses dérivées uniformément par rapport a & ; 3)
les supports de ¢y, et ¢ sont disjoints pour & # £’. Comme (A — A) U, = 0 et U, est bornée
ainsi que toutes ses dérivées, d’apres 1) et 2) la norme L% de (A — A) (¢x U,) est uniformément
bornée par rapport a k. D’autre part, puisque U, est de module constant, la norme L? de oy, U,
est en O(k'/?). Par conséquent, u, = ¢, U, /||or U,||z2 vérifie les hypotheses du lemme 4 :
c’est une famille orthonormée dans L? (d’apres 3)) telle que (A — A) uy, tende vers 0. O

Démonstration du lemme 4 : D’apres le théoreme 3, il suffit de montrer que A € o(A+ K) quel
que soit I’opérateur compact /. On raisonne par I’absurde. Supposons qu’il existe un opérateur
compact K tel que A € p(A + K). Cela signifie que (A + K — \)~! est un opérateur borné,
c’est-a-dire qu’il existe C' > 0 tel que

[ull < Cl(A+ K = Aull

pour tout u € Z(A). Puisque (uy) est bornée par hypothese, la suite (Kwuy) admet une sous-
suite convergente (K uy ). Par suite,

lurr = wne|| < CH(A+ K = N (up — )]

< ClK (uy — )| + C A = Auw|| + CIIA = A |[

ou les 3 termes tendent vers 0 lorsque &', m’ — +o00. Ainsi la suite (u) est de Cauchy et donc
converge. Or puisque (uy,) est orthonormée, |[upy — up||> = |Juw|* + ||tw||* = 2, d’0l la
contradiction. ]
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4.2 Fonction de Green des opérateurs différentiels a coefficients constants

Notons ¢ la masse de Dirac en 0, c’est-a-dire la mesure de Radon définie par (0, p) =
©(0) pour toute fonction continue ¢. Attention, dans ce paragraphe, la notation (-, -) désigne
un crochet de dualité et non un produit scalaire. La transformée de Fourier de ¢ au sens des
distributions est définie par

~

@.0) = (5,3) Z/w(x)dx, o€ S (R),

et s’identifie donc a la fonction constante égale a 1. L’ opérateur A étant a coefficients constants,
le théoreme de Malgrange—Ehrenpreiss (voir [3, p. 7]), affirme que pour tout A € C il existe au
moins une distribution G solution de (A — A) G, = ¢. Mais si de plus A n’est pas dans le
spectre de A, alors (G, s’identifie avec la fonction de carré intégrable obtenue par transformation
de Fourier inverse de la fonction gy : £ — (A — &7(i€) )~ : on a en effet par définition

(A= (i) )g(§) =1, L€eR,
d’ou précisément (en utilisant la formule (3) reliant transformation de Fourier et dérivation)
A=A)F ) =4

La fonction G, = .Z ~(g,) est appelée la fonction de Green de I’ opérateur (A — A). Cette fonc-
tion a une « singularité » en 0 dépendant de I’ordre de 1’opérateur A. Plus précisément, puisque
la fonction & +— (1 + |€[?)P/2 g\(€) est bornée, I’inégalité de Cauchy—Schwarz et I’intégrabilité
de & — 1/(1 + [£]?) montrent que G, appartient & HP~'(R), et s’identifie par conséquent
(d’apres le résultat rappelé au paragraphe 2.2) a une fonction de classe €72 lorsque p > 2.
Dans le cas d’un opérateur A d’ordre 1, G, a une discontinuité en 0, comme le montrera la
formule de la proposition 3, a laquelle le reste de ce paragraphe est consacré.
Le point de départ pour calculer GG est de reformuler 1’équation

A—Au=f

en systeme d’équations différentielles du premier ordre :

dU
W = AN U + F(z),
ou
0 0 I, O 0
Fla) = A = ’
: : .o 0
0 0 0 I,
_(ap)q f(x) To(A) co e e e ap 1

a; = —(ay)ta; Vie{l,....,p—1}, @A) = —(a,) " (ag—N).
On est ainsi en quelque sorte ramené au cas p = 1, car la fonction de Green G, de I’opérateur
du premier ordre 0,, — A(\) permet de calculer la fonction de Green de (A — A).
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Proposition 3. Soient
p
A= d(0) =) a;0
§=0

un opérateur différentiel a coefficients constants et X\ ¢ o(A). Alors la matrice A()\) définie
comme ci-dessus est hyperbolique, et la fonction de Green G de (\ — A) est donnée par

Gy = PG, J,
ond : feC”— (0,--,0,—(ay,) "t ft €eC, P:UeC»w— U, €C", et
G)\(ZL’) = 1{x>0} exA(/\) HS()\) - 1{x<0} exA(A) Hu(/\),

les opérateurs 114(\) et 1L, (\) désignant respectivement les projecteurs (fournis par la pro-
position ??, p. ??) sur le sous-espace stable et le sous-espace instable de A(\). Comme G, la
fonction de Green Gy, dépend analytiquement de ), et elle tend exponentiellement vite vers zéro,
tout comme ses (p — 1) premieres dérivées, lorsque x tend vers £oc.

Démonstration. On vérifie d’abord que pour tout A € C, le spectre de la matrice A(\) est égal
a

{neC;det(A — o (u)) = 0}.
En effet, un vecteur U € C™ est tel que A(A\)U = uU si et seulement si U se décompose en p
vecteurs Uy, ..., U, de C™ tels que uU; = U;4q pourtout j € {1,...,p—1}et

pU, = ap(A) Uy + -+ + ap—1Up,
ce qui équivaut a U; 1 = p/U; pourtout j € {1,...,p— 1} et
(a) ™ (1) = N Uy = 0.

Or d’apres le théoreme 4, A & o(A) signifie qu’il n’y a aucun p € R tel que dét( A —
/(1)) = 0. Cest donc que la matrice A(\) n’a pas de spectre imaginaire pur si A n’est
pas dans le spectre de I’opérateur A. Ceci permet de définir le sous-espace stable F(\) et le
sous-espace instable F, () de A(\), qui sont alors supplémentaires. De plus, comme A dépend
linéairement, et donc continliment, de A, ses valeurs propres dépendent aussi continiment de A
(voir par exemple [8, p. 213]). Ainsi, pour )¢ dans 1’ensemble résolvant de A, on peut choisir
des contours I'_ et ', entourant respectivement toutes les valeurs propres de partie réelle stric-
tement négative et toutes celles de partie réelle strictement positives de A(\) pour A voisin de
Ao- Les projecteurs spectraux de A(\) s’expriment alors (voir [1][théoréme 6.20, p. 195]), au
moyen des intégrales de contour

M) = —— [ (2= a0) " ds, MO = — [ (52— AQ))"ds.

29T Jp_ 2im Jp,

Comme A dépend analytiquement (car linéairement) de A, on peut en déduire que II; et II,
dépendent analytiquement de A, et qu’il existe b(A) >, B(A) > 0, ¢(A) > 0, v(A) > 0,
dépendant continliment de A, tels que

[ OO [ < 6N e zeRY, [ ILW) | < e, seR .
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Calculer la fonction de Green G, de 9, — A(\) revient a chercher les solutions U € L?(R)P"
dusysttme U’ = A(N) U + F avec F' € L*(R)P". Pour en déduire Gy, on se restreindra ensuite
aF = J(f)avec f € L*(R)", ou J est I'application définie dans 1’énoncé.

Comme la matrice A(\) est hyperbolique, le systtme homogene U’ = A(\) U n’admet
aucune solution de carré intégrable sur R (toutes les solutions tendent vers 1’infini au moins
d’un coté). Donc s’il existe une solution de carré intégrable au probleme non homogene, elle
est unique. D’autre part, quel que soit zg € R,

Ux) = / =AY () dy

o

définit une solution du systéme avec terme source F'. Lorsque F'(y) € E () pour tout y, on
peut faire tendre z vers —oo dans 1’expression ci-dessus, et lorsque F(y) € E,()), on peut
faire tendre z( vers +-00. Plus généralement, on vérifie que

T +oo
U(r) = / AN T (N) F(y) dy — / " IAN L (N) F(y) dy

—00

est une solutionde U’ = A(A\) U + F. De plus, elle est effectivement de carré intégrable car

x +oo
[U(z)] < b / e PEV Y F(y)| dy + c/ | F(y)| dy,

—0o0

et le terme de droite est fait de convolutions de la fonction de carré intégrable © — || F'(z)]|
avec les fonctions intégrables z — 1g+(x)e P et x +— 1p-(z)e?®. Or on rappelle (voir
par exemple [2, p. 66]) que la convolution d’une fonction intégrable et d’une fonction de carré
intégrable donne une fonction de carré intégrable. Autrement dit, /a solution de carré intégrable
deU' = AN U + FestU = G, x F avec

G)\(ZL’) = 1{$>0} 6$A()\) HS()\> — 1{$<0} exA(A) Hu(/\)
comme annoncé. [

Remarque 2. Lorsque p > 2 on peut vérifier autrement, par un argument d’analyse complexe,
la décroissance exponentielle de G . En effet, la transformée de Fourier de G est { — (A —
o (i€) )~ L. Sit K un compact de C\o(A), il existe v > 0 tel que la matrice (X — < (u)) soit
inversible pour tout A\ € K et tout j dans la bande My = {u; |Reu| < ~}. De plus,
(A — o (u))~! dépend analytiquement de 1 et

[m pl? (A = o () )]

est uniformément borné pour (\, ) € K X Mg. Si p > 2, on peut appliquer la formule
d’inversion de Fourier et ainsi obtenir [’expression

o0
Gy (x) 1/_ (N — o/ (i€) )L de

:% N

1 [r . I -
OO\ — o/ (y+i€) ) de / "IN — o (—y+ig) ) dE

:%700 :%

par la formule de Cauchy. On en déduit les majorations voulues quand x — =+o0.

—00
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Exemple. Prenons simplement I’opérateur A = 92. Le spectre de A est R™, et la fonction
de Green de (A — A) pour A ¢ R~ se calcule directement par transformation de Fourier inverse :

1
Ga(z) = me—ﬁﬂ,

ol v\ désigne la racine carrée de ) de partie réelle strictement positive. En écrivant A=A)u =
f sous la forme

du_
d:p_v’

dv

— = \u —
= u— f,

les projecteurs spectraux sont donnés par

o (1) =4 (L) m (2) <o o0 (1),

d’ou

Yoty oA Yy (! e e Uy (!
GA((L’) (U) = 21$>0e (U \/X) (—\/X) 21$<Qe (U+\/X) \/X y
et en particulier

U I e

PG (x) (—f) 2\/Xe f.

Noter que le cas limite A\ — 0 donne Gy(x) = —|z|/2, ce qui est connu comme la fonction
de Green de 02 (le Laplacien en dimension 1! en effet, ,Gy = —(1/2)sign et 9,,Go = 0 au
sens des distributions). Sur cet exemple, on observe bien la décroissance exponentielle de la
fonction de Green (), tant que A est en dehors du spectre de I’opérateur, et 1’on constate que
cette décroissance est perdue des que A entre dans le spectre (en 0).

On a donc réglé le cas des opérateurs différentiels a coefficients constants sur R : 1) leur
spectre est une réunion de courbes algébriques, définies par A = wy,(i&) si les wy désignent les
valeurs propres de <7 (i) pour € C; 2) il s’agit de spectre essentiel ; 3) en dehors du spectre,
leur résolvante s’exprime au moyen d’une fonction de Green exponentiellement décroissante a
I’infini.

4.3 Opérateurs a coefficients variables

On revient maintenant a un opérateur

bS]

dont les coefficients a; admettent des limites finies en £-00 :

: _ %
x1—1>Iinoo CLj(ZL‘) - aj '
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On note
p

- _ + aj
AT = a; 0
J=0

les opérateurs 2 coefficients constants associés, et 2/~ leurs symboles.
Proposition 4. Si \ € 0(A7) U (AT) alors \ € oess(A).

Démonstration. Comme pour le théoreme 4 (p. 12) dans le cas a coefficients constants, on va
utiliser le lemme 4. Supposons pour fixer les idées que A\ € o(A™). Il s’agit de construire une
suite orthonormée (uy,) telle que (A — A)uy, tende vers 0.

Soitalors r~ € Ker (A — &/~ (£)) et U~ (x) = €'¢%r~. On définit

1 si |z + 2k% < k,
o (@) = ¢ p(lo+2k*| —k+1) sik < |z+2k*| <k +1,
0 si o+ 2k} >k + 1.

Comme (A — A7)U~ =0,
A=A U) = A= A) (e UT) + (A7 = A) (g, U7)
est uniformément borné par rapport a k. On conclut ensuite comme pour le théoréme 4. 0

Au prix d’hypotheses supplémentaires sur la convergence des coefficients, on peut en fait
montrer 1’égalité
o(A7)Ua(A") = 0es(A).

Théoreme 5. On suppose les coefficients de A tels que :

lim 8§aj:f)faf et lim Of; =0, 1<k<j<p.

r—+o0 r—+oo
Si\¢ o(A7)Uao(A") alors (A — A) est un opérateur de Fredholm.
On verra plus tard comment calculer I’indice (théoreme 6).

Démonstration. 11 s’agit a nouveau d’étudier 1équation
A=Au = f
avec f € L*(R), qui est équivalente a
Aw=7f, ou f:=(a) " fel?R) et A, := (a,) (A=A

est un opérateur de partie principale J® et de coefficients de classe € en x et analytiques en \.

Pour simplifier les notations, on omet le tilde et I’indice A désormais : on suppose que A
est un opérateur différentiel de partie principale 07 et de coefficients € en x et analytiques en
un parametre \; on suppose de plus que ces coefficients ont des limites quand x — +o00 ainsi
que leurs dérivées jusqu’a I’ordre p (en fait I’ordre j suffit pour le coefficient de 97), et que les
opérateurs obtenus a la limite A* ont des symboles .27~ tels que &7 *(i &) € GL,(C) pour tout
EeR.

On décompose A — 0P (qui est d’ordre inférieur ou égal a (p — 1) en trois morceaux :
I’'un dont les coefficients sont nuls en dehors d’un intervalle borné, et les deux autres dont
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les coefficients sont nuls sur une demi-droite et « petits » sur ’autre. Afin de conserver des
coefficients réguliers, on fait appel a une fonction plateau g, de classe ¥ °°, valant 1 dans
[—R,R]et0endehorsde | — R — 1, R + 1[. Ainsi

A—op = A + AL+ A, A% = op(A—088), AL := 1z (1—pg) (A= 7).

Le nombre R? sera choisi ultérieurement pour assurer que les coefficients de Avﬁ sont assez petits.
On notera dans la suite
£ ._ PE:
Ap = 0% + Ay,
de sorte que I’opérateur A lui-méme se décompose en :
— ATt A0 A— — A- A0 A+
A=A+ Ap+ Ay = A + A + Aj.

La démonstration du théoréme 5 est assez longue et comporte plusieurs étapes : 1) on
construit des fonctions de Green G et G}, (exponentiellement décroissantes a I’infini ainsi
que leurs (p — 1) premieres dérivées) des opérateurs « presque a coefficients constants » A, et
A} (pour R assez grand); 2) on en déduit des estimations ponctuelles a priori de u et de ses
dérivées en fonction de Awu ; 3) on utilise ces estimations pour montrer que le noyau de A, ainsi
que celui de 1’adjoint A* (qui est un opérateur différentiel d’ordre p dont les opérateurs limite
ont le méme spectre que ./~ : c’est ici qu’intervient I’hypothése sur la convergence vers zéro
des dérivées des coefficients) est de dimension finie (on aura pour cela recours au théoréme
de Riesz disant que si la boule unité d’un espace de Banach compacte alors cet espace est de
dimension finie, voir [2, p.92]); 4) on utilise aussi les estimations a priori pour montrer que
I’image de A est fermée : la codimension finie est alors une conséquence de I’égalité

Im A = (Ker A*)*,
valable puisque A est fermé a domaine dense (Proposition 1).

Etape 1. Montrons qu’il existe GE € €7 *(R x R) et CE, a% > 0 tels que

+oo
Azu = f € L*(R) < ux) = / GE(z,y) f(y)dy, pourtoutz € R,

o0

etpourj € {0,...,p— 1},

100GE(z,y)| < CF S L pour tout x et touty € R.

La démonstration est la méme pour A et A},. Considérons par exemple A}, : les coefficients
de cet opérateur sont nuls pour x < R et admettent aj comme limites en +o0o0. D’apres la
proposition 3, I’opérateur limite A" admet une fonction de Green G, satisfaisant

|2GF (z,y)|| < CTe™@ = pourtout  ettouty € R.

Sion note M;; = At — A} (opérateur d’ordre inférieur ou égal a (p — 1)) comme A™ est
inversible, on a
Ap = (I = Mg (AT) A"

d’ou, formellement,
“+00

(AR~ = (AN Y (Mg (AT,

k=0
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c’est-a-dire

+00 +oo

(AR H) = [ 6t w—u) (0 (A9 ) by

—o0 k=0

Examinons les termes de la somme infinie ci-dessus. Le premier est simplement f(y). Le second
est e
(MEA) )W) = [ G - 2) f(e)d,

o0

ou M}, agit sur la variable y. Notons
Th(y,2) == MG (y — 2)

(Attention, la notation dans le membre de droite est trompeuse : ce n’est pas une fonction de
(y — z) car les coefficients de 1’opérateur différentiel M}, dépendent de y!) On a d’apres les
estimations sur G et ses dérivées,

—aT |ly—
TRy, )|l < CFefem 72,

ol £, désigne le maximum des normes des coefficients de M. Par récurrence, on a de fagon

analogue
+o00

(M (A7) Y ) () = / Dby, 2) f(2) dz,

o0

avec too
Db (2, y) = / Ih(r,2) T (2, ) de.

o0

Lemme 5. Avec les notations ci-dessus, si CTe}, < o /2 alors

+o00
STk ()l < K(CTehaf) ¢ 0T emeD el
k=1
v o
B(v,a) = Vala = 27), K(v,a) = .
B(v, a)

Démonstration. 11 suffit de vérifier que
+00
> vk(z) < K(y,a) e POl
k=1

ot ¢* désigne la k-iéme convolée de la fonction 2 +— v e~®1?| avec elle-méme, en supposant
v < «a/2.C’est un petit calcul utilisant la transformée de Fourier. [

Par suite, le calcul formel effectué plus haut se justifie pourvu que I? soit choisi assez grand,
de sorte que CTe}, < o /2. On peut dans ce cas définir la fonction de Green de A}, par

—+o00

+o0o
Ghlaw) = G-+ [ GHa-2) Y Thizwds,

—o0 k=1
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D’apres les estimations satisfaites par G* et la somme des I'%,, on a

+oo
oG )l < €T e 4 CTR(CTepyat) [ e e aCtha il g
ce qui, tout calcul fait (voir la petite formule dans I’appendice) et puisque 3(CTef, at) < a,

est inférieur a

at

epB(Crek, at)

( oaat >efﬁ(0+€}%,a+)|x*yl_

Etape 2. Montrons qu’il existe C' > 0, ¢’ > 0 et a > 0 tels que pour tout u € H?(R),
(6) [03u(x)|| < C (e |ul|gr—r + ||Aullz2) pourtoutz € R
quel que soit j € {0,...,p — 1}.

L’estimation ponctuelle se fait en deux fois, pour x < 0 en utilisant la fonction de Green
Gy et pour z > 0 en utilisant la fonction de Green G;. Les calculs étant identiques, voyons
seulement le cas x > 0. Pour tout w € H” on a

Au=fel? & AEu:f—ZORu—EIEUGLQ,

et donc
—+oco

u(z) = Gh(z,y) (f — A — Agu)(y) dy,

—00

d’ou (par le théoreme de convergence dominée)

—+00 . .
Du(r) = / DG, y) (f — A — Agu)(y)dy

[e.e]

et d’apres I’estimation de 3G,

10}u()| < CE/ e ()] + (A + Azu)®)) dy.

Le terme en f se majore simplement par I’inégalit¢ de Cauchy—Schwarz. Quant a I’ autre terme,
puisque les coefficients de (A% + A) sont nuls sur [R + 1,400, il se réduit a

R+1

R+1 . -
[ e W+ D)l dy < me s [ e gy

o0 —00

ou mp désigne le maximum des normes des coefficients de (121% + gg). Pourz > R+1,0ona

R+1
P P + _ 7t
[ e ay = (e g e
—0o0

et cette intégrale est uniformément bornée pour = € [0, R + 1], donc il existe K;; > 0 tel que

R+l N
/ e R lz—y| dy < KE e~ YRT

e}

Ceci prouve (6) pour x > 0, et comme on I’a dit, on traite de facon analogue le cas x < 0. On
en déduit évidemment (6) en prenant o = min(a;, aj), etc.

Etape 3. Montrons que la boule unité de Ker A est compacte.
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Lemme 6. Si (u,,) est une suite bornée dans HP telle que Au,, converge vers 0 dans L* alors
(un) admet une sous-suite convergeant dans H? vers u € Ker A.

Démonstration. Rappelons que pour tout intervalle borné H?(I) s’injecte de fagcon compacte
dans HP~1(I). La méthode pour obtenir des résultats sur R tout entier est ce qu’on appelle
le procédé diagonal : pour chaque intervalle [—r, 7], la suite ((un)|—r,)n €st bornée dans
HP([—r,7]) et donc admet une sous-suite convergente dans H?~!([—r,r]) ; on commence donc
par extraire une sous-suite (., (,)) pour I'intervalle [—1,1] (avec ¢, strictement croissante),
puis successivement une sous-suite (u, (,)) convergente dans H?~*([—r, r]) pour tout intervalle
[—r,r]etr € N*, avec o1 = ¢ et o, 41(n) = ¢.(1.(n)) (avec v, strictement croissante) ;
par construction, la limite de (u, ,,(n))||—r—1,+1) coincide avec la limite de (ug, (n))|[—ry] SUT
[—r, 7] ; ceci permet de définir une fonction w sur R tout entier par

U-re) = UMty ()

et un petit exercice montre alors que n — ¢, (n) est strictement croissante et

nk}}}@ ||u§0n(n) - UHHP*l([—n,n]) = 0

Ceci n’est bien entendu pas suffisant pour avoir la convergence dans HP~!(R). C’est 1a qu’entre
en jeu I’estimation (6). En effet,

g,y — ullmr-1@®) < g,y — wllar-1(—nnp + tpam) — wllEe-1@®@\[-nm) >

ou par construction le premier terme tend vers O et on voudrait bien montrer que le second tend
aussi vers (. Attention, ne sachant pas que v € HP”, on ne peut pas appliquer directement (6) a
Ugp, (n) — U. On va donc passer par le critere de Cauchy : pour m > n, on a

1tnm) = oyl arr-1) < Nt () = Uy | o1 (1)) [t ) = U m) | o1 [
ou le premier terme tend vers 0 lorsque n — 400 et d’apres (6) le second est majoré par
C (e a1 -nmpltguim) = tonmmllarr@ + [Alp, @) — tpum)lz:)-

Comme || A(ug, (n) — Up,(m))||z2 d’apres Uhypothese, [|[e=*l|| o-1 g\ (-n,n)) tend aussi vers 0
lorsque n — +o00, et de plus ||ty (n) — Up,,(m)||Hr-1(r) €St borné (sinon on pourrait encore
I’absorber dans le membre de gauche), on a bien

lim Hu%(n) — unpm(m)|’Hp*1(R) =0.

m>n—+00

Donc la suite (uy, (n)) est convergente dans H?~*(R), et sa limite coincide nécessairement avec
u. Ceci montre déja que u appartient 2 H*~'(R). Enfin, comme 92u,, () tend vers 0Pu au sens
des distributions et

c’est-a-dire Au = 0. O]
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Le fait que la boule unité de Ker A est compacte une conséquence immédiate de ce lemme :
une suite (u,) d’éléments de Ker A de norme 1 dans H” vérifie trivialement les hypothéses.
Donc Ker A est de dimension finie. D autre part, I’opérateur adjoint A* a toutes les propriétés de
A permettant de lui appliquer ce qui précede, son noyau est aussi de dimension finie. (Attention,
I’expression de A*, qui s’obtient par intégration parties dans le membre de gauche de 1’égalité
(Au,v) = (u, A*v), est un peu compliquée, et fait intervenir les dérivées des coefficients de
A)

Etape 4. Montrons que Im A est fermé.

Soit w,, une suite d’éléments de H? telle que Aw, a une limite f € L?. On veut montrer
qu’il existe w € H? tel que Aw = f. Pour cela, commencons par montrer que la distance dans
H? de w,, au sous-espace Ker A (qui est fermé puisque de dimension finie !) est bornée. C’est
encore un conséquence du lemme 6. En effet, cette distance est atteinte en un point y,, € Ker A,
c’est-a-dire

dist(w,, Ker A) = ||w, — ynllgr avec Ay, = 0.

Supposons qu’elle ne soit pas bornée et considérons alors u, = (w, — Yn)/|wn — Yull.
C’est une suite bornée par définition, et Au,, = Aw,/||w, — yn| g» tend vers zéro puisque le
numérateur est borné et le dénominateur tends vers I’infini. D’apres le lemme 6 elle admet donc
une sous-suite convergente vers u € Ker A, alors que

dist(u,,Ker A) = 1

par construction. Ceci est absurde.

Sachant que la suite ||w,, — y,||g» est bornée, on peut a nouveau appliquer le lemme 6, non
pas directement a w,, — y,, (car A(w,, — ¥y, ) ne tend pas vers zéro) mais a (w,, — y,) — (W, —
Ym), ce qui montre que la suite (w,, — y,) est de Cauchy et donc convergente dans H” vers w
tel que Aw = f (puisque Ay,, = 0).

Ceci acheve la démonstration du théoreme 5. 0

Théoreéme 6. Sous les hypothéses du théoréme 5, si A n’appartient au spectre d’aucun des
opérateurs a coefficients gelés

p

AY = Z a’j(y) 8ia ye [_007_{_00] )

=0
alors (A — A) est un opérateur de Fredholm d’indice zéro.

Remarque 3. L’hypothese que [’on fait ici sur les opérateurs a coefficients gelés est suffisante
mais pas nécessaire : en fait il suffit qu’il existe des fonctions a; ayant pour limites aji (et
de dérivées tendant vers 0) telles que X\ n’appartienne au spectre d’aucun opérateur AY =
> 70 ;(y) 03. Ceci est cohérent avec la remarque suivante.

Remarque 4. L’indice ne dépend que des opérateurs limites A*. En effet, si les coefficients
de deux opérateurs Ay et Ay ont les mémes limites en +oo, ils ont aussi mémes limites que
0 Ay — (1 —0) Ay quel que soit § € [0, 1] et donc pour tout X ¢ o(AT) U o (A™), 'opérateur
(A — 0A; — (1 —0)Ay) est de Fredholm. Comme il dépend continiiment de 0, son indice est
indépendant de 6.
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Démonstration. 11 s’agit de calculer la différence entre la dimension du noyau de (A — A) et
celle du noyau de (A — A)*. On va ici utiliser I’interprétation de I’équation (A — A)u = 0
sous forme de systeme du premier ordre :

dU
) - = A(z; N U,
0 I 0 ... 0
ol A(x;\) = ’
0 0 I
Qo A) ooe e e e Ty (T)

et aj(z) = — (a,(z))”" af Vie{l,...,p—1}, ao(z;)) = —(a,(z)) " (ap(x) — N).
L’hypothese signifie que toutes les matrices A(z; A) sont hyperboliques, ¢’ est-a-dire n’ont pas

de valeur propre imaginaire pure. Donc en particulier, les sous-espaces stables et instables de
ces matrices sont de dimension constante. Le théoréme sera donc démontré si I’on prouve le

Lemme7. Si A\ € o(AT)Uo (A7), Uindice de (\ — A) est égal a la différence entre la dimension
du sous-espace instable de A~ (\) et celle du sous-espace instable de A™(\) (ou encore a la
différence des dimensions des sous-espaces stables), les matrices A*(\) étant simplement les
limites de A(z; \) quand © — +o0.

La démonstration de ce lemme repose en fait sur les deux résultats suivants. Le premier
réduit la question aux opérateurs différentiels d’ordre 1 (!) et le second calcule effectivement
I’indice pour les opérateurs différentiels d’ordre 1 « asymptotiquement hyperboliques ». Atten-
tion, le terme hyperbolique fait référence a la théorie des équations différentielles ordinaires et

non a I’hyperbolicité au sens des équations aux dérivées partielles ; voir I’hypothese du lemme
9.

Lemme 8. Sous les hypothéses du théoreme 5, Uindice de (A — A) est égal a indice de
I’opérateur différentiel d’ordre 1

9y — A(3N).

Lemme 9. Si a € € (R;My(C)) a des limites a* en +00 qui sont hyperboliques, et si 0,a
tend vers zéro en +o0o, alors I'opérateur 0, — a (qui est de Fredholm d’aprés le théoréme 5)
est d’indice égal a

dim E,(a”) — dim E,(a*) = dim E,(a*) — dim Ey(a”).

En appliquant le lemme 9a a = A(-;\) (et N = np), le lemme 8 prouve effectivement le
le lemme 7. Il reste donc a prouver les lemmes 8 et 9.

Dém. du lemme 8. Par construction de A, on a

AN—ADu=0,ucH & (0, —A(N))U =0 avec U = : cH'.
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Ceci montre que
Ker (A — A) = PKer (9, — A(;)\)),

ou P : U w— Uy = uetdapres la forme de A(x; \), Pker (0, — A(z;)) €St un isomorphisme.
Par suite, on a
dimKer (A — A) = dimKer (0, — A(;\)).

Il reste a vérifier que
dim Ker (A — A)") = dimKer ((0, — A(;\))7).

Ces opérateurs adjoints sont définis par :

et

0 0 (at — N)
~I

AlsA)" = -
0 or ... 0 (Gp_a)’
TP N ()

Si V € H! est solution de 1’équation différentielle adjointe :

d *
alors en fait V' € H*> (on voit par récurrence que V appartient a tous les H”) et on vérifie
facilement que sa derniere composante V},, qui appartient en particulier a /?, est solution de
(A — A)*V, = 0. Récriproquement, si z € H? est solution de (A — A)*z = 0, alors la
fonction V définiepar V,, = zetV; = (a;)*V, — 0,Vjy1pourj € {p—1,...,1} estdansle
noyaude (0, — A(+; \) )*. Cette correspondance entre Ker ((A — A)*) etKer (( 9, — A(:; A))¥)
est bijective. D’ou ’égalité entre les dimensions de ces sous-espaces. [

Démonstration du lemme 9. D’apres la remarque 4, on peut supposer sans perte de généralité
que a est constante pour |z| assez grand. Notons T'(z, y) la résolvante de

du
9 — = :
) e a(x)u
c’est-a-dire que pour tout (g, ug), u(z) := T'(x, zo)ug est I'unique solution du probleme :
du
a - G,(.CE) u,



Pour z > y > R assez grand, on a simplement T'(z,y) = @ %" et pour z < y < —R,
T(x,y) = e® ¥ Les matrices a* étant supposées hyperboliques, leurs sous-espaces stable
et instable sont supplémentaires :

CY = E,(a*) ® E.(a®).

Notons k= la dimension de E,(a®). Si (uy,...,u;_) est une base de E,(a~) alors pour tout
y < =R, (T(-,y)uy,...,T(-,y)u,_) est une famille indépendante de solutions de (9) tendant
vers z€éro en —oo. Bt si (u,_,,...,uy) estune base de Es(a™), (T'(-,y)uy, ..., T(-,y)uy) est
une base de solutions de (9), dont seulement les £~ premieres tendent vers 0 en —oo (les autres
ayant un comportement exponentiel). De méme, notons 77*(x,y) la résolvante de 1’équation
différentielle adjointe
d
(10) d—; — —a(z)* 2.
(Grice a I’unicité des solutions, on montre facilement I’identité 7*(z,y) = T'(y,z)*.) Comme
Ey(a®) = Ey((~a")")"

est de dimension N — (N — k) = k', si (2],...,%7 ) est une base de E,((—a™)*), alors
pour touty > R, (T'(-,y)z{,...,T(-,y)z. ) est une famille indépendante de solutions de (10)
qui engendre le sous-espace des solutions tendant vers zéro en +oco. Or, si u est solution de
(9) et z est solution de (10), z(x) - u(x) est indépendant de x. Par suite, si u est un élément de
Ker (0, — a), c’est-a-dire une solution de (9) tendant vers zéro en —oo et en +00, elle doit
appartenir a

{u e Vect (T(,y)uy,....TC,9)u_); (T°(y)z -u) =0,i=1,...,k"}.

1

Inversement, un €lément de cet espace est nécessairement nul en —oco, comme les u;, et aussi
en +oo car pour touti € {1,... kT},

0 = T*(x,y)z - u(x) = e @O 20y (x)
pour x > y (> R) donc u(x) € E,((—a™)*)* = E,(a™). Ainsi on a I'égalité :
Ker (0, —a) = {u € Vect (T(-,y)uy,....TC.y)u); (T*(,y)z u) =0,i=1,....k"}.
Par conséquent, si r désigne le rang de la matrice rectangulaire

M = (T*(z,y)z" - T(x,y)u] i<kt j<i

la dimension de Ker (0, — a) est égale a k= — r. Pour les mémes raisons, le noyau de (0, —
a)* = — (0, + a*) est’espace

{z € Vect (T"(-,9)z ... T (9)z5); (- T(yuy) =0, 5 =1,... k7 }

et sa dimension est donc égale a k™ — r, puisque 7 est aussi le rang de la matrice adjointe M*.
On en déduit que I'indice de (0, — a)estégala k™ —r — (kT —r) = k= — k™. O
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Le théoreme 6 permet de préciser la localisation du spectre essentiel de A, qui se trouve ainsi
étre inclus dans une réunion continue (indexée par y € [—o0, +00| de courbes algébriques). En
pratique, si I’opérateur A provient de la linéarisation autour d’une solution stationnaire d’un
probleme d’évolution, on pourra assez facilement déterminer si ce spectre essentiel se situe
dans la partie gauche (=« stable » ) du plan complexe.

La notion importante derriere les théorémes 5 et 6 est celle de dichotomie exponentielle
(voir par exemple [1, § 6.4]). Lorsqu’elle existent, les dichotomies exponentielles permettent
en outre de construire la fonction de Green de I’opérateur différentiel a coefficients variables.
Si I’on note T (x,y) la résolvante de 1’équation différentielle (7) associée a (A — A), on a le
résultat suivant, que 1’on peut déduire du théoreme de Coppel (voir [1, théoreme 6.25, p. 203])
en précisant la régularité par rapport a \.

Lemme 10. Si A ¢ 0(A™) U o(A"), et si la convergence des coefficients en +00 est exponen-
tiellement rapide, alors il existe des projecteurs Py (z) and Q5 (z) = I — PY(x) pour z € R¥,
continus par rapport & x et analytiques par rapport a A € C\(o(A™) U o (A1), tels que

l) T)x(xvy)]}p;\t(y) = ]P)E\t(x)r]r/\(xay) VI7 ye Ri y L Z Yy,

et pour tout compact K C C\(0(A™) U a(A")), il existe C > 0 et o > 0 tels que pour
v,y R ¥avecxr >yet ) €K,

i) | Ta(z, y)P5(y)|| < Cemo@v),
iii) | Ta(y, z)QE(z)]| < Cem@v),

Théoreme 7. Si \ ¢ o(A), il existe une fonction G satisfaisant
|Gyl < Cem ™ 2y eR,

avec C, a > 0 localement uniformes en )\, telle que pour tout f € L*(R),

+oo
(0 — A f)(a) = / Gale,y) f(y) dy

o

Cette fonction est donnée par

Gy = PG, J,

onld : feC”— (0,---,0,—(a,) ' f)t € C", P:UeC? — U, eC", eG,
est la fonction de Green de 0, — A(-; \). De plus, G dépend de )\ de facon analytique dans
C\o(A), et les constantes C' et « dans I’estimation sont localement uniformes en \.

Démonstration. Lorsque \ n’est pas dans le spectre de A, (A — A) est un opérateur de Fredholm
d’indice 0, ¢’est-a-dire que les entiers k£~ et kT (définis plus haut) sont égaux. De plus, \ n’étant
pas valeur propre, la matrice M (définie plus haut encore) est de rang k= = k™, ce qui implique
en particulier que les espaces Im(PP} (0)) et Im(Q; (0)) sont supplémentaires dans C". Si note
7T (A) la projection sur Im(P5 (0)) parallelement 2 Im(Q5 (0)), et 7~ = [ —7", on montre que
G se décompose en

G)\(IE, y) = 1x>y G;(l‘7 Z/) - 1J:<y G;(IE, y) 9
chaque morceau se décomposant respectivement en

G; (33, y) = 1x>y>0 Gio(‘ra y) + 10>:L‘>y G9\> (ZB, y) + ]—J:>U>y G§O> ('Tv y) )
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et
Gf(x,y) = licy<o Gfo(ﬂfay) + locacy G(,J\<<l’7l/) + licocy G§O<(x7y)7

T G = W) T 0w T ).
G’(z,y) = Talz, ) Q(y)  +Talz,0) 7y Ta(0,9) Py (y)
Gy (z.y) = —Talz,y)Pr(y) +Ta(z,0) 75 Ta(0,5) Py (y),
Gy (z.y) = —Talz,y) Q{(y) +Ta(w,0) 7 Ta(0,5) QL (y)
G (z,y) = — T, 0) 7 TA(0,y) Py (y)
GR*<(z,y) = = Ta(z,0) my TA(0,5) QX (y) -

Pour le montrer, on utilise encore une fois la formule de Duhamel. En effet, si

avec U € H', alors il existe UT € Im(P} (0)) et UT € Im(Qj (0)) tels que, pour z > 0,

U(x) = Ta(z,0) U+ + / " Tz, ) P (y) Fly) dy — / " e, y) QF () F(y) dy

et pour z < 0,

T

U(x) = Ta(z,0) U~ + / () Q5 (v) Fly) dy + / Ta(z,9) P () F(y) dy

—00

La continuité de U en 0 permet d’exprimer U~ et U™ comme des projections sur Im(Q, (0)) et
Im(P; (0)) d’intégrales prises entre —oo et 0 et entre 0 et +oc. Il suffit alors de substituer U~
et U™ par les expressions intégrales ainsi obtenues, et identifier le noyau G, cas par cas, ce qui
est fastidieux mais facile. [

5 Valeurs propres des opérateurs différentiels
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