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IntrodutionCe mémoire a pour objet la onstrution d'élément �nis d'ordre élevé, en partiulier d'éléments pyramidaux,adaptés à des maillages hybrides pour la résolution de systèmes hyperboliques linéaires en régimes harmonique ettemporel. Les travaux ont été menés au sein du projet POems (Propagation des Ondes : Étude Mathématique etSimulation) de l'INRIA (Institut National de Reherhe en Informatique et Automatique), laboratoire spéialisédans l'étude mathématique des problèmes de propagation d'onde. Les études ont été menées pour le CEA-Gramat(Commissariat à l'Énergie Atomique de Gramat), en partenariat ave l'ONERA Toulouse.Bien que l'objetif du présent travail soit de développer une méthode e�ae pour la résolution des équationsde Maxwell en régime temporel, nous étudierons l'équation des ondes et l'équation de Helmholtz, ainsi que leséquations de Maxwell en régime harmonique. Nous rappelons ii la problématique initiale.ProblématiqueLa omplexité géométrique des dispositifs étudiés en életromagnétisme tend naturellement à reherher desméthodes de résolution sur des maillages non-struturés. Ceux-i permettent en e�et de dérire de manière trèspréise les détails des objets, et d'éviter le phénomène de di�ration par des marhes d'esalier observé lorsqu'onutilise des maillages struturés pour approher des géométries omplexes. De nombreuses méthodes numériques ontété étudiées pour la résolution des équations de Maxwell en maillage non-struturé.La modélisation des phénomènes életromagnétiques et ondulatoires est également un sujet ardu en raison deslongueurs aratéristiques pouvant être petites devant la taille du domaine. Pour assurer une bonne préision, ondoit don utiliser des méthodes numériques sophistiquées, omme les éléments �nis d'ordre élevé. En e�et, leséléments �nis permettent d'approher orretement les géométries omplexes, et l'ordre élevé permet d'assurer unegrande préision pour un oût raisonnable.Des méthodes d'éléments �nis d'ordre élevé utilisant des maillages hexaédriques ont été mises au point par Co-hen [17℄ et ses prohes ollaborateurs (Fauqueux [19℄, Pernet et Ferrières [20℄, [62℄, Duru�é [28℄), méthodes qui ontmontré toute leur e�aité par rapport à des méthodes de di�érenes �nies ou des éléments �nis tétraédriques. Mal-heureusement, à e jour, il s'avère di�ile de générer de manière automatique un maillage non-struturé purementhexaédrique d'une géométrie omplexe. Une tehnique existante est de mailler la géométrie ave des tétraèdres,et en déoupant haque tétraèdre en quatre hexaèdres, mais ette tehnique s'avère très pénalisante. En e�et, onmultiplie alors inutilement le nombre de degrés de libertés, et les éléments obtenus sont déformés, e qui détérioreleurs propriétés numériques (Cohen, Duru�é et Grob [29℄).Une approhe pragmatique est d'� utiliser des hexaèdres quand on le peut, et des tétraèdres quand on ledoit � (voir Lee, Wong et Lie [50℄). Dans ette optique, il existe des outils qui permettent de mailler des géométriesquelonques ave un maximum d'hexaèdres, et des tétraèdres en faibles proportions. A�n de faire la transition entreles faes quadrangulaires des hexaèdres et les faes triangulaires des tétraèdres, et ainsi onserver un maillageonforme, il faut ajouter des éléments omportant les deux types de faes : des prismes, mais également despyramides qui sont obligatoires pour générer un maillage hybride onforme (voir par exemple Owen et Saigal [60℄,Tapp [70℄, en allemand). Notre but est don d'étudier des méthodes d'éléments �nis sur es maillages hybrides a�nde préserver les exellentes performanes des méthodes développées par Cohen et al.Nous rappelons maintenant les méthodes pratiquées sur les tétraèdres, prismes et pyramides.État de l'artApproximation ontinuePour l'espae fontionnel H1Pour les équations telles que l'équation des ondes et l'équation de Helmholtz, on peut utiliser une formulation
H

1 qui néessite alors des éléments �nis ontinus adaptés.



14 IntrodutionUne approhe performante pour les problèmes instationnaires serait de onstruire des éléments ave onden-sation de masse sur tous les types d'éléments. Or si les éléments �nis ave ondensation de masse sont bien onnuspour les hexaèdres (voir Cohen [17℄), ils sont moins aboutis pour les autres types d'éléments (voir Mulder et al. [54℄pour les tétraèdres). Les éléments proposés requièrent en e�et un nombre élevé de degrés de liberté supplémentaireset onduisent à une ondition de stabilité plus restritive. De plus, es éléments omportent des degrés de libertésupplémentaires sur les faes : dans l'optique de onstruire des pyramides et des prismes ondensés, il faudrait parexemple imposer les points des tétraèdres sur les faes triangulaire et les points de Gauss sur les faes quadrangu-laires. L'ensemble de es ontraintes nous semble ainsi ompromettre la préision de la formule de quadrature 3Drésultante. Pour �nir, sur l'équation des ondes, des expérienes numériques montrent en outre que es tétraèdresondensés sont en pratique moins e�aes qu'un shéma impliite (par exemple en utilisant un θ-shéma) utilisantdes tétraèdres. Cette approhe n'a ainsi pas été exploréeLes éléments �nis nodaux lassiques pour l'approximation ontinue sont détaillés dans Hesthaven et Teng[44℄ pour les tétraèdres. En e qui onerne les prismes, ils sont obtenus de manière lassique en formant le produittensoriel entre une arête ave points de Legendre-Gauss-Lobatto (LGL) sur le segment [0,1], et un triangle avepoints � életrostatiques � de Hesthaven [44℄ omportant des points de LGL sur les arêtes. La onstrution defontions de base pyramidales préservant la onformité ave les autres types d'éléments est plus déliate. Deuxapprohes ont été envisagées.La première approhe pour onstruire des éléments pyramidaux onsiste à utiliser des fontions de base ontenantdes frations rationnelles.� Bedrosian [5℄ propose des fontions de base rationnelles pour des approximations du premier et du seondordre. Zgainski et al. [76℄ onduisent des expérienes numériques ave les fontions de Bedrosian et proposentune famille modi�ée de fontions de bases du seond ordre. La même idée est reprise par Graglia et al. [38℄qui propose une autre famille de fontions de base du seond ordre.� Chatzi et Preparata [13℄ introduisent une généralisation des fontions de base de Bedrosian à un ordrequelonque pour des degrés de liberté régulièrement distribués sur la pyramideLa seonde approhe onsiste à déouper la pyramide en tétraèdres a�n d'éviter d'utiliser des frations ration-nelles qui ont la réputation (disutable) d'être di�ils à utiliser.� Au premier ordre, Wieners [74℄, Knabner et Summ [49℄, ainsi que Bluk et Walker [7℄ donnent une familleonsistante de fontions de base qui permet d'assurer la onformité ave les hexaèdres et les tétraèdres, endéoupant une pyramide en deux tétraèdres.� Liu et al. [51℄ proposent une version symétrisée des fontions de base de Wieners en déoupant la pyramideen quatre tétraèdres.Une alternative aux éléments �nis nodaux est l'utilisation d'éléments �nis hiérarhiques. L'approhe hpest détaillée par Szabó et Babu²ka [68℄, ave par exemple �olín et al. [71℄ pour les hexaèdres, les tétraèdres et lesprismes. Plusieurs artiles étendent le onept d'élément �ni hp aux éléments pyramidaux.� Warburton [72℄, Sherwin [65℄, Sherwin et al. [66℄, ainsi que Karniadakis et Sherwin [47℄ donnent une famillede fontions de bases tensorielles pour tous les types d'éléments à partir de la dégénéresene d'un ube.� Nigam et Phillips [58℄ proposent une autre famille de fontions de base en utilisant une pyramide in�nieomme élément de référene, et un seond espae de dimension inférieure dans un artile ultérieur [59℄.� Demkowiz et al. [23℄ et Zaglmayr [75℄ proposent la onstrution de fontions de base partiellement orthogo-nales pour la matrie de rigidité ave des tétraèdres, des hexaèdres et des prismes a�nes a�n d'améliorer leonditionnement de ette matrie. Pour onstruire l'espae d'approximation pyramidal, les auteurs utilisentla dégénéresene d'un ube.Pour l'espae fontionnel H(rot)Les éléments �nis pour la formulation H(rot) dédiée à la résolution des équations de Maxwell ont fait l'objetde nombreux travaux. Les éléments �nis d'arête sont introduits par Nédéle qui propose une première familledans [56℄ pour les tétraèdres et les hexaèdres, puis une seonde famille dans [57℄ pour les tétraèdres, les hexaèdreset les prismes. Monk [55℄ onstruit quant à lui des éléments prismatiques de la première famille.En e qui onerne les pyramides, l'approhe la plus générale onsiste à tenter de onstruire les éléments de lapremière famille de Nédéle, plus rarement la seonde famille. Beauoup d'auteurs utilisent pour ela les formes deWhitney.� Coulomb, Zgainski et Maréhal [22℄ onstruisent une première famille pour les ordres 1 et 2, et une seondefamille à l'ordre 1.� En utilisant les formes de Whitney, Gradinaru et Hiptmair [36℄ onstruisent des fontions de base sur lesarêtes pour les éléments d'ordre 1, et Douet et al. [25℄ proposent un espae d'ordre 1.



Introdution 15� Graglia et Gheorma [38℄ poursuivent l'étude de Graglia et al. [37℄ sur les tétraèdres et les hexaèdres enonstruisant des fontions de base nodale d'ordre quelonque sur les pyramides à partir de fontions d'arêted'ordre 1 et de points d'interpolation régulièrement répartis.� Des travaux très théoriques ont été réalisés par Bossavit [10℄ qui onstruit des éléments �nis sur tous les typesd'éléments en utilisant deux opérations simples sur les formes de Whitney [73℄.� Zaglmayr itée par Demkowiz [23℄ propose un espae d'ordre quelonque sur les pyramides en onsidérantun ube dégénéré. Nigam et Phillips partent d'une pyramide in�nie pour onstruire des fontions de base
H(rot)-onformes pour un ordre quelonque dans [58℄, et un seond espae de dimension plus petite que lepremier dans [59℄.Comme enH1, ertains auteurs préfèrent déouper la pyramide en tétraèdres a�n d'éviter d'utiliser des frationsrationnelles. Pour les éléments �nis d'arête, une tehnique est proposée par Marais et Davidson [53℄.Sur des maillages hexaédriques onstitués d'éléments non a�nes, on observe une perte de l'ordre de onvergenepour les éléments de la première omme pour eux la deuxième famille (voir Duru�é [28℄ pour les illustrationsnumériques). Ainsi, Arnold et al. [3℄ pour les quadrangles, et Falk et al. [32℄ pour les hexaèdres d'ordre 1, tententd'y remédier en onstruisant des éléments d'arête permettant d'éviter ette perte d'ordre.Approximation disontinueLes méthodes de Galerkin disontinues permettent une très grande �exibilité dans le hoix des éléments :on peut ainsi aisément mixer les éléments au sein d'un même maillage, traiter des maillages non-onformes, ouenore utiliser un ordre d'approximation di�érent par élément. Elles induisent de plus naturellement une matriede masse diagonale par blos, où un blo orrespond à un élément, e qui permet d'éluder toute problématique deondensation de masse pour des éléments tétraédriques, prismatiques et pyramidaux.Les méthodes de Galerkin disontinues ont été largement développées pour des maillages tétraédriques, parexemple par Hesthaven et Warburton [46℄ pour les équations de Maxwell. Les travaux de Cohen et de ses ollabora-teurs (Fauqueux [19℄, Pernet et Ferrières [20℄, [62℄, Duru�é [28℄, [29℄) ont quant à eux mis en avant l'e�aité obtenuesur des maillages hexaédriques en exploitant la tensorisation des fontions de base, permettant d'obtenir ungain important par rapport aux tétraèdres sur des ordres élevés.Conernant les éléments prismatiques et pyramidaux, il est possible d'utiliser les éléments �nis développéspour la formulation ontinue ave l'espae H1 pour les méthodes de Galerkin disontinues. Cependant, puisque laontinuité n'est pas requise, on peut onsidérer d'autres familles de fontions de base qui peuvent avoir de meilleurespropriétés.� Un hoix attratif de fontions de base pour tous les types d'éléments est elui proposé par Kirby et al.[48℄ et Warburton [72℄ qui onsidèrent di�érentes fontions de base orthogonales. L'utilisation de fontionsorthogonales et tensorisées permet en e�et de reuser la matrie de masse élémentaire, e qui induit un gainde temps de alul important lorsque l'on onsidère un ordre d'approximation su�samment élevé.� Dans des travaux réents, Gassner et al. [33℄ proposent une approhe originale de onstrution d'éléments�nis nodaux sur maillages hybrides pour les méthodes de Galerkin disontinues ne néessitant pas le passagepar un élément de référene. Les fontions de base sont onstruites diretement sur l'élément du maillage.RéalisationPour onstruire des éléments �nis adaptés à haque formulation, on part de l'idée de Arnold, Bo� et Falk [3℄sur les quadrangles pour H(div) : pour tout type d'élément K d'un maillage d'arête de longueur moyenne h, onhoisit omme espae d'approximation surK l'espae d'approximation de dimension minimale permettant d'obtenirune erreur d'interpolation en O(hr) pour la norme de l'espae d'approximation onsidéré à la fois sur l'élémentet sur tout le maillage. Pour trouver et espae optimal, pour la formulation H1, on part de la onstatation quela démonstration des estimations d'erreur utilise le fait que l'espae Pr est inlus dans l'espae d'approximationsur l'élément K. Comme tous les aluls sont faits sur l'élément de référene K̂ via une transformation F , on vaherher l'espae d'approximation minimal sur K̂ tel que et espae ontient Pr pour tous les types d'éléments. Pourla formulation H(rot), il s'agit d'inlure l'espae Rr, l'espae de la première famille de Nédéle sur les tétraèdres.Pour la résolution des équations modélisant la propagation d'ondes, on peut onsidérer deux types d'approxima-tions de Galerkin : une approximation ontinue (H1 ou H(rot)) et une approximation disontinue. La formulationontinue a entre autre l'avantage de néessiter un nombre moins important de degrés de liberté, mais la matriede masse, bien que reuse, est oûteuse à inverser ou fatoriser. La formulation disontinue, quant à elle, permetd'obtenir une matrie de masse diagonale par blos, et la matrie de rigidité fait intervenir des termes de �uxsupplémentaires. Elle néessite en général des termes de stabilisation (ou pénalisation) pour obtenir des solutions



16 Introdutionnon parasitées qui font intervenir un paramètre à hoisir (voir Hesthaven et Warburton [46℄ pour les équations deMaxwell).Pour haque équation onsidérée, on peut hoisir une formulation en temps d'ordre 1 ou d'ordre 2. Dans le asd'une formulation d'ordre 1, les PML (Perfet Mathing Layers) sont plus failes à mettre en oeuvre, les shémastemporels sont plus répandus et la formulation disontinue, est moins lourde à implémenter. La formulation d'ordre2 fait quant à elle intervenir moins de degrés de liberté, et la matrie de rigidité est lassique à préonditionner.Sans prétendre qu'il s'agit du meilleur, notre hoix sera don le suivant :� shéma d'ordre 1 et formulation disontinue en régime temporel� shéma d'ordre 2 et formulation ontinue en régime harmoniqueEn e qui onerne la formulation de Galerkin disontinu d'ordre 1, nous utiliserons le shéma Loal Disonti-nuous Galerkin introduit par Cokburn et Shu [16℄, et développé par Hesthaven et Warburton [45℄ pour les équationsde Maxwell.PlanCette thèse est divisée en inq parties et quinze hapitres.Dans la partie I, qui ontient le hapitre 1, on donne les notations et rappels théoriques qui serviront dans toutle reste du présent travail. Y seront données en partiulier les formulations variationnelles utilisées pour tous lestypes de systèmes hyperboliques linéaires en régimes harmonique et temporel. L'appliation du shéma général àl'équation des ondes et aux équations de Maxwell est préisée dans le as des deux régimes.La partie II traite de la formulation ontinue H1. Dans le hapitre 2, on présente des éléments �nis d'ordre rquelonque et � optimaux � au sens de la onvergene en normeH1. Pour les tétraèdres, les prismes et les hexaèdres,on retrouve les espaes polynomiaux lassiques utilisés dans la littérature. Pour les éléments pyramidaux, l'espaetrouvé est le même que elui de Zaglmayr et Demkowiz [23℄ et elui de Nigam et Phillips [59℄. La preuve d'optimalitéest détaillée dans le as pyramidal. Le hapitre 3 traite des formules de quadrature à utiliser pour aluler lesintégrales intervenant dans la onstrution des matries du problème et présente les estimations d'erreur pour tousles types d'éléments, en partiulier pour les éléments pyramidaux. Dans le hapitre 4, on dégage les propriétésnumériques des éléments onstruits préédemment que l'on ompare �nalement dans le hapitre 5 à eux trouvésdans la littérature.Des éléments �nis hybrides pour une formulation disontinue sont onstruits dans la partie III en partant deséléments présentés dans la partie II. La dé�nition des éléments et un algorithme de onstrution de la matrie demasse rapide sont donnés dans le hapitre 6, et un produit matrie-veteur rapide utilisant la struture des élémentsest dérit dans le hapitre 7. Une étude numérique des éléments onstruits fait l'objet du hapitre 8, tandis que laomparaison de di�érents types d'éléments adaptés à la struture disontinue est faite dans le hapitre 9.La partie IV traite de la formulation ontinue H(rot). Les éléments �nis � optimaux � en terme de onvergeneen norme H(rot) sont présentés dans le hapitre 10. L'espae trouvé pour les tétraèdres est l'espae lassique deséléments �nis d'arête de la première famille, tandis que, pour les prismes et hexaèdres, les espaes trouvés sontnouveaux. Conernant les pyramides, l'espae proposé est également nouveau, et en partiulier di�érent de euxproposés par Nigam et Phillips [58℄ [59℄. L'optimalité de l'espae est prouvée dans le as des pyramides. Le hapitre11 traite des formules de quadrature et des estimations d'erreur pour tous les types d'éléments. On dégage dans lehapitre 12 les propriétés numériques de nos éléments que l'on ompare �nalement dans le hapitre 13 aux élémentstrouvés dans la littérature.La partie V est dédiée aux résultats numériques. Pour le régime harmonique dans le hapitre 14, et pour lerégime temporel dans le hapitre 15, on e�etue des expérienes numériques dans des as réels a�n de onstaterl'e�aité des éléments dérits dans les trois parties préédentes, et mettre en valeur les atouts de l'hybride. Dansle as temporel, deux stratégies ombinées permettent d'augmenter la CFL, et par onséquent d'utiliser des pas detemps plus élevés pour aélérer les aluls.
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Chapitre 1Équations et formulations variationnellesOn donne ii le adre général des équations modélisant la propagation d'ondes de di�érentesnatures, en régime harmonique et temporel. On présente également les formulations varia-tionnelles assoiées pour haun des régimes. L'appliation à l'équation des ondes et auxéquations de Maxwell, dont il sera plus partiulièrement question dans la suite, est détailléedans haque as.Sommaire1.1 Espaes fontionnels et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201.2 Systèmes hyperboliques linéaires en régime temporel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211.2.1 Dé�nition du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211.2.2 Approximation spatiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211.2.3 Disrétisation temporelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221.2.4 Appliations aux équations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231.3 Systèmes hyperboliques linéaires en régime harmonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251.3.1 Dé�nition du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251.3.2 Approximation spatiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251.3.3 Résolution du système linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261.3.4 Appliations aux équations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27



20 Équations et formulations variationnelles1.1 Espaes fontionnels et notationsOn désigne par Ω, ouvert lipshitzien de R
3, le milieu de propagation, par (x, y, z) le point ourant de Ω, et tdésigne la variable temporelle. Lorsque Ω ≠ R

3, on désignera par Γ la frontière de Ω, et n la normale sortante de Γ.On dé�nit les opérateurs suivantsDé�nition 1.1.1
grad u = ∇u =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂u

∂x

∂u

∂y

∂u

∂z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, u(x, y, z) ∈ R

div u = ∂u1

∂x
+ ∂u2

∂y
+ ∂u3

∂z
, u(x, y, z) ∈ R

3et
rot u =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂u3

∂y
− ∂u2

∂z

∂u1

∂z
− ∂u3

∂x

∂u2

∂x
− ∂u1

∂y

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, u(x, y, z) ∈ R

3On rappelle la dé�nition d'espaes de Sobolev qui seront utilisés par la suiteDé�nition 1.1.2 On dé�nit
L

2(Ω) = {u ∈ L2

loc ∣ ∫
Ω

∣u∣2 < +∞}
H

m(Ω) = {u ∈ L2(Ω) ∣ ∂α
u

∂x
α ∈ L2(Ω), ∣α∣ ⩽m}

H(rot,Ω) = {u ∈ (L2(Ω))3 ∣ rot u ∈ (L2(Ω))3}
H(m,rot,Ω) = {u ∈ (Hm(Ω))3 ∣ rot u ∈ (Hm(Ω))3}Ces espaes sont équipés des normes usuelles
∣∣u∣∣2m,Ω = ∑

∣α∣⩽m
∫

Ω

∣∂α
u

∂x
α ∣2

∣∣u∣∣2rot,Ω = ∫
Ω

u
2 +∫

Ω

(rot u)2
∣∣u∣∣2m,rot,Ω = ∑

∣α∣⩽m
∫

Ω

∣∂α
u

∂x
α ∣2 + ∑

∣α∣⩽m
∫

Ω

∣∂α
rot u

∂x
α ∣2et la semi-norme usuelle de Hm(Ω) est

∣u∣2m,Ω = ∑
∣α∣=m

∫
Ω

∣∂α
u

∂x
α ∣2 .On rappelle que, de manière évidente, on a

∀u ∈Hm(Ω), ∣u∣2m,Ω ⩽ ∣∣u∣∣2m,Ω. (1.1.1)Dé�nition 1.1.3 On dé�nit également les espaes suivants
H

m
0 (Ω) = fermeture de C

∞
0 (Ω) dans Hm(Ω)

H0(rot,Ω) = fermeture de C
∞
0 (Ω) dans H(rot,Ω)



Équations et formulations variationnelles 211.2 Systèmes hyperboliques linéaires en régime temporel1.2.1 Dé�nition du problèmeOn onsidère le problème hyperbolique linéaire représentatif suivant (voir par exemple Godlewski et Raviart[30℄) ave notre hoix de formulation
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

M
∂u

∂t
+ ∑

1⩽i⩽d

Ai
∂u

∂xi

+ ∑
1⩽i⩽d

Bi
∂u

∂xi

= 0 (M,Ai,Bi) ∈ (Mns(R))3 , u ∈ R
ns dans Ω

∑(Ai +Bi)ni u =Nu N ∈Mns(R) sur Γ

u(x, y, z, t = 0) = u0(x, y, z)
(1.2.1)où ns est le nombre d'inonnues salaires de l'équation, et d est la dimension. La matrie N est une matrie quidérit la ondition aux limites, et u0 est la donnée initiale.Lorsque le système est symétrique, on a

Bi = A∗i .Remarque 1.2.1 Cette formulation est très utile pour exhiber l'antisymétrie de la matrie de rigidité lorsque l'onutilise des �ux entrés pour une méthode de Galerkin disontinue et sans onditions absorbantes, e qui est essentielpour avoir la stabilité.1.2.2 Approximation spatiale1.2.2.1 Formulation variationnelleSoit Ω un ouvert de R
3, omposé de ne éléments Ki

Ω = ⋃
1⩽i⩽ne

Ki.Pour tout élément K, on note ∂K la frontière de K, de normale sortante n. La formulation variationnelle s'érit
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Trouver u ∈ V tel que
∀v ∈ V, d

dt
∫

K
M u ⋅ v dx −∫

K
∑

1⩽i⩽d

(Ai u ⋅ ∂v
∂xi

−Bi
∂u

∂xi

⋅ v) dx
+∫

∂K
(N1 {u} +N2 [u]) ⋅ v ds = 0

(1.2.2)ave V = (L2(Ω))ns et
N1 = ∑

1⩽i⩽d

Ai ni N2 = ∑
1⩽i⩽d

Bi niLa moyenne {u} est dé�nie par
{u} = 1

2
(u1 + u2) (1.2.3)et [u] est dé�ni par

[u] = 1

2
(u2 − u1) + 1

2
αC(u2 − u1), (1.2.4)où C est une matrie symétrique positive, u1 la valeur de u sur l'élément K et u2 la valeur de u sur un élémentvoisin de K, et α ⩽ 0 est un fateur de pénalisation. Lorsque ∂K ∈ Γ, u2 n'étant pas dé�ni, on remplae (N1+N2)u2par Nu1.Remarque 1.2.2 Conernant la pénalisation, le leteur pourra se référer à Pernet [61℄, le résultat essentiel étantque l'on a une dispersion en O(h2r) sans pénalisation (α = 0), et une dispersion en O(h2r+1) ave pénalisation(α < 0). Pour le hoix de α, on se réfèrera à Castel, Cohen et Duru�é [12℄, l'idée générale étant que le shéma estd'autant plus préis que ∣α∣ est grand, mais que la ondition de stabilité (CFL) est d'autant plus restritive lorsquel'on utilise un shéma expliite sur les termes de pénalisation.En pratique, on prend α = −1 qui orrespond au �ux de Lax-Friedrihs C = ∣ ∑

1⩽i⩽d

(Ai +Bi)ni ∣ lorsque l'on utiliseun shéma de Runge-Kutta, et α = −0.1 dans le as d'un shéma de saute-mouton, à ause du problème sur laondition de stabilité soulevé préédemment.



22 Équations et formulations variationnelles1.2.2.2 DisrétisationPour un sous espae d'approximation Vh de dimension n = ns nr de l'espae V , le problème disret s'érit
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Trouver uh ∈ Vh tel que
∀vh ∈ Vh,

d

dt
∫

K
M uh ⋅ vh dx −∫

K
∑

1⩽i⩽d

(Ai uh ⋅ ∂vh

∂xi

−Bi
∂uh

∂xi

⋅ vh) dx
+∫

∂K
(N1 {uh} +N2 [uh]) ⋅ vh ds = 0.

(1.2.5)De manière lassique, on érit les intégrales sur un élément de référene noté K̂ en utilisant une transformation
F (voir par exemple Ciarlet [14℄). L'espae d'approximation Vh sur Ω est alors

Vh = {u ∈ V (Ω) ∣ u∣K ∈ (PF
r (K))ns} , (1.2.6)où PF

r est l'espae d'approximation réel d'ordre r sur un élément K du maillage, dé�ni par
P

F
r (K) = {u ∣ u ○ F ∈ (P̂r(K̂))ns} .L'espae d'élément �ni P̂r d'ordre r sur K̂ sera dé�ni sur haque type d'élément dans le hapitre 6. En attendant,on dé�nit les matries du problème.Dé�nition 1.2.3 Soit (ϕi)⩽i⩽nr une base de Vh, on dé�nit la matrie de masse Mh par
(Mh)i,j = ∫

K
M ϕi ⋅ϕj dx. (1.2.7)La matrie de masse Rh est telle que

(Rh)i,j = ∫
K
∑

1⩽k⩽d

(Ak

∂ϕj

∂xk

⋅ϕi −Bk ϕj ⋅ ∂ϕi

∂xk

) dx (1.2.8)et la matrie de �ux Sh est dé�nie par
(Sh)i,j = ∫

∂K
(N1 {ϕj} +N2 [ϕj]) ⋅ϕi ds. (1.2.9)On dé�nit également la matrie Kh

Kh = Rh − Sh (1.2.10)Ave la dé�nition 1.2.3, la disrétisation spatiale s'érit �nalement
d

dt
MhU −KhU = 0. (1.2.11)1.2.3 Disrétisation temporellePour la disrétisation en temps, on utilise un shéma expliite. Parmi l'ensemble des shémas expliites, onutilisera en partiulier le shéma saute-mouton lassique, rapide, et le shéma de Runge-Kutta d'ordre 4, pluspréis.Soit ∆t le pas de disrétisation en temps, les deux shémas onsidérés sontLe shéma saute-mouton lassique :� Si Kh est antisymétrique (α = 0, pas de ondition absorbante)

U
n+1 = Un−1 − 2∆t M

−1
h KhU

n (1.2.12)� Sinon
U

n+1 = Un−1 − 2∆t M
−1
h (KhU

n + LhU
n−1) (1.2.13)où Lh est une matrie positive ontenant la partie du �ux assoiée à α et aux onditions absorbantes.



Équations et formulations variationnelles 23Le shéma de Runge-Kutta sheme d'ordre 4 : voir Carpenter et Kennedy [11℄
U

n+1 = Un

ρ = Unfor i = 1 to 5

ρ = αiρ +∆t(Mh)−1(Rh − Sh)(Un+1)
U

n+1 = Un+1 + βiρend for (1.2.14)Dans les deux as, à haque pas de temps, on doit� e�etuer les produits matrie-veteur RhU
n et ShU

n ;� résoudre le système linéaire MhX = Y .La matrie de masse étant diagonale par blos ave des blos par élément relativement petits, la résolution dusystème linéaire se fait en utilisant une déomposition de Cholesky LL∗ omme il en sera question dans le hapitre6. Comme on le verra dans le hapitre 7, le produit matrie-veteur peut se faire de manière rapide ave un hoixjudiieux de base d'éléments �nis.1.2.4 Appliations aux équations1.2.4.1 Équation des ondes aoustiquesOn note p(x, y, z, t) ∈ R la pression du �uide, et v(x, y, z, t) ∈ R
3 la vitesse moyenne des partiules dans unvolume élémentaire entré autour du point (x, y, z) à l'instant t. La formulation dite � mixte � de l'équation desondes aoustiques est ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

χ
∂p

∂t
+ div v = f

ρ0

∂v

∂t
+ grad p = 0

(1.2.15)où ρ0 est la masse volumique du �uide onsidéré, et χ = 1

ρ0 c
2
le oe�ient de ompressibilité adiabatique du �uide,ave c la élérité des ondes aoustiques.La formulation variationnelle LDG orrespondante est la suivante

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Trouver (ph, vh) ∈ Vh tel que
∀(ϕ,ψ) ∈ Vh,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

d

dt
∫

K
χph ϕdx −∫

K
vh ⋅ ∇ϕdx + ∫

∂K
{vh} ⋅ n ϕds = ∫ fϕ

d

dt
∫

K
ρ0 vh ⋅ψ dx + ∫

K
∇ph ⋅ψ dx +∫

∂K
ψ ⋅ n [ph] ds = 0

(1.2.16)où Vh est dé�ni par l'équation 1.2.6, et {ϕ} = ϕ1 +ϕ2

2
et [ϕ] = ϕ2 −ϕ1

2
.Ave le formalisme introduit par l'équation 1.2.1, on a don� d = 3� ns = 4� Le veteur des inonnues u est

u =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p

vx

vy

vz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦� Les matries M et Ai sont
M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

χ 0 0 0

0 ρ0 0 0

0 0 ρ0 0

0 0 0 ρ0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦et
A1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
A2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
A3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦Le système étant symétrique, les matries Bi sont obtenues en prenant la transposée des Ai.



24 Équations et formulations variationnelles� Conernant les onditions au bord, on aCondition de Dirihlet : ondition du type u = 0

N = [ 0 n
∗

−n 0
]Condition de Neumann : ondition du type ∂u

∂n
= 0

N = [ 0 −n∗
n 0

]Condition absorbante : ondition du type p − Zv ⋅ n = 0, où Z =√ρ0

χ
est l'impédane

N = [ −Z−1 0

0 −Z nn∗ ]1.2.4.2 Équations de MaxwellSoit H ∈ R
3 le hamp magnétique et E ∈ R

3 le hamp életrique. En l'absene de harges et de ourants, leséquations de Maxwell sont ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
µ
∂H

∂t
+ rot E = 0

ε
∂E

∂t
− rot H = f

(1.2.17)où µ est la perméabilité magnétique du milieu, et ε est la permittivité diéletrique du milieu.On utilise la formulation LDG suivante
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Trouver (E,H) ∈ Vh tels que
∀(ϕ,ψ) ∈ Vh,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

d

dt
∫

K
εE ⋅ϕdx −∫

K
H ⋅ rot ϕdx −∫

Γ

n ∧ {H} ⋅ϕds + α∫
Γ

n ∧ [E] ⋅ (n ∧ϕ) = ∫
K
f ⋅ϕdx

d

dt
∫

K
µH ⋅ψ dx +∫

K
rot E ⋅ψ dx +∫

Γ

n ∧ [E] ⋅ψ ds + α∫
Γ

n ∧ [H] ⋅ (n ∧ ψ) = 0 (1.2.18)ave Vh dé�ni par l'équation 1.2.6, {ϕ} = ϕ1 + ϕ2

2
et [ϕ] = ϕ2 −ϕ1

2
.Ave le formalisme introduit par l'équation 1.2.1, on a don� d = 3� ns = 6� Le veteur des inonnues u est

u =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ex

Ey

Ez

Hx

Hy

Hz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦� Les matries M et Ai sont
M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ε 0 0 0 0 0

0 ε 0 0 0 0

0 0 ε 0 0 0

0 0 0 µ 0 0

0 0 0 0 µ 0

0 0 0 0 0 µ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦et
A1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 1 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
A2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0−1 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
A3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦



Équations et formulations variationnelles 25Le système étant symétrique, les matries Bi sont obtenues en prenant la transposée des Ai.� Conernant les onditions au bord, en posant
S =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 n3 −n2−n3 0 n1

n2 −n1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦et I la matrie identité de M3(R), on aCondition de Dirihlet : ondition de onduteur parfait du type E ∧ n = 0

N = [ 0 S

S 0
]Condition de Neumann : ondition du type H ∧ n = 0

N = [ 0 −S−S 0
]Condition absorbante : ondition de Silver-Müller du type H ∧ n − Z−1 (n ∧ E) ∧ n = 0 où Z =

√
µ

ε
estl'impédane

N = [ −Z−1(I − nn∗) 0

0 −Z (I − nn∗) ]1.3 Systèmes hyperboliques linéaires en régime harmonique1.3.1 Dé�nition du problèmeLe as du régime harmonique se met moins failement sous une forme générale permettant d'englober le as H1et le as H(rot). On onsidère le problème représentatif sous la forme suivante, ave notre hoix de formulation
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−ω2

M u +C∗AC u = f (M,A) ∈ (Mns(R))2 , u ∈ R
ns

+ Conditions aux bords (1.3.1)où C est un opérateur du premier ordre, ns est le nombre d'inonnues salaires de l'équation, et d est la dimension.1.3.2 Approximation spatiale1.3.2.1 Formulation variationnelleSoit Ω un ouvert de R
3, omposé de ne éléments Ki

Ω = ⋃
1⩽i⩽ne

Ki.Pour tout élément K, on note ∂K la frontière de K, de normale sortante n. La formulation variationnelle s'érit
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Trouver u ∈ V tel que
∀v ∈ V, −ω2 ∫

K
M u ⋅ v dx +∫

K
AC u ⋅C v dx = 0

(1.3.2)ave V = (H1(Ω))ns ou V = (H(rot,Ω)) suivant l'équation onsidérée.Remarque 1.3.1 Dans le as d'une ondition de Dirihlet homogène sur Γ, on prend V = (H1

0(Ω))ns ou V =(H0(rot,Ω)) suivant l'équation onsidérée.



26 Équations et formulations variationnelles1.3.2.2 DisrétisationPour un sous espae d'approximation Vh de dimension n = ns nr de l'espae V , le problème disret s'érit, pourune formulation ontinue
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Trouver uh ∈ Vh tel que
∀vh ∈ Vh, −ω2 ∫

K
M uh ⋅ vh dx +∫

K
AC uh ⋅C vh dx = 0.

(1.3.3)Comme dans le as temporel, on érit alors les intégrales sur un élément de référene noté K̂ en utilisant unetransformation F . L'espae d'approximation Vh sur Ω est alors
Vh = {u ∈ V (Ω) ∣ u∣K ∈ (PF

r (K))ns} ,où P
F
r est l'espae d'approximation réel d'ordre r sur un élément K du maillage. On dé�nit PF

r à l'aide d'unetransformation onforme pour haque type d'espae (voir Monk [55℄) par� Si V = (H1(Ω))ns

P
F
r (K) = {u ∣ u ○ F ∈ (P̂r(K̂))ns}� Si V = (H(rot,Ω))ns

P
F
r (K) = {u ∣DF ∗u ○ F ∈ (P̂r(K̂))ns}où DF est le jaobien de la transformation F .Là enore, l'espae d'élément �ni P̂r d'ordre r sur K̂ sera détaillé sur haque type d'élément dans le hapitre 2pour H1, et 10 pour H(rot). En attendant, on dé�nit les matries du problème.Dé�nition 1.3.2 Soit (ϕi)⩽i⩽nr une base de Vh, on dé�nit la matrie de masse Mh par
(Mh)i,j = ∫

K
M ϕi ⋅ϕj dx. (1.3.4)La matrie de masse Rh est telle que

(Rh)i,j = ∫
K
AC ϕi ⋅C ϕj dx (1.3.5)Ave la dé�nition 1.3.2 des matries, on obtient le système disret suivant

−ω2
MhU +RhU = 0, (1.3.6)1.3.3 Résolution du système linéairePour l'équation de Helmholtz, le système à résoudre étant de grande taille, on utilise une méthode de résolutionitérative. Conernant la théorie générale de la résolution des grands systèmes linéaires reux, on pourra se reporteraux travaux de Hakbush [39℄, [40℄ et Saad [64℄. Pour résoudre le système linéaire, on utilise les solveurs COCGou BICGCR de Clemens-Weiland [15℄) auxquels on peut adjoindre ou non une étape de préonditionnement.L'étape de préonditionnement est faite par une itération p-multigrille, en utilisant l'équation de Helmholtzave terme d'amortissement (voir Erlangga [31℄ pour les di�érenes �nies, et Duru�é [28℄ pour les éléments �nis).Conernant les équations de Maxwell, on utilise exlusivement un solveur diret (Pastix) pour fatoriser lamatrie éléments �nis.Di�érents types de préonditionneurs peuvent être utilisés sur les équations de Maxwell ave terme d'amortis-sement pour obtenir des algorithmes stables. Le leteur pourra onsulter le hapitre 5 de la thèse de Duru�é [28℄dans lequel sont étudiés di�érents types de préonditionneurs spéi�quement adaptés aux équations de Maxwell.



Équations et formulations variationnelles 271.3.4 Appliations aux équations1.3.4.1 Équation de Helmholtz
−ω2

χp − div 1

ρ0

grad p = f (1.3.7)où ρ0 est la masse volumique du �uide onsidéré, et χ = 1

ρ0 c
2
le oe�ient de ompressibilité adiabatique du �uide,ave c la élérité des ondes aoustiques.La formulation variationnelle est don la suivante

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Trouver p ∈H1(Ω) tel que
∀ϕ ∈H1(Ω), −ω2 ∫

K
χp ϕdx +∫

K

1

ρ0

∇p∇ϕdx = ∫
K
f ϕdx

(1.3.8)Ave le formalisme utilisé,
C = grad

M = χ, A = 1

ρ0On onsidèrera les onditions au bord suivantesCondition de Dirihlet : du type u = 0 (ondition essentielle, qui s'intègre dans l'espae d'approximation)Condition de Neumann : du type ∂u
∂n
= 0 (ondition naturelle)Condition absorbante : du type ∂p

∂n
− iω
c
p = 0 (ondition faisant apparaitre le terme −iω∫

Γ

1

cρ0

pϕdx)1.3.4.2 Équations de Maxwell
−ω2

εE + rot 1

µ
rot E = f (1.3.9)La formulation variationnelle est don la suivante

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Trouver E ∈H(rot,Ω) tel que
∀ϕ ∈H(rot,Ω), −ω2∫

K
ε E ϕdx + ∫

K

1

µ
rotE rotϕdx = ∫

K
f ϕdx

(1.3.10)Ave le formalisme utilisé,
C = rot

M =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ε 0 0

0 ε 0

0 0 ε

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
µ
−1

0 0

0 µ
−1

0

0 0 µ
−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦On onsidèrera les onditions au bord suivantesCondition de Dirihlet : du type E ∧ n = 0 (ondition essentielle, qui s'intègre dans l'espae d'approximation)Condition de Neumann : du type rot E ∧ n = 0 (ondition naturelle)Condition absorbante (Silver-Müller) : du type rot E ∧ n − iω
c
(n ∧E) ∧ n = 0 (ondition faisant apparaitre leterme −iω∫

Γ

1

cµ
(E ∧ n) ⋅ (ϕ ∧ n)dx)
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Deuxième partieÉléments �nis pour une formulation ontinue





Chapitre 2Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevéLe but est ii de onstruire des éléments (K,PF
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32 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé2.1 Dé�nition des éléments2.1.1 Élément droitLa première question que l'on se pose en étudiant un élément géométrique non régulier est de savoir ommenton peut le dé�nir. Or, si la réponse est simple pour le as du tétraèdre, à savoir que quatre points non oplanairesdans l'espae forment un tétraèdre, elle est moins évidente pour un hexaèdre, un prisme ou une pyramide. En e�et,omme l'illustre la �gure 2.1, il existe plus d'une façon de relier 8 points dans l'espae pour former e que l'ons'imagine être un hexaèdre : intuitivement, l'exemple 1 est un � meilleur hexaèdre � que elui de l'exemple 2, maisquanti�er e � meilleur � n'est pas évident. Exemple 1 Exemple 2
Fig. 2.1 � Exemples illustrant le problème lié à la dé�nition de l'élément hexaédriqueUne réponse à été donnée pour les hexaèdres par Duru�é et al. [29℄, et 'est l'idée de ette dé�nition que nousgarderons pour onstruire nos éléments.Dé�nition 2.1.1 On dé�nit un élément K(x, y, z), tétraèdre, pyramide, prisme ou hexaèdre, omme l'image del'élément référene K̂(x̂, ŷ, ẑ) par la transformation F dé�nie par :

F = ∑
1⩽i⩽n

Si ϕ̂
1

i , (2.1.1)où les Si = (xi, yi, zi) désignent les sommets de l'élément K, n est le nombre de sommets de l'élément, et les ϕ̂1

isont les fontions de base orrespondant aux fontions de base de l'espae d'approximation d'ordre 1, lorsque F estinversible.Lorsque F est inversible, on dit que la transformation est admissible.� Tétraèdre : (f �gure 2.2)� n = 4 ;� K̂ est le tétraèdre droit unitaire ;� Les fontions de base d'ordre 1 sont :
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕ̂
1

1 = (1 − x̂ − ŷ − ẑ)
ϕ̂

1

2 = x̂
ϕ̂

1

3 = ŷ
ϕ̂

1

4 = ẑ� Pyramide : (f �gure 2.3)� n = 5 ;� K̂ est la pyramide unité symétrique entrée à l'origine ;� Les fontions de base d'ordre 1 sont :
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕ̂
1

1 = 1

4
(1 − x̂ − ŷ − ẑ + x̂ŷ

1 − ẑ )
ϕ̂

1

2 = 1

4
(1 + x̂ − ŷ − ẑ − x̂ŷ

1 − ẑ )
ϕ̂

1

3 = 1

4
(1 + x̂ + ŷ − ẑ + x̂ŷ

1 − ẑ )
ϕ̂

1

4 = 1

4
(1 − x̂ + ŷ − ẑ − x̂ŷ

1 − ẑ )
ϕ̂

1

5 = ẑ
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p

K̂

Ŝ1 = (0, 0, 0)

Ŝ2 = (1, 0, 0)

Ŝ4 = (0, 0, 1)

Ŝ3 = (0, 1, 0)

6

-

	

s

F

x̂

ŷ

K

S4

S1

S2

S3

ẑ

Fig. 2.2 � Passage du tétraèdre de référene K̂ vers le tétraèdre K via la transformation F
K̂

Ŝ1 = (−1,−1, 0)

Ŝ2 = (1,−1, 0)

Ŝ5 = (0, 0, 1)

Ŝ4 = (−1, 1, 0)

Ŝ3 = (1, 1, 0)

F

ẑ

x̂

ŷ

K

S5

S1

S2

S3

S4

Fig. 2.3 � Passage de la pyramide de référene K̂ à la pyramide K via la transformation F� Prisme : (f �gure 2.4)� n = 6 ;� K̂ est le prisme droit à base triangulaire ;� Les fontions de base d'ordre 1 sont :
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕ̂
1

1 = (1 − x̂ − ŷ)(1 − ẑ)
ϕ̂

1

2 = x̂(1 − ẑ)
ϕ̂

1

3 = ŷ(1 − ẑ)
ϕ̂

1

4 = (1 − x̂ − ŷ)ẑ
ϕ̂

1

5 = x̂ẑ
ϕ̂

1

6 = ŷẑ

p

K̂

Ŝ1 = (0, 0, 0)

Ŝ2 = (1, 0, 0)

Ŝ4 = (0, 0, 1)

Ŝ3 = (0, 1, 0)

6

-

	

s

F
Ŝ6 = (0, 1, 1)

x̂

ŷ

K

S4

S1

S2

S3

Ŝ5 = (1, 0, 1)
S5

S6

ẑ

Fig. 2.4 � Passage du prisme de référene K̂ vers le prisme K via la transformation F



34 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé� Hexaèdre : (voir �gure 2.5)� n = 8 ;� K̂ est le ube unité ;� Les fontions de base d'ordre 1 sont :
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕ̂
1

1 = (1 − x̂)(1 − ŷ)(1 − ẑ)
ϕ̂

1

2 = x̂(1 − ŷ)(1 − ẑ)
ϕ̂

1

3 = x̂ŷ(1 − ẑ)
ϕ̂

1

4 = (1 − x̂)ŷ(1 − ẑ)
ϕ̂

1

5 = (1 − x̂)(1 − ŷ)ẑ
ϕ̂

1

6 = x̂(1 − ŷ)ẑ
ϕ̂

1

7 = x̂ŷẑ
ϕ̂

1

8 = (1 − x̂)ŷẑ

6

-

	

Ŝ4 = (0,1,0)

Ŝ2 = (1,0,0)
Ŝ1 = (0,0,0)

Ŝ5 = (0,0,1)

x̂

ŷ

ẑ

r

r

r

r

r

r

Ŝ6 = (1,0,1)

Ŝ8 = (0,1,1)

r

r

Ŝ7 = (1,1,1)

Ŝ3 = (1,1,0)

s

F
K̂

S4

S5

S1

S2

S3

S6

S7

S8

Fig. 2.5 � Passage de l'hexaèdre de référene K̂ vers l'hexaèdre K via la transformation FPour en revenir à l'exemple de la �gure 2.1, le as de l'exemple 2 orrespondrait à une transformation noninversible, e qui vient on�rmer l'intuition selon laquelle plus un élément est � droit �, � meilleur � il est. Le asd'une transformation non inversible peut par ailleurs arriver dans le as d'un élément dégénéré, omme par exemplelorsque plus de 4 sommets sont oplanaires. Une étude de l'inversibilité du jaobien a été faite en trois parties parZhang [77℄, [78℄, [79℄, mais la aratérisation des éléments pour lesquelles F est inversible est une question ouvertepour les prismes et les pyramides. Dans la suite, nous supposerons toujours que F est inversible.Remarque 2.1.2 Pour les pyramides, la transformation F utilisant les frations rationnelles est donnée par Be-drosian [5℄. On peut retrouver es fontions de base en dé�nissant une transformation T permettant de passer duube unité Q̃ à la pyramide de référene K̂
T ∶
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x̂ = (1 − z̃)(2x̃ − 1)
ŷ = (1 − z̃)(2ỹ − 1)
ẑ = z̃.

(2.1.2)Pour les fontions de base de l'hexaèdres ϕ(x̃, ỹ, z̃) = (1 − x̃)(1 − ỹ)(1 − z̃), la transformation T donne en e�et
ϕ ○ T −1(x̂, ŷ, ẑ) = 1

4

(1 − x̂ − ẑ)(1 − ŷ − ẑ)
1 − ẑ = ϕ̂1

1(x̂, ŷ, ẑ).De la même manière, on peut trouver les autres fontions de Bedrosian.Nous allons maintenant faire quelques remarques sur la transformation des di�érents éléments en utilisant ladé�nition 2.1.1.



Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé 35Dé�nition 2.1.3 On dé�nit les espaes polynomiaux suivants
Pr(x, y, z) = {xi

y
j
z

k
,0 ⩽ i, j, k ⩽ r, i + j + k ⩽ r}

Qr(x, y, z) = {xi
y

j
z

k
,0 ⩽ i, j, k ⩽ r}

Qm,n,p(x, y, z) = {xi
y

j
z

k
,0 ⩽ i ⩽m,0 ⩽ j ⩽ n,0 ⩽ k ⩽ p}Proposition 2.1.4 La transformation F pour haque type d'élément est dans les espaes suivants :� Hexaèdres :

F ∈ (Q1(x, y, z))3
F est a�ne lorsque K est un parallélépipède;� Prismes :

F ∈ (P1(x, y) ⊗ P1(z))3
F est a�ne lorsque les bases triangulaires de K sont translatées l'une par rapport à l'autre;� Pyramides :

F ∈ (P1(x, y, z) + { xy
1 − z})

3

F est a�ne lorsque la base de K est un parallélogramme;� Tétraèdres :
F ∈ (P1(x, y, z))3
F est a�ne dans tous les as.Preuve. Ave la dé�nition 2.1.1, les transformations F peuvent être érites expliitement omme suit :� Hexaèdres :

F = S1 + (−S1 + S2) x̂ + (−S1 + S4) ŷ + (−S1 + S5) ẑ+ (S1 − S4 − S5 + S8) ŷẑ + (S1 − S2 + S3 − S4) x̂ŷ + (S1 − S2 − S5 + S6) x̂ẑ+ (−S1 + S2 − S3 + S4 + S5 − S6 + S7 − S8) x̂ŷẑ.Lorsque
S1 − S2 + S3 − S4 = S1 − S4 − S5 + S8 = S1 − S2 − S5 + S6 = 0,on a

−S1 + S2 − S3 + S4 + S5 − S6 + S7 − S8 = 0,i.e. la transformation est a�ne lorsque toutes les faes de K sont des parallélogrammes.� Prismes :
F = S1 + (−S1 + S2) x̂ + (−S1 + S3) ŷ + (−S1 + S4) ẑ+ (S1 − S2 − S4 + S5) x̂ẑ + (S1 − S3 − S4 + S6) ŷẑ.La transformation est a�ne lorsque

S1 + S5 = S2 + S4 et S1 + S6 = S3 + S4i.e. lorsque les trois faes quadrangulaires du prisme sont des parallélogrammes.� Pyramides :
4F = (S1 + S2 + S3 + S4) + x̂ (−S1 + S2 + S3 − S4) + ŷ (−S1 − S2 + S3 + S4)

+ ẑ (4S5 − S1 − S2 − S3 − S4) + x̂ŷ

1 − ẑ (S1 + S3 − S2 − S4).La transformation est a�ne lorsque
S1 + S3 = S2 + S4,i.e. lorsque la base de la pyramide est un parallélogramme.� Tétraèdres :

F = S1 + x̂ (−S1 + S2) + ŷ (−S1 + S3) + ẑ (−S1 + S4)qui est a�ne, e qui ahève la démonstration. ◻



36 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé2.1.2 Élément ourbe isoparamétriqueLa onstrution d'éléments ourbes est bien onnue pour les hexaèdres, les prismes et les tétraèdres (voir �olínet al. [71℄), et l'extension aux éléments pyramidaux est immédiate en suivant le même prinipe. On ne onsidèreii que le as isoparamétrique, 'est à dire que, omme pour les éléments droits, F s'érit sous la forme
F = ∑

1⩽i⩽ns

ai ϕ̂
r
ioù les ϕ̂r

i sont les fontions de base de l'espae d'approximation d'ordre r (voir setion 2.3).2.2 Espae d'approximation d'ordre r2.2.1 Espae d'approximation optimal sur l'élément de référeneL'espae d'approximation Vh sur un ouvert Ω de R
3 est donné par

Vh = {u ∈H1(Ω) ∣ u∣K ∈ PF
r (K)},où PF

r est l'espae d'approximation d'ordre r de l'espae réel restreint à un élément K quelonque du maillage. Enutilisant la transformation H1-onforme donnée par Monk [55℄,
ϕ̂i = ϕi ○ F −1, (2.2.1)et espae est dé�ni, par

P
F
r (K) = {u ∣ u ○ F ∈ P̂r(K̂)}.L'objetif est de onstruire un espae d'approximation P̂r permettant d'avoir une onvergene optimale.Dé�nition 2.2.1 Pour un élément K d'un maillage d'arête moyenne de longueur h, l'espae d'approximation PF

roptimal est l'espae d'approximation de dimension minimale tel que Pr ⊂ PF
r .Or on a le théorème suivantTheorème 2.2.2 L'espae d'approximation PF

r optimal pour un élément K du maillage permet, pour une solutionsu�samment régulière, d'obtenir une erreur d'interpolation sur l'élément en O(hr) pour la norme H1.Preuve. Voir Chapitre 3 sur les estimations d'erreur.On herhe don, pour haque élément, l'espae optimal P̂r sur l'élément de référene tel que l'on ait Pr ⊂ PF
rsur l'élément du maillage, via la transformation F .Theorème 2.2.3 L'espae d'approximation optimal P̂r d'ordre r tel que l'on a Pr ⊂ PF

r est� Tétraèdre et transformation F a�ne :
P̂r = Pr(x̂, ŷ, ẑ) (2.2.2)dont la dimension est dim Pr(x, y, z) = (r + 1)(r + 2)(r + 3)

6� Hexaèdres :
P̂r = Qr(x̂, ŷ, ẑ) (2.2.3)dont la dimension est dim Qr(x, y, z) = (r + 1)3� Prismes :

P̂r = Pr(x̂, ŷ) ⊗ Pr(ẑ) (2.2.4)dont la dimension est dim Pr(x, y, z) = (r + 1)2(r + 2)
2
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P̂r = Pr(x̂, ŷ, ẑ) ⊕ ∑

0⩽k⩽r−1

( x̂ŷ

1 − ẑ )
r−k

Pk(x̂, ŷ) (2.2.5)dont la dimension est dim P̂r = (r + 1)(r + 2)(2r + 3)
6

.Dé�nition 2.2.4 On notera
Wr(x, y, z) = Pr(x, y) ⊗ Pr(z)
Br(x, y, z) = Pr(x, y, z) ⊕ ∑

0⩽k⩽r−1

( xy

1 − z )
r−k

Pk(x, y)Preuve. Lorsque F est a�ne, il est immédiat que
P̂r(K̂) = Pr(K̂)⇐⇒ P

F
r (K) = Pr(K).Lorsque l'élément n'est pas a�ne, on onsidère un mon�me de Pr(x, y, z) : p = xi

y
j
z

k, ave 0 ⩽ i + j + k ⩽ ret on applique la transformation F de haque élément en utilisant la proposition 2.1.4. On détaille ii le as de lapyramide, les autres espaes étant beauoup plus simples à traiter.On onsidère le as p = xi, ave 0 ⩽ i ⩽ r, le as général pouvant se déduire aisément à partir de e as simple.En utilisant 2.1.4 et en développant, on peut érire
x

i = (a1 + b1x̂ + c1ŷ + d1ẑ + e1 x̂ŷ

1 − ẑ )
i = ∑

0⩽mi+ni+pi+qi⩽i

Ci(a1, b1, c1, d1, e1)x̂mi ŷ
ni ẑ

pi ( x̂ŷ

1 − ẑ )
qiEn érivant ẑ = 1 − (1 − ẑ) et en développant ẑpi , on a

ẑ
pi = ∑

0⩽li⩽pi

(−1)li Cli
pi
(1 − ẑ)lioù les Cli

pi
sont les oe�ients binomiaux. On a don

x
i = ∑

0⩽mi+ni+pi+qi⩽i

∑
0⩽li⩽pi

Ci(a1, b1, c1, d1, e1) (−1)li Cli
pi
x̂

mi+li ŷ
ni+li ( x̂ŷ

1 − ẑ )
qi−liOn sépare à présent la partie polynomiale et la partie rationnelle.� Pour qi − li ⩽ 0, on pose i1 =mi + qi, i2 = ni + qi et i3 = li − qi et on a

x̂
mi+li ŷ

ni+li ( x̂ŷ

1 − ẑ )
qi−li = x̂i1 ŷ

i2 (1 − ẑ)i3ave 0 ⩽ i1 + i2 + i3 ⩽ i.� Si qi − li > 0, on pose i′1 =mi + li, i′2 = ni + li et i′3 = qi − li et on a
x̂

mi+li ŷ
ni+li ( x̂ŷ

1 − ẑ )
qi−li = x̂i′

1 ŷ
i′
2 ( x̂ŷ

1 − ẑ )
i′
3où 0 ⩽ i′1 + i′2 + i′3 ⩽ i et i′3 > 0.Ainsi, en posant

Ci1,i2,i3 = ∑
0 ⩽mi + ni + pi + qi ⩽ i

0 ⩽ li ⩽ pi

i1 =mi + qi

i2 = ni + qi

i3 = li − qi

Ci(a1, b1, c1, d1, e1) (−1)li Cli
pi

C
′
i′
1
,i′

2
,i′

3

= ∑
0 ⩽mi + ni + pi + qi ⩽ i

0 ⩽ li ⩽ pi

i
′

1
=mi + li

i
′

2
= ni + li

i
′

3
= qi − li

Ci(a1, b1, c1, d1, e1) (−1)li Cli
pion obtient

x
i = ∑

0⩽i1+i2+i3⩽i

Ci1,i2,i3 x̂
i1 ŷ

i2 (1 − ẑ)i3 + ∑
1⩽i′

3
⩽i

∑
0⩽i′

1
+i′

2
⩽i−i′

3

C
′
i′
1
,i′

2
,i′

3

x̂
i′
1 ŷ

i′
2 ( x̂ŷ

1 − ẑ )
i′
3

= pi(x̂, ŷ, ẑ) + fi(x̂, ŷ, ẑ)



38 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé� Lorsque p dérit tout Pi(x̂, ŷ, ẑ), la partie polynomiale est telle que pi ∈ Pi(x̂, ŷ, ẑ) et tous les mon�mes de Piapparaissent. Pour 0 ⩽ i ⩽ r, on obtient don tous les mon�mes de Pr(x̂, ŷ, ẑ).� Conernant la partie rationnelle, en posant i”3 = i − i′3, on a
fi(x̂, ŷ, ẑ) = ∑

1⩽i′
3
⩽i

∑
0⩽i′

1
+i′

2
⩽i−i′

3

C
′
i′
1
,i′

2
,i′

3

x̂
i′
1 ŷ

i′
2 ( x̂ŷ

1 − ẑ )
i′
3 = ∑

1⩽i”3⩽i

∑
0⩽i′

1
+i′

2
⩽i”3

C
′
i′
1
,i′

2
,i′

3

x̂
i′
1 ŷ

i′
2 ( x̂ŷ

1 − ẑ )
i−i”3'est à dire fi ∈ ∑

0⩽k⩽i−1

Pk(x̂, ŷ)( x̂ŷ

1 − ẑ )
i−k. Lorsque p dérit tout Pi(x̂, ŷ, ẑ), fi ∈ ∑

0⩽k⩽i−1

Pk(x̂, ŷ)( x̂ŷ

1 − ẑ )
i−ket tous les mon�mes de et espae apparaissent. Pour 0 ⩽ i ⩽ r, on obtient don tous les mon�mes de

∑
0⩽k⩽r−1

Pk(x̂, ŷ)( x̂ŷ

1 − ẑ )
r−k.On a don montré que la ondition Br ⊂ P̂r était su�sante pour obtenir l'inlusion Pr ⊂ PF

r . Montrons à présentque 'est une ondition néessaire.On a néessairement Pr ⊂ P̂r de manière immédiate grâe à la partie a�ne de F . Conernant la partie rationnelle,on peut proéder par réurrene omme le font Arnold et al. dans [2℄ pour les quadrangles en onsidérant latransformation suivante
F = A +Bx̂ +Cŷ +D x̂ŷ

1 − ẑOn note
Fn(x̂, ŷ, ẑ) = ∑

0⩽k⩽n−1

Pk(x̂, ŷ)( x̂ŷ

1 − ẑ )
n−kOn proède par réurrene sur l'ordre� r = 1 : de manière triviale, F1 = x̂ŷ

1 − ẑ est néessaire� Supposons que Fn−1 est néessaire. Dans e as, on a
x

n = (A1 +B1x̂ +C1ŷ +D1

x̂ŷ

1 − ẑ )
n

= ∑
0⩽k⩽n−1

C
k
n (A1 +B1x̂ +C1ŷ)kDn−k

1 ( x̂ŷ

1 − ẑ )
n−kLa partie de plus haut degré qui n'est pas dans Fn−1 est alors

∑
0⩽k⩽n−1

C
k
n (B1x̂ +C1ŷ)k Dn−k

1 ( x̂ŷ

1 − ẑ )
n−kEn développant, on obtient

∑
0⩽k⩽n−1

∑
0⩽p⩽k

C
k
n C

p

k B
p
1
C

k−p
1

D
n−k
1 x̂

p
ŷ

k−p ( x̂ŷ

1 − ẑ )
n−kOn obtient �nalement une ombinaison linéaire des termes de plus haut degré de Fn ave des oe�ients

C
k
n C

p

k B
p
1
C

k−p
1

D
n−k
1 où B1, C1 et D1 sont des onstantes pouvant être hoisies arbitrairement en modi�antles sommets de la pyramide. Les oe�ients sont polynomiaux en B1, C1 et D1, et linéairement indépendantsar ils forment une famille libre de Pn(B1,C1,D1).On a montré que la ondition Br ⊂ P̂r était néessaire pour obtenir l'inlusion Pr ⊂ PF

r . L'espae de dimensionminimale est don P̂r = Br, e qui ahève la démonstration de l'optimalité de l'espae.Conernant les dimensions, elles de Pr(x, y, z) et Qr(x, y, z) sont des résultats lassiques. Reste à traiter lesdeux autres espaes en utilisant la propriété des sommes diretes.� Wr(x, y, z) : dim Pr(ẑ) = r + 1,dim Pr(x̂, ŷ) = (r + 1)(r + 2)
2

,i.e. dim Wr(x̂, ŷ, ẑ) = (r + 1)2(r + 2)
2
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0⩽k⩽r−1

( x̂ŷ

1 − ẑ )
r−k

Pk(x̂, ŷ) = ∑
0⩽k⩽r−1

dim Pk(x̂, ŷ) = ∑
0⩽k⩽r−1

(k + 1)(k + 2)
2

= r(r + 1)(r + 2)
6

,i.e. dim Br(x̂, ŷ, ẑ) = dim Pr(x̂, ŷ, ẑ) + r(r + 1)(r + 2)
6

= (r + 1)(r + 2)(2r + 3)
6e qui ahève la démonstration. ◻Remarque 2.2.5 Une preuve similaire a été proposée par Falk, Gatto et Monk dans [32℄ pour les hexaèdres H(rot)et H(div) d'ordre 1. Pour onstruire leur espae, les auteurs identi�ent un ertain nombre de oe�ients indépen-dants pour déterminer l'espae. Nous avons proédé de même dans un premier temps pour pouvoir établir uneonjeture sur la forme de l'espae, la preuve n'ayant été établie que plus tard. À l'aide du logiiel Maple, il aété possible d'identi�er les oe�ients indépendants pour les trois premiers ordres et ainsi onjeturer la forme del'espae pour tout ordre.On remarque que l'espae pyramidal n'est pas polynomial, e qui fait toute la partiularité des éléments pyra-midaux. En e�et, on a le théorème suivantTheorème 2.2.6 Il n'existe pas d'espae d'approximation polynomiale pour la formulation H1 qui permette d'obte-nir des restritions sur les faes égales à elles du tétraèdres pour les faes triangulaires, égales à elles de l'hexaèdrepour la fae quadrangulaire.Preuve. Voir par exemple Nigam et Phillips [58℄.2.2.2 Espae d'approximation optimal sur le ube unitéComme nous le verrons dans la setion 2.3.1.2, il est souvent pratique de onsidérer haun des éléments ommeun ube dégénéré.Dé�nition 2.2.7 Pour haun des éléments, la transformation permettant de passer du ube unité Q̃ à l'élémentde référene K̂ est� Hexaèdre :

T = Id;� Prisme :
T ∶
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x̂ = (1 − ỹ) x̃
ŷ = ỹ
ẑ = z̃� Pyramide :

T ∶
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x̂ = (1 − z̃) (2x̃ − 1)
ŷ = (1 − z̃) (2ỹ − 1)
ẑ = z̃� Tétraèdre :

T ∶
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x̂ = (1 − ỹ)(1 − z̃) x̃
ŷ = (1 − z̃) ỹ
ẑ = z̃Ce hangement de variable dé�nit un di�éomorphisme de l'ouvert Q̃ vers l'ouvert K̂, et pour toute fontion f , onnote

f̃(x̃, ỹ, z̃) = f̂(x̂, ŷ, ẑ),et le hangement de variable donne� Pour le tétraèdre et une transformation F a�ne :
∫

K̂
f̂(x̂, ŷ, ẑ) dx̂ dŷ dẑ = ∫

Q̃
f̃(x̃, ỹ, z̃) (1 − ỹ) (1 − z̃)2 dx̃ dỹ dz̃. (2.2.6)



40 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé� Pour l'hexaèdre :
∫

K̂
f̂(x̂, ŷ, ẑ) dx̂ dŷ dẑ = ∫

Q̃
f̃(x̃, ỹ, z̃) dx̃ dỹ dz̃. (2.2.7)� Pour le prisme :

∫
K̂
f̂(x̂, ŷ, ẑ) dx̂ dŷ dẑ = ∫

Q̃
f̃(x̃, ỹ, z̃) (1 − ỹ) dx̃ dỹ dz̃. (2.2.8)� Pour la pyramide :

∫
K̂
f̂(x̂, ŷ, ẑ) dx̂ dŷ dẑ = ∫

Q̃
4 f̃(x̃, ỹ, z̃) (1 − z̃)2 dx̃ dỹ dz̃. (2.2.9)On peut ainsi érire haque espae d'approximation P̂r sur le ube unité après transformation par T .Proposition 2.2.8 L'espae optimal d'approximation Cr d'ordre r sur le ube unité Q̃ est� Tétraèdre et transformation F a�ne :

Cr = Pr(x̂, ŷ, ẑ) ○ T = ∑
0⩽k⩽r

Pk(x̃ (1 − ỹ), ỹ) (1 − z̃)k� Hexaèdre :
Cr = Qr(x̂, ŷ, ẑ) ○ T = Qr(x̃, ỹ, z̃)� Prisme :

Cr =Wr(x̂, ŷ, ẑ) ○ T =Wr((1 − ỹ) x̃, ỹ, z̃)� Pyramide :
Cr = Br(x̂, ŷ, ẑ) ○ T = ∑

0⩽k⩽r

Qk(x̃, ỹ)(1 − z̃)kPreuve. Le résultat est immédiat par l'appliation de T pour l'hexaèdre et le prisme.Véri�ons tout d'abord e qui onerne les pyramides. Ave la transformation T , la partie polynomiale Br s'érit
{x̂m

ŷ
n
ẑ

p
, 0 ⩽m + n + p ⩽ r} ○ T = {(2x̃ − 1)m(2ỹ − 1)n(1 − z̃)m+n

z̃
p
, 0 ⩽m + n + p ⩽ r}

= {x̃m
ỹ

n
z̃

p(1 − z̃)m+n
, 0 ⩽m + n + p ⩽ r} ⊂ CrLa partie rationnelle devient quant à elle

{x̂i
ŷ

j ( x̂ŷ

1 − ẑ )
r−p

, 0 ⩽ i + j ⩽ p ⩽ r} ○ T = {(2x̃ − 1)r−p+i(2ỹ − 1)r−p+j(1 − z̃)r−p+i+j
, 0 ⩽ i + j ⩽ p ⩽ r}

= {x̃r−p+i
ỹ

r−p+j(1 − z̃)r−p+i+j
, 0 ⩽ i + j ⩽ p ⩽ r} ⊂ Cr'est à dire Br ○ T ⊂ Cr. Ordim Cr = ∑

0⩽k⩽r

(k + 1)2 = 1

6
(r + 1)(r + 2)(2r + 3) = dim Br = dim Br ○ T.En e qui onerne les tétraèdres, la transformation T donne

Cr = {x̂m
ŷ

n
ẑ

p
, 0 ⩽m + n + p ⩽ r} ○ T = {xm(1 − ỹ)m(1 − z̃)myn(1 − z̃)nz̃p

, 0 ⩽m + n + p ⩽ r}Or,
∑

0⩽k⩽r

Pk(x̃ (1 − ỹ), ỹ) (1 − z̃)k = {x̃i (1 − ỹ)iỹj (1 − z̃)k,0 ⩽ i + j ⩽ k ⩽ r}'est à dire, en notant k = i + j + l, 0 ⩽ l ⩽ r,
∑

0⩽k⩽r

Pk(x̃ (1 − ỹ), ỹ) (1 − z̃)k = {x̃i (1 − ỹ)i(1 − z̃)iỹj(1 − z̃)j (1 − z̃)l,0 ⩽ i + j + l ⩽ r}qui est préisément Cr, e qui ahève la preuve de la proposition. ◻Remarque 2.2.9 Pour tous les types d'éléments, on a Cr ⊂ Qr.



Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé 412.3 Degrés de liberté et fontions de base2.3.1 Éléments �nis nodaux2.3.1.1 Loalisation des degrés de libertéOn souhaite lier ontinûment les éléments pyramidaux ave les autres éléments du maillage. Pour ela, on optepour les éléments les plus performants existants pour les éléments de base (hexaèdres et tétraèdres), et on s'arrangepour que les autres éléments possèdent les mêmes degrés de liberté que les hexaèdres sur les faes quadrangulaire,et les mêmes degrés de liberté que les tétraèdres sur les faes triangulaires.Les hoix suivants ont été faits :� des hexaèdres ave points de Gauss-Lobatto (GL) (Cohen [17℄) ;� des tétraèdres ave les points alulés partir d'un problème életrostatique par Hesthaven, ave des points deGL sur les arêtes (Hesthaven and Teng [44℄) ;� des prismes obtenus à partir du produit tensoriel entre une fae de tétraèdre de Hesthaven (qui orrespondà un triangle de Hesthaven [43℄) et une arête ave des points de GL : on a ainsi les bonnes propriétés deplaement sur les faes, et on béné�ie en outre de la tensorisation dans une diretion.Restent les degrés de liberté sur la pyramide, que l'on plae sur les points de GL pour la base quadrangulairede la pyramide, et sur les points de Hesthaven pour les faes triangulaires. Le nombre de degrés de liberté nf surles faes est alors
nf = 3r

2 + 2.On ajoute ni degrés de liberté à l'intérieur de la pyramide
ni = 1

6
(r − 1)(r − 2)(2r − 3) = ∑

1⩽k⩽r−2

k
2
.On plae es degrés de liberté sur (r−2) plans parallèle, haque plan ontenant k2 degrés de liberté, omme montrésur la �gure 2.6.

Fig. 2.6 � Loalisation des degrés de liberté à l'intérieur de l'élément pyramidal d'ordre 5Le nombre total de degrés de liberté est alors
nr = ni + nf = 1

6
(r + 1)(r + 2)(2r + 3).qui est la dimension de Br.Les degrés de liberté peuvent ainsi être plaés de manière systématique sur la pyramide, à n'importe quel degré.Chaque atégorie de point est représentée par une ouleur sur la �gure 2.7 pour les éléments pyramidaux d'ordredeux à quatre.2.3.1.2 Fontions de baseOn herhe à présent la base de Lagrange de haque espae P̂r sur les éléments de référene K̂, les fontions réellessur K étant déduites de elles-i à l'aide de la transformation H1-onforme (voir Monk [55℄), ou transformation dePiolat

p̂ = p ○ F. (2.3.1)Les fontions de base (ϕ̂i) sur l'élément de référene K̂ sont obtenues omme suit.
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Fig. 2.7 � Loalisation des degrés de liberté pour les éléments pyramidaux d'ordre 2, 3 et 4Dé�nition 2.3.1 Soit (M̂i)1⩽i⩽nr les oordonnées des points d'interpolation sur l'élément K̂, et (ψ̂i)1⩽i⩽nr unebase de P̂r. La matrie de Vandermonde V DM ∈Mnr(R) est dé�nie par
V DMi,j = ψ̂i(M̂j), 1 ⩽ i, j ⩽ nr,et la fontion de base ϕ̂i liée au point d'interpolation M̂i est alors dé�nie par
ϕ̂i = ∑

1⩽j⩽nr

(V DM−1)i,j ψ̂j . (2.3.2)Remarque 2.3.2 La aratérisation de l'inversibilité de la matrie de Vandermonde reste une question ouverte,mais on observe qu'ave notre hoix pour le positionnement des degrés de liberté, la matrie de Vandermonde estinversible, 'est à dire que l'élément est unisolvant.On a le hoix des (ψ̂i) : on peut prendre les mon�mes � lassiques � de P̂r, mais pour avoir un meilleuronditionnement de la matrie de Vandermonde, on va plut�t herher une base orthogonale de P̂r.Proposition 2.3.3 Les familles de fontions de base suivantes sont une base � orthogonale � de l'espae P̂r or-respondant au type d'élément onsidéré� Hexaèdre :
ϕ̂

GL
i1 (x̂) ϕ̂GL

i2 (ŷ) ϕ̂GL
i3 (ẑ), 0 ⩽ i1, i2, i3 ⩽ r,où

ϕ̂
GL
i (x̂) =

∏
j≠i

x̂ − ξGL
j

∏
j≠i

ξ
GL
i − ξGL

j� Prisme :
P

0,0
i1
( 2x̂

1 − ŷ − 1) (1 − ŷ)i1P 2i1+1,0
i2

(2ŷ − 1)ϕGL
i3 (ẑ), 0 ⩽ i1 + i2, i3 ⩽ r,� Pyramide :

P
0,0
i1
( x̂

1 − ẑ )P 0,0
i2
( ŷ

1 − ẑ ) (1 − ẑ)max(i1,i2)P
2max(i1,i2)+2,0

i3
(2ẑ − 1), 0 ⩽ i1, i2 ⩽ r, 0 ⩽ i3 ⩽ r −max(i1, i2),� Tétraèdre :

P
0,0
i1
( 2x̂

1 − ŷ − ẑ − 1)P 2i1+1,0
i2

( 2ŷ

1 − ẑ − 1) (1 − ŷ − ẑ)i1P 2(i1+i2)+2,0

i3
(2ẑ − 1) (1 − ẑ)i2 , 0 ⩽ i1 + i2 + i3 ⩽ r.où les ξGL

j désignent les points de Gauss-Lobatto (f Stroud [67℄), et P i,j
m (x) les polyn�mes de Jaobi orthonor-malisés d'ordre m, orthogonaux pour les poids (1 − x)i(1 + x)jRemarque 2.3.4 En e qui onerne les hexaèdres et les prismes, on appelle abusivement la base proposée � or-thogonale � bien qu'elle ne soit que � pseudo-orthogonale � : la base est orthogonale pour le produit salaire évaluéave une formule de quadrature ave points de Gauss-Lobatto, 'est à dire

∮
GL

ϕiϕj = δij



Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé 43Preuve. Pour tous les éléments, on véri�e que les familles sont orthogonales en érivant les intégrales sur leube unité Q̃ par les transformations T assoiées (f. dé�nition 2.2.7) .� Hexaèdres : La famille est orthogonale (pseudo-orthogonale) par onstrution. On a l'inlusion Cr = Qr demanière immédiate du fait que l'on a ϕGL
i (η) ∈ Qr(η). L'égalité entre les deux espaes �nalement s'obtientpar un argument de dimension.� Prismes : Pour 0 ⩽ i + j, k ⩽ r, on note

ψ̂i,j,k(x̂, ŷ, ẑ) = P 0,0
i ( 2x̂

1 − ŷ − 1) (1 − ŷ)iP 2i+1,0
j (2ŷ − 1)ϕGL

k (ẑ)En utilisant l'équation 2.2.8, ave une formule de quadrature de Gauss-Lobatto pour la partie en z̃, on a
∫

K̂
ψ̂i,j,k(x̂, ŷ, ẑ) ψ̂i′,j′,k′(x̂, ŷ, ẑ) dx̂ dŷ dẑ =

∫
1

0

P
0,0
i (2x̃ − 1)P 0,0

i′ (2x̃ − 1) dx̃
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

= δi i′

∫
1

0

ϕ
GL
k (ẑ)ϕGL

k′ (ẑ) dz̃
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

≈ ωGL
k

δk k′

∫
1

0

(1 − ỹ)i+i′+1
P

2i+1,0
j (2ỹ − 1)P 2i′+1,0

j′ (2ỹ − 1) dỹ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

= δj j′ lorsque i = i′e qui prouve que la famille est orthogonale.Il est lair que, pour 0 ⩽ i + j, k ⩽ r,
ψ̂i,j,k(x̂, ŷ, ẑ) ○ T −1 = P 0,0

i (2x̃ − 1) (1 − ỹ)iP 2i+1,0
j (2ỹ − 1)ϕGL

k ∈ Cr,soit, en utilisant un argument de dimension,
Span {ψ̂i,j,k(x̂, ŷ, ẑ), 0 ⩽ i + j, k ⩽ r} ○ T −1 = Cr,� Pyramides : Pour 0 ⩽ i, j ⩽ r, 0 ⩽ k ⩽ r −max(i, j), on note

ψ̂i,j,k(x̂, ŷ, ẑ) = P 0,0
i ( x̂

1 − ẑ )P 0,0
j ( ŷ

1 − ẑ )(1 − ẑ)max(i,j)
P

2max(i,j)+2,0

k (2ẑ − 1).En utilisant la transformation (2.1.2) sur Q̃r, on a
∫

K̂
ψ̂i,j,k(x̂, ŷ, ẑ) ψ̂i′,j′,k′(x̂, ŷ, ẑ) dx̂ dŷ dẑ =

∫
1

0

P
0,0
i (2x̃ − 1)P 0,0

i′ (2x̃ − 1) dx̃
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

= δi i′

∫
1

0

P
0,0
j (2ỹ − 1)P 0,0

j′ (2ỹ − 1) dỹ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

= δj j′

4 ∫
1

0

(1 − z̃)max(i,j)+max(i′,j′)+2
P

2max(i,j)+2,0

k (2z̃ − 1)P 2max(i′,j′)+2,0

k′
(2z̃ − 1) dz̃

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
= δk k′ lorsque i = i′ et j = j′

,la famille est don bien orthogonale.D'après l'équation 2.2.9, on a
ψ̂i,j,k(x̂, ŷ, ẑ) ○ T −1 = P 0,0

i (2x̃ − 1)P 0,0
j (2ỹ − 1) (1 − z̃)max(i,j)

P
2max(i,j)+2,0

k (2z̃ − 1) ∈ Cr,pour 0 ⩽ i, j ⩽ r, k ⩽ r −max(i, j), 'est à dire, en utilisant un argument de dimension,
Span {ψ̂i,j,k(x̂, ŷ, ẑ), 0 ⩽ i, j ⩽ r, k ⩽ r −max(i, j)} ○ T −1 = Cr,� Tétraèdres : Pour 0 ⩽ i + j + k ⩽ r, on note

ψ̂i,j,k(x̂, ŷ, ẑ) = P 0,0
i ( 2x̂

1 − ŷ − ẑ − 1)P 2i+1,0
j ( 2ŷ

1 − ẑ − 1) (1 − ŷ − ẑ)iP 2(i+j)+2,0

k (2ẑ − 1) (1 − ẑ)j



44 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevéD'après 2.2.6, on a
∫

K̂
ψ̂i,j,k(x̂, ŷ, ẑ) ψ̂i′,j′,k′(x̂, ŷ, ẑ) dx̂ dŷ dẑ =

∫
1

0

P
0,0
i (2x̃ − 1)P 0,0

i′
(2x̃ − 1) dx̃

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
= δi i′

∫
1

0

(1 − ỹ)i+i′+1
P

2i+1,0
j (2ỹ − 1)P 2i′+1,0

j′
(2ỹ − 1) dỹ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
= δj j′

∫
1

0

(1 − z̃)i+i′+j+j′+2
P

2(i+j)+2,0

j (2z̃ − 1)P 2(i′+j′)+2,0

k′
(2z̃ − 1) dz̃

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
= δk k′ lorsque i = i′ et j = j′

,i.e. la famille est orthogonale.Il est lair que, pour 0 ⩽ i + j + k ⩽ r,
ψ̂i,j,k(x̂, ŷ, ẑ) ○ T −1 = P 0,0

i (2x̃ − 1) (1 − ỹ)iP 2i+1,0
j (2ỹ − 1) (1 − z̃)i+j

P
2(i+j)+2,0

k (2z̃ − 1) ∈ Cr,soit, en utilisant un argument de dimension,
Span {ψ̂i,j,k(x̂, ŷ, ẑ), 0 ⩽ i + j + k ⩽ r} ○ T −1 = Cr,e qui termine la preuve de la proposition. ◻La �gure 2.8 présente la omparaison entre le onditionnement de la matrie de Vandermonde pour la basemonomiales lassiques de P̂r, et elui pour la base orthogonale, dans le as d'éléments tétraédriques, pyramidauxet prismatiques. On remarque que le onditionnement de la matrie de Vandermonde augmente plus vite pour lestétraèdres que pour les pyramides lorsque l'on utilise la base monomiale, tandis que l'inverse se produit pour lesbases orthogonales. En outre, l'utilisation de bases orthogonales améliore de beauoup le onditionnement de lamatrie de Vandermonde.
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Fig. 2.8 � Conditionnement de la matrie de Vandermonde en fontion de l'ordre pour les éléments tétraédriques,pyramidaux et prismatiques, pour des bases monomiales et orthogonales



Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé 452.3.2 Éléments �nis hiérarhiquesOn donne ii des fontions de base hiérarhiques de P̂r onformes pour une formulation H1, pour tous les typesd'éléments. À partir des travaux de �olín et al. [71℄) et Warburton [72℄, on onstruit des fontions de base� invariantes par rotation pour les fontions liées aux arêtes ;� orthogonales pour les fontions liées aux faes ;� véri�ant une ertaine orthogonalité pour les fontions intérieures ;� tensorisées dès que possible.Le but en prenant des fontions orthogonales et tensorisées est de reuser la matrie de masse, et potentiellementd'avoir un meilleur onditionnement.Proposition 2.3.5 Les fontions suivantes forment une base hiérarhique de P̂r préservant la ontinuité� Hexaèdre : On onsidère les paramètres suivants
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ1 = x̂
λ2 = ŷ
λ3 = ẑ
λ4 = 1 − x̂
λ5 = 1 − ŷ
λ6 = 1 − ẑFontions H1 hiérarhiques pour l'hexaèdrePour un sommet s

λs1
λs2

λs3
, 1 ⩽ s ⩽ 8où s1, s2 et s3 désignent les faes ne ontenant pas s (s1 < s2 < s3)Pour une arête aSi a est orientée selon ex

λ1 λ4 P
1,1
i−1(λ1 − λ4)λa1

λa2
, 1 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 4Si a est orientée selon ey

λ2 λ5 P
1,1
i−1(λ2 − λ5)λa1

λa2
, 1 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 4Si a est orientée selon ez

λ3 λ6 P
1,1
i−1(λ3 − λ6)λa1

λa2
, 1 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 4où a1 et a2 sont les faes ne ontenant auun sommet de a (a1 < a2)Pour une fae fSi f est dans le plan (ex, ey)

λf1
λ1 λ2 λ4 λ5 P

1,1
i−1(λ1 − λ4)P 1,1

j−1(λ2 − λ5), 1 ⩽ i, j ⩽ r − 1, 1 ⩽ f ⩽ 2Si f est dans le plan (ey, ez)
λf1

λ2 λ3 λ5 λ6 P
1,1
i−1(λ2 − λ5)P 1,1

j−1(λ3 − λ6), 1 ⩽ i, j ⩽ r − 1, 1 ⩽ f ⩽ 2Si f est dans le plan (ex, ez)
λf1

λ1 λ3 λ4 λ5 P
1,1
i−1(λ3 − λ6)P 1,1

j−1(λ1 − λ4), 1 ⩽ i, j ⩽ r − 1, 1 ⩽ f ⩽ 2où f1 désigne la fae diretement opposée à f .Pour les fontions intérieures
λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 P

1,1
i−1(λ1 − λ4)P 1,1

j−1(λ2 − λ5)P 1,1

k−1(λ3 − λ6), 1 ⩽ i, j, k ⩽ r − 1



46 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé� Prisme : On onsidère les paramètres suivants
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
λ1 = λ4 = 1 − x̂ − ŷ
λ2 = λ5 = x̂
λ3 = λ6 = ŷ

{ β1 = 1 − ẑ
β2 = ẑ et ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

γ1 = λ2 − λ1

λ2 + λ1

γ2 = λ3 − λ2 − λ1Fontions H1 hiérarhiques pour le prismePour un sommet s
λs βs′ , 1 ⩽ s ⩽ 6où s′ désigne la fae triangulaire ne touhant pas s.Pour une arête horizontale a

λa1
λa2

βa′ P
1,1
i−1(λa2

− λa1
), 1 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 6où a1 et a2 désignent les sommets de a (a1 < a2), et a′ désigne la fae triangulaire ne touhantpas a.Pour une arête vertiale a

λa1
β1 β2 P

1,1
i−1(β2 − β1), 1 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 3où a1 désigne l'un des sommets de a (dans e as, λa1

= λa2
).Pour une fae triangulaire f

λ1 λ2 λ3 βf ′ (λ1 + λ2)i−1 P 1,1
i−1(γ1)P 2i+1,1

j−1 (γ2), 1 ⩽ i + j ⩽ r − 1, 1 ⩽ f ⩽ 2Pour une fae quadrangulaire fSi λ1 = 0

λ2 λ3 β1 β2 P
1,1
i−1(γ2)P 1,1

j−1(β2 − β1), 1 ⩽ j, k ⩽ r − 1Si λ2 = 0

λ1 λ3 β1 β2 P
1,1
i−1(γ2)P 1,1

j−1(β2 − β1), 1 ⩽ j, k ⩽ r − 1Si λ3 = 0

λ1 λ2 β1 β2 (λ1 + λ2)i−1 P 1,1
i−1(γ1)P 1,1

j−1(β2 − β1), 1 ⩽ j, k ⩽ r − 1Pour les fontions intérieures
λ1 λ2 λ3 β1 β2 (λ1 + λ2)i−1 P 1,1

i−1(γ1)P 2i+1,1
j−1 (γ2)P 1,1

k−1(β2 − β1), 1 ⩽ i + j, k ⩽ r − 1



Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé 47� Pyramide : On onsidère les paramètres suivants
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ1 = 1 − x̂ − ẑ
2

λ2 = 1 + ŷ − ẑ
2

λ3 = 1 + x̂ − ẑ
2

λ4 = 1 − ŷ − ẑ
2

λ5 = ẑ

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ1 = γ3 = x̂

1 − ẑ
γ2 = γ4 = ŷ

1 − ẑ
et ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

β1 = 2ẑ + x̂ + ŷ
2

β2 = 2ẑ − x̂ + ŷ
2

β3 = 2ẑ − x̂ − ŷ
2

β4 = 2ẑ + x̂ − ŷ
2Fontions H1 hiérarhiques pour la pyramidePour un sommet s

λs1
λs2

1 − ẑ , 1 ⩽ s ⩽ 4où s1 et s2 désignent les faes ne touhant pas s (s1 < s2)Pour l'apex
λ5Pour l'arête horizontale a

λa1
λa2

λa3

1 − ẑ (1 − ẑ)i−1 P 1,1
i−1 (γa) , 1 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 4où a1, a2 et a3 sont les faes ne touhant pas a (a1 < a2 < a3)Pour l'arête vertiale a

λa1
λa2

λa3

1 − ẑ P
1,1
i−1 (βa) , 1 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 4où a1, a2 et a3 sont les faes ne touhant pas a (a1 < a2 < a3)Pour une fae triangulaire f

λf1
λf2

λf3
λf4

1 − ẑ (1 − ẑ)i−1 P 1,1
i−1(γf)P 2i+1,1

j−1 (2ẑ − 1), 1 ⩽ i + j ⩽ r − 1, 1 ⩽ f ⩽ 4où f1, f2, f3 et f4 sont les autres faes (f1 < f2 < f3 < f4)Pour la fae quadrangulaire
λ1 λ2 λ3 λ4

(1 − ẑ)2 (1 − ẑ)max(i,j)−1
P

1,1
i−1(γ1)P 1,1

j−1(γ2), 1 ⩽ i, j ⩽ r − 1où i1 et i2 désignent les faes quadrangulaires opposéesPour les fontions intérieures
λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

(1 − ẑ)2 (1 − ẑ)max(i,j)−1
P

1,1
i−1(γ1)P 1,1

j−1(γ2)P 2max(i,j)+2,1

k−1 (2ẑ − 1), 1 ⩽ i, j ⩽ r − 1,

1 ⩽ k ⩽ r − 1 −max(i, j)



48 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé� Tétraèdre : On onsidère les paramètres suivants
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ1 = 1 − x̂ − ŷ − ẑ
λ2 = x̂
λ3 = ŷ
λ4 = ẑ

et ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ1 = λ2 − λ1

λ2 + λ1

γ2 = λ3 − λ2 − λ1

λ3 + λ2 + λ1

γ3 = λ4 − λ3 − λ2 − λ1Fontions H1 hiérarhiques pour le tétraèdrePour un sommet s
λs, 1 ⩽ s ⩽ 4Pour une arête a

λa1
λa2

P
1,1
i−1(λa2

− λa1
), 1 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 6où a1 et a2 désignent les sommets de a (a1 < a2)Pour une fae triangulaire fSi λ1 = 0

λ2 λ3 λ4 (λ1 + λ2 + λ3)i−1 P 1,1
i−1(γ2)P 2i+1,1

j−1 (γ3), 1 ⩽ i + j ⩽ r − 1Si λ2 = 0

λ1 λ3 λ4 (λ1 + λ2 + λ3)i−1 P 1,1
i−1(γ2)P 2i+1,1

j−1 (γ3), 1 ⩽ i + j ⩽ r − 1Si λ3 = 0

λ1 λ2 λ4 (λ1 + λ2)i−1 P 1,1
i−1(γ1)P 2i+1,1

j−1 (γ3), 1 ⩽ i + j ⩽ r − 1Si λ4 = 0

λ1 λ2 λ3 (λ1 + λ2)i−1 P 1,1
i−1(γ1) (λ1 + λ2 + λ3)j−1 P 2i+1,1

j−1 (γ2), 1 ⩽ i + j ⩽ r − 1Pour les fontions intérieures
λ1 λ2 λ3 λ4 (λ1 +λ2)i−1 P 1,1

i−1 (γ1) (λ1 + λ2 +λ3)j−1 P 2i+1,1
j−1 (γ2) P 2(i+j)+1,1

k−1 (γ3), 1 ⩽ i+ j + k ⩽ r − 1Preuve. Conernant les hexaèdres, les prismes et les tétraèdres, voir Warburton [72℄. Pour les pyramides, leprinipe est le même, aussi la démonstration ne sera-t-elle pas détaillée.Par onstrution, l'ensemble des fontions forme une base de P̂r pour haque élément et les restritions auxarêtes, aux faes triangulaires et quadrangulaires sont égales (à une rotation près pour les faes triangulaires, àprendre en ompte lors de la programmation) pour tous les éléments.Remarque 2.3.6 Soit B la fontion � bulle � qui annule les arêtes et les faes, on remarque que toute fontionintérieure s'érit sous la forme
ϕ̂i,j,k(x̂, ŷ, ẑ) = B(x̂, ŷ, ẑ)Pi(x̂)P i

j (ŷ)P i,j

k (ẑ)Or, grâe à la struture des Pi, P j
j et P i,j

k hoisis, on véri�e en érivant les intégrales sur Q̃ que
∀ϕ̂i,j,k(x̂, ŷ, ẑ), ∀p̂(x̂, ŷ, ẑ) ∈ P̂ijk(K̂), ∫

K̂
ϕ̂i,j,k(x̂, ŷ, ẑ) p̂(x̂, ŷ, ẑ)dx̂ dŷ dẑ = 0ave� Hexaèdres : P̂ijk(K̂) = Pmax(i,j,k)−2(K̂)� Prisme : P̂ijk(K̂) = Pmax(i+j,k)−3(K̂)� Pyramide : P̂ijk(K̂) = Pmax(i,j)+k−3(K̂)� Tétraèdre : P̂ijk(K̂) = Pi+j+k−4(K̂)À partir de l'ordre 4, outre B qui n'est orthogonale à auune fontion, les fontions intérieures sont donorthogonales à toutes les fontions de bas degré, e qui permet de reuser la matrie de masse pour les ordres élevés.



Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé 492.4 ConformitéOn rappelle le théorème onernant les onditions de onformité H1.Theorème 2.4.1
{ ∀K ∈ Ω, P

F
r (K) ⊂H1(K)

Vh ⊂ C
0(Ω̄) Ô⇒ Vh ⊂H1(Ω)Preuve. Voir par exemple Monk [55℄.Theorème 2.4.2 Ave les espaes PF

r onstruits dans la setion 2.2 et le hoix de degré de liberté de la setion2.3, on a
Vh(Ω) ⊂H1(Ω).Preuve.� Véri�ons tout d'abord le premier point du théorème 2.4.1. Soit p ∈ PF

r . Lorsque p est polynomiale, e qui estle as pour les tétraèdres, les prismes et les hexaèdres, on a de manière évidente p ∈ C
0(K) et ∇p ∈ C

0(K)3.Puisque K est borné, on a alors immédiatement p ∈ L2(K) et ∇p ∈ L2(K)3.Conernant les pyramides, p ∈ C∞(K̄/S5) omme toute fration rationnelle dont le p�le n'appartient pas audomaine. On prouve la ontinuité en S5 en onsidérant quatre pseudo-faes F i
ε , 0 ⩽ i ⩽ 4, 0 ⩽ ε ⩽ 1 parourantun quart, noté Qi, de la pyramide.On onsidère une seule fae, les trois autres étant similaire par symétrie. Sur le quart Q2 représenté en bleusur la �gure 2.9, la pseudo-fae F 2

ε , représentée en rouge, est telle que
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x̂ = (1 − z)(1 − ε)−(1 − ẑ)(1 − ε) ⩽ y ⩽ (1 − ẑ)(1 − ε)
0 ⩽ ẑ ⩽ 1,et on a ∀M = (x̂, ŷ, ẑ) ∈ Q2, ∃ε ∈ [0,1], M ∈ F 2

ε .

x̂

ŷ

ẑ

εFig. 2.9 � Pseudo fae F 2

εOn traite ii le as le plus di�ile p = x̂ŷ

1 − ẑ . Pour un point M de Q2 attahé à une fae F 2

ε , on a
p(M) = (1 − ẑ)(1 − ε)ŷ

1 − ẑ = (1 − ε)ŷ z→1ÐÐ→ 0puisque lorsque z → 1, on a y → 0. Finalement, p ∈ C0(K̄), et, K étant borné, p ∈ L2(K).On onsidère à présent ∇p dans le as où p = xy

1 − z , et un point M de Q2 attahé à une fae F 2

ε . Il vient
−(1 − ε)2 ⩽ ∂p

∂z
(M) = −(1 − ẑ)(1 − ε)ŷ(1 − ẑ)2 ⩽ (1 − ε)2.'est à dire que ∂p

∂z
est bornée. La même méthode est appliquée pour ∂p

∂x
et ∂p

∂y
, e qui permet de onlureque ∇p est borné dans K. On a �nalement ∇p ∈ L2(K) puisque K est borné.



50 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé� Conernant le deuxième point du théorème 2.4.1, il s'agit de véri�er que les restritions des espaes PF
r surhaque type d'élément sur haque type de fae sont identiques, e qui revient à étudier les restritions desespaes P̂r et à véri�er que la transformation F assure la onformité.� Commençons par véri�er que les restritions des espaes P̂r à haque type de fae sont les mêmes pourtous les éléments. Pour un paramétrage (η, ξ) de la fae onsidérée, il est immédiat que la restrition de

Pr(x̂, ŷ, ẑ) à toute fae triangulaire du tétraèdre est dans Pr(η, ξ), et que la restrition de Qr(x̂, ŷ, ẑ) à toutefae quadrangulaire de l'hexaèdre est dans Qr(η, ξ). Or retrouve aisément es résultats sur le prismes, maisnous allons le détailler pour la pyramide.Sur la pyramide K̂, toute fontion p ∈ P̂r peut s'érire de la manière suivante
p(x̂, ŷ, ẑ) = pr(x̂, ŷ, ẑ) + ∑

0⩽k⩽r−1

pk(x̂, ŷ)( x̂ŷ

1 − ẑ )
r−k

,ave pr ∈ Pr(x̂, ŷ, ẑ) and pk ∈ Pk(x̂, ŷ).Sur une fae triangulaire, par exemple sur la fae x̂ = (1− ẑ), on a pr(1− ẑ, ŷ, ẑ) qui appartient de manièreévidente à Pr(ŷ, ẑ), et la partie rationnelle devient
pk(x̂, ŷ)( x̂ŷ

1 − ẑ )
r−k = pk(1 − ẑ, ŷ) yr−k

, 0 ⩽ k ⩽ r − 1,soit pk(1 − ẑ, ŷ)yr−k ∈ Pr(ŷ, ẑ). Finalement p ∈ Pr(ŷ, ẑ). La même simpli�ation peut être e�etuée sur lesautres faes.Sur la base quadrangulaire, on a pr(x̂, ŷ,0) qui appartient lairement à Qr(x̂, ŷ), et la partie rationnelledevient
pk(x̂, ŷ)( x̂ŷ

1 − ẑ )
r−k = pk(x̂, ŷ) xr−k

y
r−k

, 0 ⩽ k ⩽ r − 1,soit pk(x̂, ŷ)xr−k
y

r−k ∈ Qr(x̂, ŷ). Finalement p ∈ Qr(x̂, ŷ).En utilisant un argument de dimension, on en déduit que
P̂r ∣ x̂=1−ẑ ou x̂=ẑ−1 = Pr(ŷ, ẑ)
P̂r ∣ ŷ=1−ẑ ou ŷ=ẑ−1 = Pr(x̂, ẑ)

P̂r ∣ ẑ=0 = Qr(x̂, ŷ), (2.4.1)e qui orrespond bien aux mêmes restritions d'espaes sur les faes des autres éléments.� Ne onsidérant que le as isoparamétrique, on a par onstrution F ∈ (P̂r)3 (ave r = 1 dans le as d'élémentsdroits). On applique le résultat préédent : les restritions de F à haque type de fae sont dans les mêmesespaes pour les quatre type d'éléments.Finalement, on a les mêmes espaes et les mêmes degrés de liberté sur les faes, loalement on a don unisolvanesur haque fae, e qui signi�e que l'on a égalité des fontions de haque élément sur ette fae, e qui ahève ladémonstration ◻Remarque 2.4.3 Dans le as de la pyramide, 'est la fration rationnelle de F qui permet d'obtenir une restritiononforme sur la fae quadrangulaire sans perdre la onformité sur les faes triangulaire. Cela n'aurait pas été possiblesi F avait été polynomiale omme le montre Bedrosian [5℄.Une transformation polynomiale par moreaux assurant la onformité des pyramides ave les autres types d'élé-ments a été proposée par Knabner et Summ [49℄. Pour ela, ils déoupent la pyramide de référene en deux tétraèdreset onsidèrent une transformation pour haque tétraèdre permettant d'assurer la onformité (voir hapitre 5).Conernant les hexaèdres, les prismes et les tétraèdres, on a immédiatement plus préisément PF
r ⊂ Hm(K),pour tout m ⩾ 0. En revanhe, à ause de la fration rationnelle, il est di�ile d'obtenir un résultat plus préis que

P
F
r ⊂H1(K) sur la pyramide. En e�et, omme le remarquent Nigam et Phillips [59℄, on a le théorème suivantTheorème 2.4.4 Sur la pyramide de référene K̂, on a

∀ε > 0, { x̂
i
ŷ

j

(1 − ẑ)i+j−k
, 0 ⩽ i, j ⩽ k} ⊂Hk+3/2−ε(K̂).
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i
ŷ

j

(1 − ẑ)i+j−k
ave 0 ⩽ i, j ⩽ k

d
m1pk

dx̂
m1
= C1

x̂
i−m1 ŷ

j

(1 − ẑ)i+j−k

d
m2pk

dŷ
m2
= C2

x̂
i
ŷ

j−m2

(1 − ẑ)i+j−k

d
m3pk

dẑ
m3
= C3

x̂
i
ŷ

j

(1 − ẑ)i+j+m3−k

(2.4.2)où C1, C2 et C3 sont les onstantes qui apparaissent lors de la dérivation, dépendant de m1, m2, m3 et k.En intégrant sur le ube unité Q̃ via la transformation T , on a
∫

K̂
(d

m1pk

dx̂
m1
)2 = ∫

1

0

x̃
2(i−m1) dx̃∫

1

0

ỹ
2j
dỹ∫

1

0

(1 − z̃)2(k−m1+1) dz̃

∫
K̂
(d

m2pk

dŷ
m1
)2 = ∫

1

0

x̃
2i
dx̃∫

1

0

ỹ
2(j−m2) dỹ∫

1

0

(1 − z̃)2(k−m2+1) dz̃

∫
K̂
(d

m3pk

dẑ
m3
)2 = ∫

1

0

x̃
2i
dx̃∫

1

0

ỹ
2j
dỹ∫

1

0

(1 − z̃)2(k−m3+1) dz̃Or pour 0 ⩽ i, j ⩽ k, es trois intégrales sont �nies si et seulement si 2(k −mi + 1) > −1, 'est à dire mi < k + 3

2
, pour

i = 1,2,3, d'où le résultat. ◻Une onséquene direte de e théorème est la suivanteTheorème 2.4.5 ∀ε > 0, Br ⊂H5/2−ε(K̂).Preuve. Comme pour tout r ⩾ 1, on a x̂ ŷ

1 − ẑ ∈ Br, le résultat est immédiat en utilisant le théorème 2.4.4. ◻Lorsque la pyramide K est a�ne, on a ainsi immédiatement PF
r ⊂ H5/2−ε(K). Lorsque F n'est pas a�ne, lerésultat est plus déliat à obtenir ar nous n'avons que peu d'informations sur F −1.
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54 Formule de quadrature et estimations d'erreur3.1 Intégration par formule de quadrature3.1.1 IntrodutionPour évaluer les intégrales intervenant dans la onstrution des matries du problème, une manière simple defaire onsiste à onstruire une formule de quadrature utilisant des points de type Gauss (-Legendre, -Jaobi ou-Lobatto) sur le ube unité Q̃ de oordonnées (x̃, ỹ, z̃), et de onsidérer leur image sur l'élément de référene K̂ deoordonnées (x̂, ŷ, ẑ) en utilisant le hangement de variables T donné par la dé�nition (2.2.7).On rappelle (f Stroud [67℄) que la méthode de quadrature de Gauss est une méthode de quadrature 1D exateà n points pris sur l'intervalle (a, b), telle que
∫

b

a
f(x)̟(x)dx ≈ ∑

1⩽i⩽n

wif(xi), (3.1.1)où̟(⋅) est une fontion de pondération sur (a, b), les wi sont les oe�ients ou poids de quadrature et les xi sont lespoints de quadrature, réels, distints, uniques et sont les raines de polyn�mes orthogonaux, hoisis onformémentau domaine d'intégration et à la fontion de pondération. On rajoute une extrémité de l'intervalle d'intégration pourles formules de type Gauss-Radau, les deux extrémités de l'intervalle pour les formules de type Gauss-Lobatto. Lespoids et les points de quadrature sont hoisis de façon à obtenir des degrés d'exatitude les plus grands possibles.Les di�érentes méthodes de quadrature de Gauss à n = r + 1 points sont� Formule de Gauss-Legendre : L'intervalle onsidéré est ]− 1,1[ ave ̟(x) = 1. Les r + 1 points sont dans] − 1,1[ et la formule de quadrature obtenue est exate pour les polyn�mes de Q2r+1� Formule de Gauss-Radau : L'intervalle onsidéré est ]−1,1[ ave ̟(x) = 1. On prend r points dans ]−1,1[et on ajoute un point à l'une des extrémités −1 ou 1. La formule de quadrature obtenue est exate pour lespolyn�mes de Q2r� Formule de Gauss-Lobatto : L'intervalle onsidéré est ] − 1,1[ ave ̟(x) = 1. On prend r − 1 points dans] − 1,1[ et on ajoute les deux extrémités à l'ensemble des points de quadrature. La formule de quadratureobtenue est exate pour les polyn�mes de Q2r−1� Formule de Gauss-Jaobi : On onsidère ̟(x) = (1−x)α (1+x)β, α et β dans Z. La formule de quadratureobtenue est exate pour les polyn�mes de� (1 − x)α(1 + x)βQ2r+1 pour une formule de Gauss-Legendre-Jaobi ;� (1 − x)α(1 + x)βQ2r pour une formule de Gauss-Radau-Jaobi ;� (1 − x)α(1 + x)βQ2r−1 pour une formule de Gauss-Lobatto-Jaobi.(voir Gautshi [34℄ pour es deux dernières formules)Les formules de quadratures 2D et 3D sont alors obtenues par tensorisation de formules 1D.On notera ∮ G une intégrale approhée par une formule de quadrature de Gauss.3.1.2 Intégration exateOn rappelle l'expression des matries de masse Mh et de rigidité Rh sur un élément K du maillage
Mhi,j = ∫

K
ϕiϕj dxdy dz = ∫

K̂
∣DF ∣ ϕ̂iϕ̂j dx̂dŷ dẑ

Rhi,j = ∫
K
∇ϕi ⋅ ∇ϕj dxdy dz = ∫

K̂
∣DF ∣DF −1DF ∗−1∇̂ϕ̂i ⋅ ∇̂ϕ̂j dx̂ dŷ dẑ,

(3.1.2)où DF et ∣DF ∣ désignent respetivement la jaobienne et le jaobien de F .En utilisant la dé�nition 2.2.7 de la transformation T permettant de passer de l'élément de référene K̂ au ubeunité Q̃, on a
Mhi,j = ∫

Q̃
∣̃DF ∣ ∣̃T ∣ ϕ̃iϕ̃j dx̃ dỹ dz̃

Rhi,j = ∫
Q̃
∣̃DF ∣ ∣̃T ∣ D̃F −1D̃F ∗−1∇̃ϕ̃i ⋅ ∇̃ϕ̃j dx̃ dỹ dz̃,

(3.1.3)où ∣T ∣ désigne le déterminant du hangement de variables T .On herhe à intégrer exatement les matries dès que ela est possible. Pour ela, on herhe l'espae depolyn�mes auquel appartient le ontenu des intégrales et pour lequel il faudra avoir une intégration exate. Commel'on va généralement utiliser des formules de quadratures issues de la tensorisation de formules 1D, nous herhonsles inlusions dans des espaes de type Qm,n,p.



Formule de quadrature et estimations d'erreur 55Lemme 3.1.1 La matrie jaobienne, le jaobien et la omatrie de la matrie jaobienne de la transformation Fpour haque type d'élément sont dans les espaes suivants :� Hexaèdre :
D̃F ∈ (Q3

0,1,1 ×Q
3

1,0,1 ×Q
3

1,1,0) (x̃, ỹ, z̃),∣̃DF ∣ ∈ Q2,2,2(x̃, ỹ, z̃),
∣̃DF ∣D̃F ∗−1 ∈ (Q3

2,1,1 ×Q
3

1,2,1 ×Q
3

1,1,2)(x̃, ỹ, z̃).� Prisme :
D̃F ∈ (Q3

0,0,1 ×Q
3

0,0,1 ×Q
3

1,1,0) (x̃, ỹ, z̃)∣̃DF ∣ ∈ Q1,1,2(x̃, ỹ, z̃),
∣̃DF ∣D̃F ∗−1 ∈ (Q3

1,1,1 ×Q
3

1,1,1 ×Q
3

0,0,2)(x̃, ỹ, z̃).� Pyramide :
D̃F ∈ (Q3

0,1,0 ×Q
3

1,0,0 ×Q
3

1,1,0) (x̃, ỹ, z̃),∣̃DF ∣ ∈ Q1,1,0(x̃, ỹ, z̃),
∣̃DF ∣D̃F ∗−1 ∈ (Q3

1,1,0)3 (x̃, ỹ, z̃).� Tétraèdre :
D̃F ∈ (Q3

0,0,0 ×Q
3

0,0,0 ×Q
3

0,0,0) (x̃, ỹ, z̃),∣̃DF ∣ ∈ Q0,0,0(x̃, ỹ, z̃),
∣̃DF ∣D̃F ∗−1 ∈ (Q3

0,0,0)3 (x̃, ỹ, z̃)Preuve. En utilisant la proposition 2.1.4 et la transformation T , on a :� Hexaèdres :
∂F

∂x̂
= (−S1 + S2) + (S1 − S2 − S3 + S4)ŷ + (S1 − S2 − S5 + S6)ẑ + (−S1 + S2 − S3 + S4 + S5 − S6 + S7 − S8)ŷẑ
= (−S1 + S2) + (S1 − S2 − S3 + S4)ỹ + (S1 − S2 − S5 + S6)z̃ + (−S1 + S2 − S3 + S4 + S5 − S6 + S7 − S8)ỹz̃= A1 +C1ỹ +C2z̃ +Dỹz̃,

∂F

∂ŷ
= (−S1 + S4) + (S1 − S2 − S3 + S4)x̂ + (S1 − S4 − S5 + S8)ẑ + (−S1 + S2 − S3 + S4 + S5 − S6 + S7 − S8) x̂ẑ
= (−S1 + S4) + (S1 − S2 − S3 + S4)x̃ + (S1 − S4 − S5 + S8)z̃ + (−S1 + S2 − S3 + S4 + S5 − S6 + S7 − S8)x̃z̃
= A2 +C1x̃ +C3z̃ +Dx̃z̃,

∂F

∂ẑ
= (−S1 + S5) + (S1 − S2 − S5 + S6)x̂ + (S1 − S4 − S5 + S8)ŷ + (−S1 + S2 − S3 + S4 + S5 − S6 + S7 − S8)x̂ŷ
= (−S1 + S5) + (S1 − S2 − S5 + S6)x̃ + (S1 − S4 − S5 + S8)ỹ + (−S1 + S2 − S3 + S4 + S5 − S6 + S7 − S8)x̃ỹ
= A3 +C2x̃ +C3ỹ +Dx̃ỹ,et ∣̃DF ∣(x̃, ỹ, z̃) = det(A1 +C1ỹ +C2z̃ +Dỹz̃,A2 +C1x̃ +C3z̃ +Dx̃z̃,A3 +C2x̃ +C3ỹ +Dx̃ỹ),soit
∣̃DF ∣(x̃, ỹ, z̃) = det(A1,A2,A3) + [det(A1,C3,A3) + det(C2,A2,A3)] z̃+ [det(A1,A2,C2) + det(A1,C1,A3)] x̃ + [det(A1,A2,C3) + det(C1,A2,A3)] ỹ+ [det(A1,A2,D) + det(A1,C1,C3) + det(C1,A2,C2)] x̃ỹ + det(C2,C3,A3) z̃2

+ [det(A1,D,A3) + det(C2,C1,A3) + det(A1,C3,C2)] x̃z̃ + det(C1,A2,C3) ỹ2

+ [det(C1,C3,A3) + det(C2,A2,C3) + det(D,A2,A3)] ỹz̃ + det(A1,C1,C2) x̃2

+ 2det(C1,C3,C2) x̃ỹz̃+ det(A1,C1,D) x̃2
ỹ + det(A1,D,C2) x̃2

z̃ + det(C2,C1,D) x̃2
ỹz̃

+ det(C1,A2,D) x̃ỹ2 + det(D,A2,C3) ỹ2
z̃ + det(C1,C3,D) x̃ỹ2

z̃

+ det(C2,D,A3) x̃z̃2 + det(D,C3,A3) ỹz̃2 + +det(C3,C2,D) x̃ỹz̃2Pour ∣̃DF ∣D̃F ∗−1, on a
∣̃DF ∣D̃F ∗−1 = [∂F

∂ŷ
∧ ∂F
∂ẑ

,
∂F

∂ẑ
∧ ∂F
∂x̂

,
∂F

∂x̂
∧ ∂F
∂ŷ
]et le résultat est obtenu en sommant les degrés de polyn�mes.
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∂F

∂x̂
= (−S1 + S2) + (S1 − S2 − S4 + S5)ẑ
= (−S1 + S2) + (S1 − S2 − S4 + S5)z̃
= A1 +C1z̃,

∂F

∂ŷ
= (−S1 + S3) + (S1 − S3 − S4 + S6)ẑ
= (−S1 + S3) + (S1 − S3 − S4 + S6)z̃
= A2 +C2z̃,

∂F

∂ẑ
= (−S1 + S4) + (S1 − S2 − S4 + S5)x̂ + (S1 − S3 − S4 + S6)ŷ
= (−S1 + S4) + (S1 − S2 − S4 + S5)x̃(1 − ỹ) + (S1 − S3 − S4 + S6)ỹ
= A3 +C1x̃ (1 − ỹ) +C2ỹ,et ∣̃DF ∣(x̃, ỹ, z̃) = det(A1 +C1z̃,A2 +C2z̃,A3 +C1x̃(1 − ỹ) +C2ỹ),soit̃

∣DF ∣(x̃, ỹ, z̃) = det(A1,A2,A3) + x̃ (1 − ỹ) det(A1,A2,C1) + ỹ det(A1,A2,C2)+ z̃ [det(C1,A2,A3) + det(A1,C2,A3)] + x̃ (1 − ỹ) z̃ det(A1,C2,C1) + ỹ z̃ det(C1,A2,C2)+ z̃2
det(C1,C2,A3).Comme ∣̃DF ∣D̃F ∗−1 est la omatrie de D̃F , on a

∣̃DF ∣D̃F ∗−1(x̃, ỹ, z̃) = [A2 +C2z̃) ∧ (A3 +C1x̃ (1 − ỹ) +C2ỹ),(A3 +C1x̃ (1 − ỹ) +C2ỹ) ∧ (A1 +C1z̃), (A1 +C1z̃) ∧ (A2 +C2z̃)],soit ∣̃DF ∣D̃F ∗−1 = (A2 ∧A3,A3 ∧A1,A1 ∧A2)+ (A2 ∧C1,C1 ∧A1,0) x̃(1 − ỹ) + (A2 ∧C2,C2 ∧A1,0) ỹ+ (C2 ∧A3,A3 ∧C1, (A1 ∧C2 +C1 ∧A2)) z̃+ (C2 ∧C1,0,0) x̃(1 − ỹ)z̃ + (0,C2 ∧C1,0) ỹz̃+ (0,0,C1 ∧C2) z̃2
.� Pyramide :

∂F

∂x̂
= 1

4
(−S1 + S2 + S3 − S4) + 1

4
(S1 − S2 + S3 − S4) ŷ

1 − ẑ
= 1

4
(−S1 + S2 + S3 − S4) + 1

4
(S1 − S2 + S3 − S4)(2ỹ − 1)

= A1 +Cỹ,
∂F

∂ŷ
= 1

4
(−S1 − S2 + S3 + S4) + 1

4
(S1 − S2 + S3 − S4) x̂

1 − ẑ
= 1

4
(−S1 − S2 + S3 + S4) + 1

4
(S1 − S2 + S3 − S4)(2x̃ − 1)

= A2 +Cx̃,
∂F

∂ẑ
= 1

4
(4S5 − S1 − S2 − S3 − S4) + 1

4
(S1 − S2 + S3 − S4) x̂ŷ(1 − ẑ)2

= 1

4
(4S5 − S1 − S2 − S3 − S4) + 1

4
(S1 − S2 + S3 − S4)(2x̃ − 1)(2ỹ − 1)

= A3 + 2C x̃ ỹ,

(3.1.4)
et ∣̃DF ∣(x̃, ỹ, z̃) = det(A1 +Cỹ,A2 +Cx̃,A3 + 2C x̃ ỹ),soit ∣̃DF ∣(x̃, ỹ, z̃) = det(A1,A2,A3) + x̃ det(A1,C,A3) + ỹ det(C,A2,A3) + 2 x̃ ỹ det(A1,A2,C),Comme ∣̃DF ∣D̃F ∗−1 est la omatrie de D̃F , on a

∣̃DF ∣D̃F ∗−1(x̃, ỹ, z̃) = [(A2 +Cx̃) ∧ (A3 + 2Cx̃ ỹ), (A3 + 2Cx̃ ỹ) ∧ (A1 +Cỹ), (A1 +Cỹ) ∧ (A2 +Cx̃)] ,



Formule de quadrature et estimations d'erreur 57soit ∣̃DF ∣D̃F ∗−1 = (A2 ∧A3,−A1 ∧A3,A1 ∧A2)+ (C ∧A3,0,A1 ∧C) x̃ + (0,−C ∧A3,C ∧A2) ỹ−2 (−A2 ∧C,A1 ∧C,0) x̃ỹ� Tétraèdre : Les résultats sont immédiats d'après la dé�nition de F , e qui ahève la preuve du lemme. ◻Lemme 3.1.2 Pour tous les types d'éléments,
∀i ∈ J1, nrK, ϕ̃i ∈ Qr(x̃, ỹ, z̃).Preuve. Conséquene de la remarque 2.2.9. ◻Lemme 3.1.3 Pour haque type d'élément, on a :� Hexaèdre : ∀i ∈ J1, nrK, ∇̂ϕ̃i ∈ Qr−1,r,r ×Qr,r−1,r ×Qr,r,r−1 (x̃, ỹ, z̃)� Prisme : ∀i ∈ J1, nrK, ∇̂ϕ̃i ∈ Qr−1,r−1,r ×Qr,r−1,r ×Qr,r,r−1 (x̃, ỹ, z̃)� Pyramide : ∀i ∈ J1, nrK, ∇̂ϕ̃i ∈ Qr−1,r,r−1 ×Qr,r−1,r−1 ×Qr,r,r−1 (x̃, ỹ, z̃)� Tétraèdre : ∀i ∈ J1, nrK, ∇̂ϕ̃i ∈ Qr−1,r−1,r−1 ×Qr,r−1,r−1 ×Qr,r,r−1 (x̃, ỹ, z̃)Preuve. Le résultat est relativement aisé à démontrer pour l'hexaèdre, le prisme et le tétraèdre. Nous faisonsii la démonstration pour la pyramide qui est le as le plus partiulier à traiter. On déompose ϕ̂i(x̂, ŷ, ẑ) dans labase des mon�mes ψ̂j(x̂, ŷ, ẑ) de P̂r et on traite suessivement les di�érents as.On onsidère d'abord la dérivée en x, le as de la dérivée en y étant traité de manière similaire par symétrie :si ψ̂j(x̂, ŷ, ẑ) ∈ Pr(x̂, ŷ, ẑ), on a

∂ψ̂j

∂x̂
(x̂, ŷ, ẑ) = x̂m−1

ŷ
n
ẑ

p = (2x̃ − 1)m−1(2ỹ − 1)n(1 − z̃)m+n−1
z̃

p
, m + n + p ⩽ r.Sinon,

∂ψ̂j

∂x̂
(x̂, ŷ, ẑ) = x̂r−p+i−1

ŷ
r−p+j

(1 − ẑ)r−p = (2x̃ − 1)r−p+i−1(2ỹ − 1)r−p+j(1 − z̃)r−p+i+j−1
, i + j ⩽ p ⩽ r − 1,'est à dire ∂ψ̃j

∂x̂
(x̃, ỹ, z̃) ∈ Qr−1,r,r−1(x̃, ỹ, z̃) dans les deux as.De la même manière, pour la dérivée en z, soit

∂ψ̂j

∂ẑ
(x̂, ŷ, ẑ) = x̂m

ŷ
n
ẑ

p−1 = (2x̃ − 1)m(2ỹ − 1)nz̃p−1(1 − z̃)m+n
, m + n + p ⩽ rsoit

∂ψ̂j

∂ẑ
(x̂, ŷ, ẑ) = x̂r−p+i

ŷ
r−p+j

(1 − ẑ)r−p+1
= (2x̃ − 1)r−p+i(2ỹ − 1)r−p+j(1 − z̃)r−p+i+j−1

, i + j ⩽ p ⩽ r − 1,'est à dire ∂ψ̃j

∂ẑ
(x̃, ỹ, z̃) ∈ Qr,r,r−1(x̃, ỹ, z̃) dans les deux as. ◻Considérant le lemme 3.1.1, on remarque que ∣̃DF ∣ est dans un espae de type Qs1,s1,s2

pour tous les éléments,ave
F a�ne : s1 = 0, s2 = 0Hexaèdre : s1 = 2, s2 = 2Prisme : s1 = 1, s2 = 2Pyramide : s1 = 1, s2 = 0On rappelle de plus que, d'après la dé�nition 2.2.7, on a



58 Formule de quadrature et estimations d'erreurHexaèdre : ∣̃T ∣ = 1Prisme : ∣̃T ∣ = (1 − ỹ)Pyramide : ∣̃T ∣ = 4(1 − z̃)2Tétraèdre : ∣̃T ∣ = (1 − ỹ)(1 − z̃)2On peut à présent érire les résultats suivants sur la matrie de masse et la matrie de rigidité.Proposition 3.1.4 :� Pour avoir l'intégration exate de la matrie de masse, la formule de quadrature utilisée doit être exate pourles polyn�mes de ∣̃T ∣ Q2r+s1,2r+s1,2r+s2
(x̃, ỹ, z̃)� Pour avoir l'intégration exate de la matrie de rigidité, lorsque F est a�ne, la formule de quadratureutilisée doit être exate pour les polyn�mes de� ∣̃T ∣ Q2r(x̃, ỹ, z̃) pour les hexaèdres et les prismes� ∣̃T ∣ Q2r,2r,2r−2(x̃, ỹ, z̃) pour les pyramides et les tétraèdres� À ause de la fration rationnelle qui apparait dans le terme D̃F −1, la matrie de rigidité ne peut être intégréeexatement dans le as d'une transformation non a�nePreuve. Pour la matrie de masse, le résultat est obtenu en utilisant les lemmes 3.1.1 et 3.1.2, via l'ériture dela matrie de masse sur le ube unité Q̃ donnée par l'équation 3.1.3, et en additionnant les puissanes.Conernant la matrie de rigidité dans le as a�ne, en utilisant les lemmes 3.1.1 et 3.1.3, via l'ériture dela matrie de rigidité sur le ube unité Q̃ donnée par l'équation 3.1.3, le résultat est obtenu en additionnant lespuissanes. ◻3.1.3 Formule de quadraturePour intégrer exatement la matrie de masse, on suit l'idée de Hammer, Marlowe et Stroud [41℄ pour les �nesen inluant ∣̃T ∣ à la formule de quadrature. On prend ainsi les formules de quadrature suivantes pour haun destypes d'éléments :� Hexaèdre : (ξGL

r , ξ
GL
r , ξ

GL
r ), (ωGL

r ω
GL
r ω

GL
r ),� Prisme : (ξG

r , ξ
GJ1

r , ξ
GL
r ), (ωG

r ω
GJ1

r ω
GL
r ),ou (ξtri

r , ξ
GL
r ), (ωtri

r , ω
GL
r )� Pyramide : (ξG

r , ξ
G
r , ξ

GJ2

r ), (ωG
r ω

G
r ω

GJ2

r ),� Tétraèdre : (ξG
r , ξ

GJ1

r , ξ
GJ2

r ), (ωG
r ω

GJ1

r ω
GJ2

r ),ou (ξtetra
r ), (ωtetra

r )où � (ξG
r , ω

G
r ) est la formule de quadrature de Gauss d'ordre r, exate pour les polyn�mes de Q2r+1,� (ξGJa

r , ω
GJa
r ) est la formule de quadrature de Gauss-Jaobi d'ordre r, exate pour les polyn�mes de (1 −

x)aQ2r+1� (ξtri
r , ω

tri
r ) est une formule de quadrature d'ordre r pour le triangle, exate pour les polyn�mes de P2r, ommepar exemple elle dérite par Dunavant [27℄.� (ξtetra

r , ω
tetra
r ) est une formule de quadrature d'ordre r pour le tétraèdre d'ordre, exate pour les polyn�mesde P2r, omme par exemple elle dérite par �olín et al. [71℄.Finalement, on utilise au maximum (r + 1)3 points d'intégration.Remarque 3.1.5 Les formules de quadrature adaptées au triangle et au tétraèdre respetent les symétries deséléments et néessitent un nombre moins élevé de points de quadrature que des formules de quadrature de typeGauss tensorisées.



Formule de quadrature et estimations d'erreur 593.2 Estimation d'erreur abstraite3.2.1 Présentation du problèmeOn onsidère le problème variationnel standard suivant
{ Trouver u ∈ V tel que∀v ∈ V, a(u, v) = f(v), (3.2.1)où V = H1(Ω), et où a(., .) désigne une forme bilinéaire ontinue et oerive, et f(.) un forme linéaire ontinue.Pour un sous-espae de dimension �nie Vh de l'espae V , le problème disret s'érit alors

{ Trouver uh ∈ Vh tel que∀vh ∈ Vh, ah(uh, vh) = fh(vh), (3.2.2)où ah(., .) désigne une forme bilinéaire dé�nie sur l'espae Vh, uniformément Vh-elliptique, et fh(.) une formelinéaire dé�nie sur l'espae Vh.On onsidèrera le as simple suivant
a(u, v) = ∫

Ω

uv +∫
Ω

∇u ⋅ ∇v.3.2.2 Lemme de StrangOn onsidère la version suivante du lemme de StrangLemme 3.2.1 (Lemme de Strang). Si u est solution de (3.2.1) et uh est solution de (3.2.2), il existe une onstante
C > 0 ne dépendant pas du pas d'espae h telle que

∥u − uh∥1 ⩽ C inf
vh∈Vh

{∥u − vh∥1´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶erreur d'interpolation + sup
wh∈Vh

∣a(vh,wh) − ah(vh,wh)∣∥wh∥1´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶erreur d'intégration numérique }.Preuve. En remarquant que Vh ⊂ V , la preuve de ette version du lemme de Strang est similaire à la preuveproposée par Ciarlet [14℄. ◻On étudie à présent séparément les deux termes du membre de droite de l'inégalité du lemme de Strang, 'està dire l'erreur d'interpolation et l'erreur de quadrature.On supposera que u est dans Hr+1(Ω) ∩ C
0(Ω) pour un domaine Ω su�samment régulier.3.2.3 Erreur d'interpolationSoit Ω un ouvert lipshitzien de R

3 omposé de ne éléments K
Ω = ⋃

K

K.On note
hK = diam (K) = sup

(x,y)∈K

∣x − y∣, h =max
K

hK

ρK = sup
B

{diam (B), B boule inluse dans K}et on suppose que le maillage est tel qu'il existe σ > 0 tel que
hK

ρK

⩽ σ (3.2.3)Dé�nition 3.2.2 Pour E et F deux espaes vetoriels normés, on note L(E,F ) l'ensemble des appliations li-néaires ontinues de E dans F .Pour estimer l'erreur d'interpolation, on utilise la version suivante du lemme de Bramble-Hilbert



60 Formule de quadrature et estimations d'erreurLemme 3.2.3 (Lemme de Bramble-Hilbert). Soit 0 ⩽m < s+1. Pour Ǩ lipshitzien, on note Π̌ ∈ L(Hs+1(Ǩ),Hm(Ǩ))un projeteur véri�ant ∀p̂ ∈ Ps(Ǩ), Π̌p̌ = p̌.Pour tout ouvert K a�nement équivalent à Ǩ par une transformation F , on dé�nit un projeteur Π tel que, pourtoutes fontions ǔ ∈Hs+1(Ǩ) et u ∈Hm(K) telles que ǔ = u ○ F ,
ˇ(Πu) = Π̌ǔIl existe alors une onstante C(Π̌, Ǩ) > 0 telle que

∀u ∈Hs+1(K), ∣∣u −Πu∣∣m,K ⩽ C(Π̌, Ǩ)hK
s+1−m ∣u∣s+1,K .Preuve. On utilise le théorème 3.1.4 de Ciarlet [14℄ ave p = q = 2. Pour 0 ⩽ k ⩽m, on a

∀u ∈Hs+1(K), ∣u −Πu∣k,K ⩽ Ck(Π̌, Ǩ) hK
s+1

ρK
k
∣u∣s+1,K .En utilisant la propriété du maillage 3.2.3, on obtient

∀u ∈Hs+1(K), ∣u −Πu∣k,K ⩽ σCk(Π̌, Ǩ)hK
s+1−m ∣u∣s+1,K .Pour hK su�samment petit, on a

σ ∑
0⩽k⩽m

Ck(Π̌, Ǩ)hK
s+1−m ⩽ C(Π̌, Ǩ)hK

s+1−md'où le résultat ave la norme Hm. ◻Dé�nition 3.2.4 Soit Ih ∈ L(Hr+1(Ω),H1(Ω)) un opérateur tel que
∀uh ∈ Vh, Ihuh = uhet ∀u ∈ L2(Ω), ∣∣Ihu∣∣0,Ω ⩽ C0,Ω∣∣u∣∣0,Ω∀u ∈H1(Ω), ∣∣Ihu∣∣1,Ω ⩽ C1,Ω∣∣u∣∣1,ΩOn notera IK

h la restrition de Ih à un élément K.Remarque 3.2.5 L'interpolant de Clément onvient (voir par exemple Monk [55℄)Proposition 3.2.6 Pour u ∈Hr+1(Ω), il existe une onstante CΩ > 0 ne dépendant que de r telle que
∣∣u − Ihu∣∣1,Ω ⩽ CΩ h

r ∣∣u∣∣r+1,Ω.où h désigne la longueur aratéristique maximale sur tous les éléments K du maillage.Preuve. On a ∣∣u − Ihu∣∣21,Ω = ∑
K

∣∣u − IK
h u∣∣21,KPuisque Pr ⊂ PF

r , on a ∀p ∈ Pr(K), IK
h p = p'est à dire que l'on peut appliquer le lemme de Bramble-Hilbert 3.2.3 ave s = r,m = 1 et en hoisissant Ǩ = K − S1

hKqui est bien a�nement équivalent à K. On prend Π = IK
h , Π̌ se déduisant de Π par la transformation a�ne. Onobtient ainsi ∣∣u − IK

h u∣∣1,K ⩽ C(Ǐh, Ǩ)hK
r ∣u∣r+1,K .En utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwarz disrète et en notant CΩ =max

K
C(Ǐh, Ǩ) et h =max

K
hK , on a don

∣∣u − Ihu∣∣1,Ω ⩽ CΩ h
r ∣u∣r+1,Ω.Grâe à l'inégalité des normes 1.1.1, on obtient �nalement le résultat annoné. ◻Remarque 3.2.7 La onstante C(Ǐh, Ǩ) ne dépend don plus de hK et ρK, mais dépend néanmoins de la formede K, si bien que CΩ dépend toujours de la géométrie du maillage.La ondition max

K
CK borné est véri�ée dans le as d'un maillage périodique dans les études numériques quisuivront puisque le nombre de formes de haque type d'élément utilisé dans le maillage est �ni. Dans un as plusgénéral, on onjeture que l'aspet borné de CK est lié à l'existene d'une borne supérieure pour l'inverse de lamatrie jaobienne DF , omme dans le as des hexaèdres (Girault et Raviart [35℄).



Formule de quadrature et estimations d'erreur 613.2.4 Erreur de quadraturePuisque, d'après le lemme 3.2.6, même si les matries de masse et de rigidité étaient intégrées exatement,l'erreur globale serait en O(hr), on herhe don la formule de quadrature minimale qui nous permet d'avoir uneerreur de quadrature en O(hr) également.Dé�nition 3.2.8 Pour (vh,wh) ∈ PF
r et K ∈ Ω, on note l'erreur d'intégration sur un élément K

EK(vh,wh) = ∫
K
vh wh dxdy dz −∮

K
vhwh dxdy dz,où ∮

K
vhwh dxdy dz est l'intégrale approhée exate pour les polyn�mes de ∣̃T ∣Qm,m,n.Pour (vh,wh) ∈ Vh, l'erreur d'intégration sur Ω est

E(vh,wh) = ∑
K

EK(vh,wh).Pour s ⩾ 1, on dé�nit également πs ∈ L(Hs+1(K),H1(K)) le projeteur orthogonal sur Ps(K).3.2.4.1 Matrie de masseOn herhe tout d'abord l'erreur de quadrature ommise pour le alul de la matrie de masse.Lemme 3.2.9 Pour une formule de quadrature exate pour les polyn�mes de ∣̃T ∣Qm,m,n, on a
∀(vh,wh) ∈ PF

r , EK(vh,wh) = EK(vh − πpvh,wh − πqwh)pour m ⩾ r +max(p, q) + s1 et n ⩾ r +max(p, q) + s2, ave p + q ⩽ r.Preuve. On a
∀(vh,wh) ∈ PF

r , EK(vh − πpvh,wh − πqwh) = EK(vh,wh) −EK(vh, πqwh) −EK(πpvh,wh) +EK(πpvh, πqwh)On onsidère tout d'abord l'intégrale
∫

K
πpvhwh dxdy dz.Après hangement de variable, on obtient

∫
Q̃
∣̃T ∣∣̃DF ∣ (̃πpvh) w̃h dx̃dỹ dz̃.D'après les lemmes 3.1.2 et 3.1.1, on a ∣̃DF ∣(̃πpvh) w̃h ∈ Qp+r+s1,p+r+s1,p+r+s2

(x̃, ỹ, z̃), si bien que pour uneformule de quadrature exate pour les polyn�mes de ∣̃T ∣Qm,m,n, on a don
EK(πpvh,wh) = 0, (3.2.4)dès que m ⩾ r + p + s1 et n ⩾ r + p + s2.De la même manière, pour m ⩾ r + q + s1 et n ⩾ r + q + s2, on a
EK(vh, πqwh) = 0Lorsque m ⩾ r +max(p, q) + s1 et n ⩾ r +max(p, q) + s2, ave p + q ⩽ r, on a don

EK(πpvh, πqwh) = 0,e qui prouve le résultat avané. ◻Proposition 3.2.10 Pour une formule de quadrature exate pour les polyn�mes de ∣̃T ∣Qm,m,n

∀wh ∈ Vh, ∣E(Ihu,wh)∣ ⩽ C′Ω hr ∣∣u∣∣r+1,Ω ∣∣wh∣∣1,Ωave m ⩾ 2r − 2 + s1 et n ⩾ 2r − 2 + s2.



62 Formule de quadrature et estimations d'erreurPreuve. Soit wh ∈ Vh et vh = Ihu ∈ Vh. On a
∣E(vh,wh)∣ ⩽∑

K

∣EK(vh,wh)∣D'après le lemme 3.2.9 ave p = r − 2 et q = 0,
EK(vh,wh) = EK(vh − πr−2vh,wh − π0wh).pour une formule de quadrature exate au moins pour des polyn�mes de ∣T̃ ∣Q2r−2+s1 ,2r−2+s1 ,2r−2+s2

.La norme dé�nie par l'intégrale approhée est équivalente à la norme H1 ave une onstante CN lorsque lespoids de quadrature sont positifs, e qui est le as pour les quadratures utilisées ii. On a don
∣EK(u,u)∣ ⩽ (1 +C2

N) ∣∣u∣∣21,KSoit Cn =
√

1 +C2

N , en utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwarz, on obtient ainsi
∣EK(vh,wh)∣ ⩽ Cn ∣∣vh − πr−2vh∣∣0,K ∣∣wh − π0wh∣∣0,K .Comme wh ∈H1(K), le lemme de Bramble-Hilbert pour s = 0, m = 0 et Π = π0 donne

∣∣wh − π0wh∣∣0,K ⩽ Cw
K hK ∣∣wh∣∣1,KEn revanhe, puisque vh = IK

h u n'est a priori pas plus régulier que H1, on ne peut appliquer le lemme deBramble-Hilbert ave s = r diretement. On a ependant
∣∣vh − πr−2vh∣∣0,K = ∣∣IK

h u − πr−2I
K
h u∣∣0,K ⩽ ∣∣IK

h u − IK
h πr−2u∣∣0,K + ∣∣IK

h πr−2u − πr−2I
K
h u∣∣0,KLes interpolants IK

h et πr−2 sont bornés dans L2(K), on note don
∣∣IK

h u∣∣0,K ⩽ C0,h,K ∣∣u∣∣0,K∣∣πr−2u∣∣0,K ⩽ Cr−2,K ∣∣u∣∣0,KPuisque Pr−2 ⊂ PF
r , on a ∀u ∈ Hr+1(K), IK

h πr−2u = πr−2ud'où ∣∣vh − πr−2vh∣∣0,K ⩽ C0,h,K ∣∣u − πr−2u∣∣0,K +Cr−2,K ∣∣u − IK
h u∣∣0,KPour u ∈Hr+1, les deux normes sont traitées grâe au lemme de Bramble-Hilbert� ave s = r, m = 0 et Π = IK

h ∣∣u − IK
h u∣∣0,K ⩽ C0,K hK

r+1 ∣∣u∣∣r+1,K� ave s = r − 2 et m = 0 et Π = πr−2,
∣∣u − πr−2u∣∣0,K ⩽ Cu

Kh
r−1∣∣u∣∣r−1,K ⩽ Cu

K h
r−1
K ∣∣u∣∣r+1,KPour hK su�samment petit, il existe CK > 0 telle que

CnC
w
K (C0,h,KC

u
K hK

r +Cr−2,KC0,K hK
r+2) ⩽ CKhK

rOn a don ∀wh ∈ Vh, ∣EK(vh,wh)∣ ⩽ CK h
r
K ∣∣u∣∣r+1,K ∣∣wh∣∣1,KEn sommant sur les éléments et en prenant C′Ω =max

K∈Ω
CK et h =max

K∈Ω
hK , on obtient �nalement

∀wh ∈ Vh, ∣EK(vh,wh)∣ ⩽ C′Ω hr ∣∣u∣∣r+1,Ω ∣∣wh∣∣1,Ωe qui ahève la démonstration. ◻



Formule de quadrature et estimations d'erreur 633.2.4.2 Matrie de rigiditéOn herhe ensuite une estimation de l'erreur ommise pour le terme de rigidité de a.Proposition 3.2.11 Pour une formule de quadrature exate pour les polyn�mes de ∣̃T ∣Qm,m,n

∀wh ∈ Vh, ∣E(∇Ihu,∇wh)∣ ⩽ C”Ω h
r ∣∣u∣∣r+1,Ω∣∣wh∣∣1,Ωave m ⩾ 2r − 1 + t1 et n ⩾ 2r − 2 + t2.Preuve. Soit wh ∈ Vh et vh = Ihu ∈ Vh, on a

∣E(∇vh,∇wh)∣ ⩽∑
K

∣EK(∇vh,∇wh)∣Or, pour tout wh ∈ Vh, l'inégalité triangulaire donne
EK(∇Ihu,∇wh) = EK(∇Ihu −∇πru,∇wh) +EK(∇πru,∇wh)soit
EK(∇Ihu,∇wh) = EK(∇(Ihu − πru),∇wh) +EK(∇πru,∇wh)On a ∣EK(∇(Ihu − πru),∇wh)∣ ⩽ Cn∣∣∇(Ihu − πru)∣∣0,K ∣∣∇wh∣∣0,K'est à dire, en utilisant l'inégalité sur les normes,
∣EK(∇(Ihu − πrIhu),∇wh)∣ ⩽ Cn∣∣Ihu − πru∣∣1,K ∣∣wh∣∣1,KOr

πru = Ihπruet l'interpolant Ih est borné dans H1(K), 'est à dire qu'il existe C1,K > 0 telle que
∀u ∈ H1(K), ∣∣Ihu∣∣1,K ⩽ C1,K ∣∣u∣∣1,K .On a ainsi ∣EK(∇(Ihu − πru),∇wh)∣ ⩽ CnC1,K ∣∣u − πru∣∣1,K ∣∣wh∣∣1,KPour u ∈Hr+1, on peut utiliser le lemme de Bramble-Hilbert ave s = r, m = 1 et Π = πr et obtenir de la sorte
∣∣u − πru∣∣1,K ⩽ CK hK

r ∣∣u∣∣r+1,KOn a ainsi, en notant CK = CnC1,KCK

∣EK(∇(Ihu − πru),∇wh)∣ ⩽ CKhK
r∣∣u∣∣r+1,K ∣∣wh∣∣1,KOn traite à présent la partie EK(∇πru,∇wh). Soit une formule de quadrature exate pour les polyn�mes de∣̃T ∣Qm,m,n. En passant que l'élément de référene, on a

EK(∇πru,∇wh) = EK̂(∇̂πru, ∣DF ∣DF ∗−1∇̂wh)Or ∇πru ∈ P
3

r−1don ∇̂πru ∈ P
3

r−1En passant sur le ube unité, d'après le lemme 3.1.2, on obtient alors
̃̂∇πru ∈ Q

3

r−1D'après les lemmes 3.1.1 et 3.1.3, en sommant les degrés, on a �nalement� Hexaèdre et prisme : ∣̃DF ∣D̃F ∗−1∇̂w̃h ⋅̃̂∇πru ∈ Q2r� Pyramide : ∣̃DF ∣D̃F ∗−1∇̂w̃h ⋅̃̂∇πru ∈ Q2r,2r,2r−2



64 Formule de quadrature et estimations d'erreur� Tétraèdre : ∣̃DF ∣D̃F ∗−1∇̂w̃h ⋅̃̂∇πru ∈ Q2r−1,2r−1,2r−2Finalement, en utilisant les notations suivantesHexaèdre : t1 = 1, t2 = 2Prisme : t1 = 1, t2 = 2Pyramide : t1 = 1, t2 = 0Tétraèdre : t1 = 0, t2 = 0on peut érire
∣̃DF ∣D̃F ∗−1∇̂w̃h ⋅ ̃̂(∇πru) ∈ Q2r−1+t1 ,2r−1+t1,2r−2+t2'est à dire que EK(∇πru,∇wh) = 0 pour une formule de quadrature exate pour les polyn�mes de Q2r−1+t1,2r−1+t1,2r−2+t2 .En sommant sur les éléments et en prenant C”Ω =max

K∈Ω
CK et h =max

K∈Ω
hK , on obtient

∀wh ∈ Vh, ∣EK(∇Ihu,∇wh)∣ ⩽ C”Ω h
r ∣∣u∣∣r+1,Ω∣∣wh∣∣1,Ω

◻Remarque 3.2.12 Comme dans le as de l'erreur d'interpolation, on a utilisé le fait que, même si les onstantes
C(Π̌, Ǩ) qui apparaissent dans le lemme de Bramble-Hilbert dépendent de la forme de K, on peut borner max

K
C(Π̌, Ǩ).3.2.4.3 Estimation globale de l'erreur de quadratureOn peut à présent obtenir l'estimation d'erreur pour la quadrature.Proposition 3.2.13 Pour une formule de quadrature exate pour les polyn�mes de ∣̃T ∣Qm,m,n, on a

∀wh ∈ Vh, sup
wh∈Vh

∣(a − ah)(Ihu,wh)∣∣∣wh∣∣1,Ω

⩽ C hr ∣∣u∣∣r+1,Ωave m ⩾ 2r − 1 + t1, n ⩾ 2r − 2 + t2.Preuve. On note vh = Ihu. Pour une formule de quadrature exate pour les polyn�mes de ∣̃T ∣Qm,m,n, on utiliseles propositions 3.2.10 et 3.2.11 en prenant le résultat le plus restritif. En remarquant que, dans tous les as,
2r − 2 + s1 ⩽ 2r − 1 + t1 et 2r − 2 + s2 ⩽ 2r − 2 + t2, on a alors

∀wh ∈ Vh, ∣EK(vh,wh)∣ + ∣EK(∇vh,∇wh)∣ ⩽ C′Ω hr ∣∣u∣∣r+1,Ω ∣∣wh∣∣1,Ω +C”Ω h
r ∣∣u∣∣r+1,Ω∣∣wh∣∣1,Ωpour m ⩾ 2r − 1 + t1, n ⩾ 2r − 2 + t2.Soit C =max(C′Ω,C”Ω), on obtient alors

∀wh ∈ Vh, ∣(a − ah)(vh,wh)∣ ⩽ ∣EK(vh,wh)∣ + ∣EK(∇vh,∇wh)∣ ⩽ C hr ∣∣u∣∣r+1,Ω∣∣wh∣∣1,ΩLe résultat voulu est ainsi obtenu en divisant par ∣∣wh∣∣1,Ω pour wh ≠ 0 et en prenant le supremum sur Vh. ◻3.2.5 Estimation globaleOn peut à présent érire l'estimation globale.Theorème 3.2.14 Pour une formule de quadrature exate pour les polyn�mes de ∣̃T ∣Qm,m,n, ave m ⩾ 2r − 1 + t1et n ⩾ 2r − 2 + t2, l'estimation �nale est
inf

vh∈Vh

(∣∣u − vh∣∣1,Ω + sup
wh∈Vh

∣(a − ah)(vh,wh)∣∣∣wh∣∣1,Ω

) ⩽ Ch
r ∣∣u∣∣r+1,Ω.



Formule de quadrature et estimations d'erreur 65Preuve. En sommant les résultats respetifs des propositions 3.2.6 et 3.2.13, on obtient
∣∣u − Ihu∣∣1,Ω + sup

wh∈Vh

∣(a − ah)(Ihu,wh)∣∣∣wh∣∣1,Ω

⩽ Ch
r ∣∣u∣∣r+1,Ωoù C =max(CΩ,C).Or, puisque Ihu ∈ Vh, on a

inf
vh∈Vh

(∣∣u − vh∣∣1,Ω + sup
wh∈Vh

∣(a − ah)(vh,wh)∣∣∣wh∣∣1,Ω

) ⩽ ∣∣u − Ihu∣∣1,Ω + sup
wh∈Vh

∣(a − ah)(Ihu,wh)∣∣∣wh∣∣1,Ωd'où le résultat. ◻Remarque 3.2.15 Étant donné que l'inlusion Pr ⊂ PF
r est néessaire à l'appliation du lemme de Bramble-Hilbert, nous pensons que l'espae véri�ant ette inlusion est l'espae de dimension minimale permettant d'obtenirune erreur d'interpolation sur l'élément en O(hr) pour la norme H1 pour une solution su�samment régulière.
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68 Étude numérique des éléments ontinus4.1 Analyse de dispersion4.1.1 Rappels théoriquesOn onsidère l'équation de Helmholtz −ω2
u −∆u = 0.L'analyse de dispersion par une tehnique de type onde plane s'e�etue dans un milieu in�ni homogène sur unmaillage périodique, de préférene régulier. Elle onsiste en l'étude de l'équation harmonique onsidérée par desondes planes s'érivant

u(x, t) = u0(x)ei(kx−ωt)
, (4.1.1)ave

k = (kx, ky , kz) = (k cos θ cosφ,k sin θ cosφ,k sinφ),où θ et φ désignent les angles d'inidene de l'onde plane. La relation de dispersion onsiste à érire la relation quedoivent respeter la pulsation ω et le veteur d'onde k pour que u soit solution de l'équation ontinue. Dans le asde l'équation des ondes, la relation de dispersion est
ω

2 = ∣k∣2,
∣k∣ désignant le nombre d'onde.Une fois l'onde plane injetée dans le système � in�ni � (sur tout le maillage), on réduit le domaine de alul àune seule ellule périodique de taille h sur laquelle on impose des onditions de quasi-périodiité

u(x + h, y, z) = eikxh
u(x, y, z)

u(x, y + h, z) = eikyh
u(x, y, z)

u(x, y, z + h) = eikzh
u(x, y, z)On se ramène don à un système disret du type

(−ω2
Mh +Rh)U = 0où Mh et Rh sont alulées sur la ellule périodique.Il s'agit don de résoudre un problème aux valeurs propres pour la matrieM−1

h Kh. La valeur propre numériquela plus prohe de ∣k∣ est noté ωh qui est la pulsation approhée. L'analyse de la dispersion numérique du shémaonsiste �nalement en l'étude des variations de la vitesse de phase adimensionnelle qh dé�nie par
qh = ωh

ω
= ωh∣k∣ .Comme qh doit être prohe de 1, on peut érire

qh = 1 +C hp + o(hp),où p désigne l'ordre de dispersion du shéma numérique.On montre que ette quantité dépend de θ, φ et du paramètre adimensionnel K dé�ni par
K = nkh

2πr
,où h désigne le pas de maillage du motif périodique. L'ordre r donne ii une ertaine relativité aux résultats obtenuspar rapport à l'ordre, et le fateur n est le nombre de points par longueur d'onde que l'on souhaite avoir dans lemaillage pour K = 1.4.1.2 Résultats numériquesPour ette étude, on prend les élément nodaux dé�nis dans la setion 2.3.1. Dans notre as, le maillage périodiquein�ni est obtenu à partir d'une ellule prise omme un ube déoupé en un unique hexaèdre, deux prismes, deuxpyramides et deux tétraèdres (hybride), six pyramides ou six tétraèdres omme le montre la �gure 4.1.L'analyse a également été faite sur des ellules périodiques faites à partir de ubes déformés a�n de véri�erla onsistane de nos méthodes lorsque les éléments ne sont pas a�nes : la �gure 4.2 présente la ellule hybridedéformée utilisée.On obtient un ordre de dispersion de 2r, aussi bien pour les maillages ave éléments a�nes que pour les maillagesdéformés (voir Babuska et Osborn [4℄ pour le fateur 2), e qui oïnide ave les résultats d'estimation d'erreur
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Fig. 4.1 � Cellules utilisées pour réer un maillage périodique in�ni : prismes (en haut à gauhe), hybride (en hautà droite), pyramides (en bas à gauhe), tétraèdres (en bas à droite)

Fig. 4.2 � Motif périodique dans le as hybrides, ave des pyramides non a�nes (violet) et des tétraèdres (gris)
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Order 4Fig. 4.3 � Erreur de dispersion en éhelle logarithmique pour les éléments ontinus d'ordre 1 à 4 pour un maillagehybride déforméthéoriques obtenus préédemment. La ourbe en éhelle logarithmique de la �gure. 4.3 montre e résultat sur laellule hybride déformée, qui est le as le plus � di�ile �, pour les quatre premiers ordres.Les ourbes de dispersion pour les éléments réguliers d'ordre 1 à 3 sont présentées sur la �gure 4.4. Le tétraèdre,le prisme et la ellule hybride donnent des dispersions très prohes. Pour les éléments pyramidaux, l'approximationexate et l'approximation minimale donnent des résultats très prohes, l'élément le moins dispersif étant toujoursl'élément pyramidal. La même étude a été menée sur les éléments déformés, omme le montre la �gure 4.5, etmènent aux mêmes observations. Dans les deux as, la dispersion pour tous les éléments diminue lorsque l'onmonte en ordre.4.2 Étude de stabilité4.2.1 Condition CFLBien qu'utiliser les éléments �nis nodaux ontinus en régime temporel ne soit pas la méthode la plus e�ae,on souhaite étudier la ondition de stabilité de es éléments pour l'équation des ondes ave une disrétisation entemps par un shéma entré d'ordre deux. On onsidère là enore un maillage périodique in�ni.Pour tout shéma temporel, la ondition de Courant-Friedrihs-Lewy (CFL), pour laquelle on a la ondition destabilité ∆t ⩽ CFL h, est dé�nie par

CFL = α√
max
∣k∣⩽π

λ(M−1
h (k)Rh(k)) ,où α dépend du shéma de disrétisation en temps onsidéré. Pour un shéma entré d'ordre deux, α = 1. Lesmatries Mh(k) et Rh(k) sont les matries de masse et de rigidité dé�nies sur une ellule périodique, omme pourl'analyse de dispersion, et k le veteur d'onde.4.2.2 Résultats numériquesPour haque type d'élément, le tableau 4.1 donne la CFL obtenue jusqu'à l'ordre 4 sur des ellules régulières, etjusqu'à l'ordre 3 pour les ellules déformées. Pour les éléments pyramidaux, la CFL est reherhée ave la formulede quadrature (ξGJ2

k , ω
GJ2

k ) présentée dans la setion 3.1.3 du hapitre 3 pour l'intégration exate, et ave uneformule de quadrature de Gauss (ξG
k , ω

G
k ) pour l'intégration approhée.La ondition CFL des éléments pyramidaux est lairement plus élevée lorsque l'on onsidère l'intégration exateque lorsque l'on alule les intégrales ave la formule de Gauss (60% plus élevée en moyenne). De manière générale,
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Étude numérique des éléments ontinus 73Tab. 4.1 � Stabilité des éléments ontinus pour un maillage régulier et un maillage déforméMaillage régulier Maillage déforméÉlément Ordre 1 Ordre 2 Ordre 3 Ordre 4 Ordre 1 Ordre 2 Ordre 3Hexaèdre 0.28868 0.11785 0.06697 0.04264 0.28306 0.11296 0.06192Prisme 0.16666 0.07454 0.04426 0.02926 0.16390 0.07028 0.04120Pyramide IntExate 0.09682 0.04803 0.03083 0.02143 - - -Pyramide IntApprox 0.07217 0.03335 0.01985 0.01316 0.07142 0.03296 0.01962Hybride 0.14887 0.07251 0.04568 0.03191 0.14708 0.07056 0.04256Tétraèdre 0.11180 0.05975 0.03815 0.02669 0.01372 0.04978 0.02640pour tous les éléments, la CFL est plus basse dans le as des maillages déformés, et pour les deux types de maillage,la ondition CFL des di�érents types d'éléments se lasse alors omme suit
CFLHexa > CFLHybride > CFLPrisme > CFLTetra > CFLPyr−IntExacte > CFLPyr−IntApprox.Le fait que la CFL sur les maillages hybrides soit meilleure que elle obtenue sur les tétraèdres et les pyramidesonstitue un résultat assez surprenant qui peut s'expliquer par la taille des éléments, plus gros dans le as desmaillages obtenus à partir d'une ellule hybride. De e fait, il y a moins d'éléments dans la ellule hybride, donmoins de degrés de liberté.Remarque 4.2.1 Les CFL ont été véri�ées dans le as instationnaire.4.3 ConvergeneOn souhaite véri�er l'ordre de onvergene obtenu à l'aide de l'étude de dispersion. On onsidère l'équation deHelmholtz (voir équation 1.3.8) sur une avité ubique [−1,1]3 ave onditions de Dirihlet homogènes au bord.On prend ω = 1.92π et f est une soure gaussienne entrée à l'origine.On étudie la onvergene sur un maillage hybride ave des motifs similiaires à eux utilisés dans l'étude dedispersion et de stabilité.On trae l'erreur obtenue en norme H1 par rapport au pas du maillage h en éhelle log-log sur la �gure 4.6.On observe que l'erreur en norme H1 est en O(hr) omme nous l'avons démontré lors des estimations d'erreur, etl'erreur en norme L2 est en O(hr+1). En e�et, puisque le système hyperbolique est symétrique pour l'équation deHelmholtz, 'est à dire que le problème adjoint est également onsistant, on a une onvergene en O(hr+1) pour lanorme L2 (onséquene du lemme de Aubin-Nitshe, voir Ciarlet [14℄).Pour e as test, l'intégration utilisée pour les pyramides est elle ave r + 1 points de Gauss-Jaobi dans ladiretion z̃ et r + 1 points de Gauss dans les diretions x̃ et ỹ.4.4 Équation de Helmholtz sur un one-sphèreA�n de véri�er le bon fontionnement des éléments dans un maillage hybride, on présentera un as-test standardsur l'équation de Helmholtz pour lequel les résultats sont bien onnus.On onsidère la di�ration par un one-sphère de bord Γ plaé dans une boite parallélépipédique Σ

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−ω2

u − ∆u = 0 sur Ω

u = −uin sur Γ
∂u

∂n
= iω u sur Σ

(4.4.1)On onsidère le as où le hamp inident uin est une onde plane de type
u
in = ei k⋅x

,ave k le veteur d'onde valant ii (0,−ω,0), 'est à dire que l'onde arrive sur le one-sphère par la pointe.La solution numérique obtenue pour un maillage hybride ontenant plus d'un million de degrés de liberté etutilisant des éléments d'ordre 3 est donnée par la �gure 4.7. Sur un maillage hybride plus grossier ontenant 450000 ddls, on observe une erreur de 2.6% par rapport à ette solution de référene.
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Fig. 4.6 � Erreur en norme L2 (en haut) et en norme H1 (en bas) par rapport au pas du maillage h pour uneavité ubique ave di�érents ordres d'approximation. Maillage hybride ave des pyramides non-a�nes
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Fig. 4.7 � Partie réelle du hamp di�raté par le one-sphère sur un maillage hybride pour des éléments d'ordre 3Remarque 4.4.1 On voit nettement l'e�et de la ondition absorbante d'ordre 1 plaée sur Σ : en plaçant desPML, une ondition transparente ou une ondition absorbante d'ordre plus élevé, on aurait obtenu une solution àsymétrie de révolution.On lane la même simulation sur deux maillages di�érents (voir �gure 4.8) ave des éléments d'ordre 3. Onutilise volontairement des éléments droits et non des éléments ourbes pour prendre en ompte la géométrie. Ene�et, dans le as de maillages tétraédriques, la projetion du point milieu des arêtes sur la géométrie engendreparfois un élément dégénéré. Ce phénomène se retrouve don sur les maillages omposés de tétraèdres déoupés,alors que le problème de dégénéresene se onstate nettement moins pour les hexaèdres � normaux �.Le nombre de degrés de liberté utilisés et l'erreur en norme H1 par rapport à la solution de référene aluléesur un maillage hybride de 1 million de degrés de liberté sont présentés dans le tableau 4.2. On obtient don unepréision similaire ave 4 fois moins de degrés de liberté en utilisant un maillage hybride.Tab. 4.2 � Nombre de degrés de liberté et erreur en norme H1 par rapport à une solution de référene pour deuxtypes de maillages Type de maillage Nombre de ddl Erreur H1Tétras déoupés 1 077 000 ddls 9.0%Hybride 247 000 ddls 7.7%4.5 Remarques généralesLes maillages hybrides, lorsqu'ils onservent la géométrie (e qui n'est pas toujours le as des mailleurs duommere), permettent d'avoir un maillage très bien onditionné : les CFL sont plus élevées, e qui permet d'utiliserdes ∆t plus élevés, et les éléments sont plus gros, on a don moins de degrés de liberté. En outre, beauoup d'élémentssont a�nes, e qui permet, pour les hexaèdres, de ne stoker qu'un seul DF −1. En exploitant le aratère onstantdu jaobien, on peut également aélérer les aluls sur les prismes et les pyramides.
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Fig. 4.8 � Maillages utilisés pour l'ordre 3 : maillage hybride (en haut) et maillage hexaédrique (en bas) obtenuave des tétraèdres déoupés



Étude numérique des éléments ontinus 77Les fontions de base utilisant des frations rationnelles s'avèrent partiulièrement adaptées aux éléments �nispyramidaux, notamment en vertu de leur respet des onditions de restrition sur les faes de la pyramide, etdon de la ontinuité des fontions de base aux interfaes ave les autres types d'éléments. Contrairement à equ'a�rment Bluk et Walter [7℄, la présene d'un p�le au dénominateur ne pose pas de problème majeur dans leurmanipulation numérique, et les matries peuvent être intégrées de manière satisfaisante. Il est en outre possiblede remédier à la non dérivabilité des fontions de base à l'apex de la pyramide en imposant, omme le suggèreBedrosian [5℄, une valeur à la dérivée à l'apex de la pyramide (par exemple 0). On peut également prendre ommeélément de référene ube unité, puisque sur le ube, DF est polynomial. En ne prenant auun point de quadraturesur l'apex, le seul pb pouvant apparaitre est l'évaluation du gradient de la solution sur l'apex d'une pyramide dumaillage. Dans e as, imposer 0 pour les dérivées des fontions de base onduit à un jaobien non-inversible. Il estalors plus judiieux de prendre par exemple la limite quand z tend vers 1 en imposant x = y = 0, qui est l'optionque nous avons retenue.
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Chapitre 5Comparaison entre di�érentes méthodesNous omparons ii les éléments optimaux obtenus dans le hapitre 2 ave eux que l'onpeut trouver dans la littérature. On s'intéresse en partiulier aux éléments pyramidaux pourlesquels une omparaison numérique est également e�etuée.Sommaire5.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 805.2 Éléments pyramidaux dans la littérature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 805.2.1 Éléments nodaux à base rationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 805.2.2 Pyramides déoupées en tétraèdres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 805.2.3 Éléments hp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 815.3 Comparaison d'éléments pyramidaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 815.3.1 Comparaison théorique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 815.3.2 Comparaison numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 845.4 Comparaison nodal/hiérarhique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 855.4.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 855.4.2 E�aité du produit matrie-veteur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 855.4.3 Conditionnement des matries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88



80 Comparaison entre di�érentes méthodes5.1 IntrodutionPour les hexaèdres, l'utilisation de fontions nodales basées sur les points de Gauss-Lobatto permet de réduirede manière signi�ative le temps de alul et le stokage (Cohen et Fauqueux [19℄, Duru�é [28℄).Conernant les tétraèdres, on peut iter les travaux de Hesthaven et Teng [44℄ qui onstruisent des élémentstétraédriques en plaçant les degrés de liberté sur les � points életrostatiques � fournissant une bonne onstante deLebesgue. Les éléments tétraédriques que nous utilisons sont issus de es travaux.Les éléments �nis onstruits sur des prismes (en anglais � triangular prism � ou � wedge �) sont obtenus demanière lassique par la tensorisation d'un élément �ni triangulaire par un élément 1D (Lunéville [9℄, Ciarlet [14℄ et�olín [71℄). L'intérêt de la tensorisation étant de diminuer de manière importante les aluls de quadrature e�etuéspour l'évaluation des intégrales, ette propriété est don reherhée et exploitée dès que possible.L'obtention d'une base appropriée pour les pyramides étant un point déliat lors de leur onstrution, plusieursapprohes ont été onsidérées.5.2 Éléments pyramidaux dans la littérature5.2.1 Éléments nodaux à base rationnelleLa première approhe pour onstruire des éléments pyramidaux onsiste à utiliser des fontions de base ontenantdes frations rationnelles.� Bedrosian dans [5℄ propose des fontions de base rationnelles pour des approximations du premier et duseond ordre. Cependant, au seond ordre, Bedrosian n'ajoute pas de degré de liberté au entre de la faequadrangulaire de la pyramide, e qui interdit toute onformité ave les éléments hexaédriques du seondordre.� Douet [24℄ retrouve les fontions de base de Bedrosian d'ordre 1. Zgainski et al. [76℄ onduisent des expérienesnumériques ave les fontions de Bedrosian et proposent une famille modi�ée de fontions de bases du seondordre, ajoutant ette fois un degré de liberté au entre de la base de la pyramide. Cependant, la fontionde base entrale ne satisfait pas la ondition lagrangienne ϕi(Mj) = δij , et la modi�ation n'améliore pasla préision puisque l'espae d'approximation généré par ette famille de fontions de base ne ontient pasl'espae P2. La même idée est reprise par Graglia et al. [38℄ qui parviennent à améliorer la préision ave leurpropre fontion de base entrale du seond ordre.� Chatzi et Preparata [13℄ introduisent une généralisation des fontions de base de Bedrosian à un ordrequelonque pour des degrés de liberté régulièrement distribués sur la pyramide, omme représenté sur la�gure 5.1. Malheureusement, les fontions de base proposées ne génèrent pas l'espae des polyn�mes dèsl'ordre 3, et ne sont don pas onsistantes.

Fig. 5.1 � Pyramide régulière d'ordre 35.2.2 Pyramides déoupées en tétraèdresLa seonde approhe onsiste à déouper la pyramide en tétraèdres a�n d'éviter d'utiliser des frations ration-nelles qui ont la réputation (disutable) d'être di�ile à utiliser, et d'utiliser des fontions de base polynomiales.� Au premier ordre, Wieners [74℄, Knabner et Summ [49℄, ainsi que Bluk et Walker [7℄ donnent une familleonsistante de fontions de base qui permet d'assurer la onformité ave les hexaèdres et les tétraèdres, endéoupant une pyramide en deux tétraèdres. Wieners propose une famille de fontions de base du seondordre, et des fontions de base d'ordre élevé sont proposées par Bluk et Walker. Cependant, les espaes



Comparaison entre di�érentes méthodes 81d'approximation générés par es familles d'ordre élevé ne ontiennent pas les espaes d'approximation d'ordreplus bas, e qui onduit à des méthodes non onsistantes pour des ordres élevés dans le as de pyramides nona�nes. De plus, ette méthode néessite des formules de quadrature oûteuses sur haque tétraèdre.� Liu et al. [51℄ proposent une version symétrisée des fontions de base de Wieners, mais ette modi�ationn'améliore qu'à peine la préision de la méthode originale.5.2.3 Éléments hpUne autre méthode populaire pour les éléments �nis est l'approhe hp (Szabó et Babu²ka [68℄), ave par exemple�olín et al. [71℄ pour les hexaèdres, les tétraèdres et les prismes. Plusieurs artiles étendent le onept d'élément�ni hp aux éléments pyramidaux.� Warburton [72℄, Sherwin [65℄, Sherwin et al. [66℄, ainsi que Karniadakis et Sherwin [47℄ proposent une famillede fontions de bases tensorielles pour tous les types d'éléments à partir de la dégénéresene d'un ube.Pour les tétraèdres, les hexaèdres et les prismes, les espaes d'approximation générés par es familles sontles espaes lassiques. Pour les pyramides, les espaes d'approximation proposés permettent d'obtenir uneonvergene optimale dans le as de pyramides a�nes, mais onernant les pyramides déformées, e n'estplus le as au delà de l'ordre deux. De plus, la transition ontinue entre les pyramides et les autres typesd'éléments n'est pas possible dans le as général de maillages non struturés ar les fontions proposées nesont pas invariantes par rotation.� Nigam and Phillips [58℄ proposent un autre espae d'approximation en utilisant une pyramide in�nie ommeélément de référene. Ave l'espae d'approximation obtenu, la préision est onservée, mais la dimension del'espae pourrait être réduite. Dans un artile ultérieur [59℄, ils proposent une orretion de leur espae initialpour obtenir une dimension optimale.� Demkowiz et al. [23℄ et Zaglmayr [75℄ proposent la onstrution de fontions de base partiellement orthogo-nales pour les tétraèdres, les hexaèdres et les prismes, et utilisent la dégénéresene du ube pour onstruireun espae d'approximation qui préserve la préision optimale, ave une dimension égale à elle de Nigam etPhillips [59℄.5.3 Comparaison d'éléments pyramidaux5.3.1 Comparaison théorique
● Les fontions de base nodales présentées dans le hapitre 2 sont les mêmes que elles proposées par Bedrosian[5℄, Zgainski et al. [76℄, ainsi que Chatzi et Preparata [13℄ à l'ordre 1. À l'ordre 2, e sont les mêmes que elles deGraglia et al. [38℄, et sont totalement nouvelles pour les ordres supérieurs.
● L'espae d'approximation Cr d'ordre r sur le ube unité Q̃ dé�ni dans la proposition 2.2.8 est le même que eluiproposé par Zaglmayr, itée dans [23℄, et Nigam et Phillips dans leur seond artile [59℄.Proposition 5.3.1 Le sous espae C0

r de Cr dont la trae est nulle sur la frontière de Q̃ est
C

0

r (x̃, ỹ, z̃) = (1 − z̃)2 x̃(1 − x̃) ỹ(1 − ỹ) z̃ C̃r−3.Preuve. Les fontions de base s'annulent de manière évidente sur la frontière de Q̃, et appartiennent à Cr. Ladimension de l'espae est dim Cr−3 = 1

6
(r − 1)(r − 2)(2r − 3) = ni, e qui ahève la preuve de la proposition. ◻

● On dé�nit la transformation T̄ de la pyramide in�nie Q̄ vers le ube unité Q̃.
T̄ ∶
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x̃ = x̄
ỹ = ȳ
z̃ = z̄

1 + z̄ .
(5.3.1)Proposition 5.3.2 L'espae d'approximation Ur proposé par Nigam et Phillips dans [58℄ sur la pyramide in�nie

Q̄ véri�e
Ur ⊃ Cr ○ T̄ ,et ontient plus de degrés de liberté que Cr puisquedim Ur = 1 + 3k + k3 > dim Cr.



82 Comparaison entre di�érentes méthodesLe sous espae U0

r de Ur dont la trae est nulle sur le bord de l'élément est
U

0

r (x̄, ȳ, z̄) = { x̄(1 − x̄)ȳ(1 − ȳ)z̄(1 + z̄)r u(x̄, ȳ, z̄), u ∈ Q
r−2(x̄, ȳ, z̄)} ,et si l'on remplae Ur

0 par C0

r ○ T̄ , on obtient l'espae optimal
Ūr = Cr ○ T̄ .Preuve. On utilise la transformation (5.3.1) pour traiter les fontions de base suivantes (les autres pouvant êtreobtenues de manière similaire par symétrie)Pour les sommets : (1 − x̄)(1 − ȳ)(1 + z̄)r ○ T̄ −1 = (1 − x̃)(1 − ỹ)(1 − z̃)r ∈ Cr.Pour l'apex : z̄

r

(1 + z̄)r ○ T̄ −1 = z̃r ∈ Cr.Pour une arête vertiale :
{(1 − x̄)(1 − ȳ)z̄a

(1 + z̄)r , 1 ⩽ a ⩽ r − 1} ○ T̄ −1 = {(1 − x̃)(1 − ỹ)(1 − z̃)r−a
z̃

a
, 1 ⩽ a ⩽ r − 1} ⊂ Cr.Pour une arête de la base :

{(1 − x̄)(1 − ȳ)x̄a

(1 + z̄)r , 1 ⩽ a ⩽ r − 1} ○ T̄ −1 = {(1 − x̃)(1 − ỹ)x̃a(1 − z̃)r, 1 ⩽ a ⩽ r − 1} ⊂ Cr.Pour une fae triangulaire : {(1 − x̄)(1 − ȳ)x̄a
z̄

b

(1 + z̄)r , a, b ⩾ 1, a + b ⩽ r − 1} ○ T̄ −1 =
{(1 − x̃)(1 − ỹ)x̃a(1 − z̃)r−b

z̃
b
, 1 ⩽ a + b ⩽ r − 1} ⊂ Cr.Pour la base :

{(1 − x̄)(1 − ȳ)x̄a
ȳ

b

(1 + z̄)r , 1 ⩽ a, b ⩽ r − 1} ○ T̄ −1 = {(1 − x̃)(1 − ỹ)x̃a
ỹ

b(1 − z̃)r, 1 ⩽ a, b ⩽ r − 1} ⊂ Cr.Pour l'intérieur :
{ x̄(1 − x̄)ȳ(1 − ȳ)z̄(1 + z̄)r u(x̄, ȳ, z̄), u ∈ Q

r−2(x̄, ȳ, z̄)} ○ T̄ −1 =
{x̃i+1(1 − x̃)ỹj+1(1 − ỹ)z̃k+1(1 − z̃)r−k−1

, 0 ⩽ i, j, k ⩽ r − 2} ⊃ C0

r .Le sous espae de Ur de trae nulle au bord de l'élément est
U

0

r = { x̄(1 − x̄)ȳ(1 − ȳ)z̄(1 + z̄)r u(x̄, ȳ, z̄), u ∈ Q
r−2(x̄, ȳ, z̄)}dont la dimension est dim U

0

r = dim Qr−2 = (r − 1)3.Puisqu'il y a nf = 3r
2 + 2 fontions de base assoiées à la frontière, on adim Ur = 3r

2 + 2 + (r − 1)3 = 1 + 3r + r3 > dim Cr.Si l'on remplae U0

r par C0

r ○ T̄ , le nouvel espae d'approximation Ūr véri�edim Ūr = dim Cr,et
Ūr ⊃ Cr ○ T̄ ,i.e. il y a égalité entre les deux espaes. ◻

● On dé�nit la transformation ÌT du ube ÌQ(a, b, c) = [−1,1]3 vers le ube unité Q̃
ÌT ∶
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x̃ = 1 + a
2

ỹ = 1 + b
2

z̃ = 1 + c
2

.

(5.3.2)



Comparaison entre di�érentes méthodes 83Proposition 5.3.3 L'espae d'approximation Wr d'ordre r introduit par Warburton [72℄ sur le ube [−1,1]3 n'estpas optimal en termes de dimension.Le sous espae de Wr dont la trae est nulle à la frontière de l'élément est
W

0

r ○ ÌT −1 = {x̃(1 − x̃)ỹ(1 − ỹ)z̃(1 − z̃)2 u(x̃, ỹ, z̃), u ∈ Pr−3(x̃, ỹ, z̃)} .En remplaçant W r
0 par C0

r ○ ÌT , et les fontions de base liées à la fae quadrangulaire par les fontions suivantes
{(1 − a

2
)(1 + a

2
)(1 − b

2
)(1 + b

2
)(1 − c

2
)max(i,j)+1

P
1,1
i−1(a)P 1,1

j−1(b), 1 ⩽ i, j ⩽ r − 1} ,on obtient l'espae optimal ÍWr = Cr ○ ÌT .Preuve. On utilise la transformation (5.3.2) pour traiter les fontions de base suivantes (les autres pouvant êtreobtenues de manière similaire par symétrie)Pour les sommets : {(1 − a
2
)(1 − b

2
)(1 − c

2
)} ○ ÌT −1 = (1 − x̃)(1 − ỹ)(1 − z̃) ∈ Cr.Pour l'apex : {1 + c

2
} ○ ÌT −1 = z̃ ∈ Cr.Pour une arête vertiale : {(1 − a

2
)(1 − b

2
)(1 − c

2
)(1 + c

2
) P 1,1

i−1(c), 1 ⩽ i ⩽ r − 1} ○ ÌT −1 =
{(1 − x̃)(1 − ỹ)(1 − z̃)z̃ P 1,1

i−1(2z̃ − 1), 1 ⩽ i ⩽ r − 1} ⊂ Cr.Pour une arête de la base :
{(1 − a

2
)(1 + a

2
)(1 − b

2
)(1 − c

2
)i+1

P
1,1
i−1(a), 1 ⩽ i ⩽ r − 1} ○ ÌT −1 =

{x̃(1 − x̃)(1 − ỹ)(1 − z̃)i+1 P 1,1
i−1(2x̃ − 1), 1 ⩽ i ⩽ r − 1} ⊂ Cr.Pour une fae triangulaire :

{(1 − a
2
)(1 + a

2
)(1 − b

2
)(1 − c

2
)i+1 (1 + c

2
)P 1,1

i−1(a)P 2i+1,1
j−1 (c), i + j ⩽ r − 1, i, j ⩾ 1} ○ ÌT −1 =

{(1 − x̃)x̃(1 − ỹ)(1 − z̃)i+1z̃ P 1,1
i−1(2x̃ − 1)P 2i+1,1

j−1 (2z̃ − 1), i + j ⩽ r − 1, i, j ⩾ 1} ⊂ Cr.Pour la base :
{(1 − a

2
)(1 + a

2
)(1 − b

2
)(1 + b

2
)(1 − c

2
)i+j+1

P
1,1
i−1(a)P 1,1

j−1(b), 1 ⩽ i, j ⩽ r − 1} ○ ÌT −1 =
{x̃(1 − x̃)ỹ(1 − ỹ)(1 − z̃)i+j+1

P
1,1
i−1(2x̃ − 1)P 1,1

j−1(2ỹ − 1), 1 ⩽ i, j ⩽ r − 1} ⊄ Cr.Pour l'intérieur :
{(1 − a

2
)(1 + a

2
)(1 − b

2
)(1 + b

2
)(1 − c

2
)i+j+1 (1 + c

2
) P 1,1

i−1(a)P 1,1
j−1(b)P 2i+2j+1,1

k−1 (c), i + j + k ⩽ r − 1, i, j, k ⩾ 1}○
ÌT −1 = {x̃(1 − x̃)ỹ(1 − ỹ)z̃(1 − z̃)i+j+1

P
1,1
i−1(2x̃ − 1)P 1,1

j−1(2ỹ − 1)P 2i+2j+1,1

k−1 (2z̃ − 1), i + j + k ⩽ r − 1, i, j, k ⩾ 1} ⊂
Cr.Le sous espae W 0

r de Wr de trae nulle au bord de l'élément est
W

0

r ○ ÌT −1 = {x̃(1 − x̃)ỹ(1 − ỹ)z̃(1 − z̃)2 u(x̃, ỹ, z̃), u ∈ Pr−3(x̃, ỹ, z̃)} ,dont la dimension est dim W
0

r = dim Pr−3 = (r − 2)(r − 1)r
6

.Comme il y a 3r
2 + 2 fontions de base assoiées à la frontière, on adim Wr = (r − 2)(r − 1)r

6
+ 3r

2 + 2 = (r + 1)(r + 2)(r + 3)
6

+ r2 < dim Cr.En remplaçant les fontions de base sur la fae quadrangulaire par les fontions suivantes
{(1 − a

2
)(1 + a

2
)(1 − b

2
)(1 + b

2
)(1 − c

2
)max(i,j)+1

P
1,1
i−1(a)P 1,1

j−1(b), 1 ⩽ i, j ⩽ r − 1} ○ ÌT −1 =
{x̃(1 − x̃)ỹ(1 − ỹ)(1 − z̃)max(i,j)+1

P
1,1
i−1(2x̃ − 1)P 1,1

j−1(2ỹ − 1) 1 ⩽ i, j ⩽ r − 1} ⊂ Cr,et W 0

r par C0

r ○ ÌT , l'espae d'approximation ÍWr obtenu véri�e
ÍWr ⊂ Cr ○ ÌT



84 Comparaison entre di�érentes méthodeset dim ÍWr = dim Cr,i.e. il y a égalité entre les deux espaes. ◻Remarque 5.3.4 Comme W1 = ÍW1 mais Wr ⊅ ÍW2, le fait d'utiliser Wr omme espae d'approximation pourles éléments pyramidaux nous assure de n'avoir qu'une onvergene d'ordre 1 en norme H1 pour les pyramidesnon-a�nes.5.3.2 Comparaison numériqueOn trae les ourbes de dispersion obtenues ave d'autres espaes d'éléments �nis pyramidaux dont il vientd'être question, 'est à dire eux de Sherwin et al. [66℄, Nigam et Phillips [58℄, Bluk et Walker [7℄. Les résultatssont présentés sur la �gure 5.2 pour les ordres 2 et 3. À l'ordre 1, toutes es méthodes donnent le même ordre deonvergene, 'est à dire en O(h2).

Fig. 5.2 � Erreur de dispersion pour di�érents types d'éléments aux ordres 2 et 3 sur un maillage hybride déformé� La dispersion obtenue ave l'espae proposé par Sherwin et al. est d'ordre 2 quel que soit l'ordre d'approxima-tion, puisque les fontions de base sur la base et à l'intérieur de la pyramide ne sont pas su�santes pour quel'espae d'approximation �nal ontienne l'espae optimal. Dans le as d'éléments a�nes, ependant, l'ordrede dispersion est bien 2r puisque l'espae d'approximation ontient au moins les polyn�mes.� La dispersion obtenue ave l'espae optimal est égale à elle obtenue pour le premier espae proposé parNigam et Phillips, e qui signi�e que les degrés de liberté qu'ils ajoutent ne sont pas néessaires puisqu'ilsn'augmentent pas la préision.� À l'ordre 2, il est lair que la méthode de Bluk et Walker n'est pas onsistante (dispersion d'ordre 0) puisquel'espae qu'ils proposent ne ontient pas leur espae d'ordre un. Cependant, la dispersion obtenue dans le asde pyramides a�nes est bien en O(h4) à l'ordre 2.Remarque 5.3.5 La mise en oeuvre de la méthode de Hesthaven [43℄ pour trouver des points � életrostatiques �minimisant un potentiel életrostatique a été envisagée pour les points intérieurs de la pyramide. Cependant, notreobjetif prinipal était d'obtenir des éléments ave une CFL la plus élevée possible : omme la CFL ne dépend que



Comparaison entre di�érentes méthodes 85de l'espae d'approximation et de la formule de quadrature utilisée, l'étude d'une autre on�guration des pointsintérieurs n'a pas été reusée.5.4 Comparaison nodal/hiérarhique5.4.1 IntrodutionOn onsidère l'équation de Helmholtz. Après disrétisation, on obtient une matrie de masseMh et une matriede rigidité Rh dé�nies par
Mh = ∫

Ω

ϕiϕj dx

Kh = ∫
Ω

∇ϕi ⋅ ∇ϕj dxoù les ϕi sont une base de l'espae d'approximation Vh et peuvent être soit� les fontions de base nodales� les fontions de base hiérarhiquesIl s'agit de onstruire la matrie −ω2
Mh + Rh. Pour ela, on peut faire le alul naïvement, soit un alul en

O(r9), ou essayer d'utiliser la struture des fontions de base pour aélérer les aluls. Pour ela, on va se servirde la déomposition des matries Mh et Rh issues du produit matrie-veteur rapide mis au point pas Duru�é [28℄pour les hexaèdres.5.4.2 E�aité du produit matrie-veteurComme il le sera détaillé le hapitre 7 sur Galerkin disontinu, on montre que l'on a la fatorisation suivantedes matries élémentaires Mh et Kh

Mh = Ĉ∗AĈ
Kh = Ŝ∗BŜoù A et B sont des matries respetivement diagonale et diagonale par blo, haque blo étant assoié à un pointde quadrature

Ak = ωk ∣DF ∣(ξ̂k)
Bk = ωk (∣DF ∣DF −1DF ∗−1)(ξ̂k)Les matries Ĉ et Ŝ sont quant à elles des matries indépendantes de la géométrie telles que

Ĉi,j = ϕ̂j(ξi)
Ŝi,j = ∇ϕ̂j(ξi)L'avantage de ette fatorisation est avant tout un gain en stokage, puisque l'on remplae le stokage de lamatrie initiale, en O(r6 ne), par le stokage des matries A et B, en O(r3 ne). En outre, en fontion des as, lesmatries Ĉ et Ŝ sont plus ou moins pleines.Dans le as nodal, on a� Hexaèdres : les fontions de base sont tensorisées et la formule de quadrature utilisée oïnide ave lespoints d'interpolation, i.e.

Ĉ = Iet Ŝ est reuse. La omplexité du produit matrie-veteur est alors en O(r4ne) et le oût de onstrution dela matrie est en O(r5ne) au lieu de O(r9ne).� Pyramides : les points de quadrature étant tensorisés, il est possible de aluler les dérivées sur le ubeunité. On a don de manière sous-jaente la fatorisation
Kh = Ĉ∗R̂∗B̃R̂Ĉave
R̂i,j = ∇̃ψ̃j(ξ̃i)où ψ̃j sont les polyn�mes d'interpolation de Lagrange assoiés aux points ξj

ψ̃j(x̃) =
∏
n≠j

x̃ − ξn

∏
n≠j

ξj − ξn



86 Comparaison entre di�érentes méthodesNéanmoins, la omplexité du produit ave Ĉ maintient la omplexité en O(r6ne), e qui rend l'algorithmeplus lent qu'en ayant stoké la matrie. Le oût de onstrution de la matrie reste en outre en O(r9ne).� Prismes : du fait de la tensorisation dans la diretion ez , la matries Ĉ est reuse, e qui onduit à uneomplexité en O(r5ne) pour le produit matrie-veteur, don un oût en O(r8ne) pour la onstrution de lamatrie.� Tétraèdres : Les matries Ĉ et Ŝ sont pleines, mais dans le as de tétraèdres droits, les matries élémentairessont préalulées, e qui aélère les aluls. Dans le as d'éléments ourbes, on a une omplexité en O(r6ne)pour le produit matrie-veteur et un oût en O(r9ne) pour la onstrution de la matrie.Conernant les fontions hiérarhiques, les fontions ont été onstruites de sorte qu'elles s'érivent sous formetensorisées sur le ube après passage par la transformation T pour tous les éléments. Comme il sera détaillé dansle hapitre 7, on a alors une fatorisation de la matrie Ĉ
Ĉ = Ĉ1Ĉ2Ĉ3où les matries Ĉ1, Ĉ2 et Ĉ3 sont reuses. La omplexité du produit matrie-veteur pour les fontions de basehiérarhiques est alors en O(r4ne) et le oût de onstrution de la matrie globale est en O(r7ne), e qui les rendplus attratives pour des ordres élevés.En faisant la fatorisation, on a ependant remplaé un produit-matrie veteur ave une matrie −ω2

Mh +Khpar un produit ave quatre matries, la matrie Ŝ étant de taille 3nr ×nr , don a priori trois fois plus volumineuseque C. Le oût de alul du produit matrie-veteur en utilisant ette fatorisation est don a priori au moins huitfois plus lent qu'en ayant stoké la matrie −ω2
Mh+Kh. En pratique, puisque des valeurs sont ajoutées au momentde l'assemblage, si bien que la matrie globale ontient moins d'entrées que la somme des entrées des matriesélémentaires. Ce gain de stokage induit un gain de temps supplémentaire.Les tableaux 5.1, 5.2, 5.3 et 5.4 présentent les résultats omparatifs obtenus pour les tétraèdres, les pyramides, lesprismes et les hexaèdres respetivement. Les temps de alul obtenus pour 100 itérations du COCG sur un maillageontenant un million de ddls pour des éléments non-a�nes sont indiqués pour les éléments nodaux et hiérarhiquesutilisant la fatorisation, et pour la méthode utilisant la matrie non fatorisée. La taille de la matrie est indiquéeentre parenthèse. Pour un million de ddls, 7 veteurs représentent 56 Mo (réel double préision), et on remarquebien que le gain de stokage est réalisé pour un ordre supérieur ou égal à 2.Sur les tableaux 5.1 et 5.2, on observe un temps de alul environ 15 fois plus lent pour les tétraèdres, et 12 foisplus lent pour les pyramides en utilisant la fatorisation. On onstate néanmoins qu'il est nettement plus e�aed'utiliser ette fatorisation sur les pyramides nodales. Conernant les prismes, ainsi que le montre le tableau 5.3,la fatorisation est plus e�ae à partir de l'ordre 5.Pour réapituler sur le temps de alul, on a omparé les approhes suivantes� Matrie stokée : Bien que le oût de stokage soit prohibitif sur des ordres élevés, le temps de alul restesouvent ompétitif� Fontions de base nodales : elles sont intéressantes pour r ≥ 5 sur les hexaèdres et les prismes. Il fautpréférer stoker la matrie pour les tétraèdres, et pour les pyramides, il est préférable de aluler les dérivéesvia le ube.� Fontions de base hiérarhiques : elles fournissent un algorithme rapide en O(r4), mais en pratique legain est intéressant pour r ≥ 6 (sauf pour les tétras).� Pour les hexaèdres, il est toujours préférable d'utiliser les fontions de base nodalesOn notera aussi que le as de l'équation de Helmholtz est le plus � pénalisant � ar sur d'autres équations oùle nombre d'inonnues salaires ns est plus élevé, le gain obtenu pour le produit matrie-veteur en utilisant lafatorisation sera plus important. En e�et, le stokage de la matrie est proportionnel à n2

s alors que les termesprépondérants du oût du produit matrie-veteur sont proportionnels à ns.
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Tab. 5.1 � Temps de alul pour 100 itérations du COCG sur un maillage ontenant un million de ddls et uniquement des tétraèdresr = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6 r = 7 r = 8 r = 9 r = 10Nodal 291s 251s 246s 525s 810s 967s 1281s 2058s 3516sHiérarhique 502s 368s 313s 316s 310s 321s 346s 344s 365sMatrie stokée 18.65s 27.36s 43.02s 53.84s 71.83s 93.2s 119.9s 152s 185.6sTab. 5.2 � Temps de alul pour 100 itérations du COCG sur un maillage ontenant un million de ddls et uniquement des pyramides non-a�nesr = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6 r = 7 r = 8 r = 9 r = 10Nodal 327s 388s 499s 725s 1021s 1487s 1918s 2789s 4345sNodal/Cube 263s 212s 247s 268s 336s 453s 529s 721s 1120sHiérarhique 285.6s 199.9s 182.5s 173.7s 183.7s 202.2s 193.9s 208.3s 238.3sMatrie stokée 26.2s 37.5s 54.9s 79.3s 112.9s 171.7s 233.9s 274.9s 358.8s(276 Mo) (487 Mo) (781 Mo) (1175 Mo) (1684 Mo) (2314 Mo) (3086Mo) (4025Mo) (5131Mo)Tab. 5.3 � Temps de alul pour 100 itérations du COCG sur un maillage ontenant un million de ddls et uniquement des prismes non-a�nesr = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6 r = 7 r = 8 r = 9 r = 10Nodal 171.9s 141.4s 108.3s 116.7s 124s 198.3s 143s 173.2s 193sHiérarhique 203.4s 140.2s 128s 115.2s 116.6s 120.5s 120.1s 131.9s 129sMatrie stokée 29.86s 44.6s 70.9s 97.9s 138.8s 187.3s 266.8s 331.4s 448.5s(327Mo) (593 Mo) (970 Mo) (1480 Mo) (2149 Mo) (2971 Mo) (3985 Mo) (5239 Mo) (6716 Mo)Tab. 5.4 � Temps de alul pour 100 itérations du COCG sur un maillage ontenant un million de ddls et uniquement des hexaèdres non-a�nesr = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6 r = 7 r = 8 r = 9 r = 10Nodal 77.3s 53.7s 48.7s 42.5s 44.6s 41.8s 42.3s 43.3s 46sHiérarhique 98.5s 73s 63.9s 61.5s 61.8s 62.7s 77s 66.2s 67.9sMatrie stokée 22.2s 32.3s 45.4s 60.9s 78.6s 98.5s 119.7s 147.6s 171.1s(266 Mo) (431 Mo) (636 Mo) (881 Mo) (1170 Mo) (1490 Mo) (1852 Mo) (2266 Mo) (2717 Mo)



88 Comparaison entre di�érentes méthodes5.4.3 Conditionnement des matriesUne problématique onerne le onditionnement des matries, a�n d'avoir des algorithmes itératifs performants.Ce problème n'est bien sûr pas ruial dans le sens où il est en général néessaire d'utiliser un préonditionneura�n d'obtenir des performanes raisonnables et, souvent, atténuer fortement le mauvais onditionnement initial.Sur la �gure 5.3, on montre le onditionnement de la matrie de masse pour les di�érents éléments ave lesfontions de base nodales et hiérarhiques. On remarque que les fontions de base nodales fournissent un ondi-tionnement nettement meilleur que les fontions de base hiérarhiques pour les matries de masse et de rigidité.
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Comparaison entre di�érentes méthodes 89On étudie le as de la di�ration d'une sphère de rayon 3 (voir setion 14.1, �gure 14.1) et on ompare lenombre d'itérations néessaire pour avoir un résidu relatif inférieur à 10
−6 pour une maillage hybride. Le tableau5.5 résume les résultats observés. On observe sans surprise que le nombre d'itérations augmente ave l'ordre, et qu'ilest beauoup plus élevé pour les fontions de base hiérarhiques. Ce n'est ependant pas en soit problématique,puisque souvent es disparités peuvent être gommées par le préonditionneur employé.Tab. 5.5 � Nombre d'itérations pour BICGCR sans préonditionnement pour la di�ration d'une sphère. Maillagehybride ontenant 500 000 degrés de libertér = 2 r= 3 r=4 r=5 r=6 r=7Nodal 1 162 2 000 3 078 5 676 10 076 17 952Hiérarhique 2 144 5 939 17 290 50 742 > 107 620 > 200 000
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Troisième partieÉléments �nis orthogonaux pour une formulationdisontinue





Chapitre 6Éléments �nis orthogonaux d'ordre arbitrairement élevéDans ette partie, nous nous intéressons à des éléments adaptés aux méthodes de Galerkindisontinues. Nous dé�nissons tout d'abord des éléments permettant d'obtenir une matriede masse la plus reuse possible. Nous présentons ensuite un proédé utilisant les propriétésdes fontions de base des éléments et permettant de diminuer le oût de alul de la matriede masse en réduisant le nombre d'évaluations d'intégrales par formules de quadrature.Sommaire6.1 Problématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 946.2 Fontions de base orthogonales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 946.2.1 Base pour éléments non a�nes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 946.2.2 Base pour éléments a�nes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 956.3 Constrution de la matrie de masse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 956.3.1 Hexaèdres et éléments a�nes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 956.3.2 Algorithme rapide pour les pyramides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 956.3.3 Algorithme rapide pour les prismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97



94 Éléments �nis orthogonaux d'ordre arbitrairement élevé6.1 ProblématiqueL'espae d'approximation Vh d'ordre r est dé�ni par
Vh = {u ∈ (L2(Ω))ns tel que u∣K ○ F ∈ P̂r(x̂, ŷ, ẑ)}où F est la transformation permettant de passer d'un élément K du maillage à un élément de référene K̂ et lesespaes P̂r sont les espaes d'approximations sur K̂.Comme dans le as H1, on prend la transformation F et les éléments de référene K̂ donnés par la dé�nition2.1.1. Pour les mêmes raisons que pour H1, on a besoin d'avoir Pr ⊂ PF

r pour avoir des estimations d'erreur en
O(hr) en norme L2 : on hoisit don de prendre les P̂r omme donnés par le théorème 2.2.3.Remarque 6.1.1 Comme le rappelle Hartmann [42℄, si l'adjoint est onsistant, e qui est le as si le système estsymétrique, on a même une onvergene en O(hr+1) en norme L2.Puisque la CFL ne dépend pas du hoix de la base de l'espae d'approximation (voir Cohen [17℄), on peutonsidérer plusieurs types de bases de P̂r pour les éléments. Par un hoix judiieux des fontions de base, onsouhaite minimiser le stokage, le oût de alul des matries de masse élémentaires et du produit matrie-veteur.Les fontions nodales ont ependant l'avantage de restreindre l'évaluation des intégrales de bord aux degrés deliberté assoiés à la frontière des éléments, mais la matrie de masse obtenue ave es fontions est pleine, toutomme elle obtenue ave des fontions de base monomiales. La struture des polyn�mes orthogonaux utilisés parKirby et al. [48℄ et des fontions de la proposition 2.3.3 permet de reuser la matrie de masse, qui est mêmeégale à l'identité dans le as d'éléments a�nes, et l'utilisation de fontions de base tensorisées, ou même semi-tensorisées induit également un produit-matrie veteur rapide. On va don proposer des fontions orthogonalessemi-tensorisées reusant au maximum la matrie de masse.6.2 Fontions de base orthogonales6.2.1 Base pour éléments non a�nesOn rappelle que, d'après le théorème 2.2.3, l'espae d'approximation optimal est di�érent selon que l'élément esta�ne ou non. Dans un premier temps, on traite le as des éléments non-a�nes. On dé�nit une base orthogonale de
P̂r dans l'esprit de elle de la proposition 2.3.3 pour les éléments ontinus, mais adaptée aux éléments disontinus.Proposition 6.2.1 Les fontions de base suivantes forment une base orthogonale de l'espae P̂r dans le as d'élé-ments non-a�nes� Hexaèdre

ϕ̂
G
i1
(x̂) ϕ̂G

i2
(ŷ) ϕ̂G

i3
(ẑ), 0 ⩽ i1, i2, i3 ⩽ r,où

ϕ̂
G
i (x̂) =

∏
j≠i

x̂ − ξG
j

∏
j≠i

, ξ
G
i − ξG

j

,� Prisme
P

0,0
i1
( 2x̂

1 − ŷ − 1) (1 − ŷ)i1P 2i1+1,0
i2

(2ŷ − 1)ϕG
i3(ẑ), 0 ⩽ i1 + i2, i3 ⩽ r,� Pyramide

P
0,0
i1
( x̂

1 − ẑ )P 0,0
i2
( ŷ

1 − ẑ ) (1 − ẑ)max(i1,i2)P
2max(i1,i2)+2,0

i3
(2ẑ − 1),

0 ⩽ i1, i2 ⩽ r, 0 ⩽ i3 ⩽ r −max(i1, i2),Les P i,j
m (x) sont les polyn�mes de Jaobi orthonormalisés d'ordre m, orthogonaux pour les poids (1 − x)i(1 + x)j,et les ξG

j sont les points de Gauss-Legendre sur [0,1] (f Hammer, Marlowe et Stroud [41℄).Preuve. La preuve est similaire à elle de la proposition 2.3.3.Remarque 6.2.2 La di�érene ave la base orthogonale de la proposition 2.3.3 est que l'on utilise les fontionsd'interpolation de Lagrange ave points de Gauss, et non plus de Gauss-Lobatto sur les hexaèdres et les prismes.



Éléments �nis orthogonaux d'ordre arbitrairement élevé 956.2.2 Base pour éléments a�nesD'après le théorème 2.2.3), lorsque les éléments sont a�nes, on peut utiliser P̂r = Pr.Proposition 6.2.3 Les fontions de base suivantes forment une base orthogonales de l'espae PrPour 0 ⩽ i1 + i2 + i3 ≤ r,� Hexaèdre
P

0,0
i1
(2 x̂ − 1)P 0,0

i2
(2 ŷ − 1)P 0,0

i3
(2 ẑ − 1),� Prisme

P
0,0
i1
( 2x̂

1 − ŷ − 1) (1 − ŷ)i1P 2i1+1,0
i2

(2ŷ − 1)P 0,0
i3
(2ẑ − 1),� Pyramide

P
0,0
i1
( x̂

1 − ẑ )P 0,0
i2
( ŷ

1 − ẑ )(1 − ẑ)i1+i2P
2(i1+i2)+2,0

i3
(2ẑ − 1),� Tétraèdre

P
0,0
i1
( 2x̂

1 − ŷ − ẑ − 1)P 2i1+1,0
i2

( 2ŷ

1 − ẑ − 1) (1 − ŷ − ẑ)i1P 2(i1+i2)+2,0

i3
(2ẑ − 1) (1 − ẑ)i2 .Preuve. La preuve est similaire à elle de la proposition 2.3.3.6.3 Constrution de la matrie de masse6.3.1 Hexaèdres et éléments a�nesDans le as des hexaèdres, de par la struture des fontions de base, on a ondensation de masse, don unematrie de masse diagonale. Conernant les tétraèdres et les éléments a�nes, le jaobien étant onstant, il est lairqu'en utilisant les fontions orthogonales de la proposition 6.2.3, la matrie est également diagonale.6.3.2 Algorithme rapide pour les pyramidesOn utilise les fontions de base de la proposition 6.2.1. Pour failiter les aluls, on érit les intégrales sur leube unité Q̃ grâe à la transformation T dé�nie par l'équation 2.1.2. On rappelle que la matrie de masse s'éritalors (f équation 2.2.9)

(Mh)i,j = 4∫
Q̃
M ∣̃DF ∣ ϕ̃i ϕ̃j (1 − z̃)2 dx̃dỹ dz̃,On traitera ii le as où M est onstante. Pour simpli�er les aluls, on prendra M = I .En rappelle en outre que, d'après le lemme 3.1.1, ∣̃DF ∣ peut s'érire

∣̃DF ∣ = A +B1(2x̃ − 1) +B2(2ỹ − 1) +C(2x̃ − 1)(2ỹ − 1).On rappelle la propriété des polyn�mes de Jaobi suivante (voir Szegö [69℄)Propriété 6.3.1
tP

i,j

k (t) = γi,j

k P
i,j

k+1(t) +αi,j

k P
i,j

k (t) + βi,j

k P
i,j

k−1(t), (6.3.1)où
α

i,j

k = −ai,j,k

(2k + i + j)(i2 − j2)
2k + i + j ,

β
i,j

k = bi,j,k

2(k + i)(k + j)(2k + i + j + 2)
2k + i + j ,

γ
i,j

k = ci,j,k2(k + 1)(k + i + j + 1),et où ai,j,k, bi,j,k et ci,j,k sont les oe�ients d'orthonormalisation des polyn�mes de Jaobi P i,j

k .En utilisant la propriété 6.3.1, on déompose alors la matrie de masse omme suit, pour tout i = (i1, i2, i3),
1 ⩽ i ⩽ nr et pour tout j3, 0 ⩽ j3 ⩽ r dépendants de la numérotation



96 Éléments �nis orthogonaux d'ordre arbitrairement élevé� Terme en A
4∫

Q̃
ϕ̃iϕ̃j (1 − z̃)2 dx̃ dỹ dz̃ =

∫
1

0

P
0,0
i1
(2x̃ − 1)P 0,0

j1
(2x̃ − 1) dx̃´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

δi1j1

∫
1

0

P
0,0
i2
(2ỹ − 1)P 0,0

j2
(2ỹ − 1) dỹ´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

δi2j2

4∫
1

0

(1 − ẑ)max(i1,i2)+max(j1,j2)+2P
2max(i1,i2)+2,0

i3
(2z̃ − 1)P 2max(j1,j2)+2,0

j3
(2z̃ − 1) dz̃´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

δi3j3

;� Terme en B1

4∫
Q̃
ϕ̃iϕ̃j (2x̃ − 1)(1 − z̃)2 dx̃ dỹ dz̃ =

∫
1

0

(2x̃ − 1)P 0,0
i1
(2x̃ − 1)P 0,0

j1
(2x̃ − 1) dx̃´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

γ
0,0
i1

δi1+1j1
+β

0,0
i1

δi1−1j1

∫
1

0

P
0,0
i2
(2ỹ − 1)P 0,0

j2
(2ỹ − 1) dỹ´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

δi2j2

4∫
1

0

(1 − ẑ)max(i1,i2)+max(j1,j2)+2P
2max(i1,i2)+2,0

i3
(2z̃ − 1)P 2max(j1,j2)+2,0

j3
(2z̃ − 1) dz̃´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C
i2,j2
i1,j1

(i3,j3)

;� Terme en B2

4∫
Q̃
ϕ̃iϕ̃j (2ỹ − 1)(1 − z̃)2 dx̃ dỹ dz̃ =

∫
1

0

P
0,0
i1
(2x̃ − 1)P 0,0

j1
(2x̃ − 1) dx̃´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

δi1j1

∫
1

0

(2ỹ − 1)P 0,0
i2
(2ỹ − 1)P 0,0

j2
(2ỹ − 1) dỹ´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

γ
0,0
i2

δi2+1j2
+β

0,0
i2

δi2−1j2

4∫
1

0

(1 − ẑ)max(i1,i2)+max(j1,j2)+2P
2max(i1,i2)+2,0

i3
(2z̃ − 1)P 2max(j1,j2)+2,0

j3
(2z̃ − 1) dz̃´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C
i2,j2
i1,j1

(i3,j3)

;� Terme en C
4∫

Q̃
ϕ̃iϕ̃j (2x̃ − 1)(2ỹ − 1)(1 − z̃)2 dx̃ dỹ dz̃ =

∫
1

0

(2x̃ − 1)P 0,0
i1
(2x̃ − 1)P 0,0

j1
(2x̃ − 1) dx̃´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

γ
0,0
i1

δi1+1j1
+β

0,0
i1

δi1−1j1

∫
1

0

(2ỹ − 1)P 0,0
i2
(2ỹ − 1)P 0,0

j2
(2ỹ − 1) dỹ´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

γ
0,0
i2

δi2+1j2
+β

0,0
i2

δi2−1j2

4∫
1

0

(1 − ẑ)max(i1,i2)+max(j1,j2)+2P
2max(i1,i2)+2,0

i3
(2z̃ − 1)P 2max(j1,j2)+2,0

j3
(2z̃ − 1) dz̃´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

C
i2,j2
i1,j1

(i3,j3)

.La matrie de masse peut don se aluler omme suit, pour tout i = (i1, i2, i3), 1 ⩽ i ⩽ nr et pour tout j3,
0 ⩽ j3 ⩽ r



Éléments �nis orthogonaux d'ordre arbitrairement élevé 97� Mh[i, i] = 4A� Mh[i, (i1 + 1, i2, j3)] = 4B1 γ
0,0
i1

C
i2,i2
i1,i1+1

(i3, j3)� Mh[i, (i1 − 1, i2, j3)] = 4B1 β
0,0
i1

C
i2,i2
i1,i1−1

(i3, j3)� Mh[i, (i1, i2 + 1, j3)] = 4B2 γ
0,0
i2

C
i2,i2+1
i1,i1

(i3, j3)� Mh[i, (i1, i2 − 1, j3)] = 4B2 β
0,0
i2

C
i2,i2−1
i1,i1

(i3, j3)� Mh[i, (i1 + 1, i2 + 1, j3)] = 4C γ
0,0
i1

C
i2,i2
i1,i1+1

(i3, j3)γ0,0
i2

C
i2,i2+1
i1,i1

(i3, j3)� Mh[i, (i1 + 1, i2 − 1, j3)] = 4C γ
0,0
i1

C
i2,i2
i1,i1+1

(i3, j3)β0,0
i2

C
i2,i2−1
i1,i1

(i3, j3)� Mh[i, (i1 − 1, i2 + 1, j3)] = 4C β
0,0
i1

C
i2,i2
i1,i1−1

(i3, j3)γ0,0
i2

C
i2,i2+1
i1,i1

(i3, j3)� Mh[i, (i1 − 1, i2 − 1, j3)] = 4C β
0,0
i1

C
i2,i2
i1,i1−1

(i3, j3)β0,0
i2

C
i2,i2−1
i1,i1

(i3, j3)La matrie de masse ontient don O(r4) valeurs non nulles au lieu de O(r6) dans le as d'une base nodale, etles intégrales C
i2,j2
i1,j1
(i3, j3) peuvent être préalulées. Le oût de alul de la matrie est don en O(r4).Pour inverser la matrie, on utilise une fatorisation de Cholesky LL∗. Pour améliorer le pro�l de la matrie demasse, et ainsi diminuer le stokage de la fatorisation LL∗, on peut utiliser un algorithme de renumérotation. Parexemple, à partir de notre premier hoix de numérotation, l'algorithme Symmetri Approximate Minimum Degreepermutations (symamd) développé par Amestoy et al. [1℄ nous donne les résultats de la �gure 6.1. Dans e as,pour l'ordre 2, le pro�l de la matrie est de 21% plus petit, 34% à l'ordre 3, 54% à l'ordre 5 et 70% à l'ordre 8.6.3.3 Algorithme rapide pour les prismesEn e qui onerne les prismes, d'après l'équation 2.2.8, la matrie de masse sur le ube unité Q̃ s'érit

(Mh)i,j = ∫
Q̃
(1 − ỹ) ∣̃DF ∣ϕ̃iϕ̃j dx̃dỹdz̃et, d'après le lemme 3.1.1, le jaobien s'érit sous la forme

∣̃DF ∣(x̃, ỹ, z̃) = (A +B3z̃ +Dz̃2) + (B1 +C1z̃) x̃(1 − ỹ) + (B2 +C2z̃) ỹ.Comme pour la pyramide, on utilise les bases orthogonales de la proposition 6.2.1 et la propriété 6.3.1 pourdéomposer le alul de la matrie de masse selon les termes du jaobien. Ainsi, pour tout i = (i1, i2, i3) et j =(j1, j2, j3) dépendants de la numérotation, on a� Terme en A +B3z̃ +Dz̃2 :
∫

Q̃
(A +B3z̃ +Dz̃2) ϕ̃iϕ̃j (1 − ỹ) dx̃dỹdz̃ = ∫

1

0

P
0,0
i1
(2x̃ − 1)P 0,0

j1
(2x̃ − 1) dx̃´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

δi1j1

∫
1

0

(1 − ỹ)i1+j1+1P
2i1+1,0
i2

(2ỹ − 1)P 2j1+1,0
j2

(2ỹ − 1) dỹ´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
δi2j2

∫
1

0

(A +B3z̃ +Dz̃2)ϕG
i3(z̃)ϕG

j3(z̃) dz̃´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ωi3
(A+B3ξi3

+Dξ2

i3
)δi3j3

ave une formule de quadrature de Gauss� Terme en B1 +C1z̃ :
∫

Q̃
(B1 +C1z̃) x̃ (1 − ỹ) ϕ̃iϕ̃j dx̃dỹdz̃ = ∫

1

0

x̃ P
0,0
i1
(2x̃ − 1)P 0,0

j1
(2x̃ − 1) dx̃´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

1
2 (γ0,0

i1
δi1+1j1 + δi1j1 + β0,0

i1
δi1−1j1)

∫
1

0

(1 − ỹ)i1+j1+2P
2i1+1,0
i2

(2ỹ − 1)P 2j1+1,0
j2

(2ỹ − 1) dỹ´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
C

i2,j2
i1,j1

∫
1

0

(B1 +C1z̃)ϕG
i3(z̃)ϕG

j3(z̃) dz̃´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ωi3
(B1+C1ξi3

)δi3j3
ave une formule de quadrature de Gauss



98 Éléments �nis orthogonaux d'ordre arbitrairement élevé

Fig. 6.1 � Pro�l de la matrie de masse ave des éléments pyramidaux d'ordre 2, 3, 5 et 8 avant (gauhe) et après(droite) renumérotation par un algorithme symamd



Éléments �nis orthogonaux d'ordre arbitrairement élevé 99� Terme en B2 +C2z̃ :
∫

Q̃
(B2 +C2z̃) ỹ (1 − ỹ) ϕ̃iϕ̃j dx̃dỹdz̃ = ∫

1

0

P
0,0
i1
(2x̃ − 1)P 0,0

j1
(2x̃ − 1) dx̃´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

δi1j1

∫
1

0

ỹ (1 − ỹ)i1+j1+1 P
2i1+1,0
i2

(2ỹ − 1)P 2j1+1,0
j2

(2ỹ − 1) dỹ´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
1
2
(γ2i1+1,0

i2
δi2+1j2 + (α2i1+1,0

i2
+ 1)δi2j2 + β2i1+1,0

i2
δi2−1j2)

∫
1

0

(B2 +C2z̃)ϕG
i3(z̃)ϕG

j3(z̃) dz̃´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ωi3
(B2+C2ξi3

)δi3j3
ave une formule de quadrature de GaussLa matrie de masse se remplit alors omme suit, pour tout i = (i1, i2, i3)� M[i, i] = ωi3 (A + (B2 + ξi3C2)

2
(α2i1+1,0

i2
+ 1) + ξi3B3 + ξ2i3D)� M[i, (i1, i2 + 1, i3)] = ωi3

(B2 + ξi3C2)
2

γ
2i1+1,0
i2� M[i, (i1, i2 − 1, i3)] = ωi3

(B2 + ξi3C2)
2

β
2i1+1,0
i2et pour tout j2� M[i, (i1, j2, i3)] = ωi3

(B1 + ξi3C1)
2

C
i2,j2
i1,i1
(i3, i3)� M[i, (i1 + 1, j2 , i3)] = ωi3

(B1 + ξi3C1)
2

γ
0,0
i1

C
i2,j2
i1,i1+1

(i3, i3)� M[i, (i1 − 1, j2 , i3)] = ωi3

(B1 + ξi3C1)
2

β
0,0
i1

C
i2,j2
i1,i1−1

(i3, i3)Comme pour la pyramide, les intégrales 1D peuvent être préalulées, si bien que le oût �nal de la onstrutionde la matrie de masse est en O(r4).Du fait de la tensorisation et de la ondensation de masse en z, la matrie de masse est diagonale par blos pourhaque élément, y ompris dans le as d'éléments nodaux pour lesquels le nombre de valeurs non nulles dans mamatrie est en O(r5). En utilisant les fontions de base orthogonales, haque blo peut devenir plus reux, mais legain est moins spetaulaire que pour les éléments pyramidaux.Étant donné la struture diagonale par blos de la matrie de masse, une renumérotation n'est pas néessairepour réduire le pro�l de la matrie. En e�et, à partir de notre premier hoix de numérotation, l'algorithme symamdnous donne les résultats de la �gure 6.2, et pour l'ordre 3, le pro�l de la matrie est de 3% plus petit, 6% à l'ordre5, 9% à l'ordre 6 et 12% à l'ordre 8.
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Chapitre 7Produit matrie-veteur rapideOn détaille ii un algorithme de produit matrie-veteur rapide adapté à la struture tenso-risée des fontions de base utilisées pour la formulation de Galerkin disontinue.Sommaire7.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1027.2 Méthode générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1027.3 Calul des intégrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1037.3.1 Intégrales de volume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1037.3.2 Intégrales de surfae . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1067.4 Coût �nal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107



102 Produit matrie-veteur rapide7.1 IntrodutionDans la disrétisation en temps (voir setion 1.2.3 dans le hapitre 1), l'une des étapes onsiste à e�etuer lealul du produit matrie-veteur suivant
y

n = (Rh − Sh)UnStoker la matrie reuse Rh − Sh et aluler le produit matrie-veteur standard serait une solution onéreuse arla quantité de mémoire néessaire au stokage d'une si grosse matrie peut être très importante, surtout lorsquel'on utilise de l'ordre élevé.Puisqu'à l'intérieur de haque élément (exepté l'hexaèdre), les degrés de liberté interagissent entre eux, 'est àdire
∫

K

∂ϕk

∂xi

ϕj ≠ 0, ∀j, k,le nombre de valeurs non nulles de la matrie Rh −Sh est en O(ner
6), où ne est le nombre d'éléments du maillage,et r l'ordre d'approximation. Le temps de alul néessaire au produit matrie-veteur serait don également en

O(ner
6) si la matrie Rh − Sh était stokée.Une autre solution, bien onnue pour les tétraèdres (Hesthaven [46℄) onsiste à aluler le produit matrie-veteur sans stoker la matrie. Pour les fontions de base nodales, le temps de alul serait toujours en O(ner

6),mais en utilisant les fontions orthogonales, la tensorisation des fontions de base induit un algorithme en O(ner
4),omme le remarque Warburton dans sa thèse [72℄.7.2 Méthode généraleOn onsidère le produit matrie-veteur suivant

yj = ∫
K
∑

1⩽i⩽d

(AiU ⋅ ∂ϕj

∂xi

−Bi
∂U

∂xi

⋅ϕj) dx −∫
∂K
(N1 {U} +N2 [U]) ⋅ϕj dsOn utilise F −1 pour transformer un élément K du maillage en l'élément de référene K̂, et le hangement devariable T de la dé�nition 2.2.7 pour transformer l'élément de référene K̂ en ube unité Q̃. Dé�nissons G = F ○T ,la transformation de l'élément K en le ube unité Q̃. On utilise également une transformation g−1 d'une fae ∂Kvers la fae de référene ∂Q̃.Sur Q̃, on a

ũ =∑
k

ũk ϕ̃k,on peut érire yj omme suit
yj = ∫

Q̃
∣̃DG∣ ∑

1⩽i⩽d

∑
1⩽l⩽d

(Aiũ ⋅ (D̃G−1)l,i ∂ϕ̃j

∂x̃l

−Bi (D̃G−1)l,i ∂ũ
∂x̃l

⋅ ϕ̃j)dx̃ dỹ dz̃
− ∫

∂Q̃
∣̃Dg∣ (N1 {ũ} +N2 [ũ]) ⋅ ϕ̃j ds̃.Les intégrales de volume sont alulées grâe à une formule de quadrature (ωm, ξm) adaptée au ube Q̃, tandisque les intégrales de surfae sont évaluées ave une formule de quadrature (ω′n, ξ′n) adaptée aux faes ∂Q̃ du ube.On dé�nit

Ū = − (N1 {ũ(ξ′n)} +N2 [ũ(ξ′n)]) .On érit �nalement
yj = ∑

m

ωm ∣̃DG∣(ξm) ∑
1⩽i⩽d

∑
1⩽l⩽d

((D̃G−1)l,iAiũ ⋅ ∂ϕ̃j

∂x̃l

−Bi (D̃G−1)l,i ∂ũ
∂x̃l

⋅ ϕ̃j) (ξm)
+ ∑

n

ω
′

n ∣̃Dg∣(ξ′n) Ū ⋅ ϕ̃j(ξ′n).On déompose le produit matrie-veteur en plusieurs étapesPour les intégrales de volume :1. Calul de
vm = ũ(ξm) = ∑

k

ũk ϕ̃k(ξm)
dv

l
m = ∂ũ

∂x̃l

(ξm) = ∑
k

ũk

∂ϕ̃k

∂x̃l

(ξm)



Produit matrie-veteur rapide 1032. Appliation de la géométrie et des oe�ients physiques
v
1,l
m = ∑

1⩽i⩽d

ωm ∣̃DG∣(ξm) D̃G−1l,iAivm

v
2

m = − ∑
1⩽i,l⩽d

ωm ∣̃DG∣(ξm)Bi D̃G
−1

l,i dv
l
m3. Calul de

w
1

j = ∑
m

∑
1⩽l⩽d

v
1,l
m ⋅ ∂ϕ̃j

∂x̃l

(ξm)
w

2

j = ∑
m

v
2

m ⋅ ϕ̃j(ξm)Pour les intégrales de surfae :1. Caluls de
sn = ∑

k

uk ϕ̃k(ξ′n)2. Appliation de la géométrie et des oe�ients physiques
s̄n = − (N1 {sn} +N2 [sn])
s
1

n = ω′n ∣̃Dg∣(ξ′n) s̄n3. Calul de
w

3

j = ∑
n

s
1

n ⋅ ϕ̃j(ξ′n)Veteur �nal :
yj = w1

j +w2

j +w3

jOn onsidère les points de quadrature tensorisés suivants
ξm = (ξm1

, ξm2
, ξm3

)et les fontions de base tensorisées suivantes
ϕj(x, y, z) = ϕ̃j1(x̃) ϕ̃j1

j2
(ỹ) ϕ̃j1 ,j2

j3
(z̃)On détaille à présent omment les di�érentes étapes de l'algorithme omportant des sommes peuvent se déom-poser grâe à la tensorisation. En e�etuant les sommes le long de haque oordonnée x̃, ỹ ou z̃, on peut réduireles sommes à r + 1 termes, au lieu de (r + 1)3 termes si les fontions de base et les points de quadratures n'étaientpas tensorisés.7.3 Calul des intégrales7.3.1 Intégrales de volume1. Pour m = (m1,m2,m3), on souhaite aluler

vm = ∑
k1,k2,k3

ϕ̃k1
(ξm1

) ϕ̃k1

k2
(ξm2

) ϕ̃k1,k2

k3
(ξm3

) uk1,k2,k3
.On note ϕ̃j1,j2

j3
lorsque la fontion de base dépend de j1 et j2. La triple somme se sinde alors en trois sommessimples

u
1

k1,k2,m3
= ∑

k3

ϕ̃
k1,k2

k3
(ξm3

)uk1,k2,k3

u
2

k1,m2,m3
= ∑

k2

ϕ̃
k1

k2
(ξm2

)u1

k1,k2,m3

vm1,m2,m3
= ∑

k1

ϕ̃k1
(ξm1

)u2

k1,m2,m3



104 Produit matrie-veteur rapideRemarque 7.3.1 À e stade, on remarque que la dépendane entre ϕj et ξm doit être � opposée �, sinon onne pourrait exploiter la struture tensorisée des points de quadrature et des fontions de base pour avoir unalgorithme rapide. Ainsi, des points de quadratures semi-tensorisés du type
ξm = (ξm2,m3

m1
, ξ

m3

m2
, ξm3

)pourraient également être utilisés.Les trois sommes font intervenir O(r) termes et sont alulées pour O(r3) valeurs, e qui signi�e que l'on aun oût en O(r4). Chaque somme pouvant être interprétée omme un produit matrie-veteur, on a
U

1 = C1U

U
2 = C2U

1

V = C3U
2
,'est à dire que l'on a une fatorisation de la matrie C

Cm,k = ϕ̃k(ξm)qui est
C = C3C2C1Alors que la matrie C est dense, les matries C1, C2 et C3 sont reuses. Comme elles sont égalementindépendantes de la géométries, les matries C1, C2 et C3 sont préalulées pour haque type d'élément deréférene.Ainsi, on a
V = C UPour n = n1, n2, n3, on veut maintenant aluler

dv
l
n(ξn) =∑

k

ũk

∂ϕ̃k

∂x̃l

(ξn)Comme, pour haque type d'élément, on a l'inlusion Cr ⊂ Qr (voir remarque 2.2.9), on peut érire
ũ(x, y, z) = ∑

k

ũk ϕ̃k(x̃, ỹ, z̃) = ∑
m1,m2,m3

vm1,m2,m3
ψm1
(x̃)ψm2

(ỹ)ψm3
(z̃)où ψm1

, ψm2
, ψm3

sont les polyn�mes d'interpolation de Lagrange assoiés respetivement aux points ξm1
,

ξm2
et ξm3

ψm1
(x̃) =

∏
n1≠m1

x̃ − ξn1

∏
n1≠m1

ξm1
− ξn1

ψm2
(ỹ) =

∏
n2≠m2

ỹ − ξn2

∏
n2≠m2

ξm2
− ξn2

ψm3
(z̃) =

∏
n3≠m3

z̃ − ξn3

∏
n3≠m3

ξm3
− ξn3on a

∇̃ψm1
(x)ψm2

(y)ψm3
(z) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

∑
m1,m2,m3

vm1,m2,m3

dψm1

x
(x̃) ψm2

(ỹ) ψm3
(z̃)

∑
m1,m2,m3

vm1,m2,m3
ψm1
(x̃) dψm2

dỹ
(ỹ) ψm3

(z̃)
∑

m1,m2,m3

vm1,m2,m3
ψm1
(x̃) ψm2

(ỹ) dψm3

dz̃
(z̃)Puisque

ψm1
(ξn1) = δm1,n1

, ψm2
(ξn2) = δm2,n2

, ψm3
(ξn3) = δm3,n3

,



Produit matrie-veteur rapide 105les triples sommes sur m1,m2,m3 se réduisent à de simples sommes
(∂v
∂x̃
)

n1,n2,n3

= ∑
m1

dψ
m1

dx̃
(ξn1
)vm1,n2,n3

(∂v
∂ỹ
)

n1,n2,n3

= ∑
m2

dψ
m2

dỹ
(ξn2
)vn1,m2,n3

(∂v
∂z̃
)

n1,n2,n3

= ∑
m3

dψ
m3

dz̃
(ξn3
)vn1,n2,m3es opérations peuvent être vues omme des produits matrie-veteur

dV = RVoù la matrie R est reuse et indépendante de la géométrie. Elle peut don être préalulée pour haque typed'élément.Finalement, on a la fatorisation suivante
dV = RCU.2. On alule

v
1,l
m = ∑

1⩽i⩽d

ωm ∣̃DG∣(ξm) D̃G−1l,iAivm

v
2

m = − ∑
1⩽i⩽d

ωm ∣̃DG∣(ξm)Bi ( ∑
1⩽l⩽d

D̃G
−1

l,idv
l
m).La omplexité de ette opération est en O(r3) et peut être vue omme un produit matrie-veteur

V
1 = AV

V
2 = B dVoù les matries A et B sont diagonales par blo, haque blo étant lié à une formule de quadrature, etdépendant de la géométrie.3. On s'intéresse à l'étape

w
1

j = ∑
m,l

v
1,l
m ⋅ ∂ϕ̃j

∂x̃l

(ξm)qui est l'opération transposée du alul des dérivées des fontions de base sur les points de quadrature. Ainsi,on a
W

1 = C∗R∗ V 1
.On s'intéresse à présent à l'étape

w
2

j = ∑
m

v
2

m ⋅ ϕ̃j(ξm)qui peut être interprétée omme
W

2 = C∗ V 2
,'est à dire

W
2 = C∗1 C∗2 C∗3 V 2

.Remarque 7.3.2 Pour les hexaèdres, en utilisant les fontions de base de la dé�nition 6.2.1, la matrie C utiliséepour le alul de u sur les points de quadrature est égale à l'identité
C = I.C'est e qui fait que le produit matrie-veteur est si rapide pour es éléments, et la raison pour laquelle on souhaiteavoir un maximum d'hexaèdres dans les maillages.



106 Produit matrie-veteur rapide7.3.2 Intégrales de surfae1. On s'intéresse à l'étape
sp = ũ(ξ′p) = ∑

k

ũk ϕ̃k(ξ′p).Puisque l'on onsidère les faes du ube unité, on a trois familles de points de quadrature
(δ, ξ′p2

, ξ
′

p3
)(ξ′p1

, δ, ξ
′

p3
)(ξ′p1

, ξ
′

p2
, δ)où δ vaut 0 ou 1. Le point de départ onsiste à onsidérer le développement de u sur les fontions de base duube, 'est à dire

ũ(x̃, ỹ, z̃) = ∑
m1,m2,m3

vm1,m2,m3
ψm1
(x̃)ψm2

(ỹ)ψm3
(z̃)On alule ensuite u sur les familles de points

u
1

m2,m3
= ũ(δ, ξm2

, ξm3
)

u
2

m1,m3
= ũ(ξm1

, δ, ξm3
)

u
3

m1,m2
= ũ(ξm1

, ξm2
, δ)Ces opérations sont de simples sommes

u
1

m2 ,m3
= ∑

m1

ψm1
(δ) vm1,m2,m3

u
2

m1 ,m3
= ∑

m2

ψm2
(δ) vm1,m2,m3

u
3

m1 ,m2
= ∑

m3

ψm3
(δ) vm1,m2,m3qui peuvent être interprétée omme des produits matrie-veteur ave des matries reuses P1, P2 et P3

U
1 = P1V, U

2 = P2V, U
3 = P3VPuis, si la fae onsidérée est une fae quadrangulaire, on peut séparer le alul

s
1

p2,p3
= ∑

m2,m3

ψm2
(ξ′p2
)ψm3

(ξ′p3
)u1

m2 ,m3en deux étapes
zm2,p3

= ∑
m3

ψm3
(ξ′p3
)u1

m2,m3

s
1

p2,p3
= ∑

m2

ψm2
(ξ′p2
) zm2,p3e qui peut là enore être interprété omme un produit matrie-veteur ave des matries reuses

S
1 = T2 T1U

1Si la fae onsidérée est une fae triangulaire, en utilisant des points de quadrature symétriques (voir Dunavant[27℄) qui ne sont pas tensorisés, on a seulement
S

1 = T U1où la matrie T est dense, mais restreinte à la fae. La omplexité du alul de sp est alors en O(r3) sil'élément est un hexaèdre, ne omportant don que des faes quadrangulaires, et en O(r4) pour les autreséléments à ause des faes triangulaires. Pour ertains éléments, ertaines faes quadrangulaires ne sont bienévidemment pas traitées puisqu'elles se réduisent à un seul point sur l'élément K réel. Par exemple, pour lespyramides la fae z = 1 n'est pas traitée.2. On alule
s̄n = − (N1 {sn} +N2 [sn])
s
1

n = ω′n ∣̃Dg∣(ξ′n) s̄n3. On s'intéresse ensuite au alul de
w

3

j = ∑
n

s
1

n ⋅ ϕ̃j(ξ′n)Cette étape est l'opération transposée du alul de sn, 'est à dire que le alul de w3 est fait en utilisant latransposée des matries P1, P2, P3, T1 et T2 dé�nies préédemment.



Produit matrie-veteur rapide 1077.4 Coût �nalEn faisant la somme �nale, on obtient don� Calul de w1

j et w2

j : oût en O(r4) pour les étapes 1 et 3, oût en O(r3) pour l'étape 2,� Calul de w3

j : oût en O(r3) pour les hexaèdres, en O(r4) pour les tétraèdres pour les étapes 1 et 3, oût en
O(r2) pour l'étape 2,soit un oût �nal en O(r4) au lieu de O(r6) pour un produit matrie-veteur lassique.
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Chapitre 8Étude numérique des éléments disontinusA�n de dégager des propriétés numériques des éléments onstruits dans le hapitre 6, one�etue une analyse de dispersion et une étude de stabilité des shémas obtenus à partir dees éléments. Un as test numérique vient �nalement on�rmer le bon omportement deséléments au sein d'un maillage hybride.Sommaire8.1 Propriétés numériques des éléments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1108.1.1 Analyse de dispersion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1108.1.2 Étude de stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1108.2 Convergene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1138.3 Équations de Maxwell sur un one-sphère . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113



110 Étude numérique des éléments disontinus8.1 Propriétés numériques des éléments8.1.1 Analyse de dispersionComme pour les éléments ontinus (f setion 4.1 du hapitre 4), on e�etue une analyse de dispersion pour leséléments disontinus onstruits préédemment, ave l'équation de Helmholtz ou ave les équations de Maxwell. Onrappelle que l'étude est faite sur des ellules périodiques prises omme un ube déoupé en un unique hexaèdre,deux prismes, deux pyramides et deux tétraèdres (hybride), six pyramides ou six tétraèdres omme le montre la�gure 4.1. A�n de véri�er la onsistane de nos méthodes lorsque les éléments ne sont pas a�nes, l'analyse aégalement été faite sur des ellules périodiques faites à partir de ubes déformés (voir �gure 4.2).Pour l'équation de Helmholtz et les équations de Maxwell sans pénalisation, 'est à dire α = 0 dans l'équation1.2.4, on obtient un ordre de dispersion de 2r ave l'espae optimal, pour les maillages ave éléments a�nes ommepour les maillages déformés. Ave pénalisation, 'est à dire α < 0 dans l'équation 1.2.4, on obtient une erreur dedispersion enO(h2r+1) pour l'espae optimal, tandis que l'utilisation de l'espae Pr onduit à un taux de onvergeneplus faible, omme le montre la �gure 8.1 pour les équations de Maxwell sur un maillage périodique omposé depyramides non-a�nes.
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Fig. 8.1 � Erreur de dispersion pour un maillage périodique omposé de pyramides non-a�nes pour les équationsde MaxwellLes ourbes de dispersion pour l'équation de Helmholtz ave les éléments réguliers d'ordre 1 à 3 sont présentéessur la �gure 8.2. Comme dans le as ontinu, tous les types d'éléments présentent les mêmes propriétés de dispersion.L'élément le moins dispersif est l'élément pyramidal dans la plupart des as. La même étude a été faite pour leséléments déformés, omme présenté sur la �gure 8.3 pour les ordres 1 et 2, et mène aux mêmes onlusions. Dansles deux as, la dispersion pour tous les éléments diminue lorsque l'on monte en ordre.8.1.2 Étude de stabilitéLes méthodes de Galerkin disontinues étant utilisées de manière préférentielles pour la résolution de as ins-tationnaires, l'étude de la CFL pour les élément disontinus est très importante. Pour haque type d'élément, letableau 8.1 donne la CFL obtenue jusqu'à l'ordre 4 sur des maillages régulier, et jusqu'à l'ordre 2 sur des maillagesirrégulier. Le ritère de stabilité dans le as instationnaire a également été reherhé a�n de véri�er la validité dees résultats.Comme dans le as ontinu, l'intégration exate donne une CFL plus élevée qu'ave une l'intégration minimalepour les éléments pyramidaux, et les onditions CFL pour tous les éléments se lassent omme suit
CFLHexa > CFLWedge > CFLTetra > CFLPyr−ExactInt > CFLPyr−ApproxInt.
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Fig. 8.2 � Courbes de dispersion pour une méthode de Galerkin disontinue pour les ordres 1 à 3 sur un maillagerégulier (K = 6kh
2πr )
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Fig. 8.3 � Courbes de dispersion pour une méthode de Galerkin disontinue pour les ordres 1 et 2 sur un maillagedéformé (K = 6kh
2πr )Tab. 8.1 � Stabilité des éléments ontinus pour un maillage régulier et un maillage déformé ave les éléments �nisdisontinus Maillage régulier Maillage déforméÉlément Ordre 1 Ordre 2 Ordre 3 Ordre 4 Ordre 1 Ordre 2Hexaèdre 0.14434 0.07144 0.04348 0.02934 0.139306 0.06712Prisme 0.11471 0.04348 0.03957 0.02717 0.102650 0.05186Pyramide IntExate 0.07184 0.04058 0.02618 0.0184 0.047548 0.02512Pyramide IntApprox 0.04811 0.02544 0.01566 0.0112 - -Hybride 0.09283 0.05363 0.03527 0.02448 0.071584 0.03758Tétraèdre 0.07373 0.04467 0.03041 0.02173 0.041028 0.02380



Étude numérique des éléments disontinus 113Remarque 8.1.1 Du fait que l'on a beauoup plus de degrés de liberté en disontinu et que la ellule de base dumotif est huit fois plus grosse pour les maillages irréguliers, les temps de alul sont beauoup plus longs dans eas. C'est pourquoi les aluls de dispersion et de CFL sur maillage déformé pour les éléments disontinu n'ont pasété menés au delà de l'ordre 2.8.2 ConvergeneOn souhaite véri�er l'ordre de onvergene obtenu par l'étude de dispersion. On onsidère les équations deMaxwell en domaine temporel sur une avité ubique [−5,5]3 ave une soure gaussienne
f = xe−αr2

exave un maillage hybride non-a�ne omposé de ellules hybrides (voir �gure 4.2).On trae l'erreur obtenue en norme L2 par rapport au pas du maillage h en éhelle logarithmique sur la �gure8.4. On observe que l'erreur en norme L2 est en O(hr+1) omme on le souhaitait. Pour e as test, l'intégrationutilisée pour les pyramides est elle ave r + 1 points de Gauss-Jaobi dans la diretion z̃ et r + 1 points de Gaussdans les diretions x̃ et ỹ.

Fig. 8.4 � Erreur relative en norme L2 sur un maillage hybride déformé (tétraèdres + pyramides) pour un ube detaille 10λ ave un shéma de Runge-Kutta d'ordre 4.8.3 Équations de Maxwell sur un one-sphèreOn étudie les équations de Maxwell en régime temporel sur le as-test d'un one-sphère de bord Γ plaé dansune boite parallélépipédique [−3.5,3.5] × [−5,10] × [−3.5,3.5]On met une ondition de onduteur parfait sur Γ, et la ondition de Sommerfeld est approhée en utilisant desouhes PML entourant le domaine de alul. Pour la soure f , on prend une gaussienne en espae et un Riker entemps
f(x, t) = 1

r
2

0

e
−13

r
r0

2

π
2 (f0t − 1)2 e−π2(f0 t−1)2



114 Étude numérique des éléments disontinusoù r est la distane au entre de la soure, r0 le rayon de distribution de la gaussienne, f0 la fréquene entrale duRiker. Pour ette expériene, on a pris f0 = 1.5 et r0 = 0.9.On étudie le as d'un maillage hybride et d'un maillage hexaédrique obtenu en déoupant haque tétraèdred'un maillage tétraédrique en 4 hexaèdres. Le maillage hybride et le maillage tétraédrique utilisé pour obtenir lemaillage hexaédrique sont représentés sur la �gure 8.5.

Fig. 8.5 � Maillages utilisés : maillage hybride (à gauhe) et maillage tétraédrique (à droite) à la base du maillagehexaédrique utiliséOn utilise un shéma de Runge-Kutta d'ordre 4 pour la disrétisation en temps et des éléments d'ordre 4 pourla disrétisation spatiale. Les instantanés à T = 2, T = 4 et T = 13 sont donnés sur la �gure 8.6 sur le maillagehybride.On ompare les solutions obtenues sur haque type de maillage ave une solution de référene alulée sur unemaillage hybride plus �n (h = 0.2) et des éléments d'ordre 5. Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau8.2. Le as des tétraèdres déoupés ourbes n'a pu être traité à ause de la di�ulté d'obtenir des éléments ourbesvalides à partir d'un maillage tétraédrique.Tab. 8.2 � Erreur, nombre de degrés de liberté pour Ex, pas de temps et temps de alul pour les di�érents typesde maillages Type de maillage Hexaédrique HybrideDroit CourbeDonnées erreur de 9,58% erreur de 4,15% erreur de 0,15%24,95 millions ddls 8,93 millions ddls
∆t = 0.003 ∆t = 0.006

h = 0.5 (tétra) h = 0.25Temps de alul à T = 20 7d 13h 41min 1d 9h 21min
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Fig. 8.6 � Instantanés aux temps T = 2s (haut), T = 4s (milieu) et T = 13s (bas) pour le maillage hybride
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Chapitre 9Comparaison ave d'autres méthodesNous présentons ii quelques éléments qui peuvent être utilisés ave des méthodes disonti-nues, et nous e�etuons des omparaisons numériques sur les équations de Maxwell.Sommaire9.1 Présentation d'autres types d'éléments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1189.1.1 Hexaèdre dégénéré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1189.1.2 Éléments nodaux et monomiaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1189.1.3 Astue de Warburton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1189.2 Comparaison numérique des éléments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1209.2.1 Astue de Warburton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1209.2.2 Hexaèdres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1209.2.3 Prismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1239.2.4 Pyramides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1249.2.5 Tétraèdres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124



118 Comparaison ave d'autres méthodes9.1 Présentation d'autres types d'éléments9.1.1 Hexaèdre dégénéréIl est possible de onsidérer les pyramides omme des éléments hexaédriques dégénérés, obtenus par la � trans-formation de Du�y � (T −1 ave la dé�nition 2.2.7) présentée sur la �gure 9.1. On peut également onstruire deséléments �nis sur e prinipe en plaçant des degrés de liberté sur des points de type Gauss et les fontions debase assoiées sur le ube, et en appliquant la transformation. Le nombre de degrés de liberté est alors bien plusimportant que dans le as de l'élément � optimal � mais on a la ondensation de masse.
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Fig. 9.1 � Transformation de Du�y.Bien que ette transformation onduise à des fontions de base interpolant orretement la solution à l'intérieurde la pyramide, de nombreux problèmes apparaissent (Bedrosian [5℄). Cet élément n'est évidemment pas utilisablepour des éléments ontinus puisque la position des points sur les faes triangulaires est �xée dès le départ et neoïnide pas ave les degrés de liberté sur les faes d'un tétraèdre lassique. De plus, on a pris l'espae Qr au lieude Cr omme espae d'approximation, e qui signi�e que les fontions de base obtenues par ette transformationne respetent don pas les onditions de restrition sur les faes triangulaires. Il faut alors utiliser des points dequadrature tensorisés sur haque fae triangulaire pour intégrer Qr.Le tableau 9.1 présente les résultats de la CFL pour les éléments pyramidaux obtenus par la transformation deDu�y pour di�érentes on�gurations de degrés de liberté obtenus à partir d'un produit tensoriel de formules dequadrature. L'espae polynomial pour lequel la formule de quadrature est exate est indiquée, ainsi que l'ordre dedispersion obtenu.Il est lair que, malgré l'atout que onstitue la ondensation de masse, l'utilisation de es éléments est vivementdéonseillée ar la CFL est très pénalisante.9.1.2 Éléments nodaux et monomiauxÉvidemment, il est possible d'utiliser les éléments nodaux dé�nis pour la formulation ontinue dans le hapitre2, ou les fontions de base monomiales de P̂r omme fontions de base. Cependant, es fontions n'ont pas depropriété partiulière : la matrie de masse est pleine et mal onditionnée, le nombre de valeurs non nulles dans lamatrie de masse est en O(r6). De plus, prendre les fontions monomiales implique une matrie mal onditionnée.En revanhe, l'utilisation des fontions nodales a l'avantage de loaliser le alul des �ux aux degrés de liberté dela fae.9.1.3 Astue de WarburtonDans le as disontinu, l'inversion de la matrie de masse peut être évitée en onsidérant la transformation nononforme H1 proposée par Warburton (CANUM 2010)
ϕ̂i = 1√∣DF ∣ ϕi ○F −1. (9.1.1)Ave ette transformation, la matrie de masse s'érit alors

(Mh)i,j = ∫
K
ϕi ⋅ϕjdx = ∫

K̂
∣DF ∣ ϕ̂i√∣DF ∣ ⋅

ϕ̂j√∣DF ∣dx = ∫K̂
ϕ̂i ⋅ ϕ̂jdx,'est à dire que la matrie de masse est indépendante de la géométrie. Si l'on utilise en outre des fontions ortho-normales, la matrie est égale à l'identité.
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Tab. 9.1 � Stabilité et ordre de dispersion des di�érents éléments pyramidaux ave une méthode de Galerkindisontinue Maillage régulierÉlément (base - z ) Quadrature r = 1 r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 DispPyramide exate (1 − z)2 Q2r+1,2r+1,2r 0.07300 0.04109 0.02644 0.01843 0.01351 2rPyramide G - G Q2r+1,2r+1,2r+1 0.04870 0.02567 0.01577 0.01065 0.00766 2rRapport CFL 1.5 1.6 1.7 1.7 1.8Pyramide L - RJ (1 − z)2 Q2r−1,2r−1,2r 0.07879 0.04521 0.02883 0.01986 0.01357 2rRapport CFL 0.9 0.9 0.9 0.9 1.0Hexaèdre G - G Q2r+1,2r+1,2r+1 0.02349 0.00651 0.00243 0.00100 0.00056 2rRapport CFL 3.1 6.3 10.9 16.8 23.9Hexaèdre G - R Q2r+1,2r+1,2r 0.04505 0.00963 0.00323 0.00137 0.00068 2rRapport CFL 1.6 4.3 8.2 13.4 19.9Hexaèdre G - J (1 − z) Q2r+1,2r+1,2r+1 0.04210 0.01274 0.00498 0.00233 0.00123 2rRapport CFL 1.7 3.2 5.3 7.9 11.0Hexaèdre G - RJ (1 − z) Q2r+1,2r+1,2r 0.06373 0.01654 0.00613 0.00277 0.00143 2rRapport CFL 1.1 2.5 4.3 6.7 9.5Hexaèdre L - G Q2r−1,2r−1,2r+1 0.02192 0.00705 0.00284 0.00134 0.00071 2 (r-1)Rapport CFL 3.3 5.8 9.3 13.8 19.1Hexaèdre L - R Q2r−1,2r−1,2r 0.03448 0.00975 0.00365 0.00164 0.00084 2 (r-1)Rapport CFL 2.1 4.2 7.2 11.2 16.1Hexaèdre L - J (1 − z) Q2r−1,2r−1,2r+1 0.03594 0.01301 0.00563 0.00278 0.00152 2 (r-1)Rapport CFL 2.0 3.2 4.7 6.6 8.9Hexaèdre L - RJ (1 − z) Q2r−1,2r−1,2r 0.04913 0.01661 0.00687 0.00329 0.00175 2 (r-1)Rapport CFL 1.5 2.5 3.8 5.6 7.7G = Gauss, R = Radau, L = Lobatto, J= Jaobi, RJ = Radau-Jaobi



120 Comparaison ave d'autres méthodesLa matrie de rigidité Rh s'érit quant à elle
(Rh)j,k = ∫

K̂
∣DF ∣ ∑

1⩽i⩽d

Ai

∂( ϕ̂k√∣DF ∣ )
∂xi

⋅ ϕ̂j√∣DF ∣dx̂ − ∫K̂
∣DF ∣ ∑

1⩽i⩽d

Bi
ϕ̂k√∣DF ∣ ⋅

∂( ϕ̂j√∣DF ∣ )
∂xi

dx̂

= ∫
K̂
∑

1⩽i⩽d

Ai
∂ϕ̂k

∂xi

⋅ ϕ̂j dx̂ −∫
K̂
∑

1⩽i⩽d

Biϕ̂k ⋅ ∂ϕ̂j

∂xi

dx̂

+1

2
∫

K̂
∑

1⩽i⩽d

(Bi −Ai) 1∣DF ∣ ∂∣DF ∣∂xi

ϕ̂k ⋅ ϕ̂j dx̂On peut utiliser le produit matrie-veteur détaillé dans le hapitre 7 sans suroût important. De plus, puisquela matrie de masse est égale à l'identité, le alul est plus rapide, omme en témoigne le tableau 9.12. Cependant,la matrie de rigidité fait intervenir les dérivées du jaobien qui doivent être manipulées ave attention dans le asdes pyramides. En e�et, dans le as de pyramides non-a�nes, le jaobien est singulier
∂∣DF ∣
∂x̂

= B1

1

1 − ẑ +C
ŷ(1 − ẑ)2 = B1

1

1 − z̃ +C
2ỹ − 1

1 − z̃On ne doit évidemment pas prendre de point de quadrature sur le point de singularité. En outre, à ause de lafration rationnelle en (1− ẑ) qui apparait en plus lors du alul des intégrales de volume, on doit utiliser des pointsde quadrature Gauss-Jaobi induisant une formule de quadrature exate pour les polyn�mes de (1 − z̃)Qr au lieude (1 − z̃)2Qr omme hoisi habituellement pour les pyramides.On remarque que les onstantes ne sont pas approhées par ette tehnique qui ne pourra don être en O(h).L'ajout d'une fontion de base est proposée par Warburton pour permettre aux onstantes d'être inluses dansl'espae d'approximation, mais elle dépend de la géométrie, si bien que la tehnique perd de son intérêt. Parailleurs, les fontions d'ordre 1 ne sont pas générées, à moins de rajouter des fontions qui dépendent elles aussi dela géométrie.9.2 Comparaison numérique des éléments9.2.1 Astue de WarburtonOn onsidère les équations de Maxwell en domaine temporel sur une avité ubique [−5,5]3 ave une souregaussienne
f = xe−αr2

exave un maillage hybride non-a�ne omposé de ellules hybrides (voir �gure 4.2).Les solutions pour T = 5 et T = 50 sont données sur la �gure 9.2. Une analyse de l'erreur est réalisée pour lasolution obtenue au temps T = 50s pour les ordres 3 et 5 en utilisant un solveur reux pour aluler la matrie demasse ave l'astue de Warburton. Comme le montre la �gure 9.3, omme on s'y attendait, ette astue ne permetpas d'obtenir un shéma h-onvergent, alors que la onvergene en h est assurée par notre méthode.Cependant, on peut onjeturer que l'astue de Warburton permet d'obtenir un shéma p-onvergent puisquel'erreur de onsistane du shéma déroit en passant de l'ordre 3 à l'ordre 5. De plus, l'erreur de onsistane estfaible (moins de 2%), et même aeptable dans la plupart des simulations.9.2.2 HexaèdresLes fontions de base orthogonales de la proposition 6.2.1 permettent d'obtenir une matrie de masse diagonale,y ompris pour les hexaèdres non-a�nes, alors que les fontions de base obtenues par le produit tensoriel depolyn�mes de Legendre, proposées par Kirby et al. [48℄ (ave P1 = P2 = P3 = r) et Warburton [72℄ ne permettentd'obtenir la ondensation de masse que pour les éléments a�nes.Lorsque l'hexaèdre est a�ne, on peut utiliser les fontions de base de la proposition 6.2.3. On érit les dérivéesdes polynomes de Legendre de la manière suivante
dP

0,0
i

dx
(x) = i−1

∑
j=0

η
i
jP

0,0
j (x).
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Fig. 9.2 � Solution pour T = 5 (gauhe) et T = 50 (droite) pour une avité ubique de taille 10λ

Fig. 9.3 � Erreur relative en norme L2 sur un maillage hybride déformé (tétraèdre + pyramides) pour un ube detaille 10λ ave un shéma de Runge-Kutta d'ordre 4



122 Comparaison ave d'autres méthodesGrâe à l'orthogonalité, pour un hexaèdre a�ne, on a
∫

K̂

∂ϕi1,i2,i3

∂x̂
ϕj1 ,j2,j3dx = η

i1
j1
δi2,j2 δi3,j3

∫
K̂

∂ϕi1,i2,i3

∂ŷ
ϕj1 ,j2,j3dx = η

i2
j2
δi1,j1 δi3,j3

∫
K̂

∂ϕi1,i2,i3

∂ẑ
ϕj1 ,j2,j3dx = η

i3
j3
δi1,j1 δi2,j2La matrie de rigidité est don plus reuse dans e as que dans le as où l'on utilise les fontions de la proposition6.2.1. Le oût asymptotique du produit ave la matrie de rigidité est en r4 tandis qu'il est en 12r

4 lorsque l'onutilise la base de Qr. Cependant, le oût de alul de la matrie de �ux reste élevé, même s'il n'est qu'en O(r3).En e�et, pour la fae x = 0 par exemple, on a
u(0, ŷ, ẑ) = ∑

i1,i2,i3

ui1,i2,i3 P
0,0
i1
(−1)On peut don érire les valeurs de s sur la fae en utilisant le développement par polyn�mes de Legendre

s(ŷ, ẑ) = ∑
i2,i3

si2,i3P
0,0
i2
(ŷ)P 0,0

i3
(ẑ)On obtient s sous forme de veteur ave le produit matrie-veteur suivant

S = PUoù
P(i2,i3),(j1,j2,j3) = P 0,0

j1
(−1) δi2 ,j2 δi2,j2Puisque l'on peut érire s ave des polyn�mes de Legendre qui forment une base orthonormée sur haque fae duube, il n'est plus néessaire d'utiliser une formule de quadrature pour évaluer les intégrales de surfae dans leproduit matrie-veteur rapide.On s'attend à un alul beauoup plus e�ae en utilisant ette base plut�t que elle de Qr, mais bien qu'il yait moins de degrés de liberté pour Pr que pour Qr, il faudra utiliser un maillage beauoup plus �n ave la basede Pr pour avoir la même préision. La omparaison des temps de alul pour les deux bases est donnée dans letableau 9.2 pour un nombre égal de degrés de liberté (un million). L'utilisation de Pr semble intéressante à partirde l'ordre 6 et reste relativement onstante à ordre élevé. Cependant, la di�érene de oût entre les deux basesreste peu importante.Tab. 9.2 � Temps de alul pour 100 itérations ave un maillage d'hexaèdres a�nes omportant un million dedegrés de liberté pour l'inonnue Ex.Ordre 2 3 4 5 6 7 8 10 12 15

Qr 136s 111s 107s 100s 101s 99s 109s 105s 113s 140s
Pr 214s 157s 135s 117s 111s 105s 106s 101s 97s 99sPour une omparaison plus �ne, on étudie la norme L2 obtenue pour une avité ubique maillée ave des petitsubes. Grâe à la symétrie, on peut se ontenter d'étudier le ube [0,5λ]2. Les tableaux 9.3 et 9.4 présententles temps de aluls minimaux et le nombre minimal de degrés de liberté néessaires à l'obtention d'une erreurinférieure à 1% pour les bases de Pr et Qr.Tab. 9.3 � Pas de temps, nombre de degrés de liberté et temps de alul néessaires à l'obtention d'une erreurinférieure à 1% pour une avité ubique (maillage ave des hexaèdres a�nes) ave base orthogonale de Pr.Ordre 3 4 5 6 8 10 14 18 26

∆t 0.035 0.0405 0.0394 0.0395 0.0348 0.0325 0.0272 0.0235 0.0179Ddls 540 000 240 065 153 664 111 804 84 480 61 776 43 520 35 910 29 232Temps CPU 11 818s 2865s 1387s 856s 695s 500s 444s 376s 620sL'utilisation de la base de Pr semble donner de meilleurs résultats qu'en utilisant la base de Qr au dessus del'ordre 6, mais la di�érene est là enore minime aussi nous préonisons d'utiliser la base de Qr dans tous les as,de manière à n'avoir qu'une seule méthode valable aussi bien pour le as a�ne que non-a�ne.



Comparaison ave d'autres méthodes 123Tab. 9.4 � Pas de temps, nombre de degrés de liberté et temps de alul néessaires à l'obtention d'une erreurinférieure à 1% pour une avité ubique (maillage ave des hexaèdres a�nes) ave base orthogonale de Qr.Ordre 3 4 5 6 7 9 11 16 30
∆t 0.032 0.036 0.0353 0.0344 0.0381 0.0315 0.0301 0.023 0.0156Ddls 512 000 216 000 157 464 117 649 64 000 64 000 46 656 39 304 29 791Temps CPU 5 575s 1800s 1180s 1013s 417s 580s 426s 1134s 3520s9.2.3 PrismesComme pour les hexaèdres, on ompare le temps de alul pour onstruire et inverser la matrie de masse avel'algorithme dérit dans la setion 6.3.3 dans le as de fontions de base nodales et orthogonales pour un maillageomposé de prismes non-a�nes et omportant un million de degrés de liberté pour l'inonnue Ex. Les résultatssont données dans le tableau 9.5. Le temps de alul pour les fontions de base nodales roît très vite ave l'ordreutilisé, e qui rend les fontions orthogonales très attratives.Tab. 9.5 � Temps de alul de la matrie de masse ave un maillage de prismes non-a�nes omportant un millionde degrés de liberté pour l'inonnue Ex.Ordre 2 3 4 5 6 7 8 9 10Nodal 0.5s 0.935s 1.66s 2.99s 5.27s 8.02s 12.4s 20s 30.1sOrthogonal 0.524s 0.766s 1.19s 1.83s 2.9s 4.04s 5.74s 8.06s 11.4sLes fontions orthogonales présentée dans la proposition 6.2.1 sont semblables à elles proposées par Kirby etal. [48℄ et Warburton [72℄, à la di�érene que nous utilisons des fontions d'interpolation de Lagrange ave pointsde Gauss-Legendre à la plae d'un polyn�me de Legendre pour la partie en z. Pour les fontions nodales, unetensorisation en z existe déjà, et donne un produit matrie-veteur en O(r5) au lieu de O(r6), mais on peut obtenirun oût de O(r4) en utilisant des fontions orthogonales tensorisées. Dans le tableau 9.6, le temps de alul estdonné pour la base nodale et la base orthogonale. Les résultats donnent un léger avantage à la base orthogonale àpartir de l'ordre 5.Tab. 9.6 � Temps de alul pour 100 itérations ave un maillage de prismes non-a�nes omportant un million dedegrés de liberté pour l'inonnue Ex.Ordre 2 3 4 5 6 7 8Nodale 296 312 239 342 343 353 400Orthogonal 338 326 280 315 292 317 361Comme pour les hexaèdres, on ompare les bases de Pr et Wr dans le as d'éléments a�nes. Dans le as de Pr,on prend les bases de la proposition 6.2.3, et elles de la proposition 6.2.1 pour Wr. Le nombre de degrés de libertéet le temps de alul néessaire à l'obtention d'une erreur inférieure à 1% pour une avité ubique dans les deuxas sont données dans les tableaux 9.7 et 9.8.Tab. 9.7 � Pas de temps, nombre de degrés de liberté et temps de alul néessaires à l'obtention d'une erreurinférieure à 1% pour une avité ubique (maillage ave des prismes a�nes) ave base orthogonale de Pr.Ordre 3 4 5 6 7 8 9

∆t 0.0268 0.0296 0.0309 0.029 0.0285 0.0268 0.0258Ddls 351 520 172 955 96 768 84 000 61 440 56 595 47 520Temps CPU 30 330s 12 920s 7 145s 7028s 5 560s 6 306s 6 602sDans e as, l'utilisation des bases de l'espae Wr semble bien meilleure, même si Pr omporte moins de degrésde liberté.



124 Comparaison ave d'autres méthodesTab. 9.8 � Pas de temps, nombre de degrés de liberté et temps de alul néessaires à l'obtention d'une erreurinférieure à 1% pour une avité ubique (maillage ave des prismes a�nes) ave base orthogonale de Wr.Ordre 3 4 5 6 7 8 9
∆t 0.0277 0.0306 0.031 0.0298 0.0268 0.025 0.025Ddls 425 920 205 800 126 000 100 352 98 784 87 480 68 750Temps CPU 22 020s 6 834s 3 904s 3 340s 3 930s 4 397s 3 727s9.2.4 PyramidesComme pour les hexaèdres et les prismes, on ompare le temps de alul pour onstruire et inverser la matriede masse ave l'algorithme dérit dans la setion 6.3.2 dans le as de fontions de base nodales et orthogonalespour un maillage omposé de pyramides non-a�nes et omportant un million de degrés de liberté pour l'inonnue

Ex. Les résultats sont données dans le tableau 9.9. Le temps de alul pour les fontions de base nodales roît trèsvite ave l'ordre utilisé, e qui rend les fontions orthogonales très attratives.Tab. 9.9 � Temps de alul de la matrie de masse ave un maillage de pyramides non-a�nes omportant un millionde degrés de liberté pour l'inonnue Ex.Ordre 2 3 4 5 6 7 8Nodale 1.91s 7.98s 26.2s 73.6s 177s 391s 786sOrthogonale 0.577s 0.98s 1.32s 2.27s 4.08s 5.17s 7.62sDans le tableau 9.10, on donne le gain de stokage de la matrie de masse et de sa fatorisation de Choleskylorsque l'on utilise la base orthogonale, par rapport au as où l'on utilise une base nodale.Tab. 9.10 � Gain de stokage pour la matrie de masse et sa fatorisation de Cholesky en utilisant une baseorthogonale à la plae d'une base nodale pour des pyramides non-a�nesOrdre 2 3 4 5 6 7 8Gain pour la matrie 1.81 2.94 4.46 6.38 8.7 11.4 14.6Gain pour la fatorisation 1.52 1.91 2.39 2.83 3.38 3.85 4.8On ompare à présent di�érents solveurs permettant d'inverser la matrie de masse : un solveur plein, unsolver reux et un solveur itératif. Comme le montre le tableau 9.11, le solveur reux surpasse les autres solveurs,notamment pare que le solveur itératif néessite 10 itérations pour obtenir un résidu plus petit que 10
−12.Dans le tableau 9.12, on ompare ensuite le temps de alul pour 100 itérations ave un maillage omportant unmillion de degrés de liberté pour l'inonnue Ex pour la base nodale, la base orthogonale et l'astue de Warburton.L'astue de warburton donne un résultat onstant (entre 400 et 500s dans le as présent) en fontion de l'ordred'approximation. Les fontions orthogonales donnent un oût de alul inférieur à elui des fontions nodales àpartir de l'ordre 3, et est aeptable pour les ordres élevés. En revanhe, le oût pour les fontions nodales rendrapidement la méthode inutilisable pour les ordres élevés.Comme pour les autres éléments, on ompare les bases orthogonales de Pr et elles de Br dans le as d'élémentsa�nes. Les résultats sont présentés dans les tableaux 9.13 et 9.14. On note que la base orthogonale de Pr dans laproposition 6.2.3 est la même que elle proposée par Kirby et al. [48℄.Au vu des résultats, il semble préférable d'utiliser les fontions de base de Br plut�t que elles de Pr pour lespyramides a�nes.9.2.5 TétraèdresLes tétraèdres étant a�nes, on utilise généralement des matries de rigidité préalulées sur l'élément de réfé-rene. On ompare don ii les fontions de base nodales pour lesquelles on e�etue le produit matrie-veteur enutilisant des matries préalulées par une méthode dérite par Hesthaven et Warburton dans [46℄, et les fontionsde base orthogonales pour lesquelles on passe par des formules de quadrature (ave (r+1)3 points). Le tableau 9.15donne les temps de alul pour es deux méthodes à di�érents ordres d'approximation.
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Tab. 9.11 � Comparaison de di�érents solveurs pour l'inversion de la matrie de masse ave des pyramides non-a�nes Ordre 2 3 4 5 6 7 8Solveur plein 91s 144s 183s 295s 340s 503s 652sSolveur reux 74s 101s 121s 148s 178s 227s 235sSolveur itératif 150s 150s 149s 331s 366s 403s 439s
Tab. 9.12 � Temps de alul pour 100 itérations ave un maillage de pyramides non-a�nes omportant un millionde degrés de liberté pour l'inonnue Ex.Ordre 2 3 4 5 6 7 8Nodale 378s 532s 702s 1135s 2425s 7618s 15350sOrthogonale 523s 505s 508s 569s 619s 692s 766sAstue de Warburton 460s 432s 411s 451s 471s 494s 548s
Tab. 9.13 � Pas de temps, nombre de degrés de liberté et temps de alul néessaires à l'obtention d'une erreurinférieure à 1% pour une avité ubique (maillage ave des pyramides a�nes) ave base orthogonale de Pr.Order 3 4 5 6 7 8 9

∆t 0.0238 0.0258 0.0248 0.024 0.0216 0.0205 0.0203Dofs 960 000 461 370 336 000 258 048 246 960 213 840 165 000Computation Time 60 449s 27 564s 22 422s 19 111s 21 433s 22 074s 19 056s
Tab. 9.14 � Pas de temps, nombre de degrés de liberté et temps de alul néessaires à l'obtention d'une erreurinférieure à 1% pour une avité ubique (maillage ave des pyramides a�nes) ave base orthogonale de Br.Ordre 3 4 5 6 7 8

∆t 0.0276 0.0307 0.028 0.0285 0.0268 0.0268Ddls 737 280 330 000 279 552 181 440 153 000 109 440Temps CPU 28 267s 10 898s 10 800s 7 246s 6 933s 5 204s



126 Comparaison ave d'autres méthodesEn outre, il est bien onnu que l'utilisation de fontions de base orthogonales n'est pas très attrative pour lesordres bas (voir Warburton [72℄). Comme Warburton, on véri�e ainsi que les fontions nodales sont plus e�aeslorsque r < 10.Tab. 9.15 � Temps de alul pour 100 itérations ave un maillage de tétraèdres omportant un million de degrésde liberté pour l'inonnue Ex.Ordre 2 3 4 5 6 7 8 9 10Nodale 379s 358s 327s 343s 428s 541s 680s 1023s 1751sOrthogonale 527s 601s 559s 595s 679s 722s 798s 992s 1074s
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Chapitre 10Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevéComme dans le as d'une formulation H
1, on onstruit des éléments �nis (K,PF

r ,Σr)d'ordre r pour l'espae fontionnel H(rot). Nous herhons là enore à obtenir un espae� optimal � au sens de la onvergene en norme H(rot), et des degrés de liberté permet-tant de onserver la ontinuité des omposantes tangetielles. Nous donnons en partiulierdes fontions de base hiérarhiques véri�ant la ontinuité des omposantes tangentielles auxinterfaes des éléments du maillage. L'aent sera porté plus partiulièrement sur les pyra-mides, bien que l'espae d'approximation pour les hexaèdres et les prismes soit relativementnouveau.Sommaire10.1 Dé�nition des éléments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13010.2 Espae d'approximation d'ordre r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13010.2.1 Espae d'approximation optimal sur l'élément de référene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13010.2.2 Espae d'approximation optimal sur le ube symétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13210.3 Degrés de liberté et fontions de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13610.3.1 Éléments �nis nodaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13610.3.2 Éléments �nis d'arête . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14010.4 Conformité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144



130 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé10.1 Dé�nition des élémentsPour haque type d'élément, on reprend la dé�nition 2.1.1 du hapitre 2 pour les éléments K, K̂ et la transfor-mation F .10.2 Espae d'approximation d'ordre r10.2.1 Espae d'approximation optimal sur l'élément de référeneL'espae d'approximation Vh sur un ouvert Ω de R
3 est donné par

Vh = {u ∈H(rot,Ω) ∣ u∣K ∈ PF
r (K)},où PF

r est l'espae d'approximation réel d'ordre r pour un élément K quelonque du maillage dé�ni par
P

F
r (K) = {u ∣DF ∗u ○F ∈ (P̂r(K̂))ns}où DF est le jaobien de la transformation F .L'objetif est de onstruire un espae d'approximation P̂r permettant d'avoir une onvergene optimale ennorme H(rot).Dé�nition 10.2.1 On dé�nit les espaes polynomiaux suivants (Nédéle [56℄)� En 2D Sr(x, y) = {u = (u1, u2) ∈ (P̃r)2 , u1 x + u2 y = 0}

Rr(x, y) = (Pr−1(x, y))2 ⊕ Sr(x, y)� En 3D Sr(x, y, z) = {u = (u1, u2, u3) ∈ (P̃r)3 , u1 x + u2 y + u3 z = 0}
Rr(x, y, z) = (Pr−1(x, y, z))3 ⊕ Sr(x, y, z)et l'espae suivant

Wp,q(x, y, z) = Pp(x, y)⊗ Pq(z)On donne à présent une aratérisation et la dimension de l'espae SrPropriété 10.2.2 L'espae Sr est engendré par les familles suivantes� En 2D
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j
, i + j = r}. En prenant u1 = x̂i

ŷ
j
, i + j = r, on a u2 = −x̂i+1

ŷ
j−1, soit, pourque u2 ∈ P̃r, j ≠ 0 et i ≠ r. Réiproquement, en prenant u2 = x̂i

ŷ
j
, i+ j = r, on a u1 = −x̂i−1

ŷ
j+1, soit, pour que

u1 ∈ P̃r, i ≠ 0 et j ≠ r. Finalement, on peut érire u1 = x̂i
ŷ

j+1
, i + j = r − 1 et u2 = −x̂i+1

ŷ
j
, i + j = r − 1.Le résultat sur la dimension est immédiat.



Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé 131� En 3D : voir Bergot et Laoste [6℄. ◻Dé�nition 10.2.3 Pour un élément K d'un maillage d'arête de longueur moyenneh, l'espae d'approximation PF
roptimal est l'espae d'approximation de dimension minimale tel que Rr ⊂ PF

r .Theorème 10.2.4 L'espae d'approximation PF
r optimal pour un élément K du maillage permet, pour une solutionsu�samment régulière, d'obtenir une erreur d'interpolation sur l'élément en O(hr) pour la norme H(rot).Preuve. Voir Chapitre 11 sur les estimations d'erreur.On herhe don, pour haque élément, l'espae optimal P̂r sur l'élément de référene tel que l'on ait Rr ⊂ PF

rsur l'élément du maillage, via la transformation F . Pour ette étude, on se base sur les travaux fondateurs deNédéle [56℄ pour éléments �nis H(rot)-onformes de la première famille.Theorème 10.2.5 L'espae d'approximation optimal P̂r d'ordre r tel que l'on a Rr ⊂ PF
r est� Tétraèdre et transformation F a�ne :

P̂r = Rr(x̂, ŷ, ẑ) (10.2.1)dont la dimension est dim Rr = r(r + 2)(r + 3)
2� Hexaèdres :

P̂r = Qr−1,r+1,r+1(x̂, ŷ, ẑ) ×Qr+1,r−1,r+1(x̂, ŷ, ẑ) ×Qr+1,r+1,r−1(x̂, ŷ, ẑ) (10.2.2)dont la dimension est dim Qr(x, y, z) = 3r(r + 2)2� Prismes :
P̂r = [Rr(x̂, ŷ)⊗ Pr+1(ẑ)] ×Wr+1,r−1(x̂, ŷ, ẑ) (10.2.3)dont la dimension est dim Pr(x, y, z) = r(r + 2)(3r + 7)

2� Pyramides :
P̂r = Br−1(x̂, ŷ, ẑ)3 ⊕

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̂
p
ŷ

p+1

(1 − ẑ)p+1
x̂

p+1
ŷ

p

(1 − ẑ)p+1
x̂

p+1
ŷ

p+1

(1 − ẑ)p+2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, 0 ⩽ p ⩽ r − 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⊕
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̂
m
ŷ

n+2

(1 − ẑ)m+1
0

x̂
m+1

ŷ
n+2

(1 − ẑ)m+2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

x̂
n+2

ŷ
m

(1 − ẑ)m+1
x̂

n+2
ŷ

m+1

(1 − ẑ)m+2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 0 ⩽m ⩽ n ⩽ r − 2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⊕
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̂
p
ŷ

q

(1 − ẑ)p+q−r

0

x̂
p+1

ŷ
q

(1 − ẑ)p+q+1−r

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
x̂

q
ŷ

p

(1 − ẑ)p+q−r

x̂
q
ŷ

p+1

(1 − ẑ)p+q+1−r

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

0 ⩽ p ⩽ r − 1

0 ⩽ q ⩽ r + 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(10.2.4)
dont la dimension est dim P̂r = r(r + 3)(2r + 3)

2Avant de prouver e théorème, dé�nissons les notations pour les espaes P̂r des di�érents types d'éléments



132 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevéDé�nition 10.2.6 On note� Tétraèdres : P̂r =Rr(x̂, ŷ, ẑ)� Hexaèdres : P̂r = Qr(x̂, ŷ, ẑ)� Prisme : P̂r =Wr(x̂, ŷ, ẑ)� Pyramide : P̂r = Br(x̂, ŷ, ẑ)Preuve.� Lorsque F est a�ne, il est immédiat que
P̂r(K̂) =Rr(K̂)⇐⇒ P

F
r (K) =Rr(K).� Lorsque l'élément n'est pas a�ne, voire la preuve de la proposition 10.2.9.En e qui onerne les dimensions,� Tétraèdres : Voir Bergot et Laoste [6℄.� Hexaèdres : Le résultat est immédiat en utilisant le résultat lassiquedim Qp,q,s(x, y, z) = (p + 1)(q + 1)(s + 1),� Prisme : D'après la propriété 10.2.2dim Sr(x̂, ŷ)⊗ Pr+1(ẑ) = r(r + 2)2.Comme dim Wp,q(x, y, z) = dim Pp(x, y)dim Pq(z) = (q + 1) (p + 1)(p + 2)

2
,on a dim Wr(x, y, z) = r(r + 2)2 + r (r + 2)(r + 3)

2d'où le résultat.� Pyramide : La dimension des inq familles est 2
r(r − 1)

2
+ 2r(r + 2) + r, d'oùdim Br(x, y, z) = 3

r(r + 1)(2r + 1)
6

+ 2
r(r − 1)

2
+ 2r(r + 2) + r = r(r + 3)(2r + 3)

2e qui ahève la démonstration. ◻10.2.2 Espae d'approximation optimal sur le ube symétriqueComme dans le as ontinu, on peut onsidérer les di�érents éléments omme un ube dégénéré grâe à latransformation T de la dé�nition 2.2.7. En e qui onerne les pyramides, pour enore plus de simpliité, ononsidère la transformation T̆ suivanteDé�nition 10.2.7 La transformation permettant de passer du ube symétrique Q̆(x̆, y̆, z̆) = [−1,1]2 × [0,1] à lapyramide de référene K̂ est
T̆ ∶
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x̂ = x̆ (1 − z̆)
ŷ = y̆ (1 − z̆)
ẑ = z̆.

(10.2.5)Ce hangement de variable dé�nit un di�éomorphisme de l'ouvert Q̆ vers l'ouvert K̂, et pour toute fontion f , onnote
f̆(x̆, y̆, z̆) = f̂(x̂, ŷ, ẑ),Remarque 10.2.8 Tout e qui est valable pour T est valable pour T̆ , en partiulier
Cr = P̂r ○ T = P̂r ○ T̆On remarque qu'il s'agit bien ii d'un hangement de variable et non d'une transformation H(rot)-onforme puisquel'on n'ajoute pas le DT ∗ dans le hangement de variable. Cela signi�e notamment que l'on est virtuellement restésur l'élément en gardant notamment l'équation des faes et les diretions de dérivation sur les éléments, e qui estimportant pour véri�er les restritions sur les faes.On peut ainsi érire les espaes d'approximation P̂r sur le ube unité après transformation par T , ou sur le ubesymétrique Q̆ après transformation par T̆ .



Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé 133Proposition 10.2.9 L'espae optimal d'approximation Cr d'ordre r sur le ube unité Q̃ ou sur le ube symétrique
Q̆ est� Tétraèdre et transformation F a�ne :

Cr =Rr(x̂, ŷ, ẑ) ○ T =Rr(x̃ (1 − ỹ) (1 − z̃), ỹ (1 − z̃), z̃)� Hexaèdres :
Cr = Qr(x̃, ỹ, z̃)� Prismes :

Cr =Wr(x̂, ŷ, ẑ) ○ T =Wr(x̃ (1 − ỹ), ỹ, z̃)� Pyramides :
Cr = Br(x̂, ŷ, ẑ) ○ T̆

= (Br−1 ○ T̆ (x̆, y̆, z̆))3 ⊕
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̆
p
y̆

p+1(1 − z̆)p
x̆

p+1
y̆

p(1 − z̆)p
x̆

p+1
y̆

p+1(1 − z̆)p
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 0 ⩽ p ⩽ r − 1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
⊕
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̆
m
y̆

n+2(1 − z̆)n+1
0

x̆
m+1

y̆
n+2(1 − z̆)n+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

x̆
n+2

y̆
m(1 − z̆)n+1

x̆
n+2

y̆
m+1(1 − z̆)n+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 0 ⩽m ⩽ n ⩽ r − 2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
⊕
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̆
p
y̆

q(1 − z̆)r
0

x̆
p+1
y̆

q(1 − z̆)r
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

x̆
q
y̆

p(1 − z̆)r
x̆

q
y̆

p+1(1 − z̆)r
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

0 ⩽ p ⩽ r − 1

0 ⩽ q ⩽ r + 1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭Remarque 10.2.10 L'espae Br−1 ○ T̆ (x̆, y̆, z̆) est l'espae Cr−1 du as H1.Preuve. L'égalité entre P̂r(x̂, ŷ, ẑ) ○ T et l'espae Cr orrespondant proposé pour haque type d'élément estimmédiate par l'appliation de la transformation.Reste à prouver l'optimalité de espaes Cr, et don des espaes P̂r lorsque l'élément n'est pas a�ne. La preuvedans le as des hexaèdres d'ordre 1 est donnée par Falk, Gatto et Monk dans [32℄. À l'ordre quelonque, on détaillele as des pyramides, les autres éléments étant un peu plus simples à traiter. On onsidère pour ela un mon�me
p(x, y, z) de Rr, on alule p̂ = p ○ F , on applique ensuite DF ∗ à p̂ et on regarde en�n l'ensemble des mon�mesobtenus.D'après la proposition 2.1.4, la transformation F de la pyramide peut s'érire sous la forme

F (x̂, ŷ, ẑ) = A0 + A1x̂ + A2ŷ + A3ẑ + x̂ŷ

1 − ẑ C,où A1,A2,A3 et C appartiennent à R
3 et dépendent de la géométrie. Sur le ube symétrique Q̆, la transformation

F s'érit alors
F (x̆, y̆, z̆) = A0 + A1x̆(1 − z̆) + A2y̆(1 − z̆) + A3z̆ + x̆y̆(1 − z̆)CLes dérivées de F valent

∂F

∂x̂
= A1 + ŷ

1 − ẑ C = A1 +Cy̆
∂F

∂ŷ
= A2 + x̂

1 − ẑ C = A2 +Cx̆
∂F

∂ẑ
= A3 + x̂ŷ

(1 − ẑ)2C = A3 +Cx̆y̆Lorsqu'on applique DF ∗ à un hamp p̆ ∈ R
3, on alule

˘DF ∗p̆ =
(A1 +Cy̆) ⋅ p̆(A2 +Cx̆) ⋅ p̆(A3 +Cx̆y̆) ⋅ p̆Pour p ∈ P

3

r−1(K), d'après le théorème 2.2.3 et la proposition 2.2.8, il est équivalent de dire que p̆ ∈ C3

r−1(Q̆).On onsidère un mon�me p̆ de C3

r−1

p̆ = x̆i
y̆

j(1 − z̆)kE0



134 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevéave 0 ⩽ i, j ⩽ k ⩽ r − 1 et E0 veteur onstant de R
3. On a don

˘DF ∗p̆ =
A1 ⋅E0 x̆

i
y̆

j(1 − z̆)k +C ⋅E0 x̆
i
y̆

j+1(1 − z̆)k
A2 ⋅E0 x̆

i
y̆

j(1 − z̆)k +C ⋅E0 x̆
i+1
y̆

j(1 − z̆)k
A3 ⋅E0 x̆

i
y̆

j(1 − z̆)k +C ⋅E0 x̆
i+1
y̆

j+1(1 − z̆)kOn a ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
A1 ⋅E0 x̆

i
y̆

j(1 − z̆)k
A2 ⋅E0 x̆

i
y̆

j(1 − z̆)k
A3 ⋅E0 x̆

i
y̆

j(1 − z̆)k
, 0 ⩽ i, j ⩽ k ⩽ r − 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
= C3

r−1e qui signi�e qu'on a besoin de toutes les fontions de C3

r−1.Conernant la partie en C, on distingue quatre as� i = j = k = p − 1, ave 1 ⩽ p ≤ r, on obtient alors
x̆

p−1
y̆

p(1 − z̆)p−1
x̆

p
y̆

p−1(1 − z̆)p−1
x̆

p
y̆

p(1 − z̆)p−1
∈ Br� i = k =m + 1 et j < k, don j ⩽m et m ≤ r − 2. On a :

0

x̆
m+2

y̆
j(1 − z̆)m+1

x̆
m+2

y̆
j+1(1 − z̆)m+1

+ x̆
m+1

y̆
j+1(1 − z̆)m+1

0

0

∈ Br ∈ C3

r−1� j = k =m + 1 et i = p < k, alors p ⩽m et m ⩽ r − 2. On a
x̆

p
y̆

m+2(1 − z̆)m+1
0

x̆
p+1

y̆
m+2(1 − z̆)m+1

+ 0

x̆
p+1
y̆

m+1(1 − z̆)m+1
0

∈ Br ∈ C3

r−1� i, j < k, dans e as DF ∗E ∈ C3

r−1On remarque don que pour générer P
3

r−1, on a de manière néessaire et su�sante l'espae suivant
C

3

r−1 ⊕
x̆

j
y̆

k+2(1 − z̆)k+1
0

x̆
j+1
y̆

k+2(1 − z̆)k+1
⊕

0

x̆
k+2

y̆
j(1 − z̆)k+1

x̆
k+2

y̆
j+1(1 − z̆)k+1

⊕ x̆
p−1
y̆

p(1 − z̆)p−1
x̆

p
y̆

p−1(1 − z̆)p−1
x̆

p
y̆

p(1 − z̆)p−1,
j ≤ k ≤ r − 2, 1 ≤ p ≤ rCet espae est à onsidérer si l'on veut onstruire des éléments �nis de la seonde famille de Nédéle (P3

r pour lestétraèdres).On onsidère à présent une fontion de Sr

0

x
i
y

j
z

k+1

−xi
y

j+1
z

kave i + j ⩽ r − 1 et k = r − 1 − i − j.Le degré de xi
y

j
z

k est exatement r−1, don e mon�me s'érit omme une ombinaison linéaire de x̆i
y̆

j(1−z̆)r−1ave i, j ≤ r − 1. Pour simpli�er, les aluls, il est équivalent de onsidérer une fontion de Sr de la forme
x̆

i
y̆

j(1 − z̆)r−1 0

z−ypour i, j ⩽ r − 1.On pose
E =

0

z−y =
0

(Az
0 −Az

3) + x̆(1 − z̆)Az
1 + y̆(1 − z̆)Az

2 − (1 − z̆)Az
3 + x̆y̆(1 − z̆)Cz

−[(Ay
0 −Ay

3) + x̆(1 − z̆)Ay
1 + y̆(1 − z̆)Ay

2 − (1 − z̆)Ay
3 + x̆y̆(1 − z̆)Cy]
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A0 = (Ax

0 ,A
y
0 ,A

z
0)

A1 = (Ax
1 ,A

y
1 ,A

z
1)

A2 = (Ax
2 ,A

y
2
,A

z
2)

A3 = (Ax
3 ,A

y
3
,A

z
3)

C = (Cx
,C

y
,C

z)La première omposante de DF ∗E s'érit alors
(DF ∗E)x = (A1 +Cy̆) ⋅E =

A
x
1 +Cx

y̆

A
y
1
+Cy

y̆

A
z
1 +Cz

y̆

⋅
0

(Az
0 −Az

3) + y̆(1 − z̆)Az
2 − (1 − z̆)Az

3 + x̆(1 − z̆)(Az
1 +Cz

y̆)
−[(Ay

0 −Ay
3) + y̆(1 − z̆)Ay

2 − (1 − z̆)Ay
3 + x̆(1 − z̆)(Ay

1 +Cy
y̆)]soit

(DF ∗E)x = [Ay
1
(Az

0 −Az
3) −Az

1(Ay
0
−Ay

3
)] + [Cy(Az

0 −Az
3) −Cz(Ay

0
−Ay

3
)]y̆ + [Ay

1
A

z
2 −Az

1A
y
2
]y̆(1 − z̆)

+[Cy
A

z
2 −Cz

A
y
2
]y̆2(1 − z̆) + [Az

1A
y
3
−Ay

1
A

z
3](1 − z̆) + [Ay

3
C

z −Az
3C

y]y̆(1 − z̆)
= b0 + b1y̆ + (b2 + b3)y̆(1 − z̆) + b4(1 − z̆) + b5y̆2(1 − z̆)où

b0 = A
y
1
(Az

0 −Az
3) −Az

1(Ay
0
−Ay

3
)

b1 = C
y(Az

0 −Az
3) −Cz(Ay

0
−Ay

3
)

b2 = A
y
1
A

z
2 −Az

1A
y
2

b3 = A
y
3
C

z −Az
3C

y

b4 = A
z
1A

y
3
−Ay

1
A

z
3

b5 = C
y
A

z
2 −Cz

A
y
2La deuxième omposante de DF ∗E s'érit

(DF ∗E)y = (A2 +Cx̆) ⋅E =
A

x
2 +Cx

x̆

A
y
2 +Cy

x̆

A
z
2 +Cz

x̆

⋅
0

(Az
0 −Az

3) + x̆(1 − z̆)Az
1 − (1 − z̆)Az

3 + y̆(1 − z̆)(Az
2 +Cz

x̆)
−[(Ay

0 −Ay
3) + x̆(1 − z̆)Ay

1 − (1 − z̆)Ay
3 + y̆(1 − z̆)(Ay

2 +Cy
x̆)]i.e.

(DF ∗E)y = [Ay
2(Az

0 −Az
3) −Az

2(Ay
0 −Ay

3)] + [Cy(Az
0 −Az

3) −Cz(Ay
0 −Ay

3)]x̆ + [Ay
2A

z
1 −Az

2A
y
1]x̆(1 − z̆)+[Cy

A
z
1 −Cz

A
y
1
]x̆2(1 − z̆ + [Ay

3
A

z
2 −Az

3A
y
2
](1 − z̆) + [Ay

3
C

z −Az
3C

y]x̆(1 − z̆)
= b6 + b1x̆ + (b3 − b2)x̆(1 − z̆) + b8(1 − z̆) + b7x̆2(1 − z̆)où

b6 = A
y
2
(Az

0 −Az
3) −Az

2(Ay
0
−Ay

3
)

b7 = C
y
A

z
1 −Cz

A
y
1

b8 = A
y
3
A

z
2 −Az

3A
y
2On alule la dernière omposante

(DF ∗E)z = (A3 +Cx̆y̆) ⋅E =
A

x
3 +Cx

x̆y̆

A
y
3
+Cy

x̆y̆

A
z
3 +Cz

x̆y̆

⋅
0

(Az
0 −Az

3) + x̆(1 − z̆)Az
1 + y̆(1 − z̆)Az

2 − (1 − z̆)Az
3 + x̆y̆(1 − z̆)Cz

−[(Ay
0 −Ay

3) + x̆(1 − z̆)Ay
1 + y̆(1 − z̆)Ay

2 − (1 − z̆)Ay
3 + x̆y̆(1 − z̆)Cy]soit

(DF ∗E)z = [Ay
3
A

z
0 −Az

3A
y
0
] + [Cy(Az

0 −Az
3) −Cz(Ay

0
−Ay

3
)]x̆y̆ + [Az

1A
y
3
−Ay

1
A

z
3]x̆(1 − z̆)

+[Cy
A

z
1 −Cz

A
y
1
]x̆2

y̆(1 − z̆) + [Ay
3
A

z
2 −Az

3A
y
2
]y̆(1 − z̆) + [Cy

A
z
2 −Cz

A
y
2
]x̆y̆2(1 − z̆)

+2 [Ay
3C

z −Az
3C

y]x̆y̆(1 − z̆)
= b9 + b1x̆y̆ + b4x̆(1 − z̆) + b7x̆2(1 − z̆) + b5x̆y̆2(1 − z̆)

+(b3 − b2)x̆y̆(1 − z̆) + (b3 + b2)x̆y̆(1 − z̆) + b8y̆(1 − z̆)ave
b9 = Ay

3A
z
0 −Az

3A
y
0



136 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevéOn a don
DF

∗
E =

b0
b6
b9

+ b1
y̆

x̆

x̆y̆

+ (b2 + b3)
y̆(1 − z̆)
0

x̆y̆(1 − z̆) + (b3 − b2)
0

x̆(1 − z̆)
x̆y̆(1 − z̆) + b4

1 − z̆
0

x̆(1 − z̆)
+b5

y̆
2(1 − z̆)

0

x̆y̆
2(1 − z̆)

+ b7
0

x̆
2(1 − z̆)
x̆

2
y̆(1 − z̆)

+ b8
0(1 − z̆)
y̆(1 − z̆)La fontion

x̆
i
y̆

j(1 − z̆)r−1 b0
b6
b9appartient à C3

r−1.Les oe�ients b1, (b2 + b3), (b3 − b2), b4, b5, b7 et b8, vus omme des fontions de A0,A1,A2,A3,C, sont linéai-rement indépendants, on a don de manière néessaire et su�sante les fontions suivantes
x̆

i
y̆

j(1 − z̆)r−1 y̆

x̆

x̆y̆

, x̆
i
y̆

j(1 − z̆)r−1 y̆(1 − z̆)
0

x̆y̆(1 − z̆) , x̆
i
y̆

j(1 − z̆)r−1 1 − z̆
0

x̆(1 − z̆) , x̆
i
y̆

j(1 − z̆)r−1 y̆
2(1 − z̆)

0

x̆y̆
2(1 − z̆)

x̆
i
y̆

j(1 − z̆)r−1 0

x̆(1 − z̆)
x̆y̆(1 − z̆) , x̆

i
y̆

j(1 − z̆)r−1
0

x̆
2(1 − z̆)
x̆

2
y̆(1 − z̆)

, x̆
i
y̆

j(1 − z̆)r−1 0(1 − z̆)
y̆(1 − z̆)que l'on peut regrouper suivant trois groupes� Un premier groupe

x̆
i
y̆

j+1(1 − z̆)r−1
x̆

i+1
y̆

j(1 − z̆)r−1
x̆

i+1
y̆

j+1(1 − z̆)r−1
,0 ⩽ i, j ≤ r − 1qui est le même que elui renontré lors du traitement de P

3

r−1 (ave k = r − 1)� Deux autres groupes
x̆

i
y̆

j(1 − z̆)r
0

x̆
i+1
y̆

j(1 − z̆)r
,

0

x̆
j
y̆

i(1 − z̆)r
x̆

j
y̆

i+1(1 − z̆)r
, i ≤ r − 1, j ≤ r + 1qui sont les deux dernières familles de Br.Lorsqu'on e�etue les aluls pour les deux autres familles de fontions de Sr

x
i
y

j
z

k+1

0

−xi+1
y

j
z

k

,

x
i
y

j+1
z

k

−xi+1
y

j
z

k

0

, k = r − 1 − i − j,on obtient alors exatement la même forme pour DF ∗E, seule l'expression des oe�ients b0, b1, ..., b9 étant di�é-rente.On a don montré que pour générer Rr, toutes les fontions de Br étaient néessaires et su�santes. ◻Remarque 10.2.11 Comme dans le as de l'espae optimal H1, nous avons identi�é les oe�ients indépendantspour les espaes des trois premiers ordres avant d'établir une onjeture sur la forme de l'espae pour tout ordre.La preuve pour l'espae des hexaèdres d'ordre 1 est détaillée dans [32℄.10.3 Degrés de liberté et fontions de base10.3.1 Éléments �nis nodaux10.3.1.1 Loalisation des degrés de libertéComme dans le as H1, on souhaite lier les éléments entre eux de sorte que les omposantes tangentielles dehaque fontion soient ontinues à l'interfae. Bien que peu utilisée pour les éléments �nis d'arête, on peut onsidérerune approhe nodale omme l'ont étudié Cohen et Monk [21℄ sur les hexaèdres.On utilisera les degrés de liberté suivants.



Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé 137Hexaèdre : Comme le montre la �gure 10.1 pour l'hexaèdre d'ordre 1, on plae dans haque diretion ei, un degréde liberté sur haque point issu du produit tensoriel entre les points de Gauss-Lobatto intérieurs d'ordre r+1selon ei et les points de Gauss-Lobatto d'ordre r + 1 selon les deux autres diretions.On a au total 3r(r + 2)2 degrés de liberté, e qui est préisément la dimension de Qr.

x̂

ŷ

ẑ

Fig. 10.1 � Loalisation des degrés de liberté pour l'élément hexaédrique d'ordre 1Tétraèdres : Comme le montre la �gure 10.2 pour le tétraèdre d'ordre 1, on plae les degrés de liberté ommesuit� Pour les arêtes, on plae un degré de liberté sur haque point de Gauss-Lobatto intérieur d'ordre r + 1� Pour les faes, on plae deux degrés de liberté orientés selon une base de la fae, sur les points intérieursdu triangle d'Hesthaven (Hesthaven [43℄) d'ordre r + 1� Pour le volume, on prend les points intérieurs d'un tétraèdre de Hesthaven (Hesthaven et Teng [44℄) d'ordre
r + 1, et on plae trois degrés de liberté suivant une base de l'espae.Il y a �nalement 6r + 4r(r − 1) + r(r − 1)(r − 2)

2
degrés de liberté, qui est la dimension de Rr.

x̂

ŷ

ẑ

Fig. 10.2 � Loalisation des degrés de liberté pour l'élément tétraédrique d'ordre 1



138 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevéPrismes : Comme le montre la �gure 10.3 pour le prisme d'ordre 1, on plae les degrés de liberté selon (x̂, ŷ) enprenant le produit tensoriel d'une fae triangulaire identique à elle d'un tétraèdre, et une arête de Gauss-Lobatto d'ordre r+1. Pour les degrés de liberté selon ẑ, ils sont plaés sur les points issus du produit tensorield'un triangle H1 d'ordre r+1 par une arête ave points de Gauss-Lobatto d'ordre r+1 intérieurs. On retrouveainsi les mêmes faes quadrangulaires que sur l'hexaèdre.On obtient don r(r + 2)(r + 2) + r (r + 2)(r + 3)
2

degrés de liberté, soit autant que la dimension de Wr

x̂

ŷ

ẑ

Fig. 10.3 � Loalisation des degrés de liberté pour l'élément prismatique d'ordre 1Pyramides : Comme le montre la �gure 10.4 pour la pyramide d'ordre 1, on plae les degrés de liberté ommepour les faes de tétraèdre sur les faes triangulaires, omme pour les faes de l'hexaèdre sur la base, et onplae 3 degrés de liberté par point intérieur, plaés omme les points intérieurs d'une pyramide H1 d'ordre
r + 1.Il a y don 4r(r + 2) + 2r(r − 2) + r(r − 1)(2r − 1)

2
degrés de liberté, qui est bien la dimension de Br.

x̂

ŷ

ẑ

Fig. 10.4 � Loalisation des degrés de liberté pour l'élément pyramidal d'ordre 1



Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé 13910.3.1.2 Fontions de baseComme pour le as ontinu, on herhe la base nodale de haque espae P̂r sur les éléments de référene K̂, lesfontions réelles sur K étant déduites de elles-i à l'aide de la transformation H(rot)-onforme
p̂ =DF ∗p ○ F. (10.3.1)Les fontions de base (ϕ̂i) sur l'élément de référene K̂ sont obtenues omme suit.Dé�nition 10.3.1 Soit (M̂i)1⩽i⩽nr les oordonnées des points d'interpolation sur l'élément K̂ munis d'uneorientation selon un veteur t̂i, et (ψ̂i)1⩽i⩽nr une base de P̂r. La matrie de Vandermonde V DM ∈Mnr(R)est dé�nie par

VDMi,j = ψ̂i(M̂j) ⋅ t̂j , 1 ⩽ i, j ⩽ nr,et la fontion de base ϕ̂i liée au point d'interpolation M̂i est alors dé�nie par
ϕ̂i = ∑

1⩽j⩽nr

(V DM−1)i,j ψ̂j . (10.3.2)Remarque 10.3.2 Les points M̂i sont munis d'une orientation, mais peuvent évidemment orrespondre à un mêmepoint géométrique.Remarque 10.3.3 Comme dans le as H1, la aratérisation de l'inversibilité de la matrie de Vandermonde estune question ouverte. Cependant on observe qu'ave notre hoix pour le positionnement des degrés de liberté, lamatrie de Vandermonde est inversible, 'est à dire que l'élément est unisolvant.Le désavantage prinipal de l'utilisation de fontions nodales est que la matrie de Vandermonde peut êtremal onditionnée, e qui onduit à des erreurs numériques importantes lors du alul de la base. La �gure 2.8présente ainsi la omparaison entre le onditionnement de la matrie de Vandermonde pour la première familleoptimale (� Gauss-Lobatto �) et pour la première famille (� Gauss �, voir hapitre 13, setion 13.1.3) dans le asd'éléments tétraédriques, pyramidaux et prismatiques nodaux. On remarque que le onditionnement ne hange pasbeauoup suivant les deux familles, et que les fontions de base ψi hoisies pour les pyramides sou�rent d'un mauvaisonditionnement qui handiape la méthode dès que r ⩾ 5. Pour les tétraèdres et le prisme, le onditionnement restebon.

Fig. 10.5 � Conditionnement de la matrie de Vandermonde en fontion de l'ordre pour les élémentsNous allons don herher une base de fontions hiérarhiques de P̂r pour éviter d'avoir à utiliser la méthodenodale, un autre avantage des fontions hiérarhiques étant d'être tensorisées (sur le ube).



140 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé10.3.2 Éléments �nis d'arêteComme dans le as H1, on herhe une base de haque espae P̂r sur les éléments de référene K̂, adaptées à lastruture de l'espae fontionnel H(rot), et qui permette la onformité H(rot) ave les autres éléments. Pour ela,on doit véri�er que haque fontion de base véri�e la ontinuité tangentielle, qui est la ontrainte déliate lors dela onstrution de la base.Proposition 10.3.4 Les fontions suivantes forment une base hiérarhique H(rot)-onforme de P̂r et sur tout lemaillage� Hexaèdre : On onsidère les paramètres suivants
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ1 = x̂
λ2 = ŷ
λ3 = ẑ
λ4 = 1 − x̂
λ5 = 1 − ŷ
λ6 = 1 − ẑ



Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé 141Fontions H(rot) hiérarhiques pour l'hexaèdrePour une arête a : soient a1 et a2 les faes ne ontenant auun sommet de a (a1 < a2)Si a est orientée selon ex

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
λa1

λa2

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

0,0
i (2x̂ − 1), 0 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 4Si a est orientée selon ey

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

λa1
λa2

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

0,0
i (2ŷ − 1), 0 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 4Si a est orientée selon ez

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

λa1
λa2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

0,0
i (2ẑ − 1), 0 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 4Pour une fae f : soit f1 la fae diretement opposée à fSi f est dans le plan (ex, ey)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
λ2 λ5 λf1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

0,0
i (2x̂ − 1)P 1,1

j (2ŷ − 1)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

λ1 λ4 λf1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

1,1
j (2x̂ − 1)P 0,0

i (2ŷ − 1)
0 ⩽ i, j ⩽ r − 1, 1 ⩽ f ⩽ 2Si f est dans le plan (ey, ez)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

λ3 λ6 λf1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

0,0
i (2ŷ − 1)P 1,1

j (2ẑ − 1)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

λ2 λ5 λf1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

1,1
j (2ŷ − 1)P 0,0

i (2ẑ − 1)
0 ⩽ i, j ⩽ r − 1, 1 ⩽ f ⩽ 2Si f est dans le plan (ex, ez)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
λ3 λ6 λf1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

0,0
i (2x̂ − 1)P 1,1

j (2ẑ − 1)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

λ1 λ4 λf1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

1,1
j (2x̂ − 1)P 0,0

i (2ẑ − 1)
0 ⩽ i, j ⩽ r − 1, 1 ⩽ f ⩽ 2Pour les fontions intérieures :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
λ2 λ3 λ5 λ6

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

0,0

k (2x̂ − 1)P 1,1
i (2ŷ − 1)P 1,1

j (2ẑ − 1)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

λ1 λ3 λ4 λ6

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

1,1
i (2x̂ − 1)P 0,0

k (2ŷ − 1)P 1,1
j (2ẑ − 1)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

λ1 λ2 λ4 λ5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

1,1
i (2x̂ − 1)P 1,1

j (2ŷ − 1)P 0,0

k (2ẑ − 1)

0 ⩽ i, j, k ⩽ r − 1



142 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé� Prisme : On onsidère les paramètres suivants
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
λ1 = λ4 = 1 − x̂ − ŷ
λ2 = λ5 = x̂
λ3 = λ6 = ŷ

{ β1 = 1 − ẑ
β2 = ẑFontions H(rot) hiérarhiques pour le prismePour une arête horizontale a : l'arête est dirigée d'un sommet a1 vers a2, et f ′ est la fae horizon-tale opposée

(λa1
∇λa2

− λa2
∇λa1

) βf ′ P
0,0
i (λa2

− λa1
), 0 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 6Pour une arête vertiale a : soit a1 la fae ne ontenant auun sommet de a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

λa1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

0,0
i (β2 − β1), 0 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 3Pour une fae quadrangulaire f : soit [a1, a2] une arête en ommun ave une fae triangulaire f ′,et f1 et f2 les deux autres faes quadrangulaires

(λa1
∇λa2

− λa2
∇λa1

) β1 β2 P
0,0
i (λa2

− λa1
)P 1,1

j (2ẑ − 1)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

λa1
λa2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

1,1
j (λa2

− λa1
)P 0,0

i (2ẑ − 1)
0 ⩽ i ⩽ r − 1

0 ⩽ j ⩽ r − 1
1 ⩽ f ⩽ 3Pour une fae triangulaire f : soient [a1, a2] et [a1, a3] deux arêtes en ommun ave deux faesfaes quadrangulaires f1 et f2 respetivement, et f ′ la fae horizontale opposée

(λa1
∇λa2

− λa2
∇λa1

) λf1
βf ′ P

0,0
i (λa2

− λa1
)P 0,0

j (λa3
− λa1

)
(λa1
∇λa3

− λa3
∇λa1

) λf2
βf ′ P

0,0
i (λa2

− λa1
)P 0,0

j (λa3
− λa1

) 0 ⩽ i + j ⩽ r − 2, 1 ⩽ f ⩽ 2Pour les fontions intérieures :
(λ2∇λ3 − λ3∇λ2) λ1 β1 β2 Pijk(x̂, ŷ, ẑ)
(λ1∇λ3 − λ3∇λ1) λ2 β1 β2 Pijk(x̂, ŷ, ẑ)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

λ1 λ2 λ3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Pijk(x̂, ŷ, ẑ)

0 ⩽ i + j ⩽ r − 2

0 ⩽ k ⩽ r − 1ave
Pijk(x̂, ŷ, ẑ) = P 0,0

i ( 2x̂

1 − ŷ − 1)(1 − ŷ)iP 2i+1,0
j (2ŷ − 1)P 0,0

k (2ẑ − 1)



Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé 143� Pyramide : On onsidère les paramètres suivants
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

β1 = 1 − x̂ − ẑ
2

β2 = 1 − ŷ − ẑ
2

β3 = 1 + x̂ − ẑ
2

β4 = 1 + ŷ − ẑ
2

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ1 = β1 β2

1 − ẑ
λ2 = β2 β3

1 − ẑ
λ3 = β3 β4

1 − ẑ
λ4 = β4 β1

1 − ẑ
λ5 = ẑ

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ1 = 2ẑ + x̂ + ŷ
2

γ2 = 2ẑ − x̂ + ŷ
2

γ3 = 2ẑ − x̂ − ŷ
2

γ4 = 2ẑ + x̂ − ŷ
2

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
δ1 = δ3 = x̂
δ2 = δ4 = ŷ

Fontions H(rot) hiérarhiques pour la pyramidePour une arête horizontale a : l'arête est dirigée d'un sommet a1 vers a2, et les arêtes horizontalesadjaentes sont [a1, a4] et [a2, a3]
(λa1
∇(λa2

+ λa3
) − λa2

∇(λa1
+ λa4

))P 0,0
i (δa), 0 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 4Pour une arête vertiale a : soit s le sommet de a appartenant à la base

(λs∇λ5 − λ5∇λs)P 0,0
i (γs), 0 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 4Pour la base :

(λ1∇(λ2 + λ3) − λ2∇(λ1 + λ4)) β4 P
0,0
i (β3 − β1

1 − ẑ )P 1,1
j (β4 − β2

1 − ẑ )(1 − ẑ)max(i,j)−1

(λ1∇(λ3 + λ4) − λ4∇(λ2 + λ1)) β3 P
1,1
j (β3 − β1

1 − ẑ )P 0,0
i (β4 − β2

1 − ẑ )(1 − ẑ)max(i,j)−1

0 ⩽ i, j ⩽ r − 1Pour une fae triangulaire f : soit [a1, a2] l'arête vertiale d'arêtes adjaentes [a1, a4] et [a2, a3],et f1 la fae triangulaire de base [a1, a4]
(λa2
∇(λa1

+ λa4
) − λa1

∇(λa2
+ λa3

)) λ5 P
0,0
i (δf)P 0,0

j (γa1
)

(λa1
∇λ5 − λ5∇λa1

) βf1
P

0,0
i (δf)P 0,0

j (γa1
) 0 ⩽ i + j ⩽ r − 2Pour les fontions intérieures :

(λ1∇(λ2 + λ3) − λ2∇(λ1 + λ4)) β4 λ5 Pijk(x̂, ŷ, ẑ)
(λ1∇(λ3 + λ4) − λ4∇(λ2 + λ1)) β3 λ5 Pijk(x̂, ŷ, ẑ)

(λ1∇λ5 − λ5∇λ1) β3 β4 Pijk(x̂, ŷ, ẑ)
0 ⩽ i, j ⩽ r − 2,

0 ⩽ k ⩽ r − 2 −max(i, j)ave
Pijk(x̂, ŷ, ẑ) = P 0,0

i (β3 − β1

1 − ẑ )P 0,0
j (β4 − β2

1 − ẑ )P 2max(i,j)+2,0

k (2ẑ − 1)(1 − ẑ)max(i,j)−1



144 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé� Tétraèdre : On onsidère les paramètres suivants
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ1 = 1 − x̂ − ŷ − ẑ
λ2 = x̂
λ3 = ŷ
λ4 = ẑFontions H1 hiérarhiques pour le tétraèdrePour une arête a : l'arête est dirigée d'un sommet a1 vers a2

(λa1
∇λa2

− λa2
∇λa1

) P 0,0
i (λa2

− λa1
), 0 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 6Pour une fae triangulaire f : soient a1, a2 et a3 les sommets de f , f1 l'autre fae ontenant [a1, a2]et f2 l'autre fae ontenant [a1, a3]

(λa1
∇λa2

− λa2
∇λa1

) λf1
Pij(x̂, ŷ, ẑ)

(λa1
∇λa3

− λa3
∇λa1

) λf2
Pij(x̂, ŷ, ẑ)

0 ⩽ i + j ⩽ r − 2, 1 ⩽ f ⩽ 4ave
Pij(x̂, ŷ, ẑ) = P 0,0

i (λa2
− λa1

)P 0,0
j (λa3

− λa1
)Pour les fontions intérieures :

(λ1∇λ4 − λ4∇λ1) λ2 λ3 Pijk(x̂, ŷ, ẑ)
(λ1∇λ2 − λ2∇λ1) λ3 λ4 Pijk(x̂, ŷ, ẑ)
(λ1∇λ3 − λ3∇λ1) λ2 λ4 Pijk(x̂, ŷ, ẑ)

0 ⩽ i + j + k ⩽ r − 3ave
Pijk(x̂, ŷ, ẑ) = P 0,0

i ( 2x̂

1 − ŷ − ẑ − 1)(1 − ŷ − ẑ)iP 2i+1,0
j ( 2ŷ

1 − ẑ − 1)(1 − ẑ)jP 2(i+j+1),0
k (2ẑ − 1)Preuve. Par onstrution, l'ensemble des fontions forme une base de P̂r pour haque élément et les restritionsaux arêtes, aux faes triangulaires et quadrangulaires sont égales (à une rotation près pour les faes triangulaires,à prendre en ompte lors de la programmation) pour tous les éléments.La démonstration du fait que l'ensemble des fontions forme une base de P̂r pour haque type d'élément nesera pas détaillée.10.4 ConformitéOn rappelle le théorème onernant les onditions de onformité H(rot).Theorème 10.4.1

{ ∀K ∈ Ω, P
F
r (K) ⊂H(rot)(K)

Vh ∧ n ⊂ C
0(Ω̄), pour n normale sortante à haque fae Ô⇒ Vh ⊂H(rot,Ω)Preuve. Voir par exemple Monk [55℄.Theorème 10.4.2 Ave les espaes PF

r onstruits dans la setion 10.2 et le hoix de degré de liberté de la setion10.3, on a
Vh(Ω) ⊂H(rot,Ω).Preuve.



Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevé 145� Véri�ons tout d'abord le premier point du théorème 10.4.1. Soit p ∈ PF
r . Lorsque p est polynomiale, e qui estle as pour les tétraèdres, les prismes et les hexaèdres, on a de manière évidente p ∈ C

0(K)3 et rot p ∈ C
0(K).Puisque K est borné, on a alors immédiatement p ∈ L2(K)3 et rot p ∈ L2(K).Conernant les pyramides, on a deux as� Si p ∈ B

3

r−1, en réutilisant les résultat obtenus pour H1, on a p ∈ L2(K)3 et ∇p1,∇p2,∇p3 ∈ L2(K)3, don
rot p ∈ L2(K)3.� Sinon, p ∈ A3

r où Ar = { x̂
i
ŷ

j

(1 − ẑ)i+j−k
,0 ⩽ i, j ⩽ k + 1 ⩽ r,1 ⩽⩽ r − 1}. Comme dans le as H1, on prouve laontinuité en S5 en onsidérant la pseudo-fae F 2

ε , représentée en rouge sur la �gure 10.6, telle que
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x̂ = (1 − ẑ)(1 − ε)−(1 − ẑ)(1 − ε) ⩽ ŷ ⩽ (1 − ẑ)(1 − ε)
0 ⩽ ẑ ⩽ 1,et ∀M = (x̂, ŷ, ẑ) ∈ Q2, ∃ε ∈ [0,1], M ∈ F 2

ε .

x̂

ŷ

ẑ

εFig. 10.6 � Pseudo fae F 2

εPour un point M de Q2 attahé à une fae F 2

ε , on a
−(1 − ε)i+j(1 − ẑ)k ⩽ p(M) ⩽ (1 − ε)i+j(1 − ẑ)k'est à dire

p(M) ẑ→1ÐÐ→ 0 si k > 0

p(M) borné si k=0Puisque K est borné, on a p ∈ L2(K).Pour rot p, on distingue là enore deux as� Soit
p =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̂
p
ŷ

p+1

(1 − ẑ)p+1
x̂

p+1
ŷ

p

(1 − ẑ)p+1
x̂

p+1
ŷ

p+1

(1 − ẑ)p+2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 1

p + 1
grad ( x̂p+1

ŷ
p+1

(1 − ẑ)p+1 ) , 0 ⩽ p ⩽ r − 1 Ô⇒ rot p = 0� Soit p est de la forme
p =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̂
i
ŷ

j

(1 − ẑ)i+j−k

0

x̂
i+1
ŷ

j

(1 − ẑ)i+j−k+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

0 ⩽ i, j ⩽ k + 1

1 ⩽ k ⩽ r + 1
Ô⇒ rot p =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

j x̂
i+1

ŷ
j−1

(1 − ẑ)i+j−k+1

(j − k + 1) x̂i
ŷ

j

(1 − ẑ)i+j−k+1

− x̂
i
ŷ

j−1

(1 − ẑ)i+j−k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦



146 Éléments �nis d'ordre arbitrairement élevéou son symétrique en y. Dans e as, en un point M de Q2 attahé à une fae F 2

ε , on a
−(1 − ε)i+j(1 − ẑ)k−1 ⩽ x̂

i+1
ŷ

j−1

(1 − ẑ)i+j−k+1
⩽ (1 − ε)i+j(1 − ẑ)k−1

−(1 − ε)i+j(1 − ẑ)k−1 ⩽ x̂
i
ŷ

j

(1 − ẑ)i+j−k+1
⩽ (1 − ε)i+j(1 − ẑ)k−1

−(1 − ε)i+j−1(1 − ẑ)k−1 ⩽ x̂
i
ŷ

j−1

(1 − ẑ)i+j−k
⩽ (1 − ε)i+j−1(1 − ẑ)k−1On a don

(1 − ε)i+j−1(1 − ẑ)k−1 z→1ÐÐ→ 0 pour k>1
(1 − ε)i+j−1(1 − ẑ)k−1 borné pour k = 1'est à dire que rot p est borné. Comme K est borné, on a don rot p ∈ L2(K).� Conernant le deuxième point du théorème 10.4.1, il faut véri�er que les restritions de la omposante tangen-tielle des espaes PF

r sur haque type d'élément sur les faes de même type sont identiques. Par onstrution,la transformation de Piolat 10.3.1 respete la onformité H(rot) (voir Monk [55℄). Il reste don à véri�er queles restritions des espaes P̂r à haque type de fae sont les mêmes pour tous les éléments.Pour un paramétrage (η, ξ) de la fae onsidérée, il est immédiat que la restrition de Rr(x̂, ŷ, ẑ) à toute faetriangulaire du tétraèdre est dans Rr(η, ξ), et que la restrition de Qr(x̂, ŷ, ẑ) à toute fae quadrangulairede l'hexaèdre est dans Qr−1,r+1(η, ξ) ×Qr+1,r−1(η, ξ). Or retrouve aisément es résultats sur le prismes, maisnous allons détailler le as de la pyramide.� Sur la base quadrangulaire, ẑ = 0 et n = [0,0,−1]. Pour toutes les familles qui omposent Br, on a demanière quasi immédiate (p ∧ n) ∧ n∣ẑ=0 = [−p2(x̂, ŷ,0), p1(x̂, ŷ,0),0] ∈ Qr+1,r−1(x̂, ŷ) ×Qr−1,r+1(x̂, ŷ)� Sur une fae triangulaire, on onsidère par exemple la fae x̂ = (1 − ẑ), ave n = [1,0,1]. La partie di�ileva être d'identi�er les mon�mes de Sr(ŷ, ẑ). On érit don tout d'abord Sr(ŷ, ẑ) sur la fae.On onsidère la transformation f du triangle de référene T̂ (η, ξ) à la fae x̂ = 1 − ẑ de K̂(x̂, ŷ, ẑ)
f =

x̂ = 1 − ξ
ŷ = 2η + ξ − 1

ẑ = ξLa transformation f est un di�éomorphisme de T̂ vers la fae x̂ = 1 − ẑ de K̂. On a
Df =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 −1
2 1

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Df

−∗ = 1

4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2
2 0−1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦où Df est le jaobien de la transformation f et Df−∗ la transposée du pseudo-inverse de Df . Pour ϕ ∈Sr(η, ξ), d'après la proposition 10.2.2, ϕ s'érit
ϕ(η, ξ) = [ η

i
ξ

j+1

−ηi+1
ξ

j ]pour i + j = r − 1. Sur la fae x̂ = 1 − ẑ de K̂, ϕ s'érit don
ϕ(x̂, ŷ, ẑ) =Df−∗ϕ(η, ξ) ○ f−1 = ( ŷ + 1 − ẑ

2
)i

ẑ
j

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ŷ + 1

2ẑ−ŷ − 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦On peut ajouter autant de fontions de P
2

r−1 que l'on veut sur la fae sans modi�er l'espae engendré : onrajoute (t1 − 2t2)( ŷ + 1 − ẑ
2

)i

ẑ
j ave

t1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1
0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
t2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Sr(ŷ, ẑ) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ŷ
j+1(1 − ẑ)i−2ŷj(1 − ẑ)i+1−ŷj+1(1 − ẑ)i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, i + j = r − 1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭Identi�ons maintenant les mon�mes sur la fae. On alule pn(ŷ, ẑ) = (p ∧ n) ∧ n∣x̂=(1−ẑ)� Si p ∈ B
3

r−1, on a de manière immédiate pn ∈ P
2

r−1(ŷ, ẑ).� Sinon
0 ⩽ i ⩽ r − 1, p =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̂
i
ŷ

i+1

(1 − ẑ)i+1
x̂

i+1
ŷ

i

(1 − ẑ)i+1
x̂

i+1
ŷ

i+1

(1 − ẑ)i+2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Ô⇒ pn =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

ŷ
i

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ P

2

r−1(ŷ, ẑ)

0 ⩽m ⩽ n ⩽ r − 2, p =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̂
m
ŷ

n+2

(1 − ẑ)m+1
0

x̂
m+1

ŷ
n+2

(1 − ẑ)m+2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ô⇒ pn =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

0 ⩽m ⩽ n ⩽ r − 2, p =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

x̂
n+2

ŷ
m

(1 − ẑ)m+1
x̂

n+2
ŷ

m+1

(1 − ẑ)m+2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ô⇒ pn =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ŷ

m+1(1 − ẑ)n−m

−2ŷm(1 − ẑ)n−m+1

−ŷm+1(1 − ẑ)n−m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ P

2

r−1(ŷ, ẑ)

0 ⩽ p ⩽ r − 1

0 ⩽ q ⩽ r + 1
, p =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̂
p
ŷ

q

(1 − ẑ)p+q−r

0

x̂
p+1

ŷ
q

(1 − ẑ)p+q+1−r

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ô⇒ pn =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

0 ⩽ p ⩽ r − 1

0 ⩽ q ⩽ r + 1
, p =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
x̂

q
ŷ

p

(1 − ẑ)p+q−r

x̂
q
ŷ

p+1

(1 − ẑ)p+q+1−r

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ô⇒ pn =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ŷ

p+1(1 − ẑ)r−p−1

−2ŷp(1 − ẑ)r−p

−ŷp+1(1 − ẑ)r−p−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ Sr(ŷ, ẑ)Le même résultat peut être obtenu de manière symétrique sur les autres faes.En utilisant un argument de dimension, on en déduit que

P̂r ∣ x̂=1−ẑ ou x̂=ẑ−1 = Rr(ŷ, ẑ)
P̂r ∣ ŷ=1−ẑ ou ŷ=ẑ−1 = Rr(x̂, ẑ)

P̂r ∣ ẑ=0 = Qr−1,r+1(x̂, ŷ) ×Qr+1,r−1(x̂, ŷ),
(10.4.1)e qui orrespond bien aux mêmes restritions d'espaes sur les faes des autres éléments. ◻
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150 Formule de quadrature et estimations d'erreur11.1 Intégration par formule de quadrature11.1.1 Intégration exateOn rappelle l'expression des matries de masse Mh et de rigidité Rh sur un élément K du maillage
Mhi,j = ∫

K
ϕi ⋅ϕj dxdy dz = ∫

K̂
∣DF ∣ DF −1DF ∗−1ϕ̂i ⋅ ϕ̂j dx̂dŷ dẑ

Rhi,j = ∫
K
rot ϕi ⋅ rot ϕj dxdy dz = ∫

K̂

1∣DF ∣DF ∗DFrot ϕ̂i ⋅ rot ϕ̂j dx̂ dŷ dẑ,
(11.1.1)où DF et ∣DF ∣ désignent respetivement la jaobienne et le jaobien de F .En utilisant la dé�nition 2.2.7 de la transformation T permettant de passer de l'élément de référene K̂ au ubeunité Q̃, on a

Mhi,j = ∫
Q̃
∣̃DF ∣ ∣̃T ∣ D̃F −1D̃F ∗−1 ϕ̃i ⋅ ϕ̃j dx̃ dỹ dz̃

Rhi,j = ∫
Q̃

1

∣̃DF ∣ ∣̃T ∣ D̃F ∗D̃F rot ϕ̃i ⋅ rot ϕ̃j dx̃dỹ dz̃,
(11.1.2)où ∣T ∣ désigne le déterminant du hangement de variable T . On rappelle une nouvelle fois que, d'après la dé�nition2.2.7, on a Hexaèdre : ∣̃T ∣ = 1Prisme : ∣̃T ∣ = (1 − ỹ)Pyramide : ∣̃T ∣ = 4(1 − z̃)2Tétraèdre : ∣̃T ∣ = (1 − ỹ)(1 − z̃)2D'après la struture des deux matries, qui font intervenirDF −1 etDF ∗−1, ou ∣DF ∣−1, il est lair que l'intégrationexate des matries n'est possible que lorsque F est a�ne. Dans e as, à une onstante près, les matries sont dela forme

Mhi,j = ∫
Q̃
A ∣̃T ∣ ϕ̃i ⋅ ϕ̃j dx̃dỹ dz̃

Rhi,j = ∫
Q̃
B ∣̃T ∣ rot ϕ̃i ⋅ rot ϕ̃j dx̃ dỹ dz̃,

(11.1.3)où A et B sont deux matries onstantes.On herhe à intégrer les matries de masse et de rigidité exatement dans le as a�ne. Pour ela, on herhel'espae de polyn�mes auquel appartient le ontenu des intégrales et pour lequel il faudra avoir une intégrationexate. Comme l'on va généralement utiliser des formules de quadratures issues de la tensorisation de formules de1D, nous herhons les inlusions dans des espaes de type Qm,n,p.Lemme 11.1.1 Pour haque type d'élément, on a� Hexaèdre : ∀i ∈ J1, nrK, ϕ̃i ∈ Qr−1,r+1,r+1 ×Qr+1,r−1,r+1 ×Qr+1,r+1,r−1 (x̃, ỹ, z̃)� Prisme : ∀i ∈ J1, nrK, ϕ̃i ∈ Qr−1,r,r+1 ×Qr,r,r+1 ×Qr+1,r+1,r−1 (x̃, ỹ, z̃)� Pyramide : ∀i ∈ J1, nrK, ϕ̃i ∈ Qr−1,r+1,r ×Qr+1,r−1,r ×Qr+1,r+1,r (x̃, ỹ, z̃)� Tétraèdre : ∀i ∈ J1, nrK, ϕ̃i ∈ Qr−1,r,r ×Qr ×Qr (x̃, ỹ, z̃)Preuve.� Hexaèdre : Il s'agit de la dé�nition de l'espae optimal.� Prisme : Soit p̂ ∈Rr(x̂, ŷ)Si p̂ ∈ P
2

r−1(x̂, ŷ), en appliquant en utilisant la dé�nition 2.2.7 de la transformation T , on a
p̃ ∈ Qr−1,r−1 ×Qr−1,r−1(x̃, ỹ)Si p̂ ∈ Sr(x̂, ŷ), en utilisant la propriété 10.2.2, on a

[ x̃
i(1 − ỹ)iỹj+1

−x̃i+1(1 − ỹ)i+1ỹj ] i + j = r − 1 Ô⇒ p̃(x̃, ỹ) ∈ Qr−1,r ×Qr(x̃, ỹ)Puisque ϕ̃i ∈ (Rr(x̃(1 − ỹ), ỹ) ⊗ Pr+1(z̃)) ×Wr+1,r−1(x̃(1 − ỹ), ỹ, z̃), on obtient bien le résultat annoné.



Formule de quadrature et estimations d'erreur 151� Pyramide : Immédiat d'après l'expression de l'espae Cr de la propriété 10.2.9.� Tétraèdre : On utilise la déomposition de l'espae Rr(x̂, ŷ, ẑ).Si ϕ̂i ∈ P
3

r−1(x̂, ŷ, ẑ), en utilisant la dé�nition 2.2.7 de la transformation T , il vient
ϕ̃i ∈ Q

3

r−1,r−1,r−1(x̃, ỹ, z̃)Si ϕ̂i ∈ S3

r (x̂, ŷ, ẑ), en passant sur Q̃, en utilisant la propriété 10.2.2 on a
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x̃

i−1 (1 − ỹ)i−1ỹj (1 − z̃)i+j−1
z̃

r−i−j+1

0−x̃i (1 − ỹ)iỹj (1 − z̃)i+j
z̃

r−i−j

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
i + j ⩽ r

1 ⩽ i ⩽ r

0 ⩽ j ⩽ r − 1

Ô⇒ ϕ̃ ∈ Qr−1,r−1,r × {0} ×Qr (x̃, ỹ, z̃)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

x̃
i (1 − ỹ)iỹj−1 (1 − z̃)i+j−1

z̃
r−i−j+1

−x̃i (1 − ỹ)iỹj (1 − z̃)i+j
z̃

r−i−i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
i + j ⩽ r

0 ⩽ i ⩽ r − 1

1 ⩽ j ⩽ r
Ô⇒ ϕ̃ ∈ {0} ×Qr−1,r−1,r ×Qr−1,r,r (x̃, ỹ, z̃)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x̃

i−1 (1 − ỹ)i−1ỹj (1 − z̃)i+j−1

−x̃i (1 − ỹ)iỹj−1 (1 − z̃)i+j−1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
i + j = r + 1,

1 ⩽ i, j ⩽ r
Ô⇒ ϕ̃i ∈ Qr−1,r,r ×Qr × {0} (x̃, ỹ, z̃)d'où le résultat. ◻Proposition 11.1.2 Pour avoir l'intégration exate de la matrie de masse dans le as a�ne, la formule dequadrature utilisée doit être exate pour les polyn�mes de :� Hexaèdre : Q2r+2(x̃, ỹ, z̃) ;� Prisme : (1 − ỹ) Q2r+2(x̃, ỹ, z̃) ;� Pyramide : (1 − z̃)2 Q2r+2,2r+2,2r(x̃, ỹ, z̃) ;� Tétraèdre : (1 − ỹ)(1 − z̃)2 Q2r(x̃, ỹ, z̃).Preuve. En utilisant le lemme 11.1.1, via l'ériture de la matrie de masse sur le ube unité Q̃ donnée parl'équation 11.1.3, le résultat est obtenu en additionnant les puissanes. ◻Lemme 11.1.3 Pour haque type d'élément, on a� Hexaèdre : ∀i ∈ J1, nrK, rot ϕ̃i ∈ Qr+1,r,r ×Qr,r+1,r ×Qr,r,r+1 (x̃, ỹ, z̃)� Prisme : ∀i ∈ J1, nrK, rot ϕ̃i ∈ Qr+1,r+1,r ×Qr ×Qr−1,r−1,r+1 (x̃, ỹ, z̃)� Pyramide : ∀i ∈ J1, nrK, rot ϕ̃i ∈ Qr+1,r,r+1 ×Qr,r+1,r+1 ×Qr,r,r−1 (x̃, ỹ, z̃)� Tétraèdre : ∀i ∈ J1, nrK, rot ϕ̃i ∈ Qr,r−1,r−1 ×Qr−1 ×Qr−1,r−2,r−1 (x̃, ỹ, z̃)Preuve.� Hexaèdre : Le rotationnel des fontions ϕ̂i sur Q̃ s'érit

rot ϕ̃i =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
j3 x̃

i3 ỹ
j3−1 z̃

k3 − k2 x̃
i2 ỹ

j2 z̃
k2−1

k1 x̃
i1 ỹ

j1 z̃
k1−1 − i3 x̃i3−1 ỹ

j3 z̃
k3

i2 x̃
i2−1 ỹ

j2 z̃
k2 − j1 x̃i1 ỹ

j1−1 z̃
k1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
i1, j2, k3 ⩽ r − 1

i2, i3, j1, j3, k1, k2 ⩽ r + 1d'où le résultat.� Prisme : Le rotationnel des fontions ϕ̂i sur Q̃ est
rot ϕ̃i =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
j3 x̃

i3 (1 − ỹ)i3 ỹj3−1 z̃
k3 − k2 x̃

i2 (1 − ỹ)i2 ỹj2 z̃
k2−1

k1x̃
i1(1 − ỹ)i1 ỹj1 z̃

k1−1 − i3 x̃i3−1 (1 − ỹ)i3−1ỹj3 z̃
k3

i2 x̃
i2−1 (1 − ỹ)i2−1ỹj2 z̃

k2 − j1 x̃i1 (1 − ỹ)i1 ỹj1−1 z̃
k1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
i1 + j1, i2 + j2, k3 ⩽ r − 1

i3 + j3, k1, k2, k ⩽ r + 1

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

k x̃
i+1 (1 − ỹ)i+1ỹj

z̃
k−1

k x̃
i (1 − ỹ)iỹj+1

z̃
k−1

−(i − j − 1)x̃i (1 − ỹ)iỹj
z̃

k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
i + j = r − 1

0 ⩽ i, j ⩽ r − 1

0 ⩽ k ⩽ r + 1e qui permet d'obtenir le résultat annoné.



152 Formule de quadrature et estimations d'erreur� Pyramide : Le rotationnel des fontions ϕ̂i sur Q̆ est
rot p̃ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
j3 x̃

i3 ỹ
j3−1 (1 − z̃)i3+j3−1z̃

k3 − k2 x̃
i2 ỹ

j2 (1 − z̃)i2+j2 z̃
k2−1

k1 x̃
i1 ỹ

j1 (1 − z̃)i1+j1 z̃
k1−1 − i3 x̃i3−1 ỹ

j3 (1 − z̃)i3+j3−1z̃
k3

i2 x̃
i2−1 ỹ

j2 (1 − z̃)i2+j2−1z̃
k2 − j1 x̃i1 ỹ

j1−1 (1 − z̃)i1+j1−1z̃
k1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
i1 + j1 + k1 ⩽ r − 1

i2 + j2 + k2 ⩽ r − 1

i3 + j3 + k3 ⩽ r − 1

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(r + j3 − k3) x̃r+i3−k3 ỹ

r+j3−k3−1 (1 − z̃)r+i3+j3−k3−1

(r − k1) x̃r+i1−k1 ỹ
r+j1−k1 (1 − z̃)r+i1+j1−k1−1

(r + i2 − k2) x̃r+i2−k2−1 ỹ
r+j2−k2 (1 − z̃)r+i2+j2−k2−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(r − k2) x̃r+i2−k2 ỹ
r+j2−k2 (1 − z̃)r+i2+j2−k2−1

(r + i3 − k3) x̃r+i3−k3−1 ỹ
r+j3−k3 (1 − z̃)r+i3+j3−k3−1

(r + j1 − k1) x̃r+i1−k1 ỹ
r+j1−k1−1 (1 − z̃)r+i1+j1−k1−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

i1 + j1 ⩽ k1

i2 + j2 ⩽ k2

i3 + j3 ⩽ k3

0 ⩽ k1, k2, k3 ⩽ r − 1

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−(p + 1) x̃p+1

ỹ
p
z̃(1 − z̃)p−1(p + 1) x̃p

ỹ
p+1

z̃(1 − z̃)p−1
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
0 ⩽ p ⩽ r − 1

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(n + 2) x̃m+1

ỹ
n+1 (1 − z̃)m

0−(n + 2) x̃m
ỹ

n+1 (1 − z̃)m
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

0 ⩽m ⩽ n ⩽ r − 2

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0−(n + 2) x̃n+1
ỹ

m+1 (1 − z̃)n(n + 2) x̃n+1
ỹ

m (1 − z̃)n
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

0 ⩽m ⩽ n ⩽ r − 2

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

q x̃
p+1

ỹ
q−1 (1 − z̃)r+1

x̃
p
ỹ

q (1 − z̃)r−1 ((p + q − r) − (p + 1)(1 − z̃)2−q x̃p
ỹ

q−1 (1 − z̃)r−1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

0 ⩽ p ⩽ r − 1

0 ⩽ q ⩽ r + 1

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−x̃q

ỹ
p (1 − z̃)r−1((p + q − r) − (1 − z̃)2p + 1)−q x̃q−1

ỹ
p+1 (1 − z̃)r+1

q x̃
q−1

ỹ
p (1 − z̃)r−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
0 ⩽ p ⩽ r − 1

0 ⩽ q ⩽ r + 1d'où le résultat.� Tétraèdre : Le rotationnel de ϕ̂i sur Q̃ est
p̃ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
j3 x̃

i3 (1 − ỹ)i3 ỹj3−1 (1 − z̃)i3+j3−1z̃
k3 − k2 x̃

i2 (1 − ỹ)i2 ỹj2 (1 − z̃)i2+j2 z̃
k2−1

k1 x̃
i1 (1 − ỹ)i1 ỹj1 (1 − z̃)i1+j1 z̃

k1−1 − i3 x̃i3−1 (1 − ỹ)i3−1ỹj3 (1 − z̃)i3+j3−1 z̃
k3

i2 x̃
i2−1 (1 − ỹ)i2−1ỹj2 (1 − z̃)i2+j2−1z̃

k2 − j1 x̃i1 (1 − ỹ)i1 ỹj1−1 (1 − z̃)i1+j1−1z̃
k1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
i1 + j1 + k1 ⩽ r − 1

i2 + j2 + k2 ⩽ r − 1

i3 + j3 + k3 ⩽ r − 1

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−j x̃i (1 − ỹ)iỹj−1 (1 − z̃)i+j−1
z̃

r−i−j

(r − j + 1) x̃i−1 (1 − ỹ)i−1ỹj (1 − z̃)i+j−1
z̃

r−i−j

−j x̃i−1 (1 − ỹ)i−1ỹj−1 (1 − z̃)i+j−2
z̃

r−i−j+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
i + j ⩽ r

1 ⩽ i ⩽ r

0 ⩽ j ⩽ r − 1

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−(r − i + 1) x̃i (1 − ỹ)iỹj−1 (1 − z̃)i+j−1

z̃
r−i−j

i x̃
i−1 (1 − ỹ)i−1ỹj (1 − z̃)i+j−1

z̃
r−i−j

i x̃
i−1 (1 − ỹ)i−1ỹj−1 (1 − z̃)i+j−2

z̃
r−i−j+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
i + j ⩽ r

0 ⩽ i ⩽ r − 1

1 ⩽ j ⩽ r

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0−(i + j) x̃i−1 (1 − ỹ)i−1ỹj−1 (1 − z̃)i+j−2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
i + j = r + 1

1 ⩽ i, j ⩽ re qui ahève la démonstration. ◻Proposition 11.1.4 Pour avoir l'intégration exate de la matrie de rigidité dans le as a�ne, la formule dequadrature utilisée doit être exate pour les polyn�mes de :� Hexaèdre : Q2r+2(x̃, ỹ, z̃) ;� Prisme : (1 − ỹ) Q2r+2(x̃, ỹ, z̃) ;� Pyramide : (1 − z̃)2 Q2r+2(x̃, ỹ, z̃) ;� Tetraèdre : (1 − ỹ)(1 − z̃)2 Q2r,2r−2,2r−2(x̃, ỹ, z̃).Preuve. En utilisant le lemme 11.1.3, via l'ériture de la matrie de masse sur le ube unité Q̃ donnée parl'équation 11.1.3, le résultat est obtenu en additionnant les puissanes. ◻



Formule de quadrature et estimations d'erreur 15311.1.2 Formule de quadraturePuisque l'on ne peut pas intégrer les matries de masse et de rigidité dans le as non a�ne, on doit se ontenterd'une intégration approhée. On hoisit d'utiliser dans le as non a�ne les mêmes formules de quadrature quipermettent d'intégrer exatement les matries dans le as a�ne.En pratique, on utilise les formules de quadrature suivantes pour haun des types d'élément� Hexaèdre :� hp : (ξG
r+1, ξ

G
r+1, ξ

G
r+1), (ωG

r+1, ω
G
r+1, ω

G
r+1)� nodal : (ξGL

r+1, ξ
GL
r+1, ξ

GL
r+1), (ωGL

r+1, ω
GL
r+1, ω

GL
r+1)� Prisme :� hp : (ξtri

r+1, ξ
G
r+1), (ωtri

r+1, ω
G
r+1)� nodal : (ξtri

r+1, ξ
GL
r+1), (ωtri

r+1, ω
GL
r+1)� Pyramide : (ξG

r+1, ξ
G
r+1, ξ

GJ2

r+1 ), (ωG
r+1ω

G
r+1ω

GJ2

r+1 ),� Tétraèdre : (ξtetra
r , ω

tetra
r )où � (ξG

r+1, ω
G
r+1) est la formule de quadrature de Gauss d'ordre r + 1, exate pour les polyn�mes de Q2r+3,� (ξGL

r+1, ω
GL
r+1) est la formule de quadrature de Gauss-Lobatto d'ordre r+1, exate pour les polyn�mes de Q2r+1,� (ωGJa

r+1 , ξ
GJa
r+1 ) est la formule de quadrature de Gauss-Jaobi d'ordre r + 1, exate pour les polyn�mes de(1 − x)aQ2r+3.� (ξtri

r+1, ω
tri
r+1) est une formule de quadrature pour le triangle d'ordre r + 1, exate pour les polyn�mes de P2r+2,omme par exemple elle dérite par Dunavant [27℄,� (ξtetra

r , ω
tetra
r ) est une formule de quadrature d'ordre r pour le tétraèdre d'ordre, exate pour les polyn�mesde P2r, omme par exemple elle dérite par �olín et al. [71℄.Finalement, on utilise au maximum (r + 2)3 points d'intégration pour tous les types d'élément, au lieu de (r + 1)3pour la première famille (voir hapitre 13, setion 13.1.3)11.2 Estimation d'erreur abstraite11.2.1 Présentation du problèmeOn onsidère le problème variationnel standard suivant

{ Trouver u ∈ V tel que∀v ∈ V, a(u, v) = f(v), (11.2.1)où V =H(rot,Ω), et où a(., .) désigne une forme bilinéaire ontinue et oerive, et f(.) un forme linéaire ontinue.Pour un sous-espae de dimension �nie Vh de l'espae V , le problème disret s'érit alors
{ Trouver uh ∈ Vh tel que∀vh ∈ Vh, ah(uh, vh) = fh(vh), (11.2.2)où ah(., .) désigne une forme bilinéaire dé�nie sur l'espae Vh, uniformément Vh-elliptique, et fh(.) une formelinéaire dé�nie sur l'espae Vh.On onsidèrera le as simple suivant
a(u, v) = ∫

Ω

u ⋅ v +∫
Ω

rot u ⋅ rot v.Comme dans le as H1, on onsidère le lemme de Strang 3.2.1 et on étudie séparément l'erreur d'interpolationet l'erreur de quadrature. On supposera également que u est dans Hr+1(Ω) pour Ω su�samment régulier.



154 Formule de quadrature et estimations d'erreur11.2.2 Lemme de StrangOn onsidère la version suivante du lemme de StrangLemme 11.2.1 (Lemme de Strang). Si u est solution de (11.2.1) et uh est solution de (11.2.2), il existe uneonstante C > 0 ne dépendant pas du pas d'espae h telle que
∥u − uh∥rot ⩽ C inf

vh∈Vh

{∥u − vh∥rot,Ω´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶erreur d'interpolation + sup
wh∈Vh

∣a(vh,wh) − ah(vh,wh)∣∥wh∥rot,Ω´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶erreur d'intégration numérique }.Preuve. En remarquant que Vh ⊂ V , la preuve de ette version du lemme de Strang est similaire à la preuveproposée par Ciarlet [14℄. ◻On étudie à présent séparément les deux termes du membre de droite de l'inégalité du lemme de Strang,'est à dire l'erreur d'interpolation et l'erreur de quadrature. On supposera aussi que u est dans Hr+1(Ω) pour Ωsu�samment régulier.11.2.3 Erreur d'interpolationSoit Ω un ouvert lipshitzien de R
3 omposé de ne éléments K

Ω = ⋃
K

K.On note
hK = diam (K) = sup

(x,y)∈K

∣x − y∣, h =max
K

hK

ρK = sup
B

{diam (B), B boule inluse dans K}et on suppose que le maillage est tel qu'il existe σ > 0 tel que
hK

ρK

⩽ σPour estimer l'erreur d'interpolation, on a besoin d'un résultat d'interversion entre l'opérateur rot et unopérateur de projetion. On dé�nit au préalable l'espae suivantDé�nition 11.2.2 L'espae d'approximation pour l'approximation H(div) sur les tétraèdres est
Dr = P

3

r−1 ⊕ P̃r−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦Lemme 11.2.3 Il existe πDr interpolant sur Dr et πRr interpolant sur Rr tels que
∀u ∈H(rot), πDr(rot u) = rot (πRru)Preuve. Voir Monk [55℄.Dé�nition 11.2.4 Soit Ih ∈ L(Hr(rot,Ω),H(rot,Ω)) un opérateur tel que

∀uh ∈ Vh, Ihuh = uhet ∀u ∈H(rot,Ω), ∣∣Ihu∣∣rot,Ω ⩽ Crot,Ω∣∣u∣∣rot,ΩOn notera IK
h la restrition de Ih à un élément K.



Formule de quadrature et estimations d'erreur 155On suppose que l'interpolant Ih est borné dans H(rot), et que les projeteurs πRr et πDr sont bornés dans
L

2(K). On notera ∀u ∈ L2(Ω), ∣∣Ihu∣∣0,Ω ⩽ C0,Ω∣∣u∣∣0,Ω∀u ∈ H(rot,Ω), ∣∣Ihu∣∣rot,Ω ⩽ Crot,Ω∣∣u∣∣rot,Ωet puisque πRr et πDr sont les projeteurs orthogonaux,
∀u ∈ L2(K), ∣∣πRru∣∣0,K ⩽ CRr ∣∣u∣∣0,K∣∣πDru∣∣0,K ⩽ CDr ∣∣u∣∣0,KProposition 11.2.5 Pour u ∈ Hr(rot,Ω), il existe une onstante CΩ > 0 ne dépendant que de r telle que
∣∣u − Ihu∣∣rot,Ω ⩽ CΩ h

r ∣∣u∣∣r,rot,Ω.où h désigne la longueur aratéristique maximale sur tous les éléments K du maillage.Preuve. Pour u ∈Hr(rot,Ω), on utilise l'inégalité suivante pour se ramener à des estimations loales
∣∣u − Ihu∣∣2rot,Ω =∑

K

∣∣u − Ihu∣∣2rot,K .L'inégalité triangulaire donne
∣∣u − Ihu∣∣rot,K ⩽ ∣∣u − πRru∣∣rot,K + ∣∣πRru − Ihu∣∣rot,KPuisque Rr ⊂ PF

r , on a IhπRru = πRru, d'où
∣∣u − Ihu∣∣rot,K ⩽ (1 + ∣∣Ih∣∣H(rot)) ∣∣u − πRru∣∣rot,KOr Ih est borné dans H(rot), en prenant C′rot,K = 1 +Crot,K, on a

∣∣u − Ihu∣∣rot,K ⩽ C′rot,K ∣∣u − πRru∣∣rot,KEn utilisant le lemme d'interversion 11.2.3, on a
∣∣rot (u − πRr)u∣∣0,K = ∣∣rot u − πDrrot u∣∣0,KComme P

3

r−1 ∈Rr et P
3

r−1 ∈ Dr et que les projeteurs πRr et πDr sont bornés dans L2, on a
∣∣u − πRru∣∣0,K ⩽ (1 +CRr) ∣∣u − πr−1u∣∣0,K∣∣rot u − πDrrot u∣∣0,K ⩽ (1 +CDr) ∣∣rot u − πr−1rot u∣∣0,KOr, d'après le lemme de Bramble-Hilbert sur un élément K pour m = 0, s = r − 1 et Π = πr−1, on a les estimationsloales suivantes ∣∣u − πr−1u∣∣0,K ⩽ C0,K h

r
K ∣u∣r,K∣∣rot u − πr−1rot u∣∣0,K ⩽ Crot,K h

r
K ∣rot u∣r,KAinsi, en prenant CK = C0,K(1 + CRr) + (1 + CDr)Crot,K et en utilisant l'inégalité des normes 1.1.1, on obtient�nalement ∣∣u − Ihu∣∣2rot,K ⩽ C2

Kh
2r
K ∣∣u∣∣2r,rot,KEn prenant CΩ =max

K
CK et h =max

K
hK , on obtient ainsi
∣∣u − Ihu∣∣2rot,Ω ⩽ C2

Ω h
2r ∑

K

∣∣u∣∣2r,rot,K .soit, en réutilisant l'inégalité de Cauhy-Shwarz disrète et en prenant la raine,
∣∣u − Ihu∣∣rot,Ω ⩽ CΩ h

r ∣∣u∣∣r,rot,Ωqui est le résultat annoné. ◻Remarque 11.2.6 La ondition max
K

CK borné est véri�ée dans le as d'un maillage périodique dans les étudesnumériques qui suivront puisque le nombre de formes de haque type d'élément utilisé dans le maillage est �ni.Dans un as plus général, on onjeture que l'aspet borné de CK est lié à l'existene d'une borne supérieure pourl'inverse de la matrie jaobienne DF , omme dans le as des hexaèdres (Girault et Raviart [35℄).



156 Formule de quadrature et estimations d'erreurRemarque 11.2.7 Au vu de la preuve, l'espae de dimension minimale permettant d'obtenir une erreur d'inter-polation sur l'élément en O(hr) pour la norme H(rot) pour une solution su�samment régulière est onditionnépar l'espae de dimension minimale permettant d'obtenir une erreur d'interpolation sur l'élément en O(hr) pourla norme H(div). En e�et, en notant es deux espaes A et B respetivement, une ondition néessaire pour avoirune onvergene en O(hr) pour la norme H(rot) est la suivante
P

3

r−1 ⊂ A
P

3

r−1 ⊂ B
rot B =Ker(div)AIl serait possible de onstruire des projeteurs πA et πB tels que

∀u ∈H(rot,Ω), πBrot u = rot πAuPrendre A ⊂ PF
r ave A = Rr et B = Dr onvient, mais il peut exister des espaes A et B de dimension pluspetite adaptés à haque élément.11.2.4 Erreur de quadratureComme dans le asH1, on pourrait don également herher la formule de quadrature minimale nous permettantd'obtenir une erreur de quadrature en O(hr).11.2.4.1 Cas a�neLorsque F est a�ne, la matrie de masse est semblable à elle de la formulation H

1, e qui signi�e que l'onpeut avoir les mêmes résultats que dans e as (voir setion 3.2.4.1).D'après le lemme 11.1.1, on remarque que pour tous les éléments
∀i ∈ J1, nrK, ϕ̃i ∈ (Qr+s1,r+s1,r+s2

)3(x̃, ỹ, z̃)où Hexaèdre : s1 = 1, s2 = 1Prisme : s1 = 1, s2 = 1Pyramide : s1 = 1, s2 = 0Tétraèdre : s1 = 0, s2 = 0On a le résultat suivantLemme 11.2.8 Pour une formule de quadrature exate pour les polyn�mes de ∣̃T ∣Qm,m,n, on a
∀(vh,wh) ∈ PF

r , EK(vh,wh) = EK(vh − πpvh,wh − πqwh)pour m ⩾ r +max(p, q) + s1 et n ⩾ r +max(p, q) + s2 ave p + q ⩽ r.Preuve. On a
∀(vh,wh) ∈ PF

r , EK(vh − πpvh,wh − πqwh) = EK(vh,wh) −EK(vh, πqwh) −EK(πpvh,wh) +EK(πpvh, πqwh)On onsidère tout d'abord l'intégrale
∫

K
πpvhwh dxdy dz.Après hangement de variable, on obtient

∫
Q̃
∣̃T ∣ ⋅ (̃πpvh) w̃h dx̃ dỹ dz̃.D'après le lemme 11.1.1, on a (̃πpvh) ⋅ w̃h ∈ Qp+r+s1 ,p+r+s1,p+r+s2

(x̃, ỹ, z̃), si bien que pour une formule dequadrature exate pour les polyn�mes de ∣̃T ∣Qm,m,n, on a don
EK(πpvh,wh) = 0, (11.2.3)dès que m ⩾ r + p + s1 et n ⩾ r + p + s2.



Formule de quadrature et estimations d'erreur 157De la même manière, pour m ⩾ r + q + s1 et n ⩾ r + q + s2, on a
EK(vh, πqwh) = 0Lorsque m ⩾ r +max(p, q) + s1 et n ⩾ r +max(p, q) + s2 ave p + q ⩽ r, on a don

EK(πpvh, πqwh) = 0,e qui prouve le résultat avané. ◻Cependant, il est di�ile d'obtenir un résultat semblable à elui de la proposition 3.2.10. En e�et, le lemme deBramble-Hilbert ne donne d'estimation qu'ave des normes entières, e qui pose problème lorsque l'on veut estimer∣∣wh − π0wh∣∣0,K en fontion de ∣∣wh∣∣rot,K .Le as de la matrie de rigidité reste quant à lui déliat. En e�et, bien que le fait que F soit a�ne simpli�ela struture de la matrie, plusieurs points déliats renontrés dans le as H1 subsistent (voir setion 3.2.4.2)notamment le fait que l'on a peu d'informations sur le lien entre ∇Ihu et Ih∇u.11.2.4.2 Cas non-a�neLorsque F n'est pas a�ne, auune partie ni de la matrie de masse ni de la matrie de rigidité ne peut êtreintégrée exatement du fait de la présene de ∣DF ∣−1,DF −1,DF ∗−1 qui sont rationnels. Appliquer la même méthodeque pour le as a�ne est don ompromis.Nous avons ependant onstaté numériquement que la formule de quadrature présentée dans la setion 11.1.2permettait d'obtenir une erreur globale d'ordre r.
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Chapitre 12Étude numérique des éléments d'arêteOn e�etue une analyse de dispersion et une étude de stabilité des shémas obtenus à partirdes éléments �nis d'arête onstruits dans le hapitre 10 pour en dégager les propriétés nu-mériques. Un as test numérique vient on�rmer le bon omportement des éléments au seind'un maillage hybride.Sommaire12.1 Propriétés numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16012.1.1 Analyse de dispersion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16012.1.2 Étude de stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16012.2 Convergene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16012.3 Modes propres parasites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16412.4 Équations de Maxwell sur un one-sphère . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164



160 Étude numérique des éléments d'arête12.1 Propriétés numériques12.1.1 Analyse de dispersionComme pour les éléments ontinus et disontinus (voir les setions 4.1 et 8.1.1), on e�etue une analyse dedispersion pour les éléments �nis d'arête onstruits préédemment, ave les équations de Maxwell. L'étude est faitesur des ellules périodiques prises omme un ube déoupé en un unique hexaèdre, deux prismes, deux pyramideset deux tétraèdres (hybride), six pyramides ou six tétraèdres, omme le montre la �gure 4.1. A�n de véri�er laonsistane de nos méthodes lorsque les éléments ne sont pas a�nes, l'analyse a également été faite sur des ellulespériodiques faites à partir de ubes déformés (voir �gure 4.2).Les ourbes de dispersion pour les équations de Maxwell ave les éléments réguliers d'ordre 1 à 3 sont présentéessur la �gure 8.2. La même étude a été faite pour les éléments déformés, omme présenté sur la �gure 8.3 pour lesordres 1 à 3. Dans les deux as, les hexaèdres et les prismes présentent une dispersion très prohe, tandis que lestétraèdres, les pyramides et la ellule hybride sont plus dispersifs, et la dispersion pour tous les éléments diminuelorsque l'on monte en ordre.12.1.2 Étude de stabilitéComme dans le as ontinu, on souhaite étudier la ondition de stabilité de es éléments pour l'équation desondes ave une disrétisation en temps par un shéma entré d'ordre deux. On onsidère un maillage périodiquein�ni omme pour l'analyse de dispersion.Pour haque type d'élément, le tableau 12.1 donne la CFL obtenue jusqu'à l'ordre 4 sur des ellules régulières.La formule de quadrature onsidérée pour haque type d'élément est elle présentée dans la setion 11.1.2Tab. 12.1 � Stabilité des éléments d'arête pour un maillage régulierMaillage régulierÉlément Ordre 1 Ordre 2 Ordre 3 Ordre 4Hexaèdre 0.18257 0.10334 0.06611 0.04597Prisme 0.171290 0.10236 0.06610 0.04602Pyramide 0.17233 0.09209 0.05749 0.04109Hybride 0.19891 0.11056 0.07131 0.04967Tétraèdre 0.23983 0.12759 0.08023 0.05611De manière générale, la ondition CFL des di�érents types d'éléments se lasse omme suit
CFLTetra > CFLHybride > CFLHexa > CFLPrisme > CFLPyramideLa CFL sur les maillages hybrides est meilleure que elle obtenue sur les pyramides, e qui onstitue un résultatassez surprenant, mais qui peut s'expliquer par le nombre de degrés de liberté, moins élevé dans le as des maillagesobtenus à partir d'une ellule hybride.Remarque 12.1.1 Comme pour H1, les CFL ont été véri�ées dans le as instationnaire.12.2 ConvergeneOn souhaite véri�er l'ordre de onvergene obtenu pour l'étude de dispersion. On onsidère les équations deMaxwell en régime harmonique (voir équation 1.3.9) sur une avité ubique [−1,1]3 ave onditions de onduteurparfait au bord. On prend ω = 2π et une soure gaussienne polarisée selon ex entrée à l'origine.On étudie la onvergene sur un maillage hybride ave des motifs similaires à eux utilisés dans l'étude dedispersion et de stabilité.On trae l'erreur obtenue en norme H(rot) par rapport au pas du maillage h en éhelle log-log sur la �gure12.3. On observe que l'erreur en norme H(rot) est en O(hr) omme nous l'avons démontré lors des estimationsd'erreur.
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Fig. 12.1 � Courbes de dispersion pour les éléments �nis d'arête d'ordre 1 à 3 sur un maillage régulier (K = 6kh
2πr )
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164 Étude numérique des éléments d'arêteRemarque 12.2.1 Si l'on reprend les travaux de Monk [55℄ qui prouve que, pour les éléments de la premièrefamille de Nédéle [56℄, on a une une onvergene en O(hr) pour les normes H(rot) et L2, tandis que les élémentsde la seonde famille de Nédéle [57℄ onvergent en O(hr) en norme H(rot) et en O(hr+1) en norme L2, on peutonsidérer que l'on a onstruit les éléments optimaux de la première famille.12.3 Modes propres parasitesUn enjeu important lorsque l'on onstruit des éléments �nis d'arête est de savoir s'ils sont à l'origine ou non demodes propres parasites (voir par exemple Bo� et al. [8℄, Costabel et Dauge [52℄).On véri�e ainsi que les éléments optimaux onstruits préédemment ne génèrent pas de valeurs propres parasites.Pour ela, on alule les modes propres d'une avité parallélépipédique dont on onnaît les fréquenes propresanalytiques ave des onditions de onduteur parfait sur le bord de la avité.On rappelle que pour un parallélépipède (a, b, c), les fréquenes propres, i.e. les valeurs propres assoiées àl'opérateur rot rot , sont données par l'expression suivante
f(n,m,p) = c02

√(na )2 + (mb )2 + (pc )2, m,n, p ⩾ 0, min(m + n,m + p,n + p) > 0où c0 = 1√
εµ

, ave ε et µ onstants. On rappelle que les modes en double 0 ne orrespondent pas à des modesphysiques.Pour les ordres 1 à 4, on alule les fréquenes propres numériques obtenues dans le as de la avité[−1,1]3maillée à partir d'une ellule déformée hexaédrique, prismatique ou hybride pour c0 = 1. On véri�e à haque foisque les 25 premières valeurs propres sont dans le spetre théorique ave une erreur de moins de 0,1% et que lamultipliité des valeurs propres est respetée.Remarque 12.3.1 Pour les hexaèdres de la seonde famille, Duru�é [28℄, [18℄ remarque qu'ave un maillagedroit, les valeurs propres parasites apparaissent sur le spetre théorique, 'est à dire que leur valeur orrespond à unmode physique, mais la multipliité n'est plus respetée. Or le fait d'utiliser un maillage déformé permet de séparerles valeurs propres parasites du spetre physique. C'est pourquoi, dans notre as, nous avons utilisé des ellulesdéformées pour mettre en valeur le fait qu'il n'y a pas de valeurs propres parasites.La �gure 12.4 présente ainsi les valeurs propres numériques ave leur multipliité et les valeurs théoriques pourdes éléments d'ordre 3 ave les di�érentes ellules. La multipliité de ertaines valeurs propres est plus élevée pour leube pour des raisons de symétrie : par exemple, la valeur propre orrespondant au mode (1,1,1) est de multipliité2 sur le ube, alors qu'elle est de multipliité 1 sur un parallélépipède quelonque. Sur la �gure 12.5, on a représentéles modes propres 12, 17 et 25 pour tous les types de ellule, à l'ordre 3.12.4 Équations de Maxwell sur un one-sphèreA�n de véri�er le bon fontionnement des éléments dans un maillage hybride, on présentera un as-test standardsur les équations de Maxwell en régime harmonique pour lequel les résultats sont bien onnus.On onsidère la di�ration par un one-sphère de bord Γ plaé dans une boite parallélépipédique Σ, ave desonditions de onduteur parfait sur Γ et des onditions absorbantes sur Σ. On onsidère le as où le hamp inidentest une onde plane telle que l'onde arrive sur le one-sphère par la pointe. On hoisit ω tel que l'on ait 10 pointspar longueur d'onde.La solution numérique obtenue pour un maillage hybride ontenant environ un million de degrés de liberté etutilisant des éléments d'ordre 2 est donnée par la �gure 12.6. Sur un maillage hybride plus �n ontenant 2.2 millionsde degrés de liberté, on observe une erreur de 1.8% en norme H(rot) par rapport à ette solution de référene.On lane la même simulation sur deux maillages di�érents (voir �gure 12.7) ave des éléments d'ordre 2. Commepour l'expériene H1, on utilise volontairement des éléments droits et non des éléments ourbes a�n d'éviter ladi�ulté des éléments dégénérés qui peuvent apparaitre sur des maillages grossiers. En revanhe, pour avoir un pasde maillage équivalent pour les deux types de maillage, il faut prendre un maillage tétraédrique très grossier, equi signi�e que l'on approhe la surfae de manière très grossière.Le nombre de degrés de liberté utilisés et l'erreur en norme L2 et H(rot) par rapport à la solution de référenesont présentés dans le tableau 12.2. Comme on pouvait s'y attendre du fait de la mauvaise approximation dela géométrie, les éléments hexaédriques donnent de piètres résultats puisque l'on obtient une préision deux foissupérieure en utilisant trois fois moins de degrés de liberté ave un maillage hybride.
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Fig. 12.4 � Valeurs propres numériques (en bleu) et valeurs propres théorique (en rouge) ave, de haut en bas, unmaillage prismatique, hybride et hexaédrique pour des éléments d'ordre 3
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Fig. 12.5 � Modes propres 12, 17 et 25 (de gauhe à droite) pour des éléments d'ordre 1 à 3 (de haut en bas) avedes maillages hybrides déformés de pas h/r onstant.
Tab. 12.2 � Nombre de degrés de liberté et erreurs en norme L2 et en norme H(rot) par rapport à une solution deréférene pour deux types de maillagesType de maillage Nombre de ddl Erreur L2 Erreur H(rot)Tétras déoupés 905 878 ddls 19.8% 19.5%Hybride 296 469 ddls 8.87% 8.49%
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Fig. 12.6 � Partie réelle de la omposante Ex du hamp di�raté par le one-sphère sur un maillage hybride pourdes éléments d'ordre 3

Fig. 12.7 � Maillages utilisés : maillage hybride (à gauhe) et maillage tétraédrique (à droite) à la base du maillagehexaédrique utilisé
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Chapitre 13Comparaison entre di�érentes méthodesNous omparons ii les éléments optimaux obtenus dans le hapitre 10 ave eux que l'onpeut trouver dans la littérature. Des éléments �nis de la première famille sont égalementonstruits sur tous les types d'éléments et omparés ave les éléments de la littérature. Uneomparaison numérique est e�etuée pour les deux types d'éléments ainsi onstruits.Sommaire13.1 Éléments �nis d'arête . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17013.1.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17013.1.2 Éléments de la littérature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17013.1.3 Première famille . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17113.2 Comparaison d'éléments pyramidaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17613.2.1 Comparaison théorique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17613.2.2 Comparaison numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17713.3 Diagramme de De Rham . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181



170 Comparaison entre di�érentes méthodes13.1 Éléments �nis d'arête13.1.1 IntrodutionLes éléments �nis dits � d'arête � sont introduits par Nédéle qui onstruit suessivement deux familles di�é-rentes pour di�érents types d'éléments� Une première famille, que l'on notera (K̂, P̂ 1

r , Σ̂
1

r) est onstruite pour les tétraèdres et les hexaèdres dans [56℄� Une seonde famille, désignée par (K̂, P̂ 2

r , Σ̂
2

r) dans e qui suit, est mise au point pour les tétraèdres, leshexaèdres et les prismes dans [57℄.Ces deux familles présentent di�érentes propriétés qui ne seront pas disutées ii.13.1.2 Éléments de la littérature13.1.2.1 TétraèdresPour la première famille des éléments tétraédriques, Nédéle propose P̂ 1

r =Rr(x̂, ŷ, ẑ), 'est à dire
P̂

1

r = P̂r.Ces éléments permettent e�etivement d'obtenir une onvergene en O(hr) pour la normeH(rot) omme l'a montréMonk [55℄ par des estimations d'erreur.Conernant la seonde famille de tétraèdres, l'espae d'approximation proposé est P̂ 2

r = (Pr(x̂, ŷ, ẑ))3. Or,
P̂r ⊂ P̂ 2

r ⊂ P̂r+1,'est à dire que la onvergene en norme H(rot) de es éléments est en en O(hr), e qu'a également montré Monk[55℄. Cependant, d'après les estimations d'erreur e�etuées par Monk [55℄, la onvergene en norme L2 est en
O(hr+1), alors qu'elle est en O(hr) pour la première famille.13.1.2.2 HexaèdresConernant les éléments hexaédriques, l'espae proposé par Nédéle pour la première famille est P̂ 1

r = Qr−1,r,r(x̂, ŷ, ẑ)×
Qr,r−1,r(x̂, ŷ, ẑ) ×Qr,r,r−1(x̂, ŷ, ẑ). On a don

P̂r−1 ⊂ P̂ 1

r ⊂ P̂r,e qui signi�e que les éléments hexaédriques de la première famille ne permettent d'obtenir qu'une erreur deonvergene en norme H(rot) en O(hr−1) pour des éléments non a�nes, omme l'avait onstaté numériquementDuru�é [28℄). La onvergene est ependant bien d'ordre r pour des éléments a�nes.Pour la seonde famille, Nédéle propose de prendre P̂ 2

r = (Qr(x̂, ŷ, ẑ))3. On a ainsi également
P̂r−1 ⊂ P̂ 2

r ⊂ P̂r+1.On s'attend don à obtenir une erreur en norme H(rot) en O(hr−1). Cependant, les résultats sur la seonde famillesont di�iles à obtenir sur les hexaèdres à ause des modes parasites (voir Duru�é [28℄ pour les quadrangles, pourlesquels l'ordre de onvergene est très di�ile à déterminer).À la suite des travaux de Arnold, Bo� et Falk [3℄ sur les quadrangles pour H(div), qui est le fondement desprésents travaux, Falk, Gatto et Monk [32℄ herhent l'espae optimal d'ordre 1 et retrouvent bien P̂1. Une preuved'optimalité et des estimations d'erreur sont également proposées pour l'espae d'ordre 1.13.1.2.3 PrismesLa première famille de Nédéle est étendue aux prismes par Monk [55℄ qui prend omme espae d'approximation
P̂

1

r = (Rr(x̂, ŷ) ⊗ Pr(ẑ)) ×Wr,r−1(x̂, ŷ, ẑ)). La seonde famille est proposée par Nédéle [57℄ qui propose P̂ 2

r =(Wr,r(x̂, ŷ, ẑ))3.On a don de manière immédiate
P̂r−1 ⊂ P̂ 1

r ⊂ P̂r

P̂r−1 ⊂ P̂ 2

r ⊂ P̂r+1Dans le as des deux familles, on s'attend don à n'avoir une onvergene qu'en O(hr−1) ave es éléments.



Comparaison entre di�érentes méthodes 17113.1.2.4 PyramidesEn e qui onerne les pyramides, l'approhe la plus générale onsiste à tenter de onstruire les éléments de lapremière famille de Nédéle, plus rarement la seonde famille. Beauoup d'auteurs utilisent pour ela les formes deWhitney.Certains auteurs ont onstruit des éléments �nis d'arête pour les pyramides pour les ordres 1 ou 2, souventsu�sants pour la plupart des expérienes numériques.� Coulomb, Zgainski et Maréhal [22℄ onstruisent une première famille pour les ordres 1 et 2 grâe à desfontions de base liées aux arêtes exprimées en fontions des bases nodales H1. L'espae d'ordre 1 ne ontientpas P̂1. À l'ordre 2, l'espae généré par les fontions de base proposées ontient P̂1 mais les fontions debase ajoutées sur les faes s'annulent sur les autres faes, alors que seule la omposante tangentielle devraits'annuler, si bien que l'espae généré est inlus dans P̂3 sans l'être dans P̂2.Les auteurs onstruisent également une seonde famille pour l'ordre 1 à partir de la première famille. Lesfontions ne sont plaées que sur les arêtes et l'espae généré est inlus dans P̂2 sans ontenir P̂1.� Gradinaru et Hiptmair [36℄ utilisent les formes de Whitney pour onstruire des éléments pyramidaux enpartant d'un élément de référene ubique. À l'ordre 1, ils proposent des fontions de base sur les arêtesdont ertaines ne véri�ent malheureusement pas la ontinuité de la omposante tangentielle sur les faes. Enorrigeant ertains signes, on retrouve les fontions de base de Coulomb, Zgainski et Maréhal d'ordre 1.� Douet et al. [25℄ présentent une généralisation des formes de Whitney pour tous les éléments et obtiennentle même espae d'ordre 1 que Coulomb, Zgainski et Maréhal et Gradinaru et Hiptmair.� Graglia et Gheorma [38℄ poursuivent l'étude de Graglia et al. [37℄ sur les tétraèdres et les hexaèdres enonstruisant des fontions de base nodales sur les pyramides à partir de fontions d'arête d'ordre 1 et depoints d'interpolation régulièrement répartis. À l'ordre 1, ils retrouvent également l'espae d'ordre 1 desauteurs préédents. Cependant, les fontions de base des ordres supérieurs sont obtenues en multipliant lesfontions de base d'ordre 1 par des polyn�mes : les ordres supérieurs ne vont don jamais générer P̂1.Quelques auteurs onstruisent des éléments d'ordre quelonque sur les pyramides.� Zaglmayr itée par Demkowiz [23℄ donne une expression de l'espae d'approximation d'ordre quelonquesur les pyramides pour la deuxième famille en utilisant le ube unité omme élément de référene. L'espaeproposé est assorti de restritions qui doivent permettre l'élimination de ertains termes de l'espae pourobtenir la onformité H(rot). L'espae d'ordre 1 omporte 4 degrés de liberté, l'espae d'ordre 2 en omporte21, e qui nous parait problématique pour la disrétisation. Une publiation à venir de Zaglmayr permettraprobablement de lari�er les propriétés de et espae et de disposer de fontions de base.� Dans un premier artile, Nigam et Phillips [58℄ présentent des fontions de base H(rot)-onformes pourun ordre quelonque en utilisant une pyramide unité in�nie omme élément de référene. Cependant, laomposante tangentielle des fontions liées aux arêtes vertiales n'est pas polynomiale sur les deux faesadjaentes à l'arête. Après une légère modi�ation de es fontions de base, l'espae obtenu d'ordre r ontient
P̂r−1 mais pas P̂r.� Dans un seond artile, Nigam et Phillips [59℄ présentent un espae de dimension plus petite que le premier,toujours sur un élément de référene pris omme la pyramide unité in�nie. Cependant, pour un ordre rquelonque, l'espae proposé ne ontient pas P̂1, si bien que le shéma n'est pas onsistant sur des pyramidesnon-a�nes.D'autres approhes existent pour traiter les éléments pyramidaux� Des travaux très théoriques ont été réalisés par Bossavit [10℄ qui onstruit des éléments �nis sur tous les typesd'éléments en utilisant deux opérations simples sur les formes de Whitney [73℄. Le formalisme ainsi développéest élégant, mais auune base ni élément pratique de onstrution des éléments n'est donné par l'auteur.� L'équivalent de Wieners [74℄, Knabner et Summ [49℄, et Bluk et Walker [7℄ pour les éléments H(rot) estproposé par Marais et Davidson [53℄ : a�n d'éviter l'utilisation des éléments pyramidaux, ils proposent dedéouper les pyramides en deux tétraèdres. Cependant, omme la méthode n'est pas onsistante au delà del'ordre 1 en H1, ette approhe n'a pas été testée en H(rot).13.1.3 Première famille13.1.3.1 Espae d'approximationNous présentons ii une nouvelle famille d'éléments �nis d'arête pour les éléments pyramidaux permettant defaire la transition entre les tétraèdres, les hexaèdres et les prismes de la première famille onstruits par Nédéle [56℄et Monk [55℄.



172 Comparaison entre di�érentes méthodesEn e�et, les hexaèdres de la première famille sont relativement populaires, même si la onvergene n'est pasoptimale dans le as de maillages non-réguliers. Ils restent aussi intéressants à utiliser lorsque le maillage hexaédriqueest de bonne qualité, les maillages que l'on onsidère ontenant par exemple souvent des ubes.Dé�nition 13.1.1 Pour les di�érents types d'éléments, on prendra les espaes P̂ 1

r suivants� Tétraèdres et transformation a�ne :
P̂

1

r =Rr(x̂, ŷ, ẑ)� Hexaèdres :
P̂

1

r = Qr−1,r,r(x̂, ŷ, ẑ) ×Qr,r−1,r(x̂, ŷ, ẑ) ×Qr,r,r−1(x̂, ŷ, ẑ)� Prisme :
P̂

1

r = (Rr(x̂, ŷ)⊗ Pr(ẑ)) ×Wr,r−1(x̂, ŷ, ẑ))� Pyramide :
P̂

1

r = Br−1(x̂, ŷ, ẑ)3 ⊕
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̂
p
ŷ

p+1

(1 − ẑ)p+1
x̂

p+1
ŷ

p

(1 − ẑ)p+1
x̂

p+1
ŷ

p+1

(1 − ẑ)p+2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, 0 ⩽ p ⩽ r − 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⊕
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̂
m
ŷ

n+2

(1 − ẑ)m+1
0

x̂
m+1

ŷ
n+2

(1 − ẑ)m+2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

x̂
n+2

ŷ
m

(1 − ẑ)m+1
x̂

n+2
ŷ

m+1

(1 − ẑ)m+2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 0 ⩽m ⩽ n ⩽ r − 2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⊕
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̂
p
ŷ

q

(1 − ẑ)p+q−r

0

x̂
p+1

ŷ
q

(1 − ẑ)p+q+1−r

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
x̂

q
ŷ

p

(1 − ẑ)p+q−r

x̂
q
ŷ

p+1

(1 − ẑ)p+q+1−r

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

0 ⩽ p ⩽ r − 1

0 ⩽ q ⩽ r

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭Les espaes pour le tétraèdre, le prisme et l'hexaèdre sont eux de Nédéle [56℄, tandis que elui des pyramidesest nouveau. Les di�érenes entre P̂r et P̂ 1

r sont notées en rouge.Dé�nition 13.1.2 On notera les espaes P̂ 1

r des di�érents types d'éléments� Tétraèdres : P̂ 1

r =Rr(x̂, ŷ, ẑ)� Hexaèdres : P̂ 1

r =Q1

r(x̂, ŷ, ẑ)� Prisme : P̂ 1

r =W1

r (x̂, ŷ, ẑ)� Pyramide : P̂ 1

r = B1

r(x̂, ŷ, ẑ)13.1.3.2 Fontions de baseComme dans le asH1, on propose des fontions de base hiérarhiques pour les espaes P̂ 1

r dé�nis préédemment.Les di�érenes entre les bases proposées pour P̂r et elles proposées pour P̂ 1

r sont là enore notées en rouge.Proposition 13.1.3 Les fontions suivantes forment une base hiérarhique H(rot)-onforme de P̂ 1

r et sur tout lemaillage� Hexaèdre : On onsidère les paramètres suivants
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ1 = x̂
λ2 = ŷ
λ3 = ẑ
λ4 = 1 − x̂
λ5 = 1 − ŷ
λ6 = 1 − ẑ



Comparaison entre di�érentes méthodes 173Fontions H(rot) hiérarhiques pour l'hexaèdrePour une arête a : soient a1 et a2 les faes ne ontenant auun sommet de a (a1 < a2)Si a est orientée selon ex

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
λa1

λa2

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

0,0
i (2x̂ − 1), 0 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 4Si a est orientée selon ey

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

λa1
λa2

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

0,0
i (2ŷ − 1), 0 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 4Si a est orientée selon ez

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

λa1
λa2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

0,0
i (2ẑ − 1), 0 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 4Pour une fae f : soit f1 la fae diretement opposée à fSi f est dans le plan (ex, ey)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
λ2 λ5 λf1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

0,0
i (2x̂ − 1)P 1,1

j (2ŷ − 1)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

λ1 λ4 λf1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

1,1
j (2x̂ − 1)P 0,0

i (2ŷ − 1)
0 ⩽ i ⩽ r − 1

0 ⩽ j ⩽ r − 2
, 1 ⩽ f ⩽ 2Si f est dans le plan (ey, ez)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

λ3 λ6 λf1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

0,0
i (2ŷ − 1)P 1,1

j (2ẑ − 1)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

λ2 λ5 λf1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

1,1
j (2ŷ − 1)P 0,0

i (2ẑ − 1)
0 ⩽ i ⩽ r − 1

0 ⩽ j ⩽ r − 2
, 1 ⩽ f ⩽ 2Si f est dans le plan (ex, ez)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
λ3 λ6 λf1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

0,0
i (2x̂ − 1)P 1,1

j (2ẑ − 1)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

λ1 λ4 λf1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

1,1
j (2x̂ − 1)P 0,0

i (2ẑ − 1)
0 ⩽ i ⩽ r − 1

0 ⩽ j ⩽ r − 2
, 1 ⩽ f ⩽ 2Pour les fontions intérieures :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
λ2 λ3 λ5 λ6

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

0,0
i (2x̂ − 1)P 1,1

j (2ŷ − 1)P 1,1

k (2ẑ − 1)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

λ1 λ3 λ4 λ6

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

1,1

k (2x̂ − 1)P 0,0
i (2ŷ − 1)P 1,1

j (2ẑ − 1)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

λ1 λ2 λ4 λ5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

1,1
j (2x̂ − 1)P 1,1

k (2ŷ − 1)P 0,0
i (2ẑ − 1)

0 ⩽ i ⩽ r − 1

0 ⩽ j, k ⩽ r − 2



174 Comparaison entre di�érentes méthodes� Prisme : On onsidère les paramètres suivants
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
λ1 = λ4 = 1 − x̂ − ŷ
λ2 = λ5 = x̂
λ3 = λ6 = ŷ

{ β1 = 1 − ẑ
β2 = ẑFontions H(rot) hiérarhiques pour le prismePour une arête horizontale a : l'arête est dirigée d'un sommet a1 vers a2, et f ′ est la fae horizon-tale opposée

(λa1
∇λa2

− λa2
∇λa1

) βf ′ P
0,0
i (λa2

− λa1
), 0 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 6Pour une arête vertiale a : soit a1 la fae ne ontenant auun sommet de a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

λa1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

0,0
i (β2 − β1), 0 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 3Pour une fae quadrangulaire f : soit [a1, a2] une arête en ommun ave une fae triangulaire f ′,et f1 et f2 les deux autres faes quadrangulaires

(λa1
∇λa2

− λa2
∇λa1

) β1 β2 P
0,0
i (λa2

− λa1
)P 1,1

j (2ẑ − 1)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

λa1
λa2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P

1,1
j (λa2

− λa1
)P 0,0

i (2ẑ − 1)
0 ⩽ j ⩽ r − 2

0 ⩽ i ⩽ r − 1
1 ⩽ f ⩽ 3Pour une fae triangulaire f : soient [a1, a2] et [a1, a3] deux arêtes en ommun ave deux faesfaes quadrangulaires f1 et f2 respetivement, et f ′ la fae horizontale opposée

(λa1
∇λa2

− λa2
∇λa1

) λf1
βf ′ P

0,0
i (λa2

− λa1
)P 0,0

j (λa3
− λa1

)
(λa1
∇λa3

− λa3
∇λa1

) λf2
βf ′ P

0,0
i (λa2

− λa1
)P 0,0

j (λa3
− λa1

) 0 ⩽ i + j ⩽ r − 2, 1 ⩽ f ⩽ 2Pour les fontions intérieures :
(λ2∇λ3 − λ3∇λ2) λ1 β1 β2 Pijk(x̂, ŷ, ẑ)
(λ1∇λ3 − λ3∇λ1) λ2 β1 β2 Pijk(x̂, ŷ, ẑ) 0 ⩽ i + j ⩽ r − 2

0 ⩽ k ⩽ r − 2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

λ1 λ2 λ3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Pijk(x̂, ŷ, ẑ) 0 ⩽ i + j ⩽ r − 3

0 ⩽ k ⩽ r − 1ave
Pijk(x̂, ŷ, ẑ) = P 0,0

i ( 2x̂

1 − ŷ − 1)(1 − ŷ)iP 2i+1,0
j (2ŷ − 1)P 0,0

k (2ẑ − 1)



Comparaison entre di�érentes méthodes 175� Pyramide : On onsidère les paramètres suivants
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

β1 = 1 − x̂ − ẑ
2

β2 = 1 − ŷ − ẑ
2

β3 = 1 + x̂ − ẑ
2

β4 = 1 + ŷ − ẑ
2

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ1 = β1 β2

1 − ẑ
λ2 = β2 β3

1 − ẑ
λ3 = β3 β4

1 − ẑ
λ4 = β4 β1

1 − ẑ
λ5 = ẑ

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ1 = 2ẑ + x̂ + ŷ
2

γ2 = 2ẑ − x̂ + ŷ
2

γ3 = 2ẑ − x̂ − ŷ
2

γ4 = 2ẑ + x̂ − ŷ
2

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
δ1 = δ3 = x̂
δ2 = δ4 = ŷ

Fontions H(rot) hiérarhiques pour la pyramidePour une arête horizontale a : l'arête est dirigée d'un sommet a1 vers a2, et les arêtes horizontalesadjaentes sont [a1, a4] et [a2, a3]
(λa1
∇(λa2

+ λa3
) − λa2

∇(λa1
+ λa4

))P 0,0
i (δa), 0 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 4Pour une arête vertiale a : soit s le sommet de a appartenant à la base

(λs∇λ5 − λ5∇λs)P 0,0
i (γs), 0 ⩽ i ⩽ r − 1, 1 ⩽ a ⩽ 4Pour la base :

(λ1∇(λ2 + λ3) − λ2∇(λ1 + λ4)) β4 P
0,0
i (β3 − β1

1 − ẑ )P 1,1
j (β4 − β2

1 − ẑ )(1 − ẑ)max(i,j)−1

(λ1∇(λ3 + λ4) − λ4∇(λ2 + λ1)) β3 P
1,1
j (β3 − β1

1 − ẑ )P 0,0
i (β4 − β2

1 − ẑ )(1 − ẑ)max(i,j)−1

0 ⩽ i ⩽ r − 1

0 ⩽ j ⩽ r − 2Pour une fae triangulaire f : soit [a1, a2] l'arête vertiale d'arêtes adjaentes [a1, a4] et [a2, a3],et f1 la fae triangulaire de base [a1, a4]
(λa2
∇(λa1

+ λa4
) − λa1

∇(λa2
+ λa3

)) λ5 P
0,0
i (δf)P 0,0

j (γa1
)

(λa1
∇λ5 − λ5∇λa1

) βf1
P

0,0
i (δf)P 0,0

j (γa1
) 0 ⩽ i + j ⩽ r − 2Pour les fontions intérieures :

(λ1∇(λ2 + λ3) − λ2∇(λ1 + λ4)) β4 λ5 Pijk(x̂, ŷ, ẑ)
(λ1∇(λ3 + λ4) − λ4∇(λ2 + λ1)) β3 λ5 Pijk(x̂, ŷ, ẑ)

(λ1∇λ5 − λ5∇λ1) β3 β4 Pijk(x̂, ŷ, ẑ)
0 ⩽ i, j ⩽ r − 2,

0 ⩽ k ⩽ r − 2 −max(i, j)ave
Pijk(x̂, ŷ, ẑ) = P 0,0

i (β3 − β1

1 − ẑ )P 0,0
j (β4 − β2

1 − ẑ )P 2max(i,j)+2,0

k (2ẑ − 1)(1 − ẑ)max(i,j)−1� Tétraèdre : Voir proposition 10.3.4Preuve. Comme les fontions de base générant P̂r, les fontions hiérarhiques i-dessus sont onstruites de sorteà assurer la ontinuité des omposantes tangentielles.En onsidérant les di�érenes ave P̂r, le fait que l'ensemble des fontions i-dessus forme une base de P̂ 1

r pourhaque type d'élément apparait aisément, aussi la démonstration ne sera-t-elle pas détaillée.13.1.3.3 PropriétésPropriété 13.1.4 Pour tous les types d'éléments, les espaes P̂ 1

r véri�ent les inlusions suivantes
P̂r−1 ⊂ P̂ 1

r ⊂ P̂r



176 Comparaison entre di�érentes méthodesPreuve. Le résultat est immédiat en onsidérant les di�érenes entre P̂r et P̂ 1

r . ◻On véri�e en outre que, pour tous les types d'élément, la dimension de l'espae P̂ 1

1 est égale au nombre d'arêtesde l'élément. Historiquement, il s'agit en e�et de la façon dont ont été onstruits les éléments �nis d'arête, et de laraison pour laquelle ils portent e nom.Conernant les tétraèdres, les prismes et les hexaèdres, le fait est aquis. Pour les pyramides, la dimension del'espae B1

r est dim B1

r = r(2r
2 + 9r + 5)

2e qui donne 8 degrés de liberté à l'ordre 1, qui orrespondent bien aux irulations sur les 8 arêtes de la pyramide.13.2 Comparaison d'éléments pyramidaux13.2.1 Comparaison théoriqueOn e�etue ii la omparaison de notre espae P̂ 1

r ave les espaes trouvés dans la littérature.
● À l'ordre 1, on retrouve les espaes de Coulomb, Zgainski et Maréhal [22℄, Douet et al. [25℄ et Graglia etGheorma [38℄.
● On retrouve l'espae d'ordre 1 de Gradinaru et Hiptmair [36℄ en faisant les modi�ations suivante dans lesfontions de base γ6 et γ7 proposées

γ6 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−z + yz

1 − zxz

1 − z
x− xy

1 − z+
xyz

(1 − z)2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, γ7 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

yz

1 − z−z + xz

1 − z
y− xy

1 − z+
xyz

(1 − z)2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
● On fait les modi�ations suivantes sur les fontions de base liées aux arêtes vertiales proposées par Nigam etPhillips [58℄

F̃e1
=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1

(1 + z)k+1−γ

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−z(y − 1)−z(x − 1)(x − 1)(y − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 0 ⩽ γ ⩽ k − 1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭Ainsi, la omposante tangentielle de es fontions devient polynomiale sur les deux faes adjaentes à l'arête.En utilisant les transformations T̄ et T a�n de passer de la pyramide in�nie à la pyramide de référene, onremarque que l'espae engendré par les fontions de base liées aux arêtes et aux faes ainsi obtenues est égal à eluigénéré par les fontions de base liées aux arêtes et aux faes de la proposition 13.1.3.L'espae généré par toutes les fontions ontient P̂ 1

r , mais ompte 3r(r − 1)2 fontions de base à l'intérieur, soit
r(r − 1)(4r − 5)

2
de plus qu'à l'intérieur de P̂ 1

r pour obtenir le même ordre de onvergene. En mettant les fontionsde base intérieures de la proposition 13.1.3, après transformation grâe à T̄ et T , on retrouve ainsi le même espae
P̂

1

r .
● Le seond espae proposé par Nigam et Phillips [59℄ est de dimension r(2r2 + 7r + 7)

2
, soit r(r − 1) de moinsque la dimension de P̂ 1

r . Cependant, il n'y a pas de relation d'inlusion ave P̂ 1

r puisque P̂1 n'est pas engendré parl'espae proposé. En e�et, les fontions suivantes de P̂1 ne sont pas dans l'espae proposé par les auteurs
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ŷ
2

(1 − ẑ)
0

x̂ ŷ
2

(1 − ẑ)2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

x̂
2

(1 − ẑ)
x̂

2
ŷ

(1 − ẑ)2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦En revanhe, l'espae ontient Rr, la onvergene est don optimale pour les pyramides a�nes.
● Zaglmayr itée par Demkowiz [23℄ proposent un espae présenté omme étant un espae d'approximationpour la seonde famille, ave des restritions pour éliminer ertains termes. Cependant, une expression pratique del'espae est di�ile à obtenir, aussi n'a-t-il pas été étudié plus préisément, ni odé.



Comparaison entre di�érentes méthodes 177Tab. 13.1 � Inlusion des espaes pour di�érents éléments de la littératureEspae Vr Inlusion P̂ 1

r Inlusion P̂rCoulomb, Zgainski et Maréhal [22℄ r = 2 P̂
1

1 ⊂ V2 P̂1 ⊂ V2 ⊂ P̂3Graglia et Gheorma [38℄ r = 2 P̂
1

1 ⊂ V2 P̂1 ⊄ V2Nigam et Phillips [58℄ P̂
1

r ⊂ Vr P̂r−1 ⊂ VrNigam et Phillips [59℄ P̂
1

1 ⊂ Vr P̂1 ⊄ Vr13.2.2 Comparaison numériqueOn véri�e tout d'abord numériquement les di�érents résultats d'inlusions de la setion 13.1.2.4. Les résultatssont résumés dans le tableau 13.1.On ompare à présent l'ordre de dispersion obtenu pour di�érents espaes proposés dans la littérature avel'espae optimal. La �gure 13.2.2 indique ainsi l'erreur de dispersion obtenue pour un maillage onstitué uniquementde pyramides a�nes ou d'un mélange de pyramides dont la moitié est non-a�ne pour di�érents espaes. On onstateque l'on retrouve les résultats d'inlusion dans l'ordre de dispersion, pour les pyramides a�nes omme pour dans leas non-a�ne, sauf pour l'espae de Graglia et Gheorma [38℄ d'ordre 2. En e�et, dans le as non-a�ne, on observeune dispersion d'ordre 2 alors que l'on s'attendait à avoir une dispersion d'ordre 0, l'espae proposé ne ontenantpas P̂1. Cependant, si l'ordre de dispersion donne une bonne idée de e que sera l'ordre de onvergene, il peutarrive que l'ordre de dispersion soit plus élevé que l'ordre de onvergene.On souhaite obtenir on�rmation des résultats d'ordre de dispersion en véri�ant la onvergene en normeH(rot)sur un as simple. On onsidère une avité ubique [−1,1]3 maillée ave des pyramides, la moitié d'entre elles étantnon-a�ne et on plae une soure gaussienne au entre de la avité. La �gure 13.2 donne les résultats obtenus pourles éléments d'ordre 1, 2 et 3. On retrouve globalement les ordres de onvergene obtenus pour la dispersion, bienque les résultats soient moins lisibles. En revanhe, les éléments de Graglia et Gheorma [38℄ et Coulomb, Zgainskiet Maréhal [22℄ sont peu robustes, e qui perturbe les résultats de onvergene. La présene de parasites avait déjàété signalé par Marais et Davidson [53℄.



178 Comparaison entre di�érentes méthodes

−3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0
−25

−20

−15

−10

−5

0

log
10

(kh/r)

lo
g 10

(D
is

pe
rs

io
n 

er
ro

r)

1
2

1
4

1

6

 

 

Optimal, order 2
Optimal, order 3
Nigam 1, order 2
Nigam 1, order 3
Nigam 2, order 2
Graglia, order 2
Zgainski, order 2
Nigam 2, order 3

−3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0
−18

−16

−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

log
10

(kh/r)

lo
g 10

(D
is

pe
rs

io
n 

er
ro

r)

 

 

1

4

1
2

Optimal, order 1
Optimal, order 2
Nigam 1, order 1
Nigam 1, order 2
Nigam 2, order 2
Graglia, order 2
Zgainski, order 2Fig. 13.1 � Erreur de dispersion en éhelle logarithmique pour un maillage ne ontenant que des pyramides af-�nes (en haut) et un mélange de pyramides a�nes et non-a�nes (en bas) pour di�érents éléments �nis d'arêtepyramidaux.
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Fig. 13.2 � Erreur en norme H(rot) en éhelle logarithmique pour un maillage ne ontenant que des pyramides,ertaines étant non-a�nes. Comparaison de divers éléments �nis d'arête pyramidaux d'ordre un et deux (en haut)et d'ordre 3 (en bas).



180 Comparaison entre di�érentes méthodesA�n de mieux illustrer e phénomène de parasites, on e�etue la même étude que dans la setion 12.3, 'est à direque l'on alule les valeurs propres dans une avité ubique pour laquelle on onnait les valeurs propres théoriques.La avité est maillée ave des pyramides. D'après la �gure 13.3, on obtient e�etivement un grand nombre deparasites pour les espaes de Graglia et Gheorma [38℄ et Coulomb, Zgainski et Maréhal [22℄. Un exemple de modephysique et de mode parasite alulé ave les éléments de Graglia et Gheorma est illustré sur la �gure 13.4.
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Fig. 13.3 � Distribution des valeurs propres pour un maillage pyramidal ontenant 15 000 ddls ave les espaesde Coulomb, Zgainski et Maréhal (en haut) et Graglia et Gheorma (en bas). Les valeurs propres analytiques sontreprésentés par des lignes rouges, les valeurs propres numériques par des points bleus.
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Fig. 13.4 � Exemple de deux modes propres obtenus sur une avité ubique maillée ave des pyramides non-a�nesave les éléments �nis d'arête de Graglia et Gheorma d'ordre 2.Pour terminer, on réapitule les di�érentes propriétés des éléments �nis d'arête pyramidaux dans le tableau13.2. Tab. 13.2 � Propriété des di�érents espaesZgainski r = 2 Graglia r = 2 Nigam&Phillips 1 Nigam&Phillips 2 OptimalConvergene en a�ne O(h) O(h) O(hr) O(hr) O(hr)Convergene en non-a�ne O(h) O(1) O(hr−1) O(1) O(hr)Parasites oui oui non non nonCompatibilité non oui oui oui ouiRemarque 13.2.1 Il est à noter que les éléments de Graglia d'ordre 2 sont bien ompatibles ave les tétraèdres ethexaèdres de la première famille, alors que les éléments de Zgainski d'ordre 2 ne véri�ent pas ette ompatibilité.En e�et, la restrition des fontions intérieures à la base quadrilatère estSpan{ 0

x(1 − x)(1 − y)2 ,
0

x(1 − x)y2 ,
(1 − y)y(1 − x)2
0

,
(1 − y)y(1 − x)2
0

}et la restrition sur les faes triangulaires Span{ (1 − x − y)y
0

,
xy

xy
}Or es fontions n'appartiennent pas à la première famille des quadrangles et des triangles.13.3 Diagramme de De RhamLa plupart des auteurs s'intéressant aux éléments �nis d'arête tentent de les onstruire sur di�érents typesd'éléments et pour les formulations H1, H(rot), H(div) et L2 de sorte à pouvoir les inorporer dans un formalismeglobal utilisant des formes di�érentielles disrètes introduites par Whitney [73℄.Le but est en fait d'obtenir une suite d'espaes d'approximation pour haune des formulation véri�ant lediagramme suivant

H
1 gradÐ→ H(rot) rotÐ→ H(div) divÐ→ L

2

⋃ ⋃ ⋃ ⋃
W

1

r+1

gradÐ→ W
rot
r

rotÐ→ W
div
r−1

divÐ→ W
2

r−2

(13.3.1)



182 Comparaison entre di�érentes méthodesCe diagramme, diretement lié à la déomposition de Helmholtz, est appelé diagramme de De Rham (voir Monk[55℄).Les auteurs s'attahent en partiulier à véri�er les inlusions suivantes
grad W

1

r+1 ⊂ W
rot
r

rot W
rot
r ⊂ W

div
r−1

div W
div
r−1 ⊂ W

2

r−2

(13.3.2)Plus partiulièrement, lorsque les espaes d'approximations véri�entIm grad W
1

r+1 = Ker W rot
r = {u ∈W rot

r ∣ rot u = 0}Im rot W
rot
r = Ker W div

r−1 = {u ∈W div
r−1 ∣div u = 0}Im div W

div
r−1 = Ker W 2

r−2 = W
2

r−2

(13.3.3)on dit que la séquene est exate (voir Demkowiz [23℄).Dular et al. [26℄ ont proposé un formalisme pour onstruire les tétraèdres, les hexaèdres et les prismes de façonà respeter le diagramme de De Rham. Pour les pyramides, Nigam et Phillips [58℄ et [59℄ ainsi que Zaglamayr itéedans [23℄ onstruisent leurs espaes d'approximation d'ordre r de telle sorte que tous les espaes onstruits véri�entla séquene du diagramme.Bien que nous ne nous soyons pas préoupés du respet du diagramme lors de la onstrution de nos éléments,véri�ons que nous avons la propriété d'inlusion 13.3.2 pour les espaes d'approximation H1 et H(rot).Proposition 13.3.1 Pour tout ordre r, on a les inlusions suivantes
grad P̂

H1

r ⊂ P̂
H(rot)
r

grad P̂
H1

r ⊂ P̂
1

rPreuve. En remarquant que
grad Pr(x̂, ŷ, ẑ) = (Pr−1(x̂, ŷ, ẑ))3
gradQm,n,p(x̂, ŷ, ẑ) = Qm−1,n,p(x̂, ŷ, ẑ) ×Qm,n−1,p(x̂, ŷ, ẑ) ×Qm,n,p−1(x̂, ŷ, ẑ)la preuve est immédiate pour les hexaèdres, les prismes et les tétraèdres.Conernant les pyramides, séparons Br(x̂, ŷ, ẑ) selon sa partie polynomiale et sa partie rationnelle� Conernant la partie polynomiale, on a de manière immédiate grad Pr(x̂, ŷ, ẑ) ∈ P̂r.� Conernant la partie rationnelle, on onsidère p̂ = x̂

i
ŷ

j

(1 − ẑ)i+j−k
ave 0 ⩽ i + j ⩽ k ⩽ r − 1. On a

grad p̂ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(r + i − k) x̂r+i−k−1
ŷ

r+j−k

(1 − z)r−k

(r + j − k) x̂r+i−k
ŷ

r+j−k−1

(1 − z)r−k

(r − k) x̂r+i−k
ŷ

r+j−k

(1 − z)r−k+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
0 ⩽ i + j ⩽ k ⩽ r − 1Pour 1 ⩽ i+ j ⩽ k ⩽ r−1, on a grad p̂ ∈ (Br−1)3. Reste à traiter le as de i = j = 0 pour 0 ⩽ k ⩽ r−1. On obtientainsi

grad p̂ = (r − k)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̂
r−k−1

ŷ
r−k

(1 − z)r−k

x̂
r−k

ŷ
r−k−1

(1 − z)r−k

x̂
r−k

ŷ
r−k

(1 − z)r−k+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̂
p
ŷ

p+1

(1 − ẑ)p+1
x̂

p+1
ŷ

p

(1 − ẑ)p+1
x̂

p+1
ŷ

p+1

(1 − ẑ)p+2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, 0 ⩽ p ⩽ r − 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭e qui ahève la démonstration pour les deux espaes. ◻



Comparaison entre di�érentes méthodes 183On montre numériquement que l'on a même la séquene exateIm grad P̂
H1

r = Ker P̂H(rot)
rIm grad P̂

H1

r = Ker P̂ 1

ren omparant la dimension de l'espae grad P̂H1

r et elle du noyau de la matrie de rigidité. Compte tenu desinlusions de la proposition 13.3.1, les deux dimensions étant égales, on a égalité des espaes.
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Cinquième partieÉtude numérique





Chapitre 14Expérienes numériques en régime harmoniqueOn réalise à présent des expérienes numériques sur des as réels ave les éléments étu-diés préédemment. On onsidère ii di�érents types d'équations issus des problèmes de pro-pagation d'onde en régime harmonique, e hapitre onerne don les éléments �nis pourformulation ontinue.Sommaire14.1 Sphère ave éléments isoparamétriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18814.2 Avion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19014.2.1 Géométrie et maillage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19014.2.2 Équation de Helmholtz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19114.2.3 Équations de Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191



188 Expérienes numériques en régime harmonique14.1 Sphère ave éléments isoparamétriquesOn souhaite tester les éléments isoparamétriques sur un as simple. On onsidère la di�ration par une sphère
Γ de rayon r = 3, plaée dans le ube [−5,5]3 de frontière Σ

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−ω2
u −∆u = 0 dans Ω

∂u

∂n
= −∂uincident

∂n
sur Γ

∂u

∂n
− iω u = 0 sur Σ,On prend ω = 2π.Le maillage de l'ensemble est présenté sur la �gure 14.2) pour les di�érents types de maillage utilisés. Pourobtenir une bonne approximation de la géométrie, on onsidère des éléments ourbes isoparamétriques dont aonstrution est expliquée dans la setion 2.1.2. La solution de référene, présentée sur la �gure 14.2, est aluléesur un maillage hexaédrique très �n ave des éléments d'ordre 7.

Fig. 14.1 � Maillages utilisés pour l'approximation d'ordre 3.Pour résoudre le système linéaire, on utilise le solveur COCG de Clemens et Weiland [15℄) auquel on peutadjoindre une étape de préonditionnement par une itération p-multigrille en utilisant l'équation de Helmholtzave terme d'amortissement (voir Erlangga [31℄ pour les di�érenes �nies, et Duru�é [28℄ pour les éléments �nis).On utilise un algorithme de Jaobi omme lisseur, mais on peut également utiliser l'algorithme de Gauss-Seidel.Dans le tableau 14.1, on indique le nombre de degrés de liberté néessaires à l'obtention d'une erreur entre 1%et 2% en norme L2 pour haque type de maillage, aux ordres 2, 3 et 4. On donne également les résultats obtenusave ou sans étape de préonditionnement, ainsi que les temps de alul. On prend un maillage grossier pour l'ordre
5 − P4, et des maillages un peu plus �ns pour les ordres 2 et 3.
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Fig. 14.2 � Partie réelle du hamp di�raté par une sphère de rayon r = 3 ave des onditions de Neumann.
Ordre 2 3 5 (P4 pour les tétraèdres)Hexaèdre 964 000 ddl 732 000 ddl 315 000 ddlsans preond. 2 762 itérations (3 410s) 2 938 itérations (2 024s) 3 467 itérations (802s)ave preond. J 133 itérations (637s) 127 itérations (504s) 130 itérations (152s)Tetraèdre 1 216 000 ddl 519 000 ddl 339 000 ddlsans preond. 2 300 itérations (12 622s) 1 656 itérations (3 490s) 1 942 itérations (17 835s)ave preond. J 58 itérations (1 019s) 51 itérations (534s) 119 itérations (587s)Tetraèdre déoupé 2 751 000 ddl 936 000 ddl 520 000 ddlsans preond. 4 837 itérations (19 833s) 3 775 itérations (3 775s) 2 514 itérations (2 514s)ave preond. J 131 itérations (1 809s) 126 itérations (631s) 93 itérations (266s)Hybride 1 060 000 ddl 455 000 ddl 266 000 ddlsans preond. 1 800 itérations (2 744s) 2 195 itérations (1 153s) 4 222 itérations (1 358s)ave preond. 72 itérations (388s) 439 itérations (1 262s) 2 546 itérations (3 685s)ave preond. GS 69 itérations (330s) 76 itérations (176s) 128 itérations (161s)Tab. 14.1 � Nombre de degrés de liberté, nombre d'itérations et temps de alul pour une préision équivalente.



190 Expérienes numériques en régime harmonique14.2 Avion14.2.1 Géométrie et maillageOn étudie la di�ration d'une onde plane par un avion � simpli�é �, 'est à dire sans réateur. Sur ettegéométrie, un maillage hybride nous a été graieusement fourni par la soiété produisant HyperMesh. Comme onpeut le voir sur la �gure 14.3, le maillage est onstitué de tétraèdres près de l'objet, de parallélépipèdes à l'extérieur,et les pyramides sont utilisées pour assurer la transition. Le maillage volumique ontient 83 832 hexaèdres, 47 041tétraèdres, 3876 pyramides et auun prisme. Les hexaèdres et les pyramides sont ii tous a�nes.

Fig. 14.3 � Maillage hybride autour d'un avion (en haut) et maillage de surfae de l'avion extrait a partir dumaillage hybride (en bas)



Expérienes numériques en régime harmonique 191Le domaine de alul est environ de la taille d'un parallélépipède 30λ × 22λ × 8λ, où λ est la longueur d'onde,et on prend ii pour veteur d'onde
k =

ω sin θ cosφ

ω sin θ sinφ

ω cos θOn a hoisi θ = 90° et φ = 60°.14.2.2 Équation de HelmholtzOn prend pour hamp inident
u
in = exp

ik⋅xet on prend une une fréquene adimensionnelle de 2, soit 600 Mhz.La partie réelle du hamp di�raté obtenu est a�hée sur la �gure 14.4.A�n d'éviter de mesurer des erreurs géométriques, puisque l'on ne dispose pas d'éléments ourbes sur ettegéométrie, on ompare la solution numérique obtenue pour les ordres 4 et 5 sur le même maillage. Lorsqu'onompare la solution entre le maillage hybride et le maillage tétraèdres déoupés, on a observé une erreur de 14.3%.Pour des éléments d'ordre 4, on obtient les performanes du tableau 14.2 sur un maillage hybride, un maillagetétraédriques et un maillage hexaédrique obtenu par déoupage d'un maillage tétraédrique.Type de maillage Hybride Hexaédrique (tétras déoupés) TétraédriqueNombre ddls 6.08 millions 13.2 millions 5.39 millionsErreur L2 1.05 % 3.1 % 1.14 %Nombre d'itérations COCG 13 113 94 500 24 325Temps de alul 24 253s 981 139s 80 274sNombre d'itérations ave préonditionneur 193 781 268Temps de alul ave préonditionneur 2 870s 68 354s 9 117sStokage de la matrie 1Go 9,16Go 3.15GoTab. 14.2 � Performanes obtenues pour la di�ration d'un avion ave des éléments d'ordre 4 pour l'équation deHelmholtz.On a fait tourner le as sans préonditionneur sur 128 proesseurs, on note ii le temps de alul total obtenuen sommant les temps sur les di�érents proesseurs, ommuniations omprises. Pour le as ave préonditionneur,on utilise une itération multigrille ave amortissement, omme détaillé dans la thèse de Mar Duru�é [28℄, et le asest lané sur un seul proesseur.Pour le maillage hybride, on a stoké la matrie : les hexaèdres du maillage étant des ubes, la matrie de rigiditéontient beauoup plus de zéros que dans le as quelonque, et il est alors plus avantageux de stoker la matriequel que soit r. Sur e as, la taille de la matrie pour les deux types de maillage explique en partie la grandedi�érene entre les temps de alul. Il est lair qu'ii les maillages hybrides fournissent des gains de performanesappréiables.14.2.3 Équations de MaxwellOn reprend le même as pour les équations de Maxwell, mais ave une longueur d'onde deux fois plus élevée,'est à dire une fréquene adimensionnelle de 1 (soit 300 Mhz). Le domaine est don de taille 15λ×11λ×4λ. L'angled'inidene est le même, et l'onde est polarisée suivant ez.La solution numérique a été alulée ave la première famille d'ordre 2, qui est e�etivement d'ordre 2 puisquetous les éléments sont a�nes. Le maillage ontient 2,43 millions de degrés de liberté.On observe alors le hamp di�raté de la �gure 14.5 sur un maillage ontenant 2.43 millions de degrés de liberté.Le hamp di�raté est prinipalement polarisé suivant ez omme on le voit par exemple sur la omposante suivant
x qui est relativement petite en omparaison ave la omposante suivant z.
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Fig. 14.4 � Partie réelle du hamp di�raté.
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Fig. 14.5 � Partie réelle du hamp di�raté par l'avion suivant ex (en haut) et suivant ez (en bas).
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196 Expérienes numériques en régime temporel15.1 Équation des ondes15.1.1 PianoOn onsidère l'équation des ondes ave c = 1 sur la avité résonante d'un piano Γ plaée dans une boiteparallélépipédique Σ. ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂
2
u

∂t
2
−∆u = f(x, t) in Ω

∂u

∂n
= 0 on Γ

∂u

∂n
+ ∂u
∂t
= 0 on Σ,

(15.1.1)L'ensemble du maillage est présenté sur la �gure 15.1.

Fig. 15.1 � Maillage surfaique de la avité en forme de piano et de la boite qui l'entoure.La soure est prise omme
f(x, t) = 1

r
2

0

e
−13

r
r0

2

e
−4(t−t0)

2

sin(2πf0t), (15.1.2)où r est la distane du entre à la soure, r0 est la distribution radiale de la gaussienne, f0 est la fréquene et t0une onstante. On a pris
r0 = 0.1, f0 = 14, t0 = 1.858, (15.1.3)de sorte que la taille de la boite de alul soit 32λ×26λ×10λ, où λ = 1

f0
est la longueur d'onde. Pour la disrétisationen temps, on utilise un shéma de saute-mouton d'ordre 2 (Cohen et Fauqueux [19℄). On alule la solution de t = 0à t = 6. La solution à t = 6 est présentée sur la �gure 15.2.La solution de référene est alulée sur un maillage très �n, et on ompare deux types de maillages : un maillagehybride et un maillage hexaédrique obtenu à partir d'un maillage tétraédrique dont on a déoupé haque élémenten 4 hexaèdres. On utilise une approximation d'ordre 3 pour la disrétisation spatiale. Les résultats de l'expérienesont données dans le tableau 15.1 qui préise le temps de alul que l'on aurait obtenu sur un seul proesseur enadditionnant les temps de alul sur haque proesseur et en soustrayant les temps de ommuniation.Comme on utilise des éléments droits, pour éviter d'avoir une mauvaise approximation de la géométrie, onutilise un maillage tétraédrique assez �n avant de déouper haque tétraèdre en hexaèdre, si bien que le nombre dedegrés de liberté dans le as du maillage hexaédrique est très élevé.
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Fig. 15.2 � Solution pour la avité en forme de piano sur une setion horizontale du domaine à t = 6.
Type de maillage Tétraèdres déoupés Tétraèdres HybridePréision obtenue 9.4 % 5.7 % 6.3 %Nombre de ddl 49.3 millions 16.9 millions 14.88 millionsPas de temps ∆t = 0.0002 ∆t = 0.0004 ∆t = 0.0005Temps de alul 12.28 jours 4.3 jours 1.18 joursTab. 15.1 � E�aité de di�érents types de maillages pour le piano.



198 Expérienes numériques en régime temporel15.2 Équations de Maxwell15.2.1 Cas-test de la sphèreOn onsidère les équations de Maxwell sur une sphère parfaitement ondutrie de diamètre 10λ plaée dansun ube de �té 16λ. On onsidère que ε = µ = 1 et une soure égale à
f(r, t) = e−13 r2 (t − 1) e−π2(t−1)2On s'intéressera au as où la fréquene entrale de la soure est égale à 1.Pour un niveau de préision similaire, on ompare di�érents types de maillages ,présentés sur la �gure 15.3,pour un ordre d'approximation égal à 3.

Fig. 15.3 � Maillage purement tétraédrique (à gauhe), purement hexaédrique obtenu en déoupant des tétraèdresen 4 (à droite), maillage mixte (en bas)La �gure 15.4 présente la ré�exion de l'onde sur la sphère, tandis que le tableau 15.2 résume les résultats obtenuspour les di�érents types de maillage. Le nombre de degrés liberté est ompté pour une seule inonnue (par exemple
Ex), il faut don multiplier par 3 pour obtenir le nombre d'inonnues totales pour modéliser le hamp E. Le tempsde alul est pris pour T=10s, en additionnant le temps de alul de haque proesseur et en retranhant le oûtdes ommuniations. Ce temps est don équivalent au temps qu'aurait pris la simulation sur un seul proesseur.Au vu des résultats, il est lair que le maillage mixte permet d'obtenir un gain important en temps de alul.
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Fig. 15.4 � Composante Ex pour t = 4, et t = 8Tab. 15.2 � Erreur, nombre de degrés de liberté, pas de temps et temps de alul pour les di�érents types demaillages Type de maillage Tétraédrique Hexaédrique HybrideDonnées erreur de 7.7% erreur de 6.6% erreur de 3.2%13.3 millions ddls 27.8 millions ddls 6.3 millions ddls
∆t = 0.01 ∆t = 0.0035 ∆t = 0.01Temps de alul 12h 43min 1j 21h 7min 2h 9min



200 Expérienes numériques en régime temporel15.2.2 Montgol�èreOn onsidère la di�ration par une montgol�ère plaée dans une boite parallélépipédique de taille [−250,50] ×[−130,180] × [90,490], ave la soure suivante
f(x, t) = e−13.8( rr0 )

2

e
−0.001(t−t0)

2

sin(2πf0t)où r0 = 15, f0 = 0.08. On plae une ondition de onduteur parfait sur le bord de la montgol�ère, et des onditionsde Silver-Müller sur la boite.Le maillage hybride utilisé pour e alul, présenté sur la �gure 15.5, a été hoisi pour donner une erreur ennorme L2 inférieure à 1% ave une approximation d'ordre 5,

Fig. 15.5 � Maillage hybride de la montgol�ère.Pour ette expériene, on utilise le shéma saute-mouton lassique pour la disrétisation en temps. La �gure15.6 montre la omposante Ex de la solution numérique obtenue pour t = 288 et t = 432.On ompare haune des solutions à une solution de référene alulée sur le même maillage mais en utilisantune approximation d'ordre r + 1 au lieu de r. Le tableau 15.3 détaille les temps de alul néessaires à l'obtentiond'une erreur en norme L2 inférieure à 1%. On ompare également l'utilisation de fontions nodales et orthogonales(voir hapitre 9) dans le as du maillage hybride.Tab. 15.3 � Erreur, nombre de degrés de liberté, pas de temps et temps de alul pour les di�érents types demaillages Type de maillage Tétraédrique HybrideNodal OrthoDonnées erreur de 11% erreur de 9.3%37.9 millions ddls 22.4 millions ddls
∆t = 0.046 ∆t = 0.032Temps de alul 11j 10h 19min 4j 2h 36min 3j 17h 2minCette expériene numérique a été réalisée sur 256 proesseurs, le temps de alul indiqué étant la somme destemps CPU obtenus sur haque proesseur, en retirant le temps de ommuniation.
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Fig. 15.6 � Solution obtenue à t = 288 (haut) et t = 432 (bas).



202 Expérienes numériques en régime temporel15.2.3 AvionOn onsidère à présent les équations de Maxwell en régime instationnaire sur le as de l'avion présenté dansla setion 14.2. On onsidère une soure gaussienne en espae et sinusoïdale en temps, des onditions de Dirihlet(onduteur parfait) sur le bord de l'avion et des onditions absorbantes sur le bord de la boite de alul.On utilise une méthode de Galerkin disontinue ave des fontions de base nodales pour les tétraèdres, desfontions de base orthogonales pour la pyramide, et les points de Gauss pour les hexaèdres. On hoisit une fréqueneadimensionnelle de 3 (soit 900 Mhz), le entre de la gaussienne est plaé en (13,4,1.5) et le rayon de distributionest de 0.4.Pour des éléments d'ordre 4, on mesure le temps de alul obtenu pour T = 120 t0, où t0 est la période de lasoure sinusoïdale, e qui revient à prendre un temps �nal physique de 1.33e−7. Les résultats obtenus sont indiquésdans le tableau 15.4. La solution obtenue à t = 15 t0 et à t = 52.5 t0 est présentée sur la �gure 15.7. Les alulsont été e�etués sur 256 proesseurs en sommant les temps de haque proesseur et en retranhant le oût desommuniations. On a observé une e�aité parallèle supérieure à 80%.Type de maillage Hybride Tétraèdres déoupésNombre ddls 12.3 millions 22.9 millionsErreur L2 3.84 % 4.55 %Pas de temps ∆t 0.0014 0.00056Temps de alul 5j 18h 6min 13j 12h 48minTab. 15.4 � Performanes de l'avion pour les équations de Maxwell en régime temporel
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Fig. 15.7 � Solution à t = 15t0 et à t = 52.5t0



204 Expérienes numériques en régime temporel15.3 Amélioration de la CFL15.3.1 Ordre variableA�n d'utiliser un nombre plus réduit de degrés de liberté pour l'expériene de la setion 15.2.3, on va adapterl'ordre de telle sorte à approher au mieux la règle des dix points par longueur d'onde.Soit hi la longueur moyenne des arêtes de l'élément i, on a utilisé la règle suivante pour déterminer l'ordre pourhaque élément.� Si hi < 0.014, ordre 1,� Si hi < 0.105, ordre 2,� Si hi < 0.175, ordre 3,� Si hi < 0.287, ordre 4,� Si hi < 0.378, ordre 5Ave ette règle, sahant que le pas de maillage des ubes est de 0.2, la plupart des éléments sont d'ordre 4 ommepour l'ordre onstant. Il n'y a pas d'élément d'ordre 1,et l'ordre maximal est 5 sur tout le maillage. Le maillage del'avion ave l'ordre variable est présenté sur la �gure 15.8.

Fig. 15.8 � Maillage du jet ave ordre variable : ordre 2 en vert, ordre 3 en jaune, ordre 4 en yan, ordre 5 enorange15.3.2 Pas de temps loalPour réduire enore le temps de alul, il est avantageux de onsidérer un pas de temps loal. En e�et, la CFLest restreinte par le plus petit élément du maillage. Pour la stratégie de pas de temps loal, nous avons utiliséle shéma sympletique de Piperno [63℄. Une première étape onsiste à aluler le pas de temps assoié à haqueélément. Pour e faire, on évalue la plus grande valeur propre de la matrie assoiée à un petit maillage ontenantl'élément et ses voisins, omme représenté sur la �gure 15.9.
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Fig. 15.9 � Petit maillage utilisé pour évaluer la CFL de l'élément entralOn dé�nit alors le pas de temps ∆te de l'élément
∆te = cr

λmaxoù cr est un oe�ient de séurité alulé sur un maillage régulier, qui dépend don de l'ordre d'approximation r.On hoisit pour valeur de cr les valeurs suivantes
cr =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0.89 si r = 1

0.95 si r = 2

0.98 si r = 3

0.99 si r = 4

0.992 si r ≥ 5

.Cette approhe a été validée en 2D : que e soit sur des maillages réguliers ou sur des maillages quelonques, laCFL ainsi obtenue était toujours inférieure à la CFL exate, et le taux d'erreur entre les deux CFL ne dépassaitpas le pourent.Une fois les pas de temps loaux optimaux alulés, on se �xe un pas de temps nominal ∆tnominal stritementinférieur au pas de temps maximal et on a�ete à haque élément un niveau ℓ. Dans l'approhe de Piperno, unélément de niveau ℓ a pour pas de temps ∆t

2
ℓ
et on dit que si ∆tnominal

2
ℓ

≤ c∆te < ∆tnominal
2

ℓ−1
, l'élément e est deniveau ℓ, c étant un oe�ient de séurité. En pratique, on a pris c = 0.99.Le niveau de haque élément du maillage de l'avion est représenté sur la �gure 15.10 et la répartition desdi�érents niveaux ℓ est présentée sur le tableau 15.5.Niveau Hybride Tétraèdres déoupés0 83282 477151 48375 1335682 1290 36913 61 11Tab. 15.5 � Nombre d'éléments par niveau pour les deux maillages.Une fois les niveaux ℓ déterminés, il est parfois néessaire de prendre un pas de temps ∆t plus petit que le pas detemps nominal pour des raisons de stabilité. En e�et le shéma de Piperno ne permet pas de ontr�ler de manièretrès préise la CFL globale du shéma en fontion des CFL loales, si bien qu'un ajustement est parfois néessaire.Dans le as des tétraèdres déoupés, on a dû prendre ∆t = 0.004 alors que ∆tnominal = 0.005. En revanhe, pourle maillage hybride, auune instabilité n'a été observée ave e pas de temps.Les résultats obtenus sont indiqués dans le tableau 15.6 sur lequel �gure le ratio entre le pas de temps maximalet le pas de temps minimal obtenu sur les deux maillages. On voit que pour le maillage hybride, ertains élémentssont assez ontraignants, puisque le ratio dépasse 9. Les temps de aluls obtenus ont été mesurés sur un seulproesseur puisque nous n'avons pas disposé de su�samment de temps pour paralléliser de manière satisfaisante lastratégie de pas de temps loal.
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Fig. 15.10 � Maillage de l'avion ave pas de temps loal : niveau 0 en rouge, niveau 1 en vert, niveau 2 en jauneet niveau 3 en yan
Type de maillage Hybride Tétraèdres déoupésNombre ddls 11.7 millions 20.7 millionsErreur L2 4.07 % 5.15 %Ratio ∆tmax

∆tmin

9.04 6.85Pas de temps 0.005 0.004Temps de alul 1j 2h 4j 11hTab. 15.6 � Performanes de l'avion pour les équations de Maxwell en régime temporel ave pas de temps loal



ConlusionConlusions généralesLe but de es travaux était de onstruire des éléments �nis d'ordre élevé ompatibles ave l'utilisation demaillages hybrides onformes pour la résolution de systèmes linéaires hyperboliques en régimes temporel et har-monique. L'objetif était plus partiulièrement de mettre au point des éléments �nis pour des formulations H1,
H(rot) et LDG qui soient optimaux au sens de la onvergene pour la norme de l'espae onsidéré. L'implémenta-tion e�ae des di�érents éléments onstruits, l'étude de leurs propriétés numériques, leur omparaison à di�érentséléments pouvant être trouvés dans la littérature et leur appliations à des as onrets ont été des points ruiauxau ours de ette thèse.Dans les parties II et IV qui traitent respetivement des formulation H1 et H(rot), nous nous sommes e�orésde onstruire de manière systématique des éléments �nis d'ordre élevé pour tous les types d'éléments (hexaèdres,prismes, tétraèdres et pyramides) de telle sorte qu'ils puissent être intégrés à un maillage hybride onforme. Lesrésultats onernant es deux formulations sont les suivants� la onstrution d'éléments �nis nodaux et hiérarhiques, optimaux au sens de la onvergene en norme H1ou H(rot), pour un ordre quelonque� une étude théorique des formules de quadrature à utiliser pour l'intégration exate des matries de masse etde rigidité dès que ela est possible� un alul d'estimations d'erreur sur des maillages hybrides : l'estimation de l'erreur d'interpolation a étéobtenue dans le as des formulations H1 et H(rot), tandis que l'erreur de quadrature sur la matrie de massea été obtenue dans le as de la formulation H1� des résultats numériques sur la dispersion et la stabilité des éléments onstruits, l'absene de modes parasitespour les éléments �nis H(rot)� la véri�ation numérique de l'optimalité des éléments� le bon omportement des éléments au sein d'un maillage hybride� la omparaison théorique et numérique de nos éléments ave des éléments trouvés dans la littérature, enpartiulier pour les éléments pyramidaux.� la onstrution d'une première famille d'éléments �nis d'arête pyramidaux pour la formulation H(rot) per-mettant leur utilisation ave les éléments �nis d'arête de la première famille lassiquesOn véri�e également que les deux espaes d'approximation onstruits véri�ent le diagramme de De Rham.En e qui onerne les éléments disontinus dont il est question dans la partie III, nous sommes parvenus à� onstruire des éléments �nis tensorisés optimaux au sens de la onvergene en norme L2, pour un ordrequelonque� mettre au point un algorithme rapide de onstrution de la matrie de masse pour les éléments pyramidauxet prismatique, ainsi qu'un algorithme de produit matrie-veteur rapide pour tous les éléments, en utilisantles propriétés des fontions de base semi-orthogonales.� obtenir des résultats de dispersion et de stabilité pour les éléments onstruits� véri�er l'optimalité de la onvergene pour tous les élémentsNous avons ensuite utilisé es éléments pour réaliser des expérienes numériques sur des as réels. Dans la partieV, nous montrons ainsi les avantages de l'utilisation de maillages hybrides par rapport aux maillages purementtétraédriques ou purement hexaédriques obtenus en déoupant haque tétraèdre d'un maillage tétraédrique enhexaèdre. Les résultats obtenus sont onluants, bien que les outils de maillage hybride ne soient pas enore trèsau point.Des résultats numériques ont en outre pu être obtenu sur des maillages utilisant des éléments droits ou ourbes.L'ordre variable et une stratégie de pas de temps loal ont également été implémentés et utilisés dans un as onretpour réduire la restrition sur le pas de temps due à la CFL.



208 ConlusionPerspetivesPlusieurs travaux restent à entreprendre à l'issue de ette thèse.Du point de vue théorique, ils portent majoritairement sur les erreurs de quadrature pour la matrie de massedans le as H(rot) et pour la matrie de rigidité dans les as H1 et H(rot)Conernant l'aspet numérique, les points suivants peuvent être étudiés pour améliorer les résultats obtenusdans les présents travaux� Trouver des formules de quadrature permettant d'augmenter légèrement la CFL des éléments H(rot)� Implémenter une méthode de pas de temps loal plus performante pour aélérer les aluls.On peut également envisager la onstrution des éléments �nis d'arête optimaux de la seonde famille pourla formulation H(rot), bien que l'intérêt de la onstrution d'une telle famille soit disutable lorsque l'on disposed'éléments �nis permettant d'avoir une onvergene optimale pour la norme H(rot). Mais la prinipale perspetiveest la onstrution d'éléments �nis optimaux d'ordre élevé pour une formulation H(div) a�n de ompléter lediagramme de De Rham. La proédure mise au point pour H1 et H(rot) étant systématique, elle s'étend aisémentau as H(div).
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214RésuméDans ette thèse, nous nous intéressons à la onstrution d'éléments �nis d'ordre élevé adaptés aux maillageshybrides, pour la résolution de systèmes hyperboliques linéaires en régimes harmonique et temporel. L'aent estplus partiulièrement porté sur la onstrution d'éléments pyramidaux.On étudie trois formulations pour lesquelles on herhe des éléments �nis � optimaux � au sens de la onver-gene dans la norme de l'espae onsidéré pour la formulation. Pour les formulations H1 et H(rot), on onstruitdes éléments �nis � optimaux � nodaux et hp. Les matries élémentaires sont évaluées grâe à des formules dequadrature adaptées et des estimations d'erreur sont e�etuées pour véri�er la onvergene des éléments optimauxonstruits. Pour la formulation disontinue LDG (Loal Disontinuous Galerkin), on présente des éléments utili-sant des fontions de base orthogonales permettant de mettre au point une onstrution de la matrie de masseet un produit matrie-veteur rapides. Dans le as des trois formulations, on étudie les propriétés numériques deséléments onstruits, on véri�e que l'on retrouve bien numériquement la onvergene théorique et on ompare noséléments ave d'autres éléments trouvés dans la littérature.Finalement, on présente des expérienes numériques en 3D ave l'équation des ondes ou de Helmholtz, et leséquations de Maxwell dans le as des régimes temporels et harmoniques. On montre ainsi l'e�aité des maillageshybrides par rapport aux maillages purement tétraédriques ou aux maillages hexaédriques obtenus en déoupanthaque tétraèdre d'un maillage purement tétraédrique en quatre hexaèdres.Mots lés : maillage hybride onforme, éléments �nis d'ordre élevé, méthodes de Galerkin ontinue et disonti-nue, éléments �nis nodaux, hp et d'arête, formule de quadrature, estimations d'erreur, équations des ondes et deHelmholtz, équations de Maxwell.AbstratIn this thesis, we are interested in the onstrution of high-order �nite elements adapted to hybrid meshes forthe resolution of time-dependent and time-harmoni linear hyperboli systems. We paid a speial attention to theonstrution of pyramidal elements.We searh � optimal � �nite elements for three di�erent formulations, the optimality being in the sense of theonvergene in the norm of the spae onsidered for the formulation. For H1 and H(curl) formulations, optimalnodal and hp �nite elements are onstruted. The elementary matries are evaluated with appropriate quadratureformula, and error estimates are performed to hek the onvergene of the onstruted optimal elements. For theLDG (Loal Disontinuous Galerkin) formulation, we present �nite elements using orthogonal basis funtions thatallow us to design fast onstrution of the mass matrix and matrix-vetor produt. In the three ases, we presentnumerial properties of the elements, we hek numerially that we get the theoretial onvergene, and we ompareour elements with other elements found in the literature.Finally, numerial experiments in 3D are onduted with time-dependent and time-harmoni equations (waveor Helmholtz equation, and Maxwell's equations). We show the e�ieny of hybrid meshes ompared to puretetrahedral meshes or hexahedral meshes obtained by splitting tetrahedra into four hexahedra.Key words : onformal hybrid mesh, higher-order �nite element, ontinuous and disontinuous Galerkin methods,nodal, hp and edge �nite elements, quadrature formula, error estimates, Helmholtz and wave equations, Maxwell'sequations.


