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Théorie des modéles
DM 4.

Soit M une L-structure. On fixe un entier n. Rappelons qu’une partie X de M™ est définissable dans M sur
des paramétres by, ..., by € M s’il existe une formule p(z1,...,Zn,y1,...,yx) de L telle que

X =A{(a1,...,an) e M" : M E ¢(a1,...,an,b1,...,br)}.

On note D, (M) ’ensemble des parties de M™ définissables dans M (sur des paramétres dans M). On définit
par récurrence un sous-ensemble D%¥(M) de D,, (M) pour chaque ordinal « de la fagon suivante :

— DY(M) =D, (M) \ {0};

- Dati(M) = {X €D, (M) :

il existe une famille infinie (X;);<., de parties deux & deux disjointes de X |
tel que chaque X; € D% (M) ’

— si a est un ordinal limite, Dy (M) =5, DA (M).

1. Donner une autre caractérisation de I’ensemble D} (M).
2. Soit X,Y € D, (M) tel que X CY et X € D¥(M) pour un ordinal o. Montrer qu’alors Y € D¥(M).

3. Soit X € D?(M). On dit que X est de rang (de Cantor Bendixon) infini si X € D% (M) pour tout ordinal
a et on note R(X) = co. Montrer que si X n’est pas de rang infini, il existe un plus grand ordinal « tel
que X € D¥(M). Dans ce cas on dit que X est de rang (de Cantor Bendixon) « et on note R(X) = a.

4. Par convention oo > a pour tout ordinal o. Montrer que pour tout ordinal « et tout X € D% (M),

R(X) > « si et seulement si X € DY(M).

5. Montrer que pour tout X,Y € D% (M),
R(XUY) = max(R(X), R(Y)).

6. Soit X € D%(M) de rang a < oo. Montrer qu’il existe un plus grand entier k tel que X se partitionne
en k parties de rang a. On appelle cet entier k le degré de X que l'on note deg(X).

7. Soit X et Y deux parties définissables disjointes de méme rang a < co. Montrer que
deg(X UY) = deg(X) + deg(Y).

8. On considére a partir de maintenant une structure de groupe G et on suppose que son domaine G est
de rang o < oo en tant qu’élément de Dy (G). Soit A € DY(M) et g € G. Vérifier que R(gA) = R(A) et
deg(gA) = deg(A).

9. Soit H un sous-groupe définissable de G.

(a) Si H est d’indice infini dans G' que peut-on dire du rang de H par rapport au rang de G ?
(b) Si H est d’indice fini dans G' que peut-on dire du rang et du degré de H en fonction du rang et du
degré de G7
10. Montrer qu’il n’existe pas de suites infinies strictement décroissantes de sous-groupes définissables de G.

11. En déduire que pour toute partie A de G le centralisateur Cg(A) = {g € G : ga = ag pour tout a € A}
est définissable dans G.
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