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Fiche Algébre linéaire 2
MATRICE D’UNE APPLICATION LINEAIRE, RANG, DETERMINANT

Notions abordées
o Matrices, rang d’une matrice.
e Matrices équivalentes, changement de bases.
o Systéemes linéaires.

e Propriétés du déterminant d’une matrice, matrices inversibles, matrices semblables.

m—— PARTIE 0 : Matrices de passage

Soit u : E — F une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et
deux bases Bg et Bp respectivement de E et F.

On note A = matp, 5, (u) la matrice de u dans les bases B, Br.

Soit z € E et y € F. On note X = matp, (x) la matrice colonne des coordonnées de x dans la
base Bg. On note de méme Y = matg, (y).

1 - Compléter : | y = u(z) si et seulement si ¥ =

2 - Soit p = dimFE et (eq,...,ep) = Bp. Pour j € {1,...,p}, la j-¢éme colonne C; de A vérifie

C; = mat

On considére deux autres bases B, et B respectivement de E et F' et on note A’ = mat B,.5, (1),
X' = matp, (z) et Y/ = matp, (y).

3 - Compléter : | y = u(x) si et seulement si Y’ =

On note P = matg, (B%) la matrice de passage de la base By a la base BY, et Q = matg,, (B})
la matrice de passage de la base Br a la base Bf.

4 - Soit (e},...,e,) = By. Pour j € {1,...,p}, la j-éme colonne de P vaut | mat
5 - Compléter : | P = mat (idg).

6-Ona: | X = , | X! = , | Y = et | Y/ =

7 - Enfin, | A= et | A’ =




——— PARTIE I : Rang d’une matrice

Pour la suite, on fixe un corps commutatif K.

Définition

Soit A € My, p(K) et Ch,...,C), ses colonnes dans M, 1(K). On appelle rang
de A la dimension du sous-espace vectoriel engendré par (Ci,...,C,) dans
M1 (K).

rg A = dim Vect(C1,...,Cp) (=1rg(C1,...,Cp) )

1 - (a) Pour une matrice A € M, ,(K), on note ¢ 4 I'application linéaire de M, 1 (K) dans M, 1(K)
définie par ¢ 4(X) = AX. Vérifier que rg A =rgpa.

(b) Montrer que pour tout A € M,, ,(K), on a rg A < min{n, p}.
(c) Montrer que pour tout A € M, ,(K) et tout B € My, 4(K) on a rg(AB) < min{rg A, rg B}

2 - Soit v : E — F une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et
deux bases Bg et B respectivement de F et F.
(a) Montrer que rg(matg, g, (u)) = rgu.

(b) Montrer qu'il existe des bases B, et B respectivement de E et F' telles que la matrice de u
dans ces bases est de la forme suivante ol r est le rang de w :

matB;;,B% (u) = (0 I, OT‘,p*T‘ )

n—r,r On—r,p—r

3 - (a) Rappeler la définition des matrices équivalentes.

Deux matrices A et B de M, ,(K) sont équivalentes s’il existe telles que

B = A

(b) Démontrer que deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles sont les matrices d'une

méme application linéaire dans des bases différentes.
. . . . 1 _
(c) Soit A € M, ,(K). Montrer que rg A = r si et seulement si A est équivalente & (0 " OOT’p " ) .
n—r,r n—r,p—r

(d) Montrer que deux matrices A et B de M,, ,(K') sont équivalentes si et seulement si rg A =
rg B.

(e) Montrer que pour tout A € M,, ,(K), on a rg(‘4) = rg A.

4 - On considére le systéme linéaire d’inconnues 1, ..., z, dans K et a coefficients dans K suivant :

a11ry + ...+ apxp = by

(5)

a1 + ...+ appTpy = by

(a) Ecrire sous forme matricielle ce systéme.

(b) Exprimer la dimension du sous-espace vectoriel formé des solutions du systéme homogéne
associé en fonction de p et du rang r d’'une matrice.

(c) Que peut-on dire sur 'ensemble des solutions de (S)?

(d) Que peut-on dire de plus si le rang r vaut n?



—— PARTIE II : Propriétés du déterminant

1 - Rappeler effet des opérations élémentaires sur les colonnes (resp. les lignes) d’une matrice
carrée :

2 - Soit A et B deux matrices de M, (K) et A € K. Compléter :

3 - (a) Rappeler la définition des matrices semblables.

(b) Montrer que deux matrices semblables ont méme déterminant. Est-ce nécessairement le cas
pour deux matrices équivalentes de M,,(K)?

(c) Est-ce que deux matrices de GL,,(K) ayant méme déterminant, sont nécessairement sem-
blables 7

(d) Démontrer que deux matrices sont semblables si et seulement si elles sont les matrices d'un
méme endomorphisme. (On rappellera la définition d’un endomorphisme et d’une matrice d’un en-
domorphisme dans une base donnée.)

(e) En déduire une définition du déterminant d’un endomorphisme.



—— PARTIE III : Extrait sujet 1 Capes Externe 2016 - SUIt€
Partie D : déterminant de Vandermonde

On considére la matrice de Vandermonde

2 n—1
1 a1 af ay X
4 1 ay a3 ay”
2 n—1
1 a, a; ... a,
ol n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et ay, ..., a, sont des nombres réels.

On cherche a déterminer par deux méthodes différentes une condition nécessaire et suffisante
portant sur les a; pour que A soit inversible.

I. Calculer le déterminant de A lorsque n =2 et n = 3.

II. Premiére méthode.

1. Montrer que A est la matrice de 'application linéaire F' définie dans la question
A.II. dans des bases bien choisies.

2. En déduire que si les a; sont deux a deux distincts A est inversible.
3. Qu’en est-il si deux des ay sont égaux ?
4. Conclure.

II1. Seconde méthode. On considére le polynome

PX)=(X—a1)...(X —ap_1).
1. Montrer qu’il existe des nombres réels g, ..., \,_a tels que
P(X)= X"+ 0 0X" 2+ NMX 4 Ao

2. On note C4,...,C, les colonnes de A. Montrer que

0
Ch+ Ae2Crt + .+ A0y = ()
P(an)
3. En déduire que
I a? a2
det(A) = P(ay) Lo ag ay”?
1 any a2y CLZ:%

4. Montrer que

det(A) = H (a; — ay).

1<k<i<n

5. Conclure.



Partie E : application a la recherche de paraboles

On fixe trois points distincts A, As, A3 du plan affine euclidien. On recherche toutes les
paraboles de ce plan passant par A;, A, et As.

I. Dans cette question, on impose en plus aux paraboles recherchées d’avoir un axe pa-
ralléle & une droite D donnée. On choisit un repére orthonormé du plan tel que D ait
pour équation x = 0. Par définition, les paraboles d’axe paralléle a D sont les courbes
d’équation

y = az’ + Bz + 7,
avec (o, 3,7) € R®, a # 0. Les coordonnées du point A; dans ce repére sont notées
(a;, b;) pour 1 < i < 3.
1. Montrer que la recherche des paraboles d’axe paralléle & D et passant par les
points Ay, Ay et Az est équivalente a la recherche des solutions (v, 3, «), avec
a # 0, du systéme :
Y+ a1+ aia = by,
(9): 8 v+ af+ada = b,
v+ a8 +dia = b

2. Montrer que si deux des points A; ont la méme abscisse (S) n’a aucune solution.
3. On suppose que les abscisses des points A; sont deux a deux distinctes.
a. Montrer que le systéme (S) posséde une unique solution (v, 3, «).
b. Exprimer « sous forme d’un quotient de déterminants.
c. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) a=0.
ey | G2 —a1 ba—D
ii) az_ai bz—bi =0.
iii) A;, A et Az sont alignés.
4. Montrer que le probléme admet une solution si et seulement si A;, Ay, A3 ne sont
pas alignés et aucune des droites (A1 A4y), (A3A3) et (A1 As) nest paralléle & D.
II. 1. On suppose A;, As et As alignés. En utilisant les résultats précédents, montrer
qu’il n’existe aucune parabole passant par A;, As et As.

2. On suppose que Aj, Ay et A3 ne sont pas alignés. Montrer qu’il existe une infinité
de paraboles passant par A;, A, et A3 et préciser les directions de leurs axes.

Extraits du rapport de jury 2016 :
Le jury a été particulierement attentif aux questions suivantes :

Question D.II1.3. du premier probléme

1l s’agissait ici d’exploiter les propriétés du déterminant. Environ 19 % des candidats ont répondu cor-
rectement a cette question; 12 % n’ont pas répondu correctement ou de maniére incompléte ; 61 % n’ont pas
abordé cette question. Environ 69 % des candidats ayant abordé cette question y ont répondu correctement.|...]

L’existence de solutions d’un systéme linéaire a mis de nombreuz candidats en difficulté. Les énoncés suivants
ont rencontré un grand succes :

— « Tout systeme de trois équations da trois inconnues posséde une unique solution. »
— « Tout systéeme de deux équations a trois inconnues ne posséde aucune solution. »

— « Si le déterminant d’un systéme de trois équations a trois inconnues est nul, alors le systéme ne posséde
aucune solution. »



m—— PARTIE IV : Extrait sujet 2 Capes Externe 2015
Partie B, = Chiffrement de Hill

L'objectif de cette partie est de retrouver quelques résultats sur les matrices carrées d'ordre 2 i coef-
ficients réels, puis de les appliquer au chiffrement de Hill.

La matrice nulle d'ordre 2 est notée O et la matrice unité d'ordre 2 est notée [z,

Pour tout entier naturel 7 non nul, si P et Q sont deux matrices carrées d'ordre 2 dont les coeffi-
cients respectifs pi,j et g¢,j appartiennent & Z, on dit qu'elles sont congrues modulo » et on note
P =0Q (mod n) lorsque

Vi, )E(L2L, piy=q;; (modn).

De méme, on dit que les vecteurs colonnes a coefficients dans Z

P
e[y x-()
¥ ¥y

sont congrus modulo 7 et on note X = X' (mod n) lorsque x = x" (mod n) et y = y' (mod n).

Dans toute cette partie, la matrice A est définie par

A=(ﬂ h

c d)’

ol a, b, ¢ et d désignent quatre réels.

I. Questions de cours

1. Donner la définition d'une matrice inversible et démontrer I'unicité de son inverse.
2. Etablir que A® = (a+ d)A + (ad = be) Iz = O,
3. Démontrer que la matrice A est inversible si et seulement si ad = be # 0.
II. Dans cetie question, on suppose que a, b, ¢ et d sont des entiers relatifs.
1. Donner un exemple de matrice inversible i coefficients dans Z, mais dont l'inverse n'a
pas tous ses coefficients dans Z.

2. Enoncer une condition suffisante pour que la matrice A soit inversible et que son inverse
A7 s0it a coefficients dans 7.

3. Quelle notion mathématique (qui ne figure pas dans les programmes de lycée) permet
de prouver que cette condition est nécessaire? Proposer une démonstration du résultat.

L. La méthode étudiée ci-apres utilise un chiffrement par blocs de 2 lettres pour coder un mot
comportant un nombre pair de lettres :

= On choisit quatre entiers naturels non nuls a, b, ¢ et d.
* On note x le rang de la premiére lettre du bloc et y le rang de la deuxiéme lettre du bloc,



« On définit les entiers x’ et y' de la maniére suivante :

i = ax+by
(S) ,
Yy =cx+dy

* Le rang de la premiere lettre du bloc codé est le reste modulo 26 de x'; le rang de la
deuxiéme lettre du bloc codé est le reste modulo 26 de /.

Un tel chiffrement est dit digraphique.

1. Traduire le systéme (S) par une relation matricielle & I'aide de la matrice A qui est appe-
lée matrice de codage.,

2, Ondonne:a=4,b=3,c=5etd =4.
a. Coder le mot BEZOUT,
b. En détaillant les étapes, décoder le mot suivant :
S FXMO ]
8. Ondonne a présent a =3, b=2, ¢ =1 et d = 3. On souhaite décoder le mot suivant :
A KXOUEVHDL

a. Démontrer qu'il existe un unique entier ¥ compris entre 0 et 25 tel que
7um1 (mod 26).

b. On note A la matrice de codage associée aux entiers a, b, ¢ et d. Déterminer une
matrice B, 4 coefficients entiers relatifs, telle que uBA = I; (mod 26) .

c. Décoder le mot en détaillant la démarche pour le premier bloc de deux letires.

4. A quelle condition sur @, b, ¢ et d peut-on décoder tout mot comportant un nombre pair
de lettres?

Rappel du préambule du sujet pour le codage des lettres :

Préambuile
Ce probléme a pour objet 'étude de deux méthodes de chiffrement.

A chaque lettre de I'alphabet est associé un unique entier compris entre 0 et 25 de la fagon suivante :
itla lettre A est associé 0, a la lettre B est associé 1, ..., a la lettre Z est associé 25, Cet entier est appelé
rang de la lettre.



