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Fiche Algèbre linéaire 3
RÉDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARRÉES

Notions abordées

• Vecteurs propres, valeurs propres, espaces propres.

• Polynôme minimal, polynôme caractéristique.

• Espaces caractéristiques, trigonalisation.

• Homothéties, projections et symétries vectorielles.

• Sommes directes.

• Diagonalisation.

• Puissances de matrices.

• Supplémentaires.

PARTIE I : Éléments propres

On �xe un corps commutatif K et on considère un endomorphisme u d'un K-espace vectoriel E.

1 - Rappeler les dé�nitions des éléments propres de u :

Un vecteur propre de u est un vecteur

Une valeur propre de u est un scalaire

L'espace propre de u associé à la valeur propre λ est

2 - Montrer que tout sous-espace propre de u est stable par tout endomorphisme de E qui commute

avec u.

3 - (Lemme des noyaux) Soient P1 et P2 deux polynômes de K[X] premiers entre eux et P = P1P2.

Montrer que

kerP (u) = kerP1(u)⊕ kerP2(u).

4 - Montrer que si λ1, . . . , λp sont des valeurs propres deux à deux distinctes de u alors les espaces

propres associés sont en somme directe.

5 - Montrer que si P est un polynôme annulateur de u et λ une valeur propre de u alors λ est une

racine de P .

On suppose à partir de maintenant que E est de dimension �nie.

6 -

Le polynôme caractéristique de u est le polynôme χu =

7 - Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. On note uF l'endomorphisme induit par u
sur F . Montrer que χuF divise χu. Indication : considérer une base (e1, . . . , en) de E tel que

(e1, . . . , ep) soit une base de F , puis la matrice de u dans cette base.
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8 - Soit λ une valeur propre de u et Eλ l'espace propre associé.

Montrer que 1 ≤ dimEλ ≤ m(λ) où m(λ) est la multiplicité de λ en tant que racine de χu.

9 -
Théorème de Cayley-Hamilton.

10 -
Le polynôme minimal de u est le polynôme mu

11 - Montrer que λ est valeur propre de u si et seulement si mu(λ) = 0

PARTIE II : Diagonalisation, trigonalisation

1 - Extrait du sujet 2, session exceptionnelle 2014 :

Problème 1 : matrices d’ordre fini.

Notations et définitions.

Dans tout le problème, n désigne un entier naturel supérieur ou égal à 1.
On désigne par Mn(C) (respectivement Mn(R),Mn(Z)) l’ensemble des matrices carrées à n lignes
et n colonnes dont les coefficients appartiennent à C (respectivement à R, à Z).
La matrice identité de taille n est notée In.
Soit A 2 Mn(C). L’ensemble des valeurs propres de A est appelé spectre de A et noté Sp(A).
On dit que A est d’ordre fini s’il existe k 2 N⇤, tel que Ak = In.
Si A est d’ordre fini, le plus petit entier strictement positif k tel que Ak = In est appelé ordre de A
et noté o(A).

Partie A : préliminaires

1. Cette question consiste en des rappels de théorèmes du cours.
1.1. Soit A 2 Mn(R). On suppose qu’il existe P 2 R[X], P 6= 0 tel que P (A) = 0.

i. Donner une condition suffisante sur P pour que A soit trigonalisable dans Mn(R).
ii. Donner une condition suffisante sur P pour que A soit diagonalisable dans Mn(R).

1.2. Soit A 2 Mn(C). On suppose qu’il existe P 2 C[X], P 6= 0 tel que P (A) = 0.
Que deviennent les conditions précédentes lorsque l’on s’intéresse à la trigonalisation ou à
la diagonalisation de A dans Mn(C) ?

2. Soit B 2 Mn(C), d’ordre fini. On pose o(B) = b.
2.1. Démontrer que B est inversible.
2.2. Soit k 2 Z. Démontrer que Bk = In si et seulement si b divise k.
2.3. Démontrer que les valeurs propres de B sont des racines b-ièmes de l’unité.
2.4. Démontrer que B est diagonalisable dans Mn(C).

3. Soit C 2 Mn(C). Ses valeurs propres sont notées �1, . . . ,�n.
On suppose que C est diagonalisable et que pour tout entier i tel que 1  i  n, �i est une
racine ni-ième de l’unité pour un certain entier ni.
Pour tout entier i tel que 1  i  n, on note ki le plus petit entier strictement positif tel que
�ki

i = 1.
3.1. Démontrer que C est d’ordre fini et que son ordre divise le PPCM de k1, . . . , kn.
3.2. Démontrer que o(C) est le PPCM de k1, . . . , kn.

Partie B : matrices d’ordre fini à coefficients réels

Dans cette partie, on considère une matrice A 2 M3(R) d’ordre fini. Le but est de démontrer que
cette matrice est diagonalisable dans M3(C) et de déterminer le spectre de A dans C.

1. Démontrer que si toutes les valeurs propres de A dans C sont réelles, alors Sp(A) ✓ {�1, 1}.
2. On suppose que 1 est la seule valeur propre de A dans C.

2.1. Justifier qu’il existe P 2 M3(R), inversible, et a, b, c éléments de R tels que :

P�1AP =

0
@

1 a b
0 1 c
0 0 1

1
A .

2.2. On pose B = P�1AP . Démontrer que B est d’ordre fini.

2.3. Démontrer par récurrence que pour tout k 2 N : Bk =

0
@

1 ka k(k�1)
2 ac + kb

0 1 kc
0 0 1

1
A .
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2 - Rappeler une condition nécessaire et su�sante sur le polynôme minimal pour que u soit dia-

gonalisable, puis la démontrer.

Diagonalisation. L'endomorphisme u de E est diagonalisable si et seulement si mu est

3 - Rappeler une condition nécessaire et su�sante sur le polynôme minimal (et sur le polynôme

caractéristique) pour que u soit trigonalisable, puis la démontrer.

Trigonalisation. L'endomorphisme u de E est trigonalisable si et seulement si mu est

si et seulement si χu est

4 - On suppose que u est trigonalisable. Rappeler la dé�nition des espaces caractéristiques de u,
puis montrer que E est somme directe de ces espaces caractéristiques.

PARTIE III : sujet 2 Problème 1 Capes externe 2013
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Problème 1 : puissances de matrices

Rappels et notations

Étant donnés deux entiers naturels non nuls p et q, Mp,q (C) désigne l’ensemble des matrices à p
lignes et q colonnes, à coefficients complexes.
L’ensemble Mp,p (C) est noté Mp (C) et Ip désigne la matrice identité de Mp (C).
On identifiera par la suite Mp,1 (C) et Cp.

Soit (An)n∈N une suite de matrices de Mp,q (C). Pour tout entier n, on note An = (aij(n))
1!i!p
1!j!q

.

On dit que la suite (An)n∈N est convergente, si pour tout couple (i, j) tel que i ∈ !1, p" et j ∈ !1, q",
la suite (ai,j(n))n∈N converge dans C.
En posant lim

n→+∞
(ai,j(n)) = li,j et L = (lij)

1!i!p
1!j!q

, on dit alors que la matrice L est la limite de la

suite (An)n∈N et on note : lim
n→+∞

An = L.

Soit A une matrice de Mp (C). Pour tout entier naturel n, on note An la puissance n-ième de la
matrice A.
Ce problème a pour but de déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (An)n∈N
converge dans Mp (C) .

Partie A : étude d’un exemple

On considère les suites (xn)n∈N et (yn)n∈N définies par :

x0 ∈ R , y0 ∈ R et ∀n ∈ N,





xn+1 =
4

5
xn +

2

5
yn

yn+1 =
1

5
xn +

3

5
yn

Dans cette partie, on pose A =
1

5

(
4 2
1 3

)
.

1. Pour n ∈ N, exprimer
(

xn

yn

)
en fonction de An et de

(
x0

y0

)
.

2. Montrer qu’il existe une matrice diagonale D de M2 (C) telle que A puisse s’écrire :

A = PDP−1

où P désigne la matrice
(

2 1
1 −1

)
.

3. Pour tout n ∈ N, déterminer une expression de An en fonction de n.

4. Etablir que la suite (An)n∈N est convergente et préciser sa limite.

5. Démontrer que les suites (xn)n∈N et (yn)n∈N convergent et déterminer les limites de ces suites
en fonction de x0 et y0.

Partie B : résultats préliminaires

Soient p et q deux entiers naturels non nuls.

1. Soient (An)n∈N et (Bn)n∈N deux suites de matrices de Mp,q (C) qui convergent respectivement
vers L et M .

1.1. Montrer que lim
n→+∞

(An + Bn) = L + M .

1.2. Soit α ∈ C. Montrer que lim
n→+∞

(αAn) = αL.
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1.3. Soient B ∈ Mp,q (C) et (αn)n∈N une suite de nombres complexes qui converge vers α ∈ C.
Montrer que lim

n→+∞
αnB = αB.

2. Soit (An)n∈N une suite de matrices de Mp (C) qui converge vers L.

2.1. Soit X ∈ Mp,q (C). Démontrer que lim
n→+∞

AnX = LX.

2.2. Énoncer sans démonstration un résultat analogue pour la multiplication à droite.

3. Soit (An)n∈N une suite de matrices de Mp (C) telle que :

∀X ∈ Cp, lim
n→+∞

AnX = 0

Montrer que lim
n→+∞

An = 0.

Partie C : condition nécessaire

Dans la suite du problème, on note u l’endomorphisme de Cp représenté par la matrice A dans la
base canonique.
On définit, pour tout entier naturel n, un par : u0 = IdCp et un+1 = u ◦ un.
On suppose dans cette partie que la suite (An)n∈N converge.

1. Soit λ une valeur propre de u (λ ∈ C).

1.1. Montrer que |λ| ! 1.

1.2. On suppose que |λ| = 1.
Montrer qu’alors λ = 1. On pourra considérer

∣∣λn+1 − λn
∣∣ .

2. Montrer que Ker (u − Id) ∩ Im (u − Id) = {0}.

Partie D : condition suffisante

On note χu(X) = det (A − XIp) le polynôme caractéristique de u, où det désigne le déterminant de
la matrice considérée.

1. Énoncer le théorème de d’Alembert-Gauss.

2. En déduire que l’on peut écrire χu(X) = det (A − XIp) =
p∏

i=1
(αi − X) , avec αi ∈ C pour tout

entier i ∈ !1, p".
3. Justifier le fait que u admet dans une certaine base (e1, ..., ep) une matrice T de la forme :

T =




α1 ... ... ...
α2 ... ...

. . . ...
0 αp


 .

4. On suppose dans cette question que |αi| < 1 pour tout entier i ∈ !1, p".
4.1. Montrer que lim

n→+∞
un(e1) = 0.

4.2. Montrer par récurrence que pour tout entier i ∈ !1, p", lim
n→+∞

un(ei) = 0.

4.3. En déduire la limite de T n, puis celle de An.

5. On note λ1, ...,λm les valeurs propres de u, deux à deux distinctes, avec m ∈ N∗.
On suppose dans cette question que λ1 = 1 et |λi| < 1 pour tout entier i tel que 2 ! i ! m.
On suppose également que Ker (u − Id) ∩ Im (u − Id) = {0}.

5.1. Montrer que Ker (u − Id) et Im (u − Id) sont deux sous-espaces supplémentaires dans Cp

stables par u.

5.2. On note u1 l’endomorphisme de Im (u − Id) induit par u. Montrer que toute valeur propre
de u1 est une valeur propre de u, distincte de λ1.

5.3. En remarquant que u1 vérifie les hypothèses de la question 4, en déduire que An converge
et déterminer une matrice semblable à sa limite.
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Partie E : conclusion et application

1. On note λ1, ...,λm les valeurs propres de A, deux à deux distinctes, avec m ∈ N∗.
Déduire des questions précédentes que la suite (An)n∈N converge si et seulement si :



∀i ∈ !1,m", |λi| < 1
ou
λ1 = 1,Ker (u − Id) ∩ Im (u − Id) = {0} et ∀i ∈ !2,m", |λi| < 1

2. Déterminer si la suite (An)n∈N est convergente, dans chacun des cas suivants :

2.1. A =

(
0, 2 0, 1
0, 2 0, 3

)

2.2. A =




1 1 i

0
i

2
1

0 0 1




2.3. A =




1 0 0

0 −6 +
i

2
9

0 −4 6 +
i

2
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PARTIE IV : endomorphismes remarquables.

E désigne dans toute cette partie un espace vectoriel sur un corps commutatif K.

1 - Homothéties vectorielles : On appelle homothétie vectorielle de E de rapport λ ∈ K∗,
l'endomorphisme hλ de E dé�ni pour tout x ∈ E par hλ(x) = λx.

(a) Soit λ ∈ K∗. Supposons pour cette question que E est de dimension �nie. Est-ce que la

matrice de hλ dépend de la base choisie ?

(b) Montrer que l'ensemble des homothéties {hλ : λ ∈ K∗} forme un sous-groupe de GL(E).

(c) Soit u un endomorphisme de E tel que tout vecteur non nul de E est un vecteur propre

de u. Montrer que u est une homothétie.

2 - Pour la suite, on considère F et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Rappeler la dé�-

nition d'être supplémentaires.

3 - Projections vectorielles :

(a) Soit p la projection vectorielle sur F parallèlement à G. Rappeler la dé�nition et faire

un dessin.

(b) Véri�er que p2 = p.

(c) Que peut-on dire si F = E ou si G = E ?

(d) On suppose que F 6= E et G 6= E. Interpréter F et G en termes d'espaces propres de p.

(e) On suppose que E est de dimension �nie. Expliciter une matrice diagonale D qui sera la

matrice de p dans une base bien choisie.

(f) On appelle projecteur de E un endomorphisme u tel que u2 = u. En particulier, une

projection vectorielle est un projecteur. Montrer réciproquement qu'un projecteur u est

la projection vectorielle sur Imu parallèlement à keru.

(g) Exemple : soit u l'endomorphisme de R3 ayant pour matrice A =



−1 −2 −6
4 5 12
−1 −1 −2


 dans la

base canonique. Montrer que u est une projection vectorielle. Déterminer les axes associés

à cette projection.

4 - Symétries vectorielles :

(a) Soit s la symétrie vectorielle par rapport à F parallèlement à G. Rappeler la dé�nition

et faire un dessin.

(b) Exprimer s en fonction de la projection p précédente.

(c) Véri�er que s2 = idE .

(d) Que peut-on dire si F = E ou si G = E ?

(e) On suppose que F 6= E et G 6= E. Interpréter F et G en termes d'espaces propres de s.

(f) On suppose que E est de dimension �nie. Expliciter une matrice diagonale D qui sera la

matrice de s dans une base bien choisie.

(g) On appelle involution de E un endomorphisme v tel que v2 = idE . En particulier, une

symétrie vectorielle est une involution. Montrer réciproquement qu'une involution v est

la symétrie vectorielle par rapport à ker(v − idE) parallèlement à ker(v + idE).

(h) Exemple : soit v l'endomorphisme de R3 ayant pour matrice B =



−1 0 0
−12 9 −8
−12 10 −9


 dans

la base canonique. Montrer que v est une symétrie vectorielle. Déterminer les axes associés

à cette symétrie.
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