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GROUPES DES ISOMÉTRIES VECTORIELLES

Notions abordées

• Matrices orthogonales

• Changement de base orthonormée.

• Isométries vectorielles

• Isométries de l'espace

• Groupe orthogonal.

• Orientation.

• Isométries du plan

• Endomorphismes symétriques

Pour toute la suite, E désignera un espace euclidien de dimension n ≥ 1. On note 〈·, ·〉 le produit
scalaire de E, et ‖ · ‖ la norme associée. On �xe une base orthonormée (e1, . . . , en) de E.

PARTIE I : Groupe orthogonal

1 - Rappeler la dé�nition d'une matrice orthognale :

Une matrice A de Mn(R) est orthogonale si

2 - Montrer qu'une matrice orthogonale a pour déterminant 1 ou −1.

3 - On note On l'ensemble des matrices orthogonales de Mn(R) et SOn l'ensemble des matrices

de On de déterminant 1. Montrer que On est un sous-groupe de GLn(R) et que SOn est un

sous-groupe de On. On les appelle respectivement groupe orthogonal et groupe spécial

orthogonal.

4 - Soit u1, . . . , up des vecteurs de E et M ∈ Mn,p(R) la matrice ayant pour colonne Cj , les

coordonnées du vecteur uj dans la base orthonormée (e1, . . . , en). Véri�er que pour tous entiers
k et l dans {1, . . . p}, on a

(tMM)kl = 〈uk, ul〉.

5 - En déduire que si P est la matrice de passage de la base orthonormée (e1, . . . , en) à une base

(u1, . . . , un) alors (u1, . . . , un) est une base orthonormée si et seulement si P ∈ On.

6 - Soit A ∈Mn(R). Montrer que A ∈ On si et seulement les vecteurs colonnes de A forment une

base orthonormée de l'espace euclidien usuel Rn.

7 - Orientation. On dit que deux bases orthonormées de E ont même sens si la matrice de

passage de l'une vers l'autre appartient à SOn.

(a) Montrer qu'avoir même sens dé�nit une relation d'équivalence sur les bases orthonormées

de E.

(b) Montrer que cette relation d'équivalence a exactement deux classes.

(c) Orienter l'espace euclidien consiste à choisir une base orthonormée (e1, . . . , en). On dit

alors qu'une autre base orthonormée de E est directe si elle a même sens que la base choisie

(e1, . . . , en). Donner des exemples de bases orthonormées directes et indirectes pour les

espaces euclidiens usuels R2 et R3 (pour chacun de ces espaces, la base choisie est la base

canonique).

1



(d) Pour une base B de E et des vecteurs x1, . . . , xn de E, on note detB(x1, . . . , xn) le dé-

terminant de la matrice dont chaque colonne Cj correspond aux coordonnées du vecteur

xj dans la base B. Véri�er que ce déterminant est le même pour toute base orthonormée

directe, on le notera donc simplement det(x1, . . . , xn) (une fois qu'une orientation a été

choisie).

PARTIE II : Isométries vectorielles.

Une isométrie de E est un endomorphisme de E qui préserve la norme, c'est-à-dire un

endomorphisme u tel que pour tout x ∈ E, on a ‖u(x)‖ = ‖x‖.

1 - Véri�er qu'une isométrie est bijective (remarque ce n'est pas en général le cas en dimension

in�nie).

2 - On note O(E) l'ensemble des isométries de E. Montrer que O(E) est un sous-groupe de GL(E)
(groupe des endomorphismes bijectifs).

3 - Montrer qu'un endomorphisme u de E est une isométrie si et seulement il préserve le produit

scalaire, c'est-à-dire pour tous x et y de E, on a 〈u(x), u(y)〉 = 〈x, y〉.
4 - Quelles sont les homothéties vectorielles qui sont des isométries ?

5 - Est-ce que les projections orthogonales sont des isométries ?

Est-ce que les symétries orthogonales sont des isométries ?

6 - Soit u un endomorphisme de E. Montrer que u est une isométrie si, et seulement si, l'image par

u d'une (de toute) base orthonormée est également orthonormée si, et seulement si, la matrice

de u dans une (toute) base orthonormée est orthogonale.

7 - En déduire les déterminants possibles pour une isométrie.

On notera pour la suite SO(E) le sous-groupe des isométries de déterminant 1.

8 - Soit u une isométrie de E.

(a) Montrer que les valeurs propres de u sont dans {−1, 1}. Montrer de plus, que si u a deux

sous-espaces propres, ils sont orthogonaux.

(b) Montrer que l'orthogonal d'un espace propre de u est également stable par u.

(c) Montrer que u est diagonalisable si, et seulement, u est une symétrie orthogonale.

(d) Montrer que ker(u− idE) et Im(u− idE) sont des supplémentaires orthogonaux.

9 - Isométries du plan. On suppose pour cette question que E est de dimension 2 avec le choix

d'une orientation donnée par la base orthonormée (e1, e2).

a) Montrer qu'un endomorphisme u de E est une isométrie si, et seulement si, la matrice de

u dans la base (e1, e2) est de la forme

(
a −b
b a

)
ou

(
a b
b −a

)
, avec a, b réels tels que a2 + b2 = 1.

b) Montrer que le groupe SO2 est commutatif. (Indication : on pourra décomposer une

matrice de la forme

(
a −b
b a

)
sous la forme aI2 + bU où U =

(
0 −1
1 0

)
.)
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c) En déduire que si u ∈ SO(E), alors la matrice de u dans toute base orthonormée directe

est la même.

Montrer qu'il existe un unique θ ∈ [0, 2π[ telle que cette matrice vaut

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

Ainsi, u se nomme rotation d'angle θ. Que se passe-t-il si l'on change l'orientation de

E ?

d) Que vaut la composition de deux rotations ?

e) Montrer qu'une isométrie u de E de déterminant −1 est diagonalisable.

En déduire que u est une symétrie orthogonale (ou ré�exion).

f) Montrer que toute rotation est égale au produit de deux symétries orthogonales.

10 - Isométries de l'espace. On suppose pour cette question que E est de dimension 3 avec le

choix d'une orientation donnée par la base orthonormée (e1, e2, e3).

a) Soit u ∈ O(E). Montrer que u a au moins une valeur propre (qui vaut donc 1 ou −1).

b) Soit u ∈ SO(E) di�érent de l'identité.

i. Montrer que 1 est valeur propre de u et l'espace propre associé est une droite D.

ii. Soit P le plan orthogonal à la droite D. Montrer que u|P est une rotation du plan P .

iii. Fixons un vecteur unitaire eD de D. Montrer qu'il existe un unique θ ∈]0, 2π[, tel que
dans toute base orthonormée directe de la forme (eD, f1, f2), la matrice de u est




1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


 .

On dit que u est une rotation d'axe D et θ est la mesure de u relative au choix de la

direction eD.

c) Soit u ∈ O(E) de déterminant −1.

i. Montrer que si 1 est valeur propre de u alors u est une symétrie orthogonale par

rapport à un plan P .

Une telle symétrie est appelée ré�exion par rapport au plan P . En déduire qu'il

existe une base orthonormée (directe) telle que la matrice de u dans cette base est




1 0 0
0 1 0
0 0 −1


 .

ii. On suppose que 1 n'est pas valeur propre de u. Montrer que u est la composée d'une

rotation d'axe D et d'une ré�exion par rapport au plan P = D⊥.
Si on �xe un vecteur unitaire eD de D, montrer qu'il existe un unique θ ∈]0, 2π[, tel
que dans toute base orthonormée directe de la forme (eD, f1, f2), la matrice de u est



−1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


 .
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PARTIE III : Extrait sujet 1 Capes Externe 2017 -suite 1

1. Le début du problème a été traité dans la �che 1 algèbre linéaire.
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Partie C : isométries du réseau

Soit G l'ensemble des isométries a�nes f de R2 telles que f(R) = R et soit G0 l'ensemble

des éléments f de G tels que f(O) = O.

I. Montrer que G, muni de la loi de composition des applications, est un groupe et que G0

est un sous-groupe de G.

II. Soit f ∈ G0. On remarque qu'alors f est une application linéaire et que les résultats de

la partie B. s'appliquent. Soit A la matrice de f dans la base canonique de R2.

1. Déterminer tous les points X de R situés à la distance 1 de O.

2. Montrer que f(e1) et f(e2) appartiennent à l'ensemble

{(
1
0

)
,

(
−1
0

)
,

(
0
1

)
,

(
0
−1

)}
.

3. Montrer que A appartient à l'ensemble

H =





(
1 0
0 1

)
,

(
−1 0
0 1

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

(
−1 0
0 −1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 −1
1 0

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

(
0 −1
−1 0

)





.

III. Soient s1 et s2 les applications linéaires de matrices respectives dans la base C

A1 =

(
0 1
1 0

)
A2 =

(
−1 0
0 1

)
.

1. Décrire la nature géométrique de s1 et s2.

2. Décrire la nature géométrique de s1 ◦ s2 et de s2 ◦ s1 et donner leurs matrices dans

la base canonique.

3. Montrer que s1 et s2 sont des éléments de G0.

4. En déduire que, si la matrice dans la base canonique d'une application linéaire f
de R2 dans R2 est dans H, alors f est un élément de G0.

IV. Donner tous les éléments de G0.

V. Soit t la translation de vecteur

(
x
y

)
. Montrer que t ∈ G si, et seulement si,

(
x
y

)
∈ R.

VI. Soit f ∈ G et soit t′ la translation de vecteur −f(O). Montrer que t′ est un élément de

G et que g = t′ ◦ f est un élément de G0.

VII. Montrer que tout élément f de G s'écrit de façon unique f = t◦g, avec t une translation
de vecteur dans R et g un élément de G0.
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Partie D : un pavage du plan

On note T la surface délimitée par le triangle de R2 de sommets

(
0
0

) 

1

2
0






1

2
1

2




et on note C la surface délimitée par le carré de sommets



1

2
1

2






−1

2
1

2






−1

2

−1

2







1

2

−1

2


 .

−0.5 0.5

−0.5

0.5

0

I. 1. Justi�er que

C =
⋃

g∈G0

g(T ).

2. Montrer que, si g1 et g2 sont deux éléments distincts de G0, alors l'intersection des

triangles g1(T ) et g2(T ) est, soit un segment, soit un point.

II. Pour tout X ∈ R2, on note tX la translation de vecteur X.

1. Justi�er que

R2 =
⋃

X∈R
tX(C).

2. Montrer que si X et Y sont deux éléments distincts de R, alors l'intersection des

carrés tX(C) et tY (C) est, soit un segment, soit un point, soit l'ensemble vide.

III. 1. Justi�er que

R2 =
⋃

f∈G
f(T ).

2. Montrer que si f1 et f2 sont deux éléments distincts de G, alors l'intersection des

triangles f1(T ) et f2(T ) est, soit un segment, soit un point, soit l'ensemble vide.

4
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Partie E : un sous-groupe et deux frises

I. Soit k un entier relatif. On considère les applications

tk :





R2 −→ R2
(
x
y

)
7→

(
x+ k
y

)
sk :





R2 −→ R2
(
x
y

)
7→

(
−x+ k
−y

)

1. Quelle est la nature géométrique de tk et sk ?

2. Soit k et l deux entiers relatifs. Décrire tk ◦ sl, sk ◦ tl, sk ◦ sl et tk ◦ tl.
II. Soit H = {tk, sk | k ∈ Z}. Montrer que H est un sous-groupe de G.

III. On considère l'ensemble

F =
⋃

f∈H
f(T ),

où T est le triangle dé�ni dans la section D. Décrire l'ensemble F .

IV. On considère la frise suivante :

−0.5 0.5 1. 1.5 2. 2.5

−0.5

0.5

0

Montrer que le groupe des isométries qui conservent cette frise est un sous-groupe de

G qu'on décrira.

Problème n◦ 2

Notations.
R désigne l'ensemble des nombres réels.

Dans ce problème, on cherche à déterminer les applications f dé�nies sur ]0,+∞[ et à
valeurs dans ]0,+∞[ qui véri�ent les deux propriétés suivantes :

(a) Pour tous nombres réels strictement positifs x et y,

f(xf(y)) = yf(x).

(b) f est bornée sur ]1,+∞[ : il existe un nombre réel A tel que pour tout nombre réel

x > 1, f(x) 6 A.

I. Soit I un intervalle de R et soit ϕ une application dé�nie sur I et à valeurs dans I. On
dit que ϕ est une involution de I si pour tout nombre réel x dans I,

ϕ(ϕ(x)) = x.

1. Donner un exemple d'involution de R dans R autre que l'identité.
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PARTIE IV : endomorphismes symétriques

Un endomorphisme u de E est symétrique si pour tous x et y de E, on a 〈u(x), y〉 = 〈x, u(y)〉.

1 - Montrer qu'un endomorphisme u de E est symétrique si, et seulement si, sa matrice dans une

(toute) base orthonormée est symétrique.

2 - Montrer que toute projection orthogonale est symétrique.

3 - Montrer que toute symétrie orthogonale est symétrique.

4 - Soit u un endomorphisme symétrique. Montrer que keru ⊂ (Imu)⊥. En déduire que keru =
(Imu)⊥.)

5 - Soit A ∈ Mn(R) une matrice symétrique réelle. On considère λ ∈ C une valeur propre de A
éventuellement complexe et X ∈ Cn un vecteur propre associé à cette valeur propre. On note

X le vecteur conjugué de X.

(a) Montrer que tXAX = λ̄ tXX.

(b) Montrer que tXAX = λ tXX.

(c) En déduire que λ ∈ R et que le polynôme caractéristique de A est scindé sur R.
6 - Montrer que si un sous-espace vectoriel F de E est stable par un endomorphisme symétrique

u, alors F⊥ l'est aussi.
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7 - Montrer par récurrence sur la dimension de E que tout endomorphisme symétrique est diago-

nalisable dans une base orthonormée de E.

8 - En déduire que toute matrice symétrique deMn(R) est diagonalisable dans une base orthonor-
mée de l'espace euclidien usuel Rn.

PARTIE V : extraits second sujet capes 2011

𝑛 désigne un entier naturel non nul.

Ce problème a pour objet de démontrer que tout compact de ℝ
𝑛 d’intérieur non vide est inclus dans un unique

ellipsöıde de volume minimal.

La partie I est indépendante du reste du problème.

Notations et définitions
∘ ℳ𝑛,𝑝(ℝ) : ensemble des matrices à 𝑛 lignes et à 𝑝 colonnes, à coefficients dans ℝ, et on identifiera ℳ𝑛,1(ℝ)

à ℝ
𝑛.

∘ ℳ𝑛(ℝ) : ensemble des matrices carrées à 𝑛 lignes et 𝑛 colonnes, à coefficients dans ℝ.

∘ 𝐺𝐿𝑛(ℝ) : ensemble des matrices inversibles de ℳ𝑛(ℝ).

∘ Si 𝑛 et 𝑝 sont deux entiers naturels non nuls, 0𝑛,𝑝 désigne la matrice de ℳ𝑛,𝑝(ℝ) dont tous les coefficients
sont nuls.

∘ Pour 𝑀 = (𝑚𝑖𝑗) 1≤𝑖≤𝑛

1≤𝑗≤𝑛

∈ ℳ𝑛(ℝ) et 𝑘 ∈ {1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑛}, on note 𝑀𝑘 la matrice (𝑚𝑖𝑗) 1≤𝑖≤𝑘

1≤𝑗≤𝑘

∈ ℳ𝑘(ℝ).

∘ 𝒮𝑛(ℝ) : ensemble des matrices 𝑀 ∈ℳ𝑛(ℝ) symétriques, c’est-à-dire telles que 𝑡𝑀 = 𝑀 .

∘ On rappelle qu’une matrice 𝑀 de 𝒮𝑛(ℝ) est symétrique positive lorsque pour tout 𝑋 ∈ ℳ𝑛,1(ℝ), 𝑡𝑋𝑀𝑋 ≥ 0.
On notera 𝒮+

𝑛 (ℝ) l’ensemble de ces matrices.

∘ On rappelle qu’une matrice𝑀 de 𝒮𝑛(ℝ) est symétrique définie positive lorsque pour tout𝑋∈ℳ𝑛,1(ℝ)∖{0𝑛,1},
𝑡𝑋𝑀𝑋 > 0. On notera 𝒮++

𝑛 (ℝ) l’ensemble de ces matrices.

∘ On dit qu’une partie ℰ de ℳ𝑛,1(ℝ) (ou de ℝ
𝑛) est un ellipsöıde, s’il existe 𝐴 ∈ 𝒮++

𝑛 (ℝ) telle que

ℰ = {𝑋 ∈𝑀𝑛,1(ℝ) / 𝑡𝑋𝐴𝑋 ≤ 1}

Pour 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ), l’ellipsöıde {𝑋 ∈𝑀𝑛,1(ℝ) / 𝑡𝑋𝐴𝑋 ≤ 1} sera noté ℰ𝐴.

Partie I : cas d’un triangle équilatéral

On se place dans le plan affine euclidien orienté 𝒫.
Cette partie a pour objet de démontrer l’existence et l’unicité d’une ellipse d’aire minimale circonscrite à un
triangle équilatéral.
Le terme ellipse désigne une courbe bornée admettant dans un repère une équation du type
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 2𝑐𝑥𝑦 + 𝑑𝑥+ 𝑒𝑦 + 𝑓 = 0 avec (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓) ∈ ℝ

6 tel que (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∕= (0, 0, 0).

1. Étant donné un repère orthonormal direct (𝑂; 𝚤⃗, 𝚥⃗), on considère les points :

𝐼(1, 0) , 𝐽

(
−1

2
,

√
3

2

)
et 𝐾

(
−1

2
,−

√
3

2

)
.

(a) Soit ℰ une ellipse de centre 𝑂 et d’équation 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 +2𝑐𝑥𝑦+𝑑𝑥+𝑒𝑦+𝑓 = 0 dans le repère (𝑂; 𝚤⃗, 𝚥⃗).
Montrer que 𝑑 = 𝑒 = 0.

(b) Montrer que le cercle circonscrit à 𝐼𝐽𝐾 est l’unique ellipse de centre 𝑂 contenant les points 𝐼, 𝐽 et
𝐾.

2. Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle équilatéral et 𝑅 le rayon de son cercle circonscrit. Exprimer l’aire du triangle 𝐴𝐵𝐶
en fonction de 𝑅.

3. Résoudre le système d’équations

{
cos(𝑦 − 𝑥) = cos𝑥
cos(𝑦 − 𝑥) = cos 𝑦

d’inconnue (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ
2 telle que 0 < 𝑥 < 𝑦 < 2𝜋.

4. Soit 𝒞 un cercle de rayon 𝑅 > 0. On note 𝑂 son centre.

(a) Étant donné un repère orthonormal direct (𝑂; 𝚤⃗, 𝚥⃗), on considère les points 𝐴(𝑅, 0), 𝐵(𝑅 cos𝛽,𝑅 sin𝛽)
et 𝐶(𝑅 cos 𝛾,𝑅 sin 𝛾), avec (𝛽, 𝛾) ∈ ℝ

2 tel que 0 ≤ 𝛽 ≤ 𝛾 ≤ 2𝜋.

i. Montrer que l’aire du triangle 𝐴𝐵𝐶 est
𝑅2

2
(sin(𝛾 − 𝛽) − sin 𝛾 + sin𝛽). Dans la suite, cette aire

sera notée 𝑓(𝛽, 𝛾).
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ii. Montrer que 𝑓 admet un maximum atteint en un point (𝛽0, 𝛾0) tel que 0 < 𝛽0 < 𝛾0 < 2𝜋.

iii. Déterminer 𝛽0 et 𝛾0. Quelle est alors la nature du triangle obtenu ?

(b) Déterminer l’aire maximale d’un triangle inscrit dans 𝒞.

5. Démontrer que si 𝒞 est un cercle d’aire 𝒜𝒞 circonscrit à un triangle 𝒯 d’aire 𝒜𝒯 , alors
𝒜𝒞

𝒜𝒯

≥ 4𝜋

3
√

3
avec

égalité si et seulement si le triangle est équilatéral.

6. Montrer que parmi les ellipses circonscrites au triangle 𝐼𝐽𝐾 défini dans la question 1, il en existe une et
une seule délimitant une surface d’aire minimale. On rappelle que toute ellipse peut-être transformée en
un cercle par une affinité orthogonale et qu’une affinité orthogonale conserve les rapports d’aires.

Partie II : étude de 𝒮++
𝑛 (ℝ)

1. Montrer que si 𝐷 ∈ ℳ𝑛(ℝ) est une matrice diagonale à coefficients diagonaux strictement positifs, alors
𝐷 ∈ 𝒮++

𝑛 (ℝ).

2. Soit 𝐴 ∈ 𝒮𝑛(ℝ).

(a) Montrer que, si 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ), alors les valeurs propres de 𝐴 sont strictement positives.

(b) Enoncer le théorème permettant d’affirmer qu’il existe des matrices 𝐷 diagonale et 𝑃 orthogonale
telles que 𝐴 = 𝑡𝑃𝐷𝑃 .

(c) Montrer que, si les valeurs propres de 𝐴 sont strictement positives, alors 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ).

3. Soit 𝐴 ∈ ℳ𝑛(ℝ). Montrer que 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ) si et seulement si il existe 𝑄 ∈ 𝐺𝐿𝑛(ℝ) telle que 𝐴 = 𝑡𝑄𝑄.

4. Soit 𝐴 ∈ 𝒮𝑛(ℝ). Montrer que si 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ), alors det(𝐴) > 0. La réciproque est-elle vraie ?

5. Soit 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ). Montrer que, pour tout 𝑘 ∈ {1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑛}, det(𝐴𝑘) > 0.

6. Soit 𝐴 ∈ 𝒮𝑛+1(ℝ) telle que 𝐴𝑛 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ). Montrer qu’il existe 𝑄 ∈ 𝐺𝐿𝑛(ℝ), 𝐶 ∈ ℳ𝑛,1(ℝ), 𝛼 ∈ ℝ tels

que

𝐴 =

(

𝑡𝑄 0𝑛,1

01,𝑛 1

)(

𝐼𝑛 𝐶
𝑡𝐶 𝛼

)(

𝑄 0𝑛,1

𝑂1,𝑛 1

)

7. Etant donné un entier naturel 𝑚 non nul, 𝛼,𝛼1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝛼𝑚 désignent 𝑚 + 1 nombres réels. On considère la
matrice 𝑀 de ℳ𝑚+1(ℝ) définie par :

𝑀 =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 𝛼1

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

...
0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 1 𝛼𝑚

𝛼1 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 𝛼𝑚 𝛼

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

(a) Démontrer par récurrence sur 𝑚 que det(𝑀) = 𝛼−
𝑚
∑

𝑖=1

𝛼2
𝑖 .

(b) Pour 𝑋 ∈ ℳ𝑚,1(ℝ), expliciter 𝑡𝑋𝑀𝑋 en fonction des composantes de 𝑋 et en déduire que si
det(𝑀) > 0 alors 𝑀 ∈ 𝒮++

𝑚+1(ℝ).

8. Soit 𝐴 ∈ 𝒮𝑛(ℝ). Montrer que si pour tout 𝑘 ∈ {1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑛} det(𝐴𝑘) > 0, alors 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ).

On pourra raisonner par récurrence sur 𝑛 et utiliser les questions 6. et 7.

9. Montrer que 𝒮++
𝑛 (ℝ) est un ouvert de l’ensemble 𝒮𝑛(ℝ) muni d’une norme.

Partie III : inclusion d’un compact dans un ellipsöıde

III.1 Réduction simultanée

Soit 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ) et 𝐵 ∈ 𝒮𝑛(ℝ).

1. Montrer que l’application Φ𝐴 qui à (𝑋,𝑌 ) ∈ ℳ𝑛,1(ℝ)2 associe Φ𝐴(𝑋,𝑌 ) = 𝑡𝑋𝐴𝑌 est un produit scalaire
sur ℳ𝑛,1(ℝ).
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ii. Montrer que 𝑓 admet un maximum atteint en un point (𝛽0, 𝛾0) tel que 0 < 𝛽0 < 𝛾0 < 2𝜋.

iii. Déterminer 𝛽0 et 𝛾0. Quelle est alors la nature du triangle obtenu ?

(b) Déterminer l’aire maximale d’un triangle inscrit dans 𝒞.

5. Démontrer que si 𝒞 est un cercle d’aire 𝒜𝒞 circonscrit à un triangle 𝒯 d’aire 𝒜𝒯 , alors
𝒜𝒞

𝒜𝒯

≥ 4𝜋

3
√

3
avec

égalité si et seulement si le triangle est équilatéral.

6. Montrer que parmi les ellipses circonscrites au triangle 𝐼𝐽𝐾 défini dans la question 1, il en existe une et
une seule délimitant une surface d’aire minimale. On rappelle que toute ellipse peut-être transformée en
un cercle par une affinité orthogonale et qu’une affinité orthogonale conserve les rapports d’aires.

Partie II : étude de 𝒮++
𝑛 (ℝ)

1. Montrer que si 𝐷 ∈ ℳ𝑛(ℝ) est une matrice diagonale à coefficients diagonaux strictement positifs, alors
𝐷 ∈ 𝒮++

𝑛 (ℝ).

2. Soit 𝐴 ∈ 𝒮𝑛(ℝ).

(a) Montrer que, si 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ), alors les valeurs propres de 𝐴 sont strictement positives.

(b) Enoncer le théorème permettant d’affirmer qu’il existe des matrices 𝐷 diagonale et 𝑃 orthogonale
telles que 𝐴 = 𝑡𝑃𝐷𝑃 .

(c) Montrer que, si les valeurs propres de 𝐴 sont strictement positives, alors 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ).

3. Soit 𝐴 ∈ ℳ𝑛(ℝ). Montrer que 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ) si et seulement si il existe 𝑄 ∈ 𝐺𝐿𝑛(ℝ) telle que 𝐴 = 𝑡𝑄𝑄.

4. Soit 𝐴 ∈ 𝒮𝑛(ℝ). Montrer que si 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ), alors det(𝐴) > 0. La réciproque est-elle vraie ?

5. Soit 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ). Montrer que, pour tout 𝑘 ∈ {1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑛}, det(𝐴𝑘) > 0.

6. Soit 𝐴 ∈ 𝒮𝑛+1(ℝ) telle que 𝐴𝑛 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ). Montrer qu’il existe 𝑄 ∈ 𝐺𝐿𝑛(ℝ), 𝐶 ∈ ℳ𝑛,1(ℝ), 𝛼 ∈ ℝ tels

que

𝐴 =

(

𝑡𝑄 0𝑛,1

01,𝑛 1

)(

𝐼𝑛 𝐶
𝑡𝐶 𝛼

)(

𝑄 0𝑛,1

𝑂1,𝑛 1

)

7. Etant donné un entier naturel 𝑚 non nul, 𝛼,𝛼1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝛼𝑚 désignent 𝑚 + 1 nombres réels. On considère la
matrice 𝑀 de ℳ𝑚+1(ℝ) définie par :

𝑀 =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 𝛼1

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

...
0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 1 𝛼𝑚

𝛼1 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 𝛼𝑚 𝛼

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

(a) Démontrer par récurrence sur 𝑚 que det(𝑀) = 𝛼−
𝑚
∑

𝑖=1

𝛼2
𝑖 .

(b) Pour 𝑋 ∈ ℳ𝑚,1(ℝ), expliciter 𝑡𝑋𝑀𝑋 en fonction des composantes de 𝑋 et en déduire que si
det(𝑀) > 0 alors 𝑀 ∈ 𝒮++

𝑚+1(ℝ).

8. Soit 𝐴 ∈ 𝒮𝑛(ℝ). Montrer que si pour tout 𝑘 ∈ {1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑛} det(𝐴𝑘) > 0, alors 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ).

On pourra raisonner par récurrence sur 𝑛 et utiliser les questions 6. et 7.

9. Montrer que 𝒮++
𝑛 (ℝ) est un ouvert de l’ensemble 𝒮𝑛(ℝ) muni d’une norme.

Partie III : inclusion d’un compact dans un ellipsöıde

III.1 Réduction simultanée

Soit 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ) et 𝐵 ∈ 𝒮𝑛(ℝ).

1. Montrer que l’application Φ𝐴 qui à (𝑋,𝑌 ) ∈ ℳ𝑛,1(ℝ)2 associe Φ𝐴(𝑋,𝑌 ) = 𝑡𝑋𝐴𝑌 est un produit scalaire
sur ℳ𝑛,1(ℝ).

3/52. Montrer que si les colonnes d’une matrice 𝑃 ∈ ℳ𝑛(ℝ) forment une base orthonormale de ℳ𝑛,1(ℝ) pour
Φ𝐴, alors 𝑡𝑃𝐴𝑃 = 𝐼𝑛.

3. Montrer que l’application 𝑓 de ℳ𝑛,1(ℝ) dans lui-même qui, à 𝑋 ∈ ℳ𝑛,1(ℝ) associe 𝑓(𝑋) = 𝐴−1𝐵𝑋 est
un endomorphisme de ℳ𝑛,1(ℝ), symétrique pour Φ𝐴.
Quelle est la matrice de 𝑓 dans la base canonique de ℳ𝑛,1(ℝ) ?

4. En déduire qu’il existe 𝑄 ∈ 𝐺𝐿𝑛(ℝ) et 𝐷 une matrice diagonale telles que 𝐴 = 𝑡𝑄𝑄 et 𝐵 = 𝑡𝑄𝐷𝑄.
Que représentent les coefficients diagonaux de 𝐷 ?

5. On suppose que 𝐵 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ).

(a) Montrer que si ℰ𝐴 ⊂ ℰ𝐵 les valeurs propres de 𝐴−1𝐵 sont inférieures ou égales à 1.

(b) En déduire que si ℰ𝐴 = ℰ𝐵 alors 𝐴 = 𝐵.

III.2 Convexité

Soit 𝐸 un ℝ-espace vectoriel.
Si 𝑢1 et 𝑢2 sont deux éléments de 𝐸, le segment [𝑢1;𝑢2] est l’ensemble des vecteurs de la forme 𝑡𝑢1 + (1 − 𝑡)𝑢2

lorsque 𝑡 décrit [0; 1].
On rappelle qu’une partie 𝒞 de 𝐸 est convexe lorsque, pour tout (𝑢1,𝑢2) ∈ 𝒞2,[𝑢1;𝑢2] ⊂ 𝒞.
Étant donnée une partie 𝒞 de 𝐸 convexe, une application 𝜑 : 𝒞 → ℝ est dite strictement convexe lorsque pour
tout (𝑢1,𝑢2) ∈ 𝒞2 tel que 𝑢1 ∕= 𝑢2 et pour tout 𝑡 ∈]0; 1[, 𝜑(𝑡𝑢1 + (1 − 𝑡)𝑢2) < 𝑡𝜑(𝑢1) + (1 − 𝑡)𝜑(𝑢2).

1. Montrer que l’intersection de deux parties convexes est convexe.

2. On suppose de plus 𝐸 normé. On considère une partie 𝒞 non vide, convexe et compacte de 𝐸 et 𝜑 : 𝒞 → ℝ

une application strictement convexe et continue sur 𝒞.

(a) Montrer que 𝜑 admet un minimum, atteint en un unique point.

(b) Montrer que 𝜑 admet un maximum. Sans justification, donner un exemple pour lequel ce maximum
est atteint en une infinité de points.

III.3 Volume d’un ellipsöıde

On admet qu’il existe une constante 𝑘𝑛 ne dépendant que de 𝑛 telle que, si 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ), le volume de ℰ𝐴 est

𝑘𝑛
√

det(𝐴)
.

On s’intéresse à la fonction 𝜈 définie sur 𝒮++
𝑛 (ℝ) par 𝜈(𝐴) =

1
√

det(𝐴)
.

1. Déterminer 𝑘2 et 𝑘3.

2. Montrer (sans considération de volume) que, si ℰ𝐴 ⊂ ℰ𝐵 , alors 𝜈(𝐴) ≤ 𝜈(𝐵).

3. Montrer que 𝜈 est continue sur 𝒮++
𝑛 (ℝ).

4. (a) Montrer que, pour tout 𝜆 ∈ ℝ
+∗ et tout 𝑡 ∈]0; 1[, ln(𝑡 + (1 − 𝑡)𝜆) ≥ (1 − 𝑡) ln(𝜆). Montrer qu’il y a

égalité si et seulement si 𝜆 = 1.
On pourra, pour 𝑡 fixé dans ]0 ; 1[, étudier la fonction 𝜓 définie sur ℝ

+∗ par :
𝜓(𝜆) = ln(𝑡+ (1 − 𝑡)𝜆) − (1 − 𝑡) ln𝜆.

(b) Montrer que, pour tout (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ
2 et tout 𝑡 ∈ [0; 1], 𝑒𝑡𝑎+(1−𝑡)𝑏 ≤ 𝑡𝑒𝑎 + (1 − 𝑡)𝑒𝑏.

(c) i. Montrer que 𝒮++
𝑛 (ℝ) est une partie convexe de ℳ𝑛(ℝ).

ii. Soient 𝐴 et 𝐵 appartenant à 𝑆++
𝑛 (ℝ) et 𝑡 ∈ ℝ. En reprenant les notations de III.1.4, exprimer

det(𝐴), det(𝐵) et det(𝑡𝐴+ (1 − 𝑡)𝐵) en fonction de det(𝑄) et des coefficients diagonaux de 𝐷.

iii. Montrer que 𝜈 est strictement convexe sur 𝒮++
𝑛 (ℝ).

5. Soient 𝐴 ∈ 𝒮++
𝑛 (ℝ) et 𝑀 ∈ 𝐺𝐿𝑛(ℝ).

On considère l’ensemble 𝑀(ℰ𝐴) = {𝑌 ∈ ℳ𝑛,1(ℝ)/ ∃𝑋 ∈ ℰ𝐴, 𝑌 =𝑀𝑋} qu’on pourra aussi écrire sous la
forme {𝑀𝑋; 𝑋 ∈ ℰ𝐴}. Montrer que 𝑀(ℰ𝐴) est un ellipsöıde ; déterminer la matrice symétrique définie
positive 𝐵 telle que 𝑀(ℰ𝐴) = ℰ𝐵 . Donner une relation entre le volume de ℰ𝐴 et celui de 𝑀(ℰ𝐴).
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