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��$)*!�!� )#� &�� ����� "
�+������ ,- .� )��� !��$!��� *�� �*#���� %!/���� )#� *�� Ei

%� *# $ #��0�� ���&#��� 1M = C∅* ����2�� �*#��� %!/��� )#� E0 3 ) ��� ���� i > 0 3 �� ���� Cj1...ji

)��� j1...ji ������ /���� %� 0�� 1 3 *�� �*#���� %!/���� )#� Ei
%� ��**� 4#5�� 2�� Cj1...ji−1

= Cj1...ji−10 ∪ Cj1...ji−11

" 6��� ) ���
���� j1...ji 3 �� ��)�!����#�� aj1...ji

%� *# �*#��� Cj1...ji

" 7 �����$8*� A %� ��� ��)�!����#��� ���
%!��$8�#8*� $ #�� �* 9 # 2ω �9) �� ��� A 1 �� �:�� )#� ��$)#���! 3 ) ��� ����� ����� (ji)i∈ω

%�
0 �� 1 3 {E(x, aj1...ji

) : i ∈ ω} ��� �������#�� ";/� %� $������ 2�� M ��� κ<��#8*� ) ��� ���� κ ≥ 2ω 3 �� ) ��� &!��/�� 4#��*�$ ��� 2��
Th(M) !*�$ ��� *�� 2�#������ =���*���� )��� ��*# *# $ !�>�%� %�� &#<��<& ����� ����� $�%0*��
ω<�#���!�? �� �� %!%���� 2�� )��� ���� ����$8*� %� )#�#$ 0���� A 3 |S1(A)| ≤ max{2ω, |A|}

"
�+������ @ - .� # RM(D1 ∪ D2) ≥ max{RM(D1)RM(D2)}

�#� D1 ⊂ D1 ∪ D2
�� D2 ⊂

D1 ∪D2

"
A������� * �#���� ��! #*��! 1 ) ��� ��*# &!��/��� )#� ��%������ ��� α 2�� )��� ������ )#�����

%!/����#8*�� D1
�� D2 3 RM(D1 ∪D2) ≥ α �$)*�2�� 2�� max{RM(D1)RM(D2)} ≥ α

"
B��� α = 0 � ���� !&�%��� "
6�))����� *� �!��*�#� &�#� )��� ���� β < α

" 6����� D1
�� D2

%��( )#����� %!/����#8*��
%#�� ��� ��������� M ��**�� 2�� RM(D1 ∪D2) ≥ α

"
6��� α ��� *�$ ��� #*��� )#� >9)��>0�� % ���%������ max{RM(D1)RM(D2)} ≥ β )��� ����

β < α �� %��� max{RM(D1)RM(D2)} ≥ α
"

6��� α = λ+1
" C* �( ���� #*��� %#�� ��� �(������� !*!$ ���#��� N %� M 3 ��� 4#$ �**� (Ei)i∈ω%� )#����� %� D1 ∪D2

%��( D %��( %��E ������ 3 %!/����#8*�� %#�� N �� %� �#� � ��) !������ ��
! #*� D λ " B#� >9)��>0�� % ���%������ 3 )��� �>#2�� i ∈ ω 3 �� 8��� RM(Ei ∩D1) ≥ λ �� 8���
RM(Ei ∩ D2) ≥ λ �#� Ei = (Ei ∩ D1) ∪ (Ei ∩D2)

" .� �� %!%��� 2� ��* 9 # ��� ��/���! %� i��* 2�� RM(Ei ∩D1) ≥ λ �� 2� ��* 9 # ��� ��/���! %� i ��* 2�� RM(Ei ∩D2) ≥ λ
" F��� 2��

RM(D1) ≥ λ+ 1 �� RM(D2) ≥ λ+ 1
"

�+������ G - 6��� φ ∈ L(A)
" 6���

Σ = {ψ(x̄) ∈ L(A) : RM(φ ∧ (¬ψ)) < RM(φ)}.

.� &!��/� 4#��*�$ ��� )#� ��$)#���! 2�� Σ ��� �������#�� �� �� ��$ #�2�� 2�� ���� �9) � ���
A 2�� �������� Σ # $ '$ � �#� 2�� φ " F ��H

RM(φ) = max{RM(p) : p ∈ S(A), φ ∈ p}.

.� )��� %� )*�� ��$ #�2��� 2�� �� φ �� �� %!���) � )#� �� %��( 4��$�*�� %� L(A) %� $'$�
�#� 2�� φ #*��� Σ ��� �� 4#�� �� �9) � ��$)*�� �� %��� φ �� �������� 2� ��� ���* �9) � ��$)*��
%� $ '$ � �#� 3 �� �� �9) � ��� %� $ '$� %� �! 2�� φ " .� �� %!%��� 2��

dM(φ) =
∑

{dM(p) : p ∈ S(A), φ ∈ p, RM(p) = RM(φ)}.
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 - =#? 7# �*#��� C ������)��% D *# �*#��� %�� $�%0*�� %�� #( ��$ �� ���&#��� 1
) ��� �>#2�� i 6= j �� ������ n > 0 1
I ∀x¬(Pi(x) ∧ Pj(y))

J



I ∀x∀yEi(x, y) → (Pi(x) ∧ Pi(y))I ∀xPi(x) → Ei(x, x)I ∀x∀y(Pi(x) ∧ Pi(y)) → (Ei(x, y) ↔ Ei(y, x))I ∀x∀y∀z(Pi(x) ∧ Pi(y) ∧ Pi(z)) → ((Ei(x, y) ∧Ei(y, z)) → Ei(x, z))I ∃x1...∃xn

∧n

k=1
Pi(xk) ∧

∧
k 6=l ¬Ei(xk, xl)I ∀x∃x1...∃xn

∧
k 6=l

(xk 6= xl) ∧ (Pi(x) →
∧n

k=1
Ei(x, xk))

=8 ? �����%!���� %#�� L′ := L(M) ∪ {c0, .., cn, ..}
* �����$8*� % �!����!

Σ := Th(M,M) ∪ {¬Pi(cj) : i, j ∈ ω} ∪ {ck 6= cl : k 6= l}.

6��� Σ0
��� )#���� /��� %� Σ

" ; *��� �* �( ���� i0 ��* 2��

Σ0 ⊂ Th(M,M) ∪ {¬Pi(cj) : i ≤ i0, j ∈ ω} ∪ {ck 6= cl : k 6= l}.

�� �����)�!�#�� *�� cj )#� ��� ��/���! % �!*!$ ���� %�������� %� Pi0+1(M)) �� �8�����
�� $�%0*� %� Σ0

" F��� Σ0
��� �������#�� " .� �� %!%��� )#� *� �>!��0$ � %� ��$)#���!

2�� Σ ��� �������#�� " C* �( ���� %��� ��� �(������� !*!$ ���#��� N %� M ������#�� ���
��/���! % �!*!$ ���� bj ��* 2�� ) ��� #���� i 3 N |= Pi(bj)

" ��$$� M ��� ω<�#���! 3 �*�( ���� ��� ����� (aj)j∈ω
��* 2�� )��� ���� n 3 (a0, ..., an) # $'$� �9) � 2�� (b0, ..., bn)

" .�
�� %!%��� 2�� *�� aj

���� %�������� �� 2�� ) ��� #���� i 3 M |= Pi(aj)
" B#� ����!2����

* �����$8*� {x ∈M : M |= ¬Pi(x)
)��� ���� i} ��� ��/�� "

=�? =��		� � ������ 
� ����� 1 ) ��� $������ 2� ���� �>!���� ��� ��$)*0�� �� !*�$ ���
*�� 2�#������ 3 �� &!��/� 2�� ) ��� ���� $�%0*�� M1

�� M2 ω<�#���!� 3 * �����$8*� %��
���$ ��)>��$ �� )#����*� %� M1

&��� M2
����� %�� ����<���������� /��$ ��� �� ��%�!�� 3��� �� &#<��<& ���� "?6����� M1

�� M2
%��( $�%0*�� ω<�#���!� %� T " �����%!���� F 3 * �����$8*� %�� ���<$ ��)>��$ �� )#����*� %� M1

&��� M2
����� ����<���������� /���� " 7 �����$8*� F ��� ���

&�%� 1 �� )��� �����%!��� )#� �(�$)*� * ����$��)>��$ � )#����* 2�� ��&��� �� !*!$ ��� %�
P0(M1)

��� �� !*!$ ��� %� P0(M2)
"

6����� σ �� ���$��)��$ � )#����* %� %�$#��� A �� x ∈M1 \ A
"

.� 8��� ) ��� ���� i 3 M1 |= ¬Pi(x)
" .� )��*�� � σ 3 �� ��&�9#�� x ��� y ∈ M2 \ σ(A)��* 2�� ) ��� ���� i 3 M2 |= ¬Pi(y)

" ���� ��� )����8 *� �#� 3 M2
!�#�� ω<�#���! 3 {y ∈M2 :

M2 |= ¬Pi(y)
)��� ���� i} ��� ��/�� "

.� 8��� �* �( ���� �� ���2�� i ��* 2�� M1 |= Pi(x)
" 6 ��* � ��( ���� )#� % �!*!$ ��� a ∈ A��* 2�� M1 |= Ei(x, a) 3 �� )��*�� � σ 3 �� ��&�9#�� x ��� y ∈ M2 \ σ(A) ��* 2�� ) ���

���� a ∈ A 3 M2 |= ¬Ei(y, σ(a)) �� 2�� ��� ) ����8 *� �#� �* 9 # ��� ��/���! %� �*#����
% �!2��&#*����� " 6 ��* �( ���� a ∈ A ��* 2�� M1 |= Ei(x, a) 3 �� )��*�� � σ 3 �� ��&�9#��
x ��� y ∈ M2 \ σ(A) ��* 2�� M2 |= Ei(y, σ(a)) �� 2�� ��� ) ����8 *� �#� *�� �*#���� ����
��/���� "

=% ? <�< �� ���*��#�� * �!*�$ ��#����� %�� 2�#������ 3 �� �8����� *�� 1<�9) �� ���&#��� 1
J" *�� �9) �� �x = a� )��� �>#2�� a ∈ A 3
� " ) ��� �>#2�� a ∈ A ��* 2�� Pi(a)

)��� �� i 3 *� �9) � %��!�$ ��! )#� x /∈ A ��
Ei(x, a) 3

� " ) ��� �>#2�� i ∈ ω 3 *� �9) � %!���$ ��! )#� Pi(x)
�� ¬Ei(x, a)

)��� ���� a ∈ A 3
� " *� �9) � %!���$ ��! )#� x /∈ A �� ¬Pi(x)

)��� ���� i ∈ ω
"
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<��< 6��� i ∈ ω
" �>#2�� �*#��� % �!2��&#*���� %!/��� )#� Ei

��� ��/��� �� �* 9 # ��� ��/<���! %� �*#���� % �!2��&#*����� 3 %��� Pi
�������� ��� ��/���! %� )#����� %!/����#8*��

%��( D %��( %��E ������ �� ������ ��/���� " B#� ����!2���� RM(Pi) ≥ 2
"

< ���< 6��� a ∈M ��* 2�� Pi(a)
" C* 9 # �� ���2�� 1<�9) � ��� a %#�� Ei(x, a)

=�9) � �? ���
#* !8��2�� =�9) � J? " B��� ���� B ������#�� a 3 �� �9) � # ��� ���2�� �(������� ���
#* !8��2�� =�9) � �? " �� �9) � ��� %��� %� �#� %� A��*�9 1 �� %� %� �! 1

" F���
%#�� Pi

�* 9 # !&�����**�$ ��� %�� �9) �� #* �!8��2��� =�9) � J? ��� A �� A ∩ Pi 6= ∅

3 %�� �9) �� %� �#� 1 =�9) � �? ��� A �� A ∩ Pi 6= ∅ 3 �� %��� �� ���2�� #���� �9) �
=�9) � �? " ��� #���� �9) � ��� ������#���$ ��� %� �#� �������$ ��� ��)!����� D 1 �#�
RM(Pi) ≥ 2

"
<�&< F �#)�0� *# 2������� )�!�!%���� 3 #�<%����� %� � ��$)���� 2��* ����$8*� B %� )#<�#$ 0���� =%#�� %�� �(�������� !*!$ ���#���� %� M? �* 9 # �� ���2�� �9) � %� �#� 

�������$ ��� ��)!����� D 1 %#�� Pi 3 2�� ��� %��� ���*! %�� �9) �� %� �#� �������$ ���
��) !����� D 1

" B#� ����!2���� *� �9) � � %#�� Pi
��� ∅ ��� %� �#� 2 =����� �* #��#��

��� �(������� 2�� ���#�� )���� % �#���$�*#���� %� �9) �� %� �#� ��)!����� �� ! #*
D 2? " �� �9) � ��� %� %� �! 1 3 �#� ) ��� ���� B 3 �* # ��� ���2�� �(������� ��� B %�
�#� 2

" .� �� %!%��� 2�� Pi
��� %� �#� 2 �� %� �! 1

"
<&< .� # RM(M) ≥ 3 �#� RM(Pi) = 2 )��� �>#2�� i " 7�� �9) �� J3 � 3 � ���� %� �#� �

��4!������ �� ! #�( D 2
" F��� ��� ���� ����$8*� %� )#�#$0���� B 3 *� �9) � � ���

* ����2�� �9) � %� �#� �������$ ��� ��) !����� D 2
" F� $'$� 2�� )��� *# 2�������

)�!�!%���� 3 �� �� %!%��� 2�� M ��� %� �#� � �� %� �! J"
<& �< � �$ #�2���� 2�� ���� *�� �9) �� %� ����� �>!���� ���� %� %� �! 1 3 � ����<D<%��� ��#<�����#���� "
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