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Le programme

Partie I : Fonctions (6 semaines)
CM 1.– Coordonnées, topologie
CM 2.– Fonction, graphe, composition
CM 3.– Limite, différentielle
CM 4.– Jacobienne, règle de la chaîne
CM 5.– Hessienne, Taylor, extrema
CM 6.– Intégrales simples et doubles
CM 7.– Intégrales triples et applications
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Le programme

Partie II : Champs de vecteurs (5
semaines)
CM 8.– Champs de vecteurs et lignes de champs
CM 9.– Champs conservatifs
CM 10.– Champs incompressibles
CM 11.– Circulation sur les courbes
CM 12.– Flux et surfaces
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Adresses utiles

Deux adresses :
http://math.univ-lyon1.fr/„borrelli/Cours_Math2

http://math.univ-lyon1.fr/„frabetti/Math2/
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Chapitre 2
Dérivées, Taylor, extrema

locaux
Dans ce chapitre :

1. Limites et continuité
2. Dérivées partielles
3. Dérivée directionelle
4. Gradient
5. Différentielle
6. Jacobienne
7. Resumé sur les dérivées
8. Règle de la chaîne
9. Hessienne

10. Taylor
11. Extrema locaux
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Limite, continuité

Rappel – Soit f : Df Ă R ÝÑ R est une fonction d’une
variable, on dit que :

‚ f est continue en un point a P Df si lim
xÑa

f pxq “ f paq.

Ceci signifie que pour tout ε ą 0 il existe η ą 0 tel que

}x ´ a} ď η ùñ }f pxq ´ f paq} ď ε.
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Limite, continuité
Définition.– Soit

f : Df Ă Rn ÝÑ Rm

x “ px1, ..., xnq ÞÝÑ f pxq

une fonction de plusieurs variables.

‚ f est continue en un point a P Df si lim
xÑa

f pxq “ f paq.

Ceci signifie que pour tout ε ą 0 il existe η ą 0 tel que

}x ´ a} ď η ùñ }f pxq ´ f paq} ď ε.
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Limite, continuité
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Un théorème

Théorème.– Toutes les fonctions de plusieurs variables
obtenues comme somme, produit ou composée de
fonctions continues sont continues.

Quelques fonctions continues.– Les fonctions
polynomiales de plusieurs variables sont continues sur Rn

et toutes les fonctions de plusieurs variables obtenues par
composition ou combinaisons de fonctions à une variable
qui sont continues (notamment les fractions rationnelles, les
racines, les exponentielles et les logarithmes, les fonctions
circulaires, les fonctions hyperboliques et leurs réciproques)
sont continues sur leur domaine de définition.
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Dérivées partielles
Définition (rappel).– Soient f : Df Ă R ÝÑ R une fonction
d’une variable et a P Df . Si la limite

f 1paq :“ lim
xÑa

f pxq ´ f paq
x ´ a

“ lim
hÑ0

f pa` hq ´ f paq
h

existe et est finie, on l’appelle la DÉRIVÉE de f en a. On dit
alors que f est DÉRIVABLE EN a. La fonction f est DÉRIVABLE

SUR D Ă Df si elle est dérivable en tout point x P D.

Nota.– Une fonction dérivable est continue mais la
réciproque est fausse.
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Dérivées partielles
Définition.– Soient f : Df Ă Rn ÝÑ Rm et
a “ pa1, ...,anq P Df .

‚ Les DÉRIVÉES PARTIELLES DE f AU POINT a sont les
limites

Bf
Bxi
pa1, ...,anq “ lim

hÑ0

f
`

a1, ...,ai ` h, ...,an
˘

´ f pa1, ...,anq

h

où i “ 1, ...,n (si ces limites existent et donnent des
vecteurs de Rm sans composantes ˘8).

‚ Les DÉRIVÉES PARTIELLES DE f sont les fonctions

Bf
Bxi

: D Ă Rn ÝÑ Rm : x ÞÝÑ
Bf
Bxi
pxq

pour i “ 1, ...,n définies sur l’ensemble D de points x où les
dérivées Bf

Bxi
pxq existent.
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Dérivées partielles

‚ La fonction f est (CONTINÛMENT) DIFFÉRENTIABLE SUR

D Ă Df , ou DE CLASSE C1 SUR D, si toutes les dérivées
partielles

Bf
Bxi

: D Ă Rn ÝÑ Rm

existent et sont des fonctions continues en tout point x P D.
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Exemples
Exemple 1.– La fonction f : R2 ÝÑ R donnée par

px , yq ÞÑ xy2 ` 3x

est C1 sur R2 car

Bf
Bx
px , yq “ y2 ` 3 et

Bf
By
px , yq “ 2xy

sont continues.

Exemple 2.– L’application f : R3 ÝÑ R2 donnée par

px , y , zq ÞÑ
ˆ

xy2 ` 3x
z2

˙

est C1 sur R3 car

Bf
Bx
“

ˆ

y2 ` 3
0

˙

,
Bf
By
“

ˆ

2xy
0

˙

et
Bf
Bz
“

ˆ

0
2z

˙

sont continues.
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Exemples

Exemple 3.– L’application f : R3 ÝÑ R donnée par

pr , ϕ, θq ÞÑ ϕ2 ` r sin θ

est C1 sur R3 car

Bf
Br
pr , ϕ, θq “ sin θ,

Bf
Bϕ
pr , ϕ, θq “ 2ϕ

et
Bf
Bθ
pr , ϕ, θq “ r cos θ

sont continues.
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Dérivées directionnelles

Définition.– Soit f : Df Ă Rn ÝÑ Rm (continûment)
différentiable sur un ensemble D Ă Rn. Pour tout vecteur
~v “ pv1, ..., vnq P Rn, on appelle DÉRIVÉE DIRECTIONNELLE

DE f DANS LA DIRECTION ~v la fonction

B~v f : D ÝÑ Rm

x ÞÝÑ B~v f pxq “ v1
Bf
Bx1
pxq ` ¨ ¨ ¨ ` vn

Bf
Bxn
pxq

‚ La i-ème dérivée partielle se confond donc avec la
dérivée directionnelle dans la direction du vecteurs
~ei “ p0, ...,1, ...,0q où le nombre 1 est en ième position :

Bf
Bxi

“ B~ei
f
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Exemples

Exemple 1.– La dérivée directionnelle de la fonction

f : R2 ÝÑ R
px , yq ÞÝÑ xy2 ` 3x

dans la direction ~v “ pX ,Y q et au point a “ px , yq P R2 est
donnée par

B~v f paq “ p3` y2qX ` 2xyY

puisque

Bf
Bx
px , yq “ y2 ` 3 et

Bf
By
px , yq “ 2xy
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Exemples

Exemple 2.– La dérivée directionnelle de l’application

f “ pf1, f2q : R3 ÝÑ R2

px , y , zq ÞÝÑ pxy2 ` 3x , yz2q

dans la direction ~v “ pX ,Y ,Z q et au point a “ px , y , zq P R3

est donnée par

B~v f paq “ pp3` y2qX ` 2xyY , z2Y ` 2zyZ q

puisque

Bf
Bx
“

ˆ

y2 ` 3
0

˙

,
Bf
By
“

ˆ

2xy
z2

˙

et
Bf
Bz
“

ˆ

0
2yz

˙
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Exemples
Exemple 3.– La dérivée directionnelle de l’application

f : R3 ÝÑ R
pr , ϕ, θq ÞÝÑ ϕ2 ` r sin θ

dans la direction ~v “ pX ,Y ,Z q et au point a “ pr , ϕ, θq P R3

est donnée par

BpX ,Y ,Z qf pr , ϕ, θq “ sin θ X ` 2ϕ Y ` r cos θ Z

puisque

Bf
Br
pr , ϕ, θq “ sin θ,

Bf
Bϕ
pr , ϕ, θq “ 2ϕ

et
Bf
Bθ
pr , ϕ, θq “ r cos θ
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Croissance et décroissance

Théorème.– Soient f : Df Ă Rn ÝÑ R de classe C1 sur Df ,
x P Df et ~v P Rn.

‚ Si B~v f pxq ą 0 alors f est croissante au point x dans la
direction de ~v

‚ Si B~v f pxq ă 0 alors f est décroissante au point x dans la
direction de ~v .
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Exercice

Énoncé.– La fonction f px , yq “ xy2 ` 3x est-elle croissante
ou décroissante au point p3,1q et dans les directions p1,1q,
p1,2q, p1,´1q p1,´2q?

Réponse.– Pour tout vecteur ~v “ pX ,Y q, on a

B~v f px , yq “ py2 ` 3qX ` 2xy Y

et donc
B~v f p3,1q “ 4 X ` 6 Y

d’où

‚ Bp1,1qf p3,1q “ 10 ñ f est croissante dans la direction p1,1q

‚ Bp1,2qf p3,1q “ 16 ñ f est croissante dans la direction p1,2q
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Exercice

‚ Bp1,´1qf p3,1q “ ´2 ñ f est décroissante dans la direction
p1,´1q

‚ Bp1,´2qf p3,1q “ ´8 ñ f est décroissante dans la direction
p1,´2q

Énoncé (suite).– Parmi ces quatre directions, quelle est
celle de plus forte croissance et celle de plus forte
décroissance ?

Réponse.– Pour comparer la croissance d’une fonction en
différentes directions, il faut calculer les différentes dérivées
directionnelles avec des vecteurs ayant tous la même
longueur, par exemple 1.
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Exercice

Croissance. – Puisque }p1,1q} “
?

2, on recalcule

B 1?
2
p1,1qf p3,1q “

10
?

2

De même }p1,2q} “
?

3 conduit à

B 1?
3
p1,2qf p3,1q “

16
?

3
.

Or 10?
2
ă 16?

3
car p10

?
3q2 “ 300 ă p16

?
2q2 “ 512.

Ainsi, au point p3,1q, f croît plus rapidement dans la
direction p1,2q.
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Exercice

Décroissance. – De même, }p1,´1q} “
?

2 et
}p1,´2q} “

?
3, il faut donc calculer

B 1?
2
p1,´1qf p3,1q “ ´

2
?

2

et
B 1?

3
p1,´2qf p3,1q “ ´

8
?

3

On a ´ 2?
2
ą ´ 8?

3
car si p2

?
3q2 “ 12 ă p8

?
2q2 “ 128.

Ainsi, au point p3,1q, f décroît plus rapidement dans la
direction p1,´2q.
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Gradient d’une fonction réelle

Définition.– Soit f : D Ă Rn ÝÑ R une fonction réelle de
classe C1. Le gradient de f en un point x P D est le vecteur
de Rn

ÝÝÑgrad f pxq “ ÝÑ∇f pxq “
Bf
Bx1

pxq ~e1 ` ¨ ¨ ¨ `
Bf
Bxn

pxq ~en

“

¨

˚

˝

Bf
Bx1
pxq
...

Bf
Bxn
pxq

˛

‹

‚

P Rn.

Pour tout vecteur ~v “ pv1, ..., vnq P Rn on a alors

B~v f p~xq “ v1
Bf
Bx1
p~xq ` ¨ ¨ ¨ ` vn

Bf
Bxn
p~xq

“ x
ÝÑ∇f pxq, ~vy
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Gradient d’une fonction réelle

Remarque.– Le gradient de f est donc une fonction
vectorielle

ÝÝÑgrad f ” ÝÑ∇f : D Ă Rn ÝÑ Rn

x ÞÝÑ
ÝÑ∇f pxq “

¨

˚

˝

Bf
Bx1
pxq
...

Bf
Bxn
pxq

˛

‹

‚

Le symbole ÝÑ∇ se lit « nabla ».



Fonctions de
plusieurs

variables II

V. Borrelli

Limite,
continuité

Dérivées
partielles

Dérivées
directionnelles

Gradient
d’une fonction
réelle

Différentielle

Matrice
jacobienne

Récapitulatif

Règle de
différentiation
d’une
composée

Exemples

‚ Soit f : R2 ÝÑ R définie par

f px , yq “ xy2 ` 3x .

Le gradient de f vaut

ÝÑ∇f px , yq “
ˆ

y2 ` 3
2xy

˙

.

En particulier

ÝÑ∇f p0,0q “
ˆ

3
0

˙

et ÝÑ∇f p3,2q “
ˆ

7
12

˙

.
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Exemples

‚ Soit f : R3ztp0, y ,0qu ÝÑ R définie par

f px , y , zq “ sinpxyq ` lnpx2 ` z2q.

Le gradient de f vaut

ÝÑ∇f px , y , zq “

¨

˚

˚

˚

˝

y cospxyq `
2x

x2 ` z2

x cospxyq
2z

x2 ` z2

˛

‹

‹

‹

‚

.

En particulier

ÝÑ∇f p0, π,1q “

¨

˝

´π
0
2

˛

‚.
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Interprétation géométrique

Observation. – Soit f : D Ă R2 ÝÑ R une fonction
(continûment) différentiable de deux variables. Le gradient
ÝÑ∇f pxq est « orthogonal à la ligne de niveau Lapf q » avec
a “ f pxq. Il indique la direction de la pente de plus forte
croissante du graphe Γf
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Exemple
‚ Soit f : BOp1q Ă R2 ÝÑ R donnée par

f px , yq “
b

1´ x2 ´ y2.

D’une part, les lignes de niveaux Lapf q de f sont des cercles
de rayon

?
1´ a2 avec a Ps0,1s. La ligne de niveau L1pf q

est réduite à un point. La ligne de niveau L0pf q est vide car f
est définie sur la boule ouverte BOp1q.

D’autre part, f est différentiable sur BOp1q et on a

ÝÑ∇f px , yq “

¨

˚

˚

˝

´x
a

1´ x2 ´ y2

´y
a

1´ x2 ´ y2

˛

‹

‹

‚

“ ´
1
a
px , yq.

Pour tout a Ps0,1r, ce vecteur est orthogonal au cercle Lapf q
au point px , y ,aq.
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Différentielle

Soit f : D Ă Rn ÝÑ Rm une fonction continûment
différentiable. Par définition, pour tout x P D, l’application

B‚f pxq : Rn ÝÑ Rm

~v ÞÝÑ B~v f pxq

est linéaire.

Définition.– Cette application linéaire s’appelle la
différentielle de f au point x . Il est d’usage de la noter dfx .

Soit ~v “ pv1, ..., vnq P Rn, on a donc

dfxp~vq “
Bf
Bx1

p~xq v1 ` ¨ ¨ ¨ `
Bf
Bxn

p~xq vn
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Différentielle

‚ Soient f : D Ă Rn ÝÑ R une fonction réelle et x P D. La
différentielle dfx : Rn ÝÑ R peut s’écrire au moyen du
gradient de f

@~v P Rn, dfxp~vq “ x
ÝÑ∇f pxq, ~vy

‚ Soient
f “ pf1, ..., fmq : D Ă R ÝÑ Rm

une fonction d’une seule variable et x P D. La différentielle
dfx : R ÝÑ Rm s’écrit

@~v “ v~e1 P R, dfxp~vq “
´

f 11pxq v , . . . , f 1mpxq v
¯
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‚ Soit f : R ÝÑ R définie par f pxq “ x2 ´ x5 alors
f 1pxq “ 2x ´ 5x4 et dfx : R ÝÑ R est donnée par

dfxp~vq “ p2x ´ 5x4q~v .

‚ Soit f : R2 ÝÑ R définie par f px , yq “ x2y3 ´ 7y alors pour
tout ~v “ X~e1 ` Y~e2 la différentielle dfpx ,yq : R2 ÝÑ R est
donnée par

dfpx ,yqp~vq “ 2xy3 X ` p3x2y2 ´ 7q Y

En particulier

dfpx ,yqp2,1q “ 4xy3 ` 3x2y2 ´ 7 et dfp1,1qpX ,Y q “ 2X ´ 4Y

et dfp1,1qp2,1q “ 0.
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‚ Soit f : R2 ÝÑ R3 définie par

f px , yq “

¨

˝

xy2

y
x2 ´ y2

˛

‚

alors pour tout ~v “ X~e1 ` Y~e2 la différentielle
dfpx ,yq : R2 ÝÑ R3 est donnée par

dfpx ,yqp~vq “ X

¨

˝

y2

0
2x

˛

‚` Y

¨

˝

2xy
1
´2y

˛

‚

“

¨

˝

y2X ` 2xyY
Y

2xX ´ 2yY

˛

‚
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‚ Soit f : R3 ÝÑ R2 définie par

f px , y , zq “
ˆ

xy2

yz3

˙

alors pour tout ~v “ X~e1 ` Y~e2 ` Z~e3 la différentielle
dfpx ,y ,zq : R3 ÝÑ R2 est donnée par

dfpx ,y ,zqp~vq “ X
ˆ

y2

0

˙

` Y
ˆ

2xy
z3

˙

` Z
ˆ

0
3yz2

˙

“

ˆ

y2X ` 2xyY
z3Y ` 3yz2Z

˙
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Définition.– Soit f : D Ă Rn ÝÑ Rm une fonction
continûment différentiable. L’application

D Ă Rn ÝÑ LpRn,Rmq

x ÞÝÑ dfx

est appelée la différentielle de f et elle est notée df .

Notation.– Pour tout i “ 1, ...,n, on note

dxi : Rn ÝÑ R
~v “ pv1, ..., vnq ÞÝÑ dxip~vq “ vi

n applications linéaires formant une base de LpRn,Rq.
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‚ Toute forme linéaire L : Rn ÝÑ R s’exprime alors comme
combinaison linéaire des dxi :

L “ a1 dx1 ` ¨ ¨ ¨ ` an dxn

avec ai P R.
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‚ Si f : D Ă Rn ÝÑ R est une fonction différentiable alors sa
différentielle dfx : Rn ÝÑ R en x P D s’écrit

dfx “
Bf
Bx1

pxq dx1 ` ¨ ¨ ¨ `
Bf
Bxn

pxq dxn

‚ La différentielle df : D ÝÑ LpRn,Rq s’écrit

df “
Bf
Bx1

dx1 ` ¨ ¨ ¨ `
Bf
Bxn

dxn.
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‚ Soit f : R ÝÑ R définie par f pxq “ x2 ´ x5 alors
dfx : R ÝÑ R est donnée par

dfx “ p2x ´ 5x4qdx .

En particulier df1 “ ´3 dx .

‚ Soit f : R2 ÝÑ R définie par f px , yq “ x2y3 ´ 7y alors la
différentielle dfpx ,yq : R2 ÝÑ R est donnée par

dfpx ,yq “ 2xy3 dx ` p3x2y2 ´ 7q dy

En particulier dfp1,1q “ 2 dx ´ 4 dy .
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‚ Soit f : R3 ÝÑ R définie par f px , y , zq “ x2y3z ´ 7yz2

alors la différentielle dfpx ,y ,zq : R3 ÝÑ R est donnée par

dfpx ,y ,zq “ 2xy3z dx `p3x2y2z ´ 7z2q dy `px2y3´ 14yzq dz

En particulier dfp1,1,1q “ 2 dx ´ 4 dy ´ 13 dz
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Énoncé.– Soit f : D Ă R2 ÝÑ R définie par
f px , yq “ lnp1´ x2 ` 5yq.

i) Déterminer D.
ii) Déterminer la différentielle en tout point px , yq P D.
iii) Calculer dfp2,0q en les vecteurs~i “ p1,0q,~j “ p0,1q,

~v “ p1,1q et ~u “ p3,´3q.

Réponse.– i) On doit avoir 1´ x2 ` 5y ą 0 ainsi

D “

!

px , yq P R2 | 1´ x2 ` 5y ą 0
)

“ portion du plan au-dessus de la parabole

y “
1
5

x2 ´
1
5
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ii) Pour tout px , yq P D, on a

dfpx ,yq “
Bf
Bx
px , yq dx `

Bf
By
px , yq dy

“
´2x

1´ x2 ` 5y
dx `

5
1´ x2 ` 5y

dy

iii) Ainsi

dfp2,0q “
´4

1´ 4
dx `

5
1´ 4

dy “
4
3

dx ´
5
3

dy

et

dfp2,0qp~i q “ Bf
Bx p2,0q “

4
3

dfp2,0qp~j q “ Bf
By p2,0q “ ´

5
3

dfp2,0qp~vq “ dfp2,0qp1,1q “ 4
3 ´

5
3 “ ´

1
3

dfp2,0qp~uq “ dfp2,0qp3,´3q “ 4
3 3´ 5

3p´3q “ 4` 5 “ 9
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Énoncé.– On note px , y , zq, pρ, ϕ, zq et pr , ϕ, θq les
coordonnées cartesiennes, cylindriques et sphériques des
points de R3. On rappelle que

pρ, ϕq P r0,8rˆr0,2πrÞÝÑ

$

&

%

x “ ρ cosϕ
y “ ρ sinϕ
z “ z

et

pr , ϕ, θq P r0,8rˆr0,2πrˆr0, πs ÞÝÑ

$

&

%

x “ r cosϕ sin θ
y “ r sinϕ sin θ
z “ r cos θ
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Montrer que

iq

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

dx “ cosϕ dρ´ ρ sinϕ dϕ

dy “ sinϕ dρ` ρ cosϕ dϕ

dz “ dz

i 1q

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

dρ “ cosϕ dx ` sinϕ dy

ρdϕ “ ´ sinϕ dx ` cosϕ dy

dz “ dz

Formules de passage « cartésiennes ÐÑ cylindriques »
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iiq

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

dx “ cosϕ sin θ dr ´ r sinϕ sin θ dϕ` r cosϕ cos θ dθ

dy “ sinϕ sin θ dr ` r cosϕ sin θ dϕ` r sinϕ cos θ dθ

dz “ cos θ dr ´ r sin θ dθ

ii 1q

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

dr “ cosϕ sin θ dx ` sinϕ sin θ dy ` cos θ dz

r sin θ dϕ “ ´ sinϕ dx ` cosϕ dy

rdθ “ cosϕ cos θ dx ` sinϕ cos θ dy ` sin θ dz

Formules de passage « cartésiennes ÐÑ sphériques »
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piiiq

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

dr “ sin θ dρ` cos θ dz

dϕ “ dϕ

rdθ “ cos θ dρ´ sin θ dz

piii 1q

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

dρ “ sin θ dr ` cos θ dθ

dϕ “ dϕ

dz “ r cos θ dr ´ r sin θ dθ

Formules de passage « cylindriques ÐÑ sphériques »
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Réponse.– Il suffit d’écrire les différentielles des
applications de changement de variables. Par exemple la
différentielle du changement de variables « cylindriques Ñ
cartésiennes » donne les formules i .

dx “
Bx
Bρ

dρ`
Bx
Bϕ

dϕ`
Bx
Bz

dz

“ cosϕ dρ´ ρ sinϕ dϕ

dy “
By
Bρ

dρ`
By
Bϕ

dϕ`
By
Bz

dz

“ sinϕ dρ` cosϕ dϕ

dz “
Bz
Bρ

dρ`
Bz
Bϕ

dϕ`
Bz
Bz

dz

“ dz

Les formules i 1 s’obtiennent en inversant le système. On
procède similairement pour les autres formules.
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Matrice jacobienne

Définition.– La matrice jacobienne Jf pxq d’une application
différentiable f : D Ă Rn ÝÑ Rm dans la base
B “ p~e1, ..., ~enq et en un point x P D est la matrice de
l’application linéaire dfx : Rn ÝÑ Rm dans la base B :

Jf pxq :“ MatBpdfxq

‚ Si pf1, ..., fmq sont les composantes de f , on a alors

Jf pxq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

Bf1pxq
Bx1

¨ ¨ ¨
Bf1pxq
Bxn

... ¨ ¨ ¨
...

Bfmpxq
Bx1

¨ ¨ ¨
Bfmpxq
Bxn

˛

‹

‹

‹

‹

‚

PMmnpRq.
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Matrice jacobienne

‚ Si ~v “ v1~e1 ` ...` vn~en, on a donc

dfxp~vq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

Bf1pxq
Bx1

¨ ¨ ¨
Bf1pxq
Bxn

... ¨ ¨ ¨
...

Bfmpxq
Bx1

¨ ¨ ¨
Bfmpxq
Bxn

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

¨

˚

˝

v1
...

vn

˛

‹

‚

Définition.– Si la matrice jacobienne est carrée (n “ m),
son déterminant Jac f “ det Jf s’appelle le jacobien de f .

‚ Si f : D Ă R2 ÝÑ R, px , yq ÞÑ f px , yq, on a

Jf px , yq “
ˆ

Bf px , yq
Bx

Bf px , yq
By

˙

PM12pRq

(matrice ligne)
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Matrice jacobienne

‚ Si h : R2 ÝÑ R2 : pu, vq ÞÑ hpu, vq “
`

h1pu, vq,h2pu, vq
˘

,
on a

Jhpu, vq “

¨

˚

˝

Bh1pu, vq
Bu

Bh1pu, vq
Bv

Bh2pu, vq
Bu

Bh2pu, vq
Bv

˛

‹

‚

PM22pRq

et

Jac hpu, vq “
Bh1pu, vq
Bu

Bh2pu, vq
Bv

´
Bh2pu, vq
Bu

Bh1pu, vq
Bv
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Matrice jacobienne

‚ Si γ : R ÝÑ R2 : t ÞÑ γptq “ pγ1ptq, γ2ptqq, on a

Jgptq “
ˆ

γ11ptq
γ12ptq

˙

“ γ1ptq PM21pRq

‚ Si g : R ÝÑ R, z ÞÑ gpzq, on a

Jgpzq “
´

g1pzq
¯

PM11pRq et Jac gpzq “ g1pzq P R

(matrice colonne = vecteur)
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‚ Soit f : D Ă R2 ÝÑ R donnée par f px , yq “ x2y . Alors

Jf px , yq “
´

2xy x2
¯

PM12

‚ Soit h : R2 ÝÑ R2 donnée par hpu, vq “ pu2v ,3uq. Alors

Jhpu, vq “
ˆ

2uv u2

3 0

˙

PM22 et Jac hpu, vq “ ´3u2

‚ Soit γ : R ÝÑ R2 donnée par γptq “ p2t , t3 ` 1q. Alors

Jγptq “
ˆ

2
3t2

˙

PM21
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‚ Jacobien du changement de variables en coordonnées
polaires :

hpρ, ϕq “ pρ cosϕ, ρ sinϕq

On a

Jhpρ, ϕq “

ˆ

cosϕ ´ ρ sinϕ
sinϕ ρ cosϕ

˙

et
Jac hpρ, ϕq “ ρ cos2 ϕ` ρ sin2 ϕ “ ρ
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‚ Jacobien du changement de variables en coordonnées
cylindriques :

hpρ, ϕ, zq “ pρ cosϕ, ρ sinϕ, zq

On a

Jhpρ, ϕ, zq “

¨

˝

cosϕ ´ρ sinϕ 0
sinϕ ρ cosϕ 0

0 0 1

˛

‚

et
Jac hpρ, ϕ, zq “ ρ cos2 ϕ` ρ sin2 ϕ “ ρ
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‚ Jacobien du changement de variables en coordonnées
sphériques :

hpr , ϕ, θq “ pr cosϕ sin θ, r sinϕ sin θ, r cos θq

On a

Jhpr , ϕ, θq “

¨

˝

cosϕ sin θ ´r sinϕ sin θ r cosϕ cos θ
sinϕ sin θ r cosϕ sin θ r sinϕ cos θ

cos θ 0 ´r sin θ

˛

‚

et

Jac hpr , ϕ, θq “´r2 cos θ
´

sin2 ϕ sin θ cos θ ` cos2 ϕ sin θ cos θ
¯

´r sin θ
´

r cos2 ϕ sin2 θ ` r sin2 ϕ sin2 θ
¯

“ ´r2 sin θ cos2 θ ´ r2 sin3 θ

“ ´r2 sin θ
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Énoncé.– Calculer le gradient, la différentielle et la matrice
jacobienne de la fonction de f : R3 ÝÑ R donnée par

f px , y , zq “ z sinpxyq.

Réponse.– On a

ÝÑ∇f px , y , zq “

¨

˝

yz cospxyq
xz cospxyq

sinpxyq

˛

‚

dfpx ,y ,zq “ yz cospxyq dx ` xz cospxyq dy ` sinpxyq dz

Jf px , y , zq “
´

yz cospxyq xz cospxyq sinpxyq
¯
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Énoncé.– Calculer la différentielle et la matrice Jacobienne
de la fonction f : R3 ÝÑ R2 donnée par

f px , y , zq “
ˆ

z sin x
z sin y

˙

.

Réponse.– On a

dfpx ,y ,zqpX ,Y ,Z q “
ˆ

z cos x
0

˙

X`
ˆ

0
z cos y

˙

Y`
ˆ

sin x
sin y

˙

Z

Jf px , y , zq “
ˆ

z cos x 0 sin x
0 z cos y sin y

˙
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Récapitulatif
Si f : D Ă Rn ÝÑ R est une fonction réelle de classe C1,
alors :

‚ les dérivées partielles sont des fonctions réelles

Bf
Bx1

, ...,
Bf
Bxn

: D Ă Rn ÝÑ R

‚ Le gradient est une fonction vectorielle

ÝÑ∇f : D Ă Rn ÝÑ Rn

donnée par ÝÑ∇f “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

Bf
Bx1

...
Bf
Bxn

˛

‹

‹

‹

‹

‚
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‚ La différentielle est une fonction à valeur dans les formes
linéaires

df : D Ă Rn ÝÑ LpRn,Rq

donnée par df “
Bf
Bx1

dx1 ` ¨ ¨ ¨ `
Bf
Bxn

dxn

‚ La jacobienne est une fonction à valeur dans les matrices
à une ligne et n colonnes

Jf : D Ă Rn ÝÑM1npRq

donnée par Jf “
´

Bf
Bx1

¨ ¨ ¨
Bf
Bxn

¯
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Si f : D Ă Rn ÝÑ Rm est une fonction vectorielle de classe
C1 et de composantes f “ pf1, ..., fmq, alors :

‚ Les dérivées partielles sont des fonctions vectorielles

Bf
Bx1

, ...,
Bf
Bxn

: D Ă Rn ÝÑ Rm

données par
Bf
Bxi

“

ˆ

Bf1
Bxi

, ...,
Bfm
Bxi

˙

‚ Le gradient “ÝÑ∇f ” n’est pas défini.
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‚ La différentielle est une fonction à valeur dans les
applications linéaires

df : D Ă Rn ÝÑ LpRn,Rmq

‚ La jacobienne est une fonction à valeur dans les matrices

Jf : D Ă Rn ÝÑMmnpRq

donnée par Jf “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

Bf1
Bx1

¨ ¨ ¨
Bf1
Bxn

...
...

...
Bfm
Bx1

¨ ¨ ¨
Bfm
Bxn

˛

‹

‹

‹

‹

‚



Fonctions de
plusieurs

variables II

V. Borrelli

Limite,
continuité

Dérivées
partielles

Dérivées
directionnelles

Gradient
d’une fonction
réelle

Différentielle

Matrice
jacobienne

Récapitulatif

Règle de
différentiation
d’une
composée

Règle de différentiation d’une
composée

Proposition.– Soient f ,g : D Ă Rn ÝÑ Rm deux fonctions
différentiables et λ P R, alors :

‚ La somme f ` g est différentiable et

Bpf ` gq
Bxi

“
Bf
Bxi

`
Bg
Bxi

pour tout i “ 1, ...,n

Par conséquent

ÝÑ∇pf ` gq “ ÝÑ∇f `ÝÑ∇g si m “ 1

et
dpf ` gq “ df ` dg, Jf`g “ Jf ` Jg

.
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‚ Le produit par un scalaire λ f est différentiable et

Bpλ f q
Bxi

“ λ
Bf
Bxi

pour tout i “ 1, ...,n

Par conséquent

ÝÑ∇pλ f q “ λ
ÝÑ∇f si m “ 1

et
dpλ f q “ λ df et Jλ f “ λ Jf .
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Si m “ 1 alors le produit fg est différentiable et se
différencie selon la règle de Leibniz :

Bpfgq
Bxi

“
Bf
Bxi

g ` f
Bg
Bxi

pour tout i “ 1, ...,n

Par conséquent

ÝÑ∇pfgq “
`ÝÑ∇f

˘

g ` f
`ÝÑ∇g

˘

et

dpfgq “
`

df
˘

g ` f
`

dg
˘

et Jfg “
`

Jf
˘

g ` f
`

Jg
˘
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Exemple

‚ Soit f : R2 ÝÑ R définie par f px , yq “ xy2 exy . Le calcul de
la différentielle de f peut se faire directement au moyen de
la formule

d
´

xy2 exy
¯

“
B
`

xy2 exy
˘

Bx
dx `

B
`

xy2 exy
˘

By
dy

ou en passant par la règle de Leibniz

d
´

xy2 exy
¯

“ d
`

xy2
˘

exy ` xy2 d
`

exy
˘

“
`

y2 dx ` 2xy dy
˘

exy

`xy2
`

y exy dx ` x exy dy
˘

“
`

y2 ` xy3
˘

exy dx `
`

2xy ` x2y2
˘

exy dy
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Composée de différentielles
Proposition.– Soient f “ pf1, ..., fmq : Df Ă Rn ÝÑ Rm et
g “ pg1, ...,gpq : Dg Ă Rm ÝÑ Rp deux fonctions
différentiables. Soient x P Df et y “ f pxq P Dg , alors
g ˝ f : Rn ÝÑ Rp est différentiable en x et on a :

‚ d
`

g ˝ f
˘

x “ dgf pxq ˝ dfx

(composition d’applications linéaires)

‚ Jg˝f pxq “ Jgpf pxqq ¨ Jf pxq

(produit de matrices)

‚ Pour tout i “ 1, ...,n et tout j “ 1, ...,p, on a

B
`

g ˝ f
˘

j

Bxi
pxq “

Bgj

By1

`

f pxq
˘ Bf1
Bxi
pxq ` ¨ ¨ ¨ `

Bgj

Bym

`

f pxq
˘ Bfm
Bxi
pxq

(règle de composition des différentielles)
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Cas particuliers

‚ Soient f : R2 ÝÑ R, px , yq ÞÑ z “ f px , yq et
g : R ÝÑ R, z ÞÑ gpzq. On a

d
`

g ˝ f
˘

px ,yq “ g1
`

f px , yq
˘

dfpx ,yq,

Jg˝f px , yq “ g1
`

f px , yq
˘

Jf px , yq

et
$

’

’

’

&

’

’

’

%

Bpg ˝ f q
Bx

px , yq “ g1
`

f px , yq
˘ Bf
Bx
px , yq

Bpg ˝ f q
By

px , yq “ g1
`

f px , yq
˘ Bf
By
px , yq
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Cas particuliers

‚ Soient h : R2 ÝÑ R2, pu, vq ÞÑ px , yq “ hpu, vq et
f : R2 ÝÑ R, px , yq ÞÑ f px , yq. On a :

d
`

f ˝ h
˘

pu,vq “ dfhpu,vq ˝ dhpu,vq

Jf˝hpu, vq “ Jf
`

hpu, vq
˘

Jhpu, vq

et
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Bpf ˝ hq
Bu

pu, vq “
Bf
Bx

`

hpu, vq
˘Bx
Bu
pu, vq `

Bf
By

`

hpu, vq
˘By
Bu
pu, vq

Bpf ˝ hq
Bv

pu, vq “
Bf
Bx

`

hpu, vq
˘Bx
Bv
pu, vq `

Bf
By

`

hpu, vq
˘By
Bv
pu, vq
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Cas particuliers

‚ Soient γ : R ÝÑ R2, t ÞÑ px , yq “ γptq et
f : R2 ÝÑ R, px , yq ÞÑ f px , yq, on a

d
`

f ˝ γ
˘

t “ dfγptq ˝ dγt

Jf˝γptq “ Jf
`

γptq
˘

Jγptq

et

`

f ˝ γ
˘1
ptq “

Bf
Bx

`

γptq
˘

x 1ptq `
Bf
By

`

γptq
˘

y 1ptq
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Exemples

‚ Soient f px , yq “ x2y ´ y2 “ z et gpzq “ ln z. Partout où
cela a un sens, on a

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Bpg ˝ f q
Bx

px , yq “ g1px2y ´ y2q
Bf
Bx
px , yq “

1
x2y ´ y2 2xy

Bpg ˝ f q
By

px , yq “ g1px2y ´ y2q
Bf
By
px , yq “

1
x2y ´ y2 px

2 ´ 2yq,

Ainsi

dpg ˝ f qpx ,yq “
1

x2y ´ y2

´

2xy dx ` px2 ´ 2xyq dy
¯
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‚ Soient f px , yq “ x3´ y2 et hpu, vq “ pv ,uv2q “ px , yq, on a

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Bpf ˝ hq
Bu

pu, vq “ Bf
Bx

`

xpu, vq, ypu, vq
˘

Bx
Bu pu, vq

` Bf
By

`

xpu, vq, ypu, vq
˘

By
Bu pu, vq

“ 3v2 ¨ 0´ 2uv2 ¨ v2 “ ´2uv4

Bpf ˝ hq
Bv

pu, vq “ Bf
Bx

`

xpu, vq, ypu, vq
˘

Bx
Bv pu, vq

` Bf
By

`

xpu, vq, ypu, vq
˘

By
Bv pu, vqq

“ 3v2 ¨ 1´ 2uv2 ¨ 2uv “ 3v2 ´ 4u2v3

Ainsi

dpf ˝ hqpu,vq “ ´2uv4 du ` p3v2 ´ 4u2v3q dv
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En passant par les matrices jacobiennes, on aurait obtenu

Jf px , yq “
´

3x2 ´ 2y
¯

et Jhpu, vq “
ˆ

0 1
v2 2uv

˙

donc

Jf˝hpu, vq “
´

3v2 ´ 2uv2
¯

ˆ

0 1
v2 2uv

˙

“

´

3v2 ¨ 0´ 2uv2 ¨ v2 3v2 ¨ 1´ 2uv2 ¨ 2uv
¯

“

´

´ 2uv4 3v2 ´ 4u2v3
¯

.
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‚ Soient f px , yq “ x3 ´ y2 et γptq “ pt2,3tq “ px , yq, on a
d’une part

pf ˝ γq1ptq “ Bf
Bx

`

xptq, yptq
˘

x 1ptq ` Bf
By

`

xptq, yptq
˘

y 1ptq

“ 3pt2q2 ¨ 2t ´ 2p3tq ¨ 3 “ 6t5 ´ 18t .

D’autre part

pf ˝ γqptq “ f pt2,3tq “ pt2q3 ´ p3tq2 “ t6 ´ 9t2

ce qui montre directement que

pf ˝ γq1ptq “ 6t5 ´ 18t .
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Énoncé.– Soit f : D Ă R2 ÝÑ R une fonction dont les
dérivées partielles ont pour expression

Bf px , yq
Bx

“ ´
2x

px2 ´ y2q2
et

Bf px , yq
By

“
2y

px2 ´ y2q2
.

Calculer en tout point pu, vq P R˚ ˆ R˚ les dérivées
partielles BF pu,vq

Bu et BF pu,vq
Bv de la fonction

F pu, vq :“ f
ˆ

u ` v
2

,
u ´ v

2

˙

Réponse.– La fonction F est l’expression de f dans les
coordonnées pu, vq, le changement de coordonnées étant
donné par

xpu, vq “
u ` v

2
et ypu, vq “

u ´ v
2

.



Fonctions de
plusieurs

variables II

V. Borrelli

Limite,
continuité

Dérivées
partielles

Dérivées
directionnelles

Gradient
d’une fonction
réelle

Différentielle

Matrice
jacobienne

Récapitulatif

Règle de
différentiation
d’une
composée

Exercices
‚ Notons que la composée est bien définie si et seulement
si ypu, vq ‰ ˘xpu, vq, il faut donc que u ‰ 0 et v ‰ 0.

‚ La règle de composition des différentielles appliquée à
F “ f ˝ h où hpu, vq “

´

u`v
2 , u´v

2

¯

conduit aux calculs
suivants :

BF pu,vq
Bu “ Bf

Bx

´

u`v
2 , u´v

2

¯

B
Bu

´

u`v
2

¯

` Bf
By

´

u`v
2 , u´v

2

¯

B
Bu

´

u´v
2

¯

“ ´1
2

2 u`v
2

´

pu`vq2
4 ´

pu´vq2
4

¯2 `
1
2

2 u´v
2

´

pu`vq2
4 ´

pu´vq2
4

¯2

“ ´ u`v
2u2v2 `

u´v
2u2v2

“ ´ 1
u2v
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BF pu,vq
Bv “ Bf

Bx

´

u`v
2 , u´v

2

¯

B
Bv

´

u`v
2

¯

` Bf
By

´

u`v
2 , u´v

2

¯

B
Bv

´

u´v
2

¯

“ ´
2 u`v

2
´

pu`vq2
4 ´

pu´vq2
4

¯2
1
2 `

2 u´v
2

´

pu`vq2
4 ´

pu´vq2
4

¯2

´

´ 1
2

¯

“ ´ u`v
2u2v2 ´

u´v
2u2v2

“ ´ 1
uv2

Énoncé (suite).– Pour tout t P R, calculer la dérivée G1ptq
de la fonction Gptq “ f pcosh t , sinh tq (restriction de f à la
branche de l’hyperbole xptq “ cosh t et yptq “ sinh t).
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Réponse.– Notons que G est dérivable pour tout t P R. En
effet f est dérivable sur

D “ tpx , yq P R2 | x2 ´ y2 ‰ 0u.

Or, pour t P R, on a cosh2 t ´ sinh2 t “ 1. Par conséquent

@t P R, xptq2 ´ yptq2 “ 1 ‰ 0

‚ La règle de composition des différentielles appliquée à
G “ f ˝ γ où γptq “ pcosh t , sinh tq conduit aux calculs
suivants :
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G1ptq “ Bf
Bx

`

cosh t , sinh t
˘ d cosh t

d t

` Bf
By

`

cosh t , sinh t
˘ d sinh t

d t

“ ´ 2 cosh t
pcosh2 t´sinh2 tq2

sinh t ` 2 sinh t
pcosh2 t´sinh2 tq2

cosh t

“ ´2 cosh t sinh t ` 2 cosh t sinh t

“ 0

‚ Ceci montre que f est constante sur la branche
d’hyperbole paramétrée par γ.
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Énoncé.– Soient px , y , zq les coordonnées cartesiennes
des points de R3, pρ, ϕ, zq les coordonnées cylindriques et
pr , ϕ, θq les coordonnées sphériques. On rappelle que

$

&

%

x “ ρ cosϕ
y “ ρ sinϕ
z “ z

et

$

&

%

x “ r cosϕ sin θ
y “ r sinϕ sin θ
z “ r cos θ

avec
"

ρ P r0,8r
ϕ P r0,2πr

et

$

&

%

r P r0,8r
ϕ P r0,2πr
θ P r0, πs

Montrer que les derivées partielles
!

B
Bx ,

B
By ,

B
Bz

)

,
!

B
Bρ ,

B
Bϕ ,

B
Bz

)

et
!

B
Br ,

B
Bϕ ,

B
Bθ

)

satisfont aux formules
suivantes :
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piq

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

B

Bρ
“ cosϕ

B

Bx
` sinϕ

B

By

1
ρ

B

Bϕ
“ ´ sinϕ

B

Bx
` cosϕ

B

By

B

Bz
“
B

Bz

pi 1q

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

B

Bx
“ cosϕ

B

Bρ
´ sinϕ

1
ρ

B

Bϕ

B

By
“ sinϕ

B

Bρ
` cosϕ

1
ρ

B

Bϕ

B

Bz
“
B

Bz
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piq

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

B

Br
“ cosϕ sin θ

B

Bx
` sinϕ sin θ

B

By
` cos θ

B

Bz

1
r sin θ

B

Bϕ
“ ´ sinϕ

B

Bx
` cosϕ

B

By

1
r
B

Bθ
“ cosϕ cos θ

B

Bx
` sinϕ cos θ

B

By
´ sin θ

B

Bz

pii 1q

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

B

Bx
“ cosϕ sin θ

B

Br
´ sinϕ

1
r sin θ

B

Bϕ
` cosϕ cos θ

1
r
B

Bθ

B

By
“ sinϕ sin θ

B

Br
` cosϕ

1
r sin θ

B

Bϕ
` sinϕ cos θ

1
r
B

Bθ

B

Bz
“ cos θ

B

Br
´ sin θ

1
r
B

Bθ
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piiiq
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’
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%

B

Br
“ sin θ

B

Bρ
` cos θ

B

Bz

1
r sin θ

B

Bϕ
“

1
ρ

B

Bϕ

1
r
B

Bθ
“ cos θ

B

Bρ
´ sin θ

B

Bz

piii 1q
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Bρ
“ sin θ

B

Br
` cos θ
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r
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Bθ
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Bϕ
“
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r sin θ
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Bϕ
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“ cos θ
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´ sin θ
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Réponse.– Montrons piq. Pour cela on applique la règle de
composition des différentielles à la composée f̃ “ f ˝ h où
px , y , zq “ hpρ, ϕ, zq est le changement de variable des
coordonnées cylindriques en coordonnées cartésiennes.
On a

Bf̃
Bρ “ Bf

Bx
Bx
Bρ `

Bf
By

By
Bρ `

Bf
Bz

Bz
Bρ

“ cosϕ Bf
Bx ` sinϕ Bf

By

Bf̃
Bϕ “ Bf

Bx
Bx
Bϕ `

Bf
By

By
Bϕ `

Bf
Bz

Bz
Bϕ

“ ´r sinϕ Bf
Bx ` r cosϕ Bf

By

Bf̃
Bz “ Bf

Bx
Bx
Bz `

Bf
By

By
Bz `

Bf
Bz

Bz
Bz

“ Bf
Bz

On en déduit les équations piq. Les équations pii 1q en
découlent par inversion du système.



Fonctions de
plusieurs

variables II

V. Borrelli

Limite,
continuité

Dérivées
partielles

Dérivées
directionnelles

Gradient
d’une fonction
réelle

Différentielle

Matrice
jacobienne

Récapitulatif

Règle de
différentiation
d’une
composée

Exercices
‚ Pour montrer les formules piiq, on applique cette méthode
à la composée f̃ “ f ˝ h où px , y , zq “ hpr , ϕ, θq est le
changement de variable des coordonnées sphériques en
coordonnées cartésiennes.

Bf̃
Br “ Bf

Bx
Bx
Br `

Bf
By

By
Br `

Bf
Bz

Bz
Br

“ cosϕ sin θ Bf
Bx ` sinϕ sin θ Bf

By ` cos θ Bf
Bz

Bf̃
Bϕ “ Bf

Bx
Bx
Bϕ `

Bf
By

By
Bϕ `

Bf
Bz

Bz
Bϕ

“ ´ρ sinϕ sin θ Bf
Bx ` ρ cosϕ sin θ Bf

By
Bf̃
Bθ “ Bf

Bx
Bx
Bθ `

Bf
By

By
Bθ `

Bf
Bz

Bz
Bθ

“ r cosϕ cos θ Bf
Bx ` r sinϕ cos θ Bf

By ´ r sin θ Bf
Bz

‚ Il « suffit » d’inverser le système pour obtenir pii 1q.

‚ On peut ensuite obtenir piiiq et piii 1q par combinaison des
systèmes piq à pii 1q.
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