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Le programme

Partie | : Fonctions (6 semaines)

CM 1.— Coordonnées, topologie

CM 2.— Fonction, graphe, composition
CM 3.— Limite, différentielle

CM 4.— Jacobienne, régle de la chaine
CM 5.— Hessienne, Taylor, extrema

CM 6.— Intégrales simples et doubles
CM 7.— Intégrales triples et applications
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Le programme

Partie Il : Champs de vecteurs (5
semaines)

CM 8.— Champs de vecteurs et lignes de champs
CM 9.— Champs conservatifs

CM 10.— Champs incompressibles

CM 11.— Circulation sur les courbes

CM 12.— Flux et surfaces
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Limite,
continuité
Dérivées
partielles
Dérivées
directionnelles

Gradient
d’'une fonction
réelle

Différentielle

Matrice
jacobienne

Récapitulatif

Regle de
différentiation
d’'une
composée

Adresses utiles

Deux adresses :
http://math.univ-lyonl.fr/~borrelli/Cours_Math?2

http://math.univ-1lyonl.fr/~frabetti/Math2/
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Chapitre 2
Dérivées, Taylor, extrema
locaux

Dans ce chapitre :

— —h

~O 00Nk 0N~

Limites et continuité
Dérivées partielles
Dérivée directionelle
Gradient
Différentielle
Jacobienne

Resumé sur les dérivées
Reégle de la chaine
Hessienne

Taylor

Extrema locaux



Fonctions de
plusieurs

variables Il lelte, COntanIté
V. Borrelli
ptc Rappel — Soit f : Df ¢ R — R est une fonction d’'une

variable, on dit que :

e f est continue en un point a € Dy si )I(@a f(x) = f(a).

Ceci signifie que pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que
Ix —al <n=|f(x) - f(a)| <e

_ e L

7 7 7

lim # lim lim = lim # f(a)

continue gauche droite gauche droite
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T Définition.— Soit
Limite,
continuité f : Df c Rn _ Rm

X=(X1,...,Xn) — f(x)
une fonction de plusieurs variables.
o f est continue en un point a € D si )!Iﬂ’]a f(x) = f(a).
Ceci signifie que pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que

Ix —al| <n=|f(x) - f(a)] < e
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Limite,
continuité

non continue non continue
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Limite,
continuité

Un théoréme

Théoréme.— Toutes les fonctions de plusieurs variables
obtenues comme somme, produit ou composée de
fonctions continues sont continues.

Quelques fonctions continues.— Les fonctions
polynomiales de plusieurs variables sont continues sur R”
et toutes les fonctions de plusieurs variables obtenues par
composition ou combinaisons de fonctions a une variable
qui sont continues (notamment les fractions rationnelles, les
racines, les exponentielles et les logarithmes, les fonctions
circulaires, les fonctions hyperboliques et leurs réciproques)
sont continues sur leur domaine de définition.
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“Erel - Définition (rappel).— Soient f : Dy = R — R une fonction
d’une variable et a € Dy. Si la limite
Dérivées
partielles f’(a) — lim f(X) — f(a) — lim f(a + h) — f(a)

x»a X—a  h-0 h

existe et est finie, on I'appelle la DERIVEE de f en a. On dit
alors que f est DERIVABLE EN a. La fonction f est DERIVABLE
SUR D c D si elle est dérivable en tout point x € D.

Nota.— Une fonction dérivable est continue mais la
réciproque est fausse.

Ed L _

71 7 VAR

non continue continue, non dérivable dérivable
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“Erel - péfinition.— Soient f: Dy = R” —» R™ et
a= (31,..., an) € Dy.
e e Les DERIVEES PARTIELLES DE f AU POINT a sont les
limites
of . flay,...,ai+h,...,an) — f(ay,...,a
7(31,...,an) — lim ( 155 dj >0y n) ( yeeey n)
OX; h—0 h

oui=1,..., n(siceslimites existent et donnent des
vecteurs de R™ sans composantes +o).

e Les DERIVEES PARTIELLES DE f sont les fonctions

of n m of
a—Xi.DcR — R™: x (?x,-(x)

pour i = 1, ..., n définies sur I'ensemble D de points x ou les

s 7 af .
dérivees 5 (x) existent.
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e La fonction f est (CONTINUMENT) DIFFERENTIABLE SUR
Derivees D < Dy, ou DE CLASSE C' SUR D, si toutes les dérivées
partielles
ar :DcR" — R"
aX,'

existent et sont des fonctions continues en tout point x € D.

Non continue Continue non différentiable Différentiable
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Dérivées
partielles

Exemples
Exemple 1.— La fonction f : R?2 — R donnée par

(X, y) = xy® + 3x

est C'! sur R? car

of ) of
g(x,y)—y +3 et @(X,y)—ny

sont continues.

Exemple 2.— Lapplication f : R — R? donnée par

xy? + 3x
.2 (0 4%

est C' sur R® car
o _(y2+38\ of _(2xy\ of (0
ox 0 "oy \ O oz \2z

sont continues.
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Dérivées
partielles

Exemples

Exemple 3.— Lapplication f : R® — R donnée par
(r,g,0) — ¢? +rsind

est C' sur R3 car

a—f(r, v, 0) =sing,

of
or 7(,’73079)_2%0

op

o of
@(r, p,0) = rcosé

sont continues.
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Dérivées
directionnelles

Dérivées directionnelles

Définition.— Soit f : Dy = R” — R™ (continment)
différentiable sur un ensemble D — R". Pour tout vecteur
V= (v4,...,Vy) € R", on appelle DERIVEE DIRECTIONNELLE
DE f DANS LA DIRECTION V la fonction

@Vfi D —> Rm
of

X — 0pf(X) = vt ZLOO+ -+ v £ (%)

e La i-éme dérivée partielle se confond donc avec la
dérivée directionnelle dans la direction du vecteurs
é = (0,...,1,...,0) ol le nombre 1 est en ieme position :

of
— —o.f
(3X,‘ ae,-
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Dérivées
directionnelles

Exemples

Exemple 1.— La dérivée directionnelle de la fonction

f: R2 — R
(x,y) — xy?+3x

dans la direction vV = (X, Y) et au point a = (x, y) € R? est
donnée par
ogf(a) = 3+ y3)X + 2xyY

puisque

of o of B
a(x,y)fy +3 et ay(x,y)—ny
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Dérivées
directionnelles

Exemples

Exemple 2.— La dérivée directionnelle de I'application

f:(f-],fg)Z R3 — R2
(x,y.2) — (xy?+3x,yz%)

dans la direction vV = (X, Y, Z) et au point a = (x, y,z) € R3
est donnée par

osf(a) = (8 + y2)X + 2xyY,Z2Y + 2zyZ)

puisque

of  (y?+3\ of [(2xy ot _ (0
ox 0 Toy  \ 22 0z  \2yz
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Dérivées
directionnelles

Exemples
Exemple 3.— La dérivée directionnelle de I'application

f: R — R
(r,p,0) — > +rsind

dans la direction V = (X, Y, Z) et au point a = (r, ¢, 0) € R®
est donnée par

ox,v.z)f(r,p,0) =sind X +2¢ Y +rcost Z

puisque

a—f(r, v, 0) =sinb,

of
or 7(",@,9)—2@

op

et of
%(r, p,0) = rcosé
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Dérivées
directionnelles

Croissance et décroissance

Théoréme.— Soient f : D « R” —> R de classe C' sur Dy,
xe DsetveR",

e Si 0;f(x) > 0 alors f est croissante au point x dans la
direction de v

e Si 0;f(x) < 0 alors f est décroissante au point x dans la
direction de v.
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Dérivées
directionnelles

Exercice

Enoncé.— La fonction f(x, y) = xy? + 3x est-elle croissante
ou décroissante au point (3, 1) et dans les directions (1, 1),
(1,2),(1,-1) (1,-2)?

Réponse.— Pour tout vecteur v = (X, Y),on a
ouf(x,y) = (Y2 +3)X+2xy Y

et donc
07f(3,1)= 4X+6Y

d’ou
* J(1,1Hf(3,1) = 10 = f est croissante dans la direction (1,1)

* J(12f(3,1) = 16 = f est croissante dans la direction (1,2)
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* J(1,-1)f(3,1) = —2 = f est décroissante dans la direction
(1 ) _1)

dreciomeies ® 0(1,-2)f(3,1) = —8 = f est décroissante dans la direction
(1 ) _2>

Enoncé (suite).— Parmi ces quatre directions, quelle est
celle de plus forte croissance et celle de plus forte
décroissance ?

Réponse.— Pour comparer la croissance d’une fonction en
différentes directions, il faut calculer les différentes dérivées
directionnelles avec des vecteurs ayant tous la méme
longueur, par exemple 1.
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Dérivées
directionnelles

Exercice

Croissance. — Puisque ||(1,1)|| = v/2, on recalcule

10
De méme |(1,2)| = +/3 conduit &
16
3%072)“3,1) == ﬁ
Or % < % car (104/3)2 = 300 < (16v/2)2 = 512.

Ainsi, au point (3, 1), f croit plus rapidement dans la
direction (1,2).
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Dérivées
directionnelles

Exercice

Décroissance. — De méme, |(1,—1)| = v/2 et
I(1,—2)| = +/3, il faut donc calculer

2
a%(1,71)"(371) =7
et
01y f(31) =2
%(17_2) ’ \/é
Ona —\% > —% car si (21/3)2 = 12 < (8v/2)2 = 128.

Ainsi, au point (3, 1), f décroit plus rapidement dans la
direction (1, —2).
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Gradient
d’'une fonction
réelle

Gradient d’'une fonction réelle

Définition.— Soit f : D — R" — R une fonction réelle de
classe C'. Le gradient de f en un point x € D est le vecteur

de R"

grad f(x) = Vf(x) =

(X) e1++67)(n(x) én

Pour tout vecteur v = (v, ..., v,) € R” on a alors

Gf(X) = LX)+ + vy ;Xf (X)
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Gradient
d'une fonction
réelle

Gradient d’'une fonction réelle

Remarque.— Le gradient de f est donc une fonction

vectorielle

gradf=Vf: DcR" — R"

X —  Vf(x) =

Le symbole ¥V se lit « nabla ».

0Xn
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e Soit f : R?> — R définie par
f(x,y) = xy? + 3x.
Gradient Le gradient de f vaut

d’'une fonction
réelle

vf(x,y) = (y;;;B) )

En particulier

(0,0 — (g) ot V(3,2) — <172).
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e Soit  : R3\{(0, y,0)} — R définie par
f(x,y,2) = sin(xy) + In(x? + Z?).
Le gradient de f vaut
Gradient
d’'une fonction
réelle y COS(Xy) +
X%+ z2
YVix,y, z) = X Cos(xy)
2z
X%+ z2

En particulier

V0,7, 1) = (ow).
2
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Gradient
d’'une fonction
réelle

Interprétation géométrique

Observation. — Soit f : D « R? — R une fonction
(continlment) différentiable de deux variables. Le gradient
Vf(x) est « orthogonal & la ligne de niveau L,(f) » avec

a = f(x). ll indique la direction de la pente de plus forte
croissante du graphe ¢
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Gradient
d’'une fonction
réelle

Exemple
e Soit f : Bo(1) = R? — R donnée par

f(x,y) =4/1—x2—y2

D’une part, les lignes de niveaux L,(f) de f sont des cercles
de rayon v/1 — a? avec a €]0, 1]. La ligne de niveau L;(f)
est réduite a un point. La ligne de niveau Ly(f) est vide car f
est définie sur la boule ouverte Bp(1).

D’autre part, f est différentiable sur Bp(1) et on a
—X

Vtoey) = | VI 1= Loy,

V1 —x2—y?

Pour tout a €]0, 1[, ce vecteur est orthogonal au cercle L4(f)
au point (x, y, a).
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Gradient
d'une fonction
réelle

Exemple

direction
 Croissante

gradient Vf
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Différentielle

Différentielle
Soit f : D <« R" — R™ une fonction continlment
différentiable. Par définition, pour tout x € D, I'application

0.f(x): R" — RT
Voo 05f(x)

est linéaire.

Définition.— Cette application linéaire s’appelle la
différentielle de f au point x. |l est d’'usage de la noter dfy.

Soit vV = (v, ..., Vy) € R, on a donc

of of
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e Soient f : D « R” — R une fonction réelle et x € D. La
différentielle dfy : R” — R peut s’écrire au moyen du
gradient de f

VWV eR™, d(V) = (VF(x), V)

Différentielle e Soient
f=(f,.fn): Dc R —RM

une fonction d’une seule variable et x € D. La différentielle
dfy : R — R™ s’écrit

WV = vé eR, df(V) = (f{(x) Voo, £L(X) v>
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Différentielle

Exemples

e Soit f : R — R définie par f(x) = x> — x° alors
f'(x) = 2x — 5x* et dfy : R — R est donnée par

dfy (V) = (2x — 5x*)v.
e Soit f : R? — R définie par f(x, y) = x?y3 — 7y alors pour
tout V = Xé; + Y&, la différentielle df,, ,) : R2 — R est
donnée par
dfix (V) =2xy® X + 3x2y2 —7) Y
En particulier

dfix,)(2,1) = 4xy® + 3x%y? — 7 et dfi 1y(X, Y) = 2X — 4Y

et df(171)(2, 1) = 0.
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e Soit f : R?> — R3 définie par

xy?
f(x,y) = y
X2 . y2

alors pour tout v = Xé; + Y&, la différentielle
pifereniele  dfi ) : RZ —> R3 est donnée par

y? 2xy
df(x7y)(9) =X 0 |+Y 1
2X -2y

y2X +2xyY
- Y
2xX —2yY
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e Soit f : R® — R? définie par

f(x,y,z) = <xy2>

yz®

alors pour tout v = Xé; + Y&, + Zés la différentielle
iféreniele  df,, , ) : R3 — R? est donnée par

_ 2 2x 0
dfy 2 (V) = X ({) ) +Y < Zg) +Z <3y22>

[ yAX +2xyY
-\ Z2Y +3yz2Z
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Définition.— Soit f : D < R" — R une fonction
continiment différentiable. Lapplication

DcR" — L(R",RM)
X — C/fx

Différentielle est appelée la différentielle de f et elle est notée df.
Notation.— Pourtouti = 1,...,n, on note

dX,': R" — R
V= (v'lv"'v Vn) — dXI(V) =V

n applications linéaires formant une base de £L(R", R).
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e Toute forme linéaire L : R" — R s’exprime alors comme
combinaison linéaire des dx; :
Différentielle L=ajdxs +- -+ andxp

avec a; € R.



Fonctions de
plusieurs D|fférent|e”e

variables Il

V. Borrelli

e Sif: Dc R" — R est une fonction différentiable alors sa
différentielle dfy : R" — R en x € D s’écrit

of of
dfx = 67)(1()() dX1 + + aixn(X) an

e La différentielle df : D — L(R",R) s’écrit

of of

Différentielle
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Différentielle

Exemples

e Soit f : R — R définie par f(x) = x2 — x° alors
dfy : R — R est donnée par

dfy = (2x — 5x*)dXx.
En particulier dfy = —3 dx.

e Soit f : R?> — R définie par f(x, y) = x2y® — 7y alors la
différentielle df(, ;) : R? — R est donnée par

dfix ) = 2xy® dx + (8x2y? —7) dy

En particulier df4 1y = 2 dx — 4 dy.
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Différentielle

Exemples

e Soit f : R® — R définie par f(x, y, z) = x?y3z — 7yz?
alors la différentielle df , , : R®> — R est donnée par

dfix .z = 2xy3z dx + (3x%yPz — 72%) dy + (x?y® — 14yz) dz

En particulier dfi1 1) =2 dx —4 dy — 13 dz
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Enoncé.— Soit f : D < R2 — R définie par

f(x,y) = In(1 — x2 + 5y).
i) Déterminer D.
i) Déterminer la différentielle en tout point (x,y) € D.
iii) Calculer df; o) en les vecteurs i = (1,0), j = (0, 1
=(1,1) etu=(3,-3).

);

Différentielle

Réponse.— i) On doit avoir 1 — x2 + 5y > 0 ainsi
D= {(x,y)eR2 | 1 —x2+5y>0}

= portion du plan au-dessus de la parabole

1, 1

Y=85¥ "5
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Différentielle

Exercices

ii) Pour tout (x,y) € D, on a

dfixy)

iii) Ainsi

et

of of
amWW+@mww

—2X st
1—x2+5y 1—x2+5y
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Différentielle

Exercices

Enoncé.— On note (x,y, 2), (p, ¢, Z) et(r,p,0) les
coordonnées cartesiennes, cylindriques et sphériques des
points de R3. On rappelle que

X = pCoS ¢
(p, @) € [0,00[x[0,27[— ¢ y = psine
Z =2

et

X =rcosysing
(r,p,0) € [0,00[x[0,27[x[0,7] —> { Yy =rsinesing
Z=rcosd
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Différentielle

Exercices

Montrer que

dx = cosy dp— psinp dp

~.
~—

dy =sinp dp+ pcosy dy
0z = dz

dp = cos ¢ dx + siny dy

i"Y{ pdp = —siny dx + cosy dy

dz = dz

Formules de passage « cartésiennes «— cylindriques »
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Différentielle

Exercices

dx = cos sinf dr — rsiny sinf dy + rcos pcos 6 db
i) dy =siny sinf dr + rcosy sinf dy + rsing cosé do
dz = cos6 dr — rsin6 do
dr =cosp sinf dx + siny sinf dy + cosf dz
i"y < rsinf dy = —siny dx + cosp dy

rdf = cos p cos6 dx + siny cosd dy + sinf dz

Formules de passage « cartésiennes «— sphériques »
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Différentielle

Exercices

dr =sin® dp + cos 6 dz
(iif) < do = dp

rdf = cosf dp —sing dz
dp =sinf dr + cos 6 db

(iii"

~—

do=dyp

dz =rcosf@ dr—rsing db

Formules de passage « cylindriqgues «— sphériques »
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Différentielle

Exercices

Réponse.— |l suffit d’écrire les différentielles des
applications de changement de variables. Par exemple la
différentielle du changement de variables « cylindriques —
cartésiennes » donne les formules i.
ox ox ox
ax = apd %dg)—i—EdZ
= Ccospdp—psing dy

oy oy oy
dy = apd+a d+(3 dz

= sing dp+cosp dp

dz = —dp+——dp+—dz
") z

Les formules i’ s’obtiennent en inversant le systéme. On
procéde similairement pour les autres formules.
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Matrice
jacobienne

Matrice jacobienne

Définition.— La matrice jacobienne J:(x) d’une application
différentiable f : D <« R" — R™ dans la base

B = (&4, ..., 8p) et en un point x € D est la matrice de
I'application linéaire dfy : R” — R™ dans la base B :

Jr(x) := Mats(dfy)

e Si (fi, ..., fy) sont les composantes de f, on a alors

(3f1 (X) 8f1 (X)
0Xq o 0Xn
Ji(x) = S e Mmn(R).
Ofm(X) Ofm(x)
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Matrice
jacobienne

Matrice jacobienne

e SiV =48 + ..+ VyE€y on adonc

ch(x)  dh(x)
0Xq 0Xp Vi
dix(V) = P |

Définition.— Si la matrice jacobienne est carrée (n = m),
son déterminant Jac f = det J; s’appelle le jacobien de f.

eSif:DcR?—R, (x,y)— f(x,y),ona

ofx,y) dfx,y)
o0x oy

Ji(x,y) = ( >€M12(R)

(matrice ligne)
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variables Matrice jacobienne
V. Borrelli
eSih:R2—R?: (u,v) — h(u,v) = (h(u,v), ha(u,v)),
ona
ohi(u,v) 0ohy(u,v)
_ 0 0
J(Uv) = | anya,v)  omo(l,v) | € M22(R)
Matrice au 8V
jacobienne
et
Jac h(U, V) _ ah1 (U7 V) ah.?(u7 V) o ahZ(uu V) ah1 (U, V)

ou ov ou ov
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Matrice
jacobienne

Matrice jacobienne

¢ Siy:R—R?: t(t) = (11(t),72(t), on a

Yo(t)

eSig:R— R, z— g(z),0na

Jo(t) = (74(1‘)) = 7/(t) € M21(R)

Jy(z) = (9(2)) e Mu(R) et Jacg(z) = g'(2) R

(matrice colonne = vecteur)
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e Soit f : D « R? — R donnée par f(x, y) = x2y. Alors
Ji(x,y) = (2xy X2) € My

e Soit h : R?2 — R? donnée par h(u, v) = (u?v,3u). Alors

2
Matrice Jn(u,v) = <23uv L(’) ) € Mg et Jach(u,v) = 302

jacobienne

e Soit v : R — R? donnée par (1) = (2t, 13 + 1). Alors

50~ (2 ) & Mes
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Matrice
jacobienne

Exemples

e Jacobien du changement de variables en coordonnées
polaires :
h(p, ) = (pcos ¢, psiny)

cos — psin
ho - (S22~

Ona

sin g pCOS

et
Jac h(p, @) = pcos? ¢ + psinp = p
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variables Il ExempleS

V. Borrelli

¢ Jacobien du changement de variables en coordonnées

cylindriques :
h(p,¢,2z) = (pcosp, psiny, z)
Ona .
Matrice cos vor sin v O
jacobienne Jh(p’ v, Z) = sin © p COS 0
0 0 1
et

Jac h(p, ¢, 2) = pcos? ¢ + psin® ¢ = p
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Matrice
jacobienne

Exemples
e Jacobien du changement de variables en coordonnées
sphériques :

h(r,¢,0) = (rcosesind, rsinpsing, rcoso)

Ona
cospsing —rsinpsing rcos e cosf
Jn(r,p,0) = | sinpsing rcosesing  rsinpcosd
cos 6 0 —rsind
et

Jac h(r,p,0) =—r2cos 9(5in2 psinfcosd + cos? psinfcos 0)
—rsin 0<rc032 ©sin? 0 + rsin? o sin® 9)
—r2sinfcos26 — r2sin® g

= —rlsinf
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Matrice
jacobienne

Exercices

Enoncé.— Calculer le gradient, la différentielle et la matrice
jacobienne de la fonction de f : R® — R donnée par

f(x,y,z) = z sin(xy).

Réponse.— On a
yzZ cos(xy)
?f(x,y, z) = | xz cos(xy)
sin(xy)
dfixy,z) = ¥z cos(xy) dx + xz cos(xy) dy + sin(xy) dz

Ji(x,y,2) = (yz cos(xy) xzcos(xy) sin(xy) )
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Matrice
jacobienne

Exercices

Enoncé.— Calculer la différentielle et la matrice Jacobienne
de la fonction f : R® — R? donnée par

f(x.y.2) = (z sinx) '

zsiny

Réponse.— On a

Z COS X 0 sin x
dfixy2) (X, Y, Z) = ( 0 > X+<z cosy) Y+<Siny) ‘

Ji(x,y,2) = Z cos X 0 sin x
1%.y,2) = 0 zcosy siny
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Récapitulatif

Sif: D c R" —> R est une fonction réelle de classe C?,
alors :

e les dérivées partielles sont des fonctions réelles

of  of n
a,...,TX,?.DCR R

e Le gradient est une fonction vectorielle

| Vf:DcR" LR

ot
0X4

donnéepar Vi=|
a
0Xn
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Récapitulatif

Récapitulatif

o La différentielle est une fonction a valeur dans les formes
linéaires

df : Dc R" — L(R",R)

donnée par df = o axs + -+ + or axn

8x1 57)(,7

e La jacobienne est une fonction a valeur dans les matrices
a une ligne et n colonnes

Jf : DCR”—>M1n(R)

of of )

donnée par Jf:(a oo
n
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Récapitulatif

Récapitulatif

Sif: Dc R"— R™ est une fonction vectorielle de classe
C' et de composantes f = (fy, ..., fy), alors :

e Les dérivées partielles sont des fonctions vectorielles

of of
—y=— :DcR"—R"
6X1’ ’aXn .

. of [ of 0fm
données par X <8x,-’ - 8x,>

o Le gradient “Vf’ n’est pas défini.
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o La différentielle est une fonction a valeur dans les
applications linéaires

df : D R" — L(R",R™)

e La jacobienne est une fonction a valeur dans les matrices

Jf :Dc Rn —_—> an(R)

Récapitulatif af_l af1
donnée par J; = : : :
ofm ofm
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Regle de différentiation d’'une
composée

Proposition.— Soient f,g : D c R" — R™ deux fonctions
différentiables et \ € R, alors :

e La somme f + g est différentiable et

of+g) of dg .
= —+ = =1,...
% % + ox; pour tout i ..., n
Par conséquent

Vif+g9) =Vf+Vg si m=1

et
d(f+9)=df +dg, Jrg=Jr+Jg
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Regle de
différentiation
d’'une
composée

Regle de différentiation d’'une
composée

e Le produit par un scalaire X f est différentiable et

o\ f) of )
=\ — =1,..
ox A ox pour tout i sy 1
Par conséquent

VONf)=AVf sim=1

et
dAf)=Xdf et Jys=\Jp
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Regle de différentiation d’'une
composée

Sim =1 alors le produit fg est différentiable et se
différencie selon la régle de Leibniz :

olg) _ of . dg
(3X,‘ B (3X,‘ g+ f 8x,~

pourtouti=1,....n

Par conséquent
Vitg) = (Vf) g+ f (Vg)
et

d(fg) = (df) g+ f (dg) et Jg=(J)g+f(Jg)
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Regle de
différentiation
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Exemple

e Soit f : R? — R définie par f(x, y) = xy? 9. Le calcul de
la différentielle de f peut se faire directement au moyen de
la formule

o(xy? e) dx + o(xy? ev)

d(x?e”) = =7, ¥

ou en passant par la régle de Leibniz

d(xy2 exy) = d(xy?) e¥ + xy? d(e¥)

= (y?dx+2xydy) e¥
+xy? (y €Y dx + x e dy)

= (Y2 +xy®) ¥ dx+ (2xy + x2y?) e dy
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varabls I Composée de différentielles

V. Borrelli
Proposition.— Soient f = (f;,...,fm) : Df c R" — R et
g=(91,.,9p) : Dy = R™ — RP deux fonctions
différentiables. Soient x € Dy ety = f(x) € Dy, alors
gof:R" — RP est différentiable en x et on a :
o d(gof), = dgs) o dfy

(composition d’applications linéaires)

o Jgot (X) = Jg(f(X)) - Jr(X)
(produit de matrices)

Régledg ; . .
g![jﬁ;e”"’a‘”” e Pourtouti=1,...nettoutj=1,....,p,ona
composee
ogef);  ag of og; of,
j 9Yj 1 . j m
O0X; X Oy ( (X>) ax,( )+ * 8ym( (X)) ax,( )

(régle de composition des différentielles)
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Cas particuliers

e Soient f : R2 — R, (x,y) — z = f(x,y) et
g:R—R z—g(z).0na

et

d(gof) ., =9 (f(x.y) dfixy).

Jgor (X, ) = @' (F(x,¥)) Jr(x, )

d(gof)
1504

(%.5) = 9 (Fx,y)) 2 (x,y)

a(gof) - of
5y (x,y) = 9'(f(x,y)) @(x,y)
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Cas particuliers

e Soient h: R?2 — R? (u,v) — (x,y) = h(u,v) et
f:R2 —R, (x,y)— f(x,y).Ona:

d(f o h) = dfh(u,v) o dh(u,v)

(u,v)

Jron(U, v) = Jr(h(u, v)) Jn(u, v)

et
a(fo h) of ox of oy

0 (u,v) = g(h(u, v))a—u(u, V) + @(h(u, v))a—u(u, V)
a(fo h) of ox of dy

Ty (u,v) = a(h(u, v))a(u, V) + @(h(u, v))a(u, V)
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V. Borrelli

e Soienty: R — R?, t— (x,y) = ~(t) et
f:R? —R, (x,y)— f(x,y),ona

d(fo 'y)t = dfy, ) o dnt

Jroy (1) = Jr(7(1)) (1)

et
Regle de of of
g!gi;entlatlon (f o ’y)l(t) = 87(7(t)) X/(t) + @(’Y(t)) y/(t)
composée
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Regle de
différentiation
d’'une
composée

Exemples

e Soient f(x, y) = x°y — y? = z et g(z) = In z. Partout ou
celaaunsens,ona

d(gof) _ 2, o2y of _ 1

o XY =gy y)ax(x,w—xzy_y2 2xy
dgef) _ a2, o2y of _ 2

3y (x.y) =gy y)ay(x,y)—xzy_yz (X —2y),
Ainsi

d(gof)xy) = X2y — )2 (2xy dx + (x* — 2xy) d}’>
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Regle de
différentiation
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e Soient f(x, y) = x°

Ainsi

d(foh)uy

Exemples

—y?eth(u,v) = (v,uv?) = (x,y),ona

2 (x(u.v), y(u, v)) (. v)
+ 2 (x(u,v), y(u,v)) Z(u.v)

3v2.0—2uv? - v2 = —2uv?t

2 (x(u,v),y(u,v)) (u,v)

+%<wWywv»wa>

3v2.1—2uv?.2uv = 3v2 — 4028

) = —2uv* du + (3v® — 4uPv®) dv
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En passant par les matrices jacobiennes, on aurait obtenu

Exemples

0o 1

Jxy) = (32 —2y) et Jh<u,v>=<vz oLy

donc

0 1
(a2 o2
Jron(Uu, v) = <3v 2uv ) < 2 ouy >
= <3v2~0—2uv2-v2 3v2 .1 —2uv2-2uv>

- (—2uv4 312 —4u2v3).

)
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Exemples

e Soient f(x,y) = x3 — y2 et y(t) = (t3,3t) = (x,y),on a
d'une part

(Foy)(t) = SH(x(),y(t) X' () + & (x(1), y(1) ¥'(D)
3(t?)? -2t — 2(3t) -3 = 61° — 18t.

D’autre part
(Foy)(t) = f(£2,31) = (££)° — (3t)% = t° — 9f?
ce qui montre directement que

(fon)'(t) = 6° — 18t
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variables Il EXG rCICeS
V- Borrell Enoncé.— Soit f : D = R2 — R une fonction dont les
dérivées partielles ont pour expression
of(x,y) 2x of(x,y) 2y

x ey B Ty T ey

Calculer en tout point (u, v) € R* x R* les dérivées

: oF (u,v) oF(u,v) :
partielles =~ et =~ de la fonction

F(u,v)::f(“;“v,“;v>

Regle de , i , .
drieentaton . Réponse.— La fonction F est I'expression de f dans les
composée coordonnées (u, v), le changement de coordonnées étant
donné par
u+v u—v
x(u,v) = et y(uv)= .

2 2
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Regle de
différentiation
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Exercices

e Notons que la composée est bien définie si et seulement
siy(u,v) # +x(u,v), il faut donc que u # 0 et v # 0.

e La regle de composition des différentielles appliquée a
F=fohouh(u,v) = (M M) conduit aux calculs

suivants :

oF (u,v)

ou

20 2

u—v
2 2

2
( (u+v)2  (u=v)? )
4 Z
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oF (u,v)
ov

Exercices

2
2 upv 2 L

_ 1)
((u+v)2 _ (ufv)2>2 ( 2

Z 7

_ utv.  u—v
2u2v? 2u2v2
.
uv?

Enoncé (suite).— Pour tout t € R, calculer la dérivée G'(t)
de la fonction G(t) = f(cosh t,sinh t) (restriction de f a la
branche de I'hyperbole x(t) = cosht et y(t) = sinht).
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Regle de
différentiation
d’'une
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Exercices

Réponse.— Notons que G est dérivable pour tout t € R. En
effet f est dérivable sur

D = {(x,y) e R? | x> — y? # 0}.
Or, pour t € R, on a cosh? t — sinh? t = 1. Par conséquent
VieR, x(H)2—-y()2=1%0

e La régle de composition des différentielles appliquée a
G = fo~you~(t) = (cosht,sinh t) conduit aux calculs
suivants :
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Exercices
G(t) = &(cosht,sinht) 2cosht
+£L(cosht,sinh 1) ds'”ht
- 2cosh t sinht + 2sinh t

(cosh? t—sinh? 1)2 (cosh? t—sinh? t)2

= —2coshtsinht+2coshtsinht
=0

e Ceci montre que f est constante sur la branche
d’hyperbole paramétrée par ~.

cosht
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Exercices

Enoncé.— Soient (x,y,Zz) les coordonnées cartesiennes
des points de R3, (p, ¢, 2) les coordonnées cylindriques et
(r,p,0) les coordonnées sphériques. On rappelle que

X = pCOS = rcos sinf
y =psing et y =rsingsinf
z=z z=rcosf
avec 0ot
re 0,00
{ pel0l o ) 0,20
€ [0,27] 0e0,x]
Montrer que les derivées partielles { %% g—y, %}

o 2 2
{ap, 25 Oz} et { o 3 ae} satisfont aux formules

suivantes :
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Exercices
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(ii") 4

Exercices
a——cos siné)a—+sin sinea—+cosea—
or — °O°¥ ox v oy 0z

1
rsing oy

. 0 0

10 0 0 0
—— =C0Sy CoSf — +siny cosf — —sinfd —

L r o0 oX ay 0z
( a——cos sin&a——sin + cos cos@16
ox oSS Gy Y rsing op v r oo
— =Ssinysing a— + cos +sinpcos 1 ¢
oy 0% or P rsing op v r o6
1
izcose ¢ sm@—a—

0z or rof



Fonctions de
plusieurs
variables Il

V. Borrelli

Regle de
différentiation
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(i) 4

\

-

(i) 4

Exercices

0 . 0 0
E*S'n9§p+0039§
1 0 _16
rsinfop  pdp
1 0 0
7—0—cosaa—p—smea—z
0 0 10
a—p—smea—Jrcose %
10 1 i
pop  rsinfdp
1
a——cosea——sm@—a—

0z or rop
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d’'une
composée

Exercices

Réponse.— Montrons (/). Pour cela on applique la regle de
composition des différentielles & la composée f = f o h ol
(x,y,z) = h(p, p, Z) est le changement de variable des
coordonnées cylindriques en coordonnées cartésiennes.

Ona .
of _  Of ox of oy of 0z
v T oty d oz
= cosp & +sinp &

of of
o0 T~ ox

ox 4 of dy | of oz
Gl oy J¢ 0z dp

of

= —rsinp & +rcosp g

of
0z ox
of

0z

ox of oy of o0z
ztoyz1Toz oz

On en déduit les équations (/). Les équations (ii") en
découlent par inversion du systeme.
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Exercices

e Pour montrer les formules (ii), on applique cette méthode
alacomposée f =fohou (x,y,z) = h(r,¢,0) estle
changement de variable des coordonnées sphériques en
coordonnées cartésiennes.

af  _ of ox 4 of 9y | of oz

or —  0x or oy ar 0z or af

= Cosgp sm& +Slng0 sinfd $ +COS(9(»)Z

if_ifax+6fﬁy+af8£

dp — 0X Oyp oy op 0z Oy
= —psing sind &L + pcosy sing 5

of  _ of ox y of dy + ot oz

0 T ox a6 " oy % oz o0 R
= rcosy cosf &L+ rsing cosd —rsin9 a

o |l « suffit » d’inverser le systéme pour obtenir (ii").

e On peut ensuite obtenir (iii) et (iii") par combinaison des
systémes (i) a (ii").
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