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Le programme

Partie | : Fonctions (7 semaines)

CM 1.— Coordonnées, topologie

CM 2.— Fonction, graphe, composition
CM 3.— Limite, différentielle

CM 4.— Jacobienne, régle de la chaine
CM 5.— Hessienne, Taylor, extrema

CM 6.— Intégrales simples et doubles
CM 7.— Intégrales triples et applications
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Le programme

Partie Il : Champs de vecteurs (5
semaines)

CM 8.— Champs de vecteurs et lignes de champs
CM 9.— Champs conservatifs

CM 10.— Champs incompressibles

CM 11.— Circulation sur les courbes

CM 12.— Flux et surfaces
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Deux adresses :

http://math.univ-lyonl.fr/homes-www/borrelli/Cours_Math2

http://math.univ-1lyonl.fr/~frabetti/Math2/
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Chapitre 2
Dérivées, Taylor, extrema
locaux

Dans ce chapitre :

— —h

~O 00Nk 0N~

Limites et continuité
Dérivées partielles
Dérivée directionelle
Gradient
Différentielle
Jacobienne

Resumé sur les dérivées
Reégle de la chaine
Hessienne

Taylor

Extrema locaux
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Matrice hessienne

Définition.— Soit f : D < R" — R différentiable. Si les
dérivées partielles g—)fl : D < R™ — R sont a leur tour de

classe C', leurs dérivées partielles se notent

?t o (o
oXi0xj  0X; \ 0Xj
et se nomment dérivées partielles secondes de

I'application f. On définit similairement les dérivées
partielles d’ordre k de f :

orf o0 of
(9X,'1 s aX,'k B aX,'1 aX,'k '
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Un cas particulier

e Soit f : D = R?2 — R est une fonction de deux variables
(x,y), les dérivées secondes sont

Fr_eo  Fr o
ox2  oxox’ oxoy — ox oy

B L B
dyox 0Oy ox oy2  dyoy’

Définition.— Une fonction f: D « R” — R est de classe

CK sur D si toutes ses dérivées partielles existent jusqu’a

I'ordre k et sont continues en tout point de D. Une fonction
est lisse, ou de classe C* si elle est C¥ pour tout k € N.
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Le théoréme de Schwarz

Théoréeme.— Sipour touti,je {1, ..., n}, les dérivées

2 . .
secondes ;% existent sont continues en x, alors

Pl o~ P
oxiox; " 0X;0X;

pour tout i # j.

Corrolaire.— Si f est une fonction de classe C* (ou lisse)
alors toutes ses dérivées mixtes jusqu’a l'ordre k (ou ),
ayant le méme nombre de dérivées en chaque x;, coincident
indépendement de I'ordre dans lequel elles sont calculées.
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donc C* sur R?. On a
of au2.2
L) = 3y
of 3
@(X,y) =2x7y
puis
aZf 62f 2
SEXY) = 6xy? axay(X,Y) = 6x%y
O2f 0°f
ayax(x ,y) = 6x3y 2 (x,y) =2x°

et 'on constate que les dérivées partielles mixtes sont
identiques.
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Exemples
e Soit f : R?> — R définie par

xy® .

f(x,y)={ x2+)2 si (x,y) # (0,0)
0 sinon

Un calcul (long et fastidieux) permet de montrer que

o2f o2f
6x6y(0’0)_0 et yox

(0,0) =1

Par conséquent, les dérivées secondes ne sont pas
continues en (0, 0), la fonction f n’est donc pas de classe
C? au point (0,0).
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Exercices

Enoncé.— Soient F et G deux fonctions de classe C? sur R
et soit ¢ € R*. On pose u(x,t) = F(x — ct) + G(x + ct).
Montrer que pour tout (x, t) € R?, I'application u est solution
de 'EQUATION DES ONDES

*u 02u

X, t)—c® —(x,t)=0

Réponse.— Lapplication u est de classe C?> comme
composée de fonctions C?. On a

F'(x —ct) Lo 1 G/ (x + af) el
= F(x—ct)+ G’(x + ct)

x(x 0
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Exercices

F'(x —ct) 20500 4 G/ (x + ct) 20
—CcF'(x —ct)+cG(x + ct).

F'(x —ct) P52 4 G(x + ot) 5
F'(x —ct) + G”(x +ct),

—cF'(x —ct) a(x Ct) +cG(x+ct) (“C”
(—C)? F"(x —ct) + c® G"(x + ct).

2u 5 02U

&t2 (X t)—C W(X,t) == O
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Définition.— Soit f : D = R" — R de classe C? en

X = (xq,...,Xn) € D. La matrice hessienne de f en x est la
matrice carrée de taille n contenant toutes les dérivées
secondes de fen x :

02f 0°f 0°f
(X) X A
0x12 0X10Xo 0X10Xn
0°f (x) 0°f (x) 0°f X
Hf(X) - 0Xo0X1 5X22 0Xo0Xn
o2t o2 o2
OXn0Xq (x) OXn0Xo (x) - 0Xn2 (x)

Cette matrice est symétrique (théoreme de Schwarz) et son
déterminant Hess f(x, y) := det Hy(x, y) s’appelle le hessien
de f.
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f(x,y) = In(x%y + 1).

Ona oxy
X2y + 1
Vi(x.y) =
X2
X2y + 1
Puis
2y(x%y +1) —2xy 2xy  2x(x?y + 1) — 2xy x?
(x2y +1)? (x2y +1)?
Hr(x,y)= ) o
2x(x%y + 1) — x2 2xy X2 x

by (x2y +1)2
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Une fois simplifiée, cette expression devient

2y(1 — x2y) 2x
X2y +1)2  (x2y +1)2
Hf(X’y) =
2x x4
o2y + 127 eyt 12

D’ou le déterminant :
2y(1 - x2y) x4 2x 2
XY = ~Ey 117 Gy e \(xfy + 12
22Xy — xPy2 +1)
(x2y +1)4




Fonctions de
plusieurs

variables [lI EXG m pIeS

V. Borrelli

e Soit g(x,y,z) = xsiny + ysinz.On a

siny
Vf(x,y,z) = | xcosy+sinz

ycosz
puis
0 cosy 0
Hy(x,y,z) = | cosy —xsiny cosz
0 cosz —ysinz
d’ou

detHy(x,y,z) = —cosy <—ycosysinz— 0)
y cos? ysinz
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Enoncé.— Montrer que le hessien de la fonction
f(x,y) = sin(x — y) est nul en tout point (x, y) € R?.

Réponse.— On a

Fr(x,y) = < cos(x — ) )

—cos(x — y)
puis
—sin(x —y) sin(x—y)
Hf(X,y): < sin(X—}’) —Sin(X_y) )
dou

det Hy(x,y) = ( —sin(x — y))2 — (sin(x —y))2 =0
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Laplacien

Définition.— Soit f : D « R” — R une fonction C? au point
X = (X1,...,Xn) € D. Le laplacien de f en x est la trace de la
matrice hessienne de fen x :

o2f o?f

Af(x) = &x12(x) + -+ X2 (X)

Définition.— Une fonction f : D « R” — R est dite
harmonique si Af(x) = 0 en tout point x € D.
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Interprétation géométrique

Proposition.— Soit f : D « R? — R une fonction de classe
C? et C = D un carré de taille h x h. On note

u(r.C) = 5 [[ fox.y) ax ay
C

la moyenne de f sur C. Alors, pour tout point (a, b) € C, on a

w(f,C) = f(a,b) + 2421 Af(a, b) + O(h*)

e Cela signifie que la différence f(a, b) — u(f, C) est
proportionnelle a Af(a, b) et la constante de proportionalité
ne dépend que de la taille du carré ou on calcule la
moyenne u(f, C).



Fonctions de
plusieurs
variables [lI

V. Borrelli

Exemple

e Soit D= {(x,y,z) e R®| z# 1} et f : D — R définie par

Ona

X3y +1)
f(va,Z)—ﬁ
of _2x(y+1)
aj(xayvz)—?
a—f(x z) = X
oy Y ® =73
of X2y +1)
5*2()(,%2)——W
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Puis 2 2 1
( B y+
W()an Z) - z -1
62f
o2f 2x3(y +1)
aﬂxy,)—‘ajqﬁf
d’ou

20y +1)  2x*(y + 1)
z—1 (z—1)3
2(y + 1) ((z—1)2 + x)
(z—1)3

Af(x,y,z) =
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Exercices

Enoncé.— Trouver les valeurs de ¢ € R* pour lesquelles la
fonction u(x, t) = x® — ¢2t? est harmonique.

Réponse.— On a

?u(x, t) = < _ggzt >

Hu(x,1) = ( g —.(2302 )

Au(x,t) =2 —2¢?

puis

Par conséquent

et Au(x,t) = 0 si et seulement si ¢ = +1.
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Exercices
Enoncé.— Soient f : R — IR une fonction de classe C? et
F(x,y) := f(n/x? + y2). Déterminer le laplacien de F en
tout point (x, y) # (0,0).
Réponse.— Il s’agit de calculer
?F oF
AF(x,y) = W(XJ’) + @(X,Y)

Notons f’ et f” les dérivées de la fonction f. On a

OF(xy) __ Of(\/X?+y?)
ox - ox —
= f(/x2+y?) ¢ ’(;Xﬂ’
_ / 2 2 2X
= VX +y%) s %

= f/(VX2+y2) /X:+y27
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Puis
PF(x.y)
ox?

Exercices

OF(x,y) _  Of(\/X3+y?)
oy - oy
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2

W) G
et de la méme fagon
PRxy) _ 2 (g /X2t y?) —L

oy?
= PR
! 2 2 X—2
HWE V) G e

On a donc

5 2
DF(xy) = S50 4 050

o 5 5\ X242 / 2 2y XP+y?

=f (m) X2+ y? +f(m) (x2+y2)\/x2+y?
1

= W42 + R4y s
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Exercices
Enoncé (suite).— Déterminer toutes les fonctions f telles

que AF(x,y) = /X2 + y?

Réponse.— Pour tout (x, y) # (0,0), 'équation

AF(x,y) = /X2 + y?

est équivalente a

f'(\/ X2+ y2) + (1 /X% + y?) rtr 2 A/ X2+ y2

qui ne dépend que de la seule variable réelle
r=4+/x2+y2>0.

e Elle se réduit donc a une équation différentielle du
deuxiéme ordre non homogeéne et a ceefficients non
constants

(E) f'(r) + 1? f'(ry=r
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en un systéme d’équations différentielles du premier ordre
(toujours non homogeénes et a ceefficients non constants) :

fi(r) = 9g(r) (E1)

g+ Lo =r (E2)

e On résout d’abord (E2) puis on reporte la solution pour
résoudre (E1).

e Les solutions g de (E2) s’obtiennent a partir des solutions
générales gy de I'équation homogéne associée

g+ 9n =0

et d’'une solution particuliere g, de (E2) obtenue avec la
méthode de la variation de la constante.
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e Explicitement, on doit d’abord résoudre

ce qui donne
go(r)=xe Jrd —xgnr—xgn(r) = )

avec )\ € R.

e |l faut ensuite chercher une solution particuliére de (E2)
sous la forme gp(r) = Ar) (variation de la constante), ce qui

donne o
_X() A

BN =—"-"2
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Exercices

Ainsi N
(N +1gpr)=r 1 _
— N(r = ré
et on peut choisir \(r) = g d'ou gp(r) = é
¢ Les solutions de (E2) sont donc
Aor?

g(r) = go(r) + gp(r) = 7+§

pour tout X € R.

¢ Enfin, les solutions de (E) se trouvent a partir de celles
(E1) :

f/(r)—éJrf = f(r)—/\ln(r)+f+
“r '3 N g "H

pourtout A\, pe R
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Rappel.— Soit f : D R — R une fonction de classe C? et

ae D. Alors, pour tout x e Don a

f(x) = f(a) + (x — &)f () + (x — &°F"(a) + o((x — &)

Les graphes de f (en bleu) et de g (en rouge)

Exemple.— f(x) = exp(x), g(x) =1+ x +x?/2eta=0
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Théoréme.— Soit f : D « R2 — R une fonction de classe
C? et (a,b) e D. Alors, pour tout (x,y) € D on a

f(x,y) = f(a, b) + ME;;’” (x—a)+ Wf};b) (y — b)
1 8?f(a, b) , %f(a,b) 102f(a, b)

a)’+ +5 (y—b)?

2 e TV T 5, XTAblt3 50
+[(h, K)|[? e(h, k)
soit encore

f(x,y) = f(a,b) + Ji(a,b) (; - Z)

D (x—a y-b) Hiab (;:g) +o(ll(h, k)12

ouh=x—aetk=y—b.
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VB Soit f(x, y) ;: - et (a,b) = (0,0). Ona f(0,0) = 1,
puis
1 X —1
= — - ol =(-1 1).
Jr (X, ¥) (y—‘l (y_1)2> d'ou J¢(0,0) ( >
Enfin
0 B 1
(y—1)2
Hi(x,y) =
1 2(x—1)
y-12 (y-1)3
d’ou

0o -1
Par conséquent
X —1

S =Xy o(llxa )
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e Soient D = {(x,y) e R? | xy # 1}, (a,b) = (2,—1) e D et
f: D — R définie par

_X=Yy
ooy = =7
On a
(ny(1 )*(1);;)/)}/ : y271)2
Xy— xy—1
Vi(x,y) = =
—(xy=1)—-(x=y)x 1—x2
(xy—1)? (xy—1)2
d’ou

(2, 1) = ( 0 >

wl—
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Exemples
Le calcul de la hessienne donne

_ P 2001y 2y0y—1)°-(y' 1) 20y —1)x

(xy—1)4 (xy—1)4
Hf(X7 y) = )
. (1—x<) 2(xy—1)x
idem R i
_2y(y*-1)  2(x—y)
(xy—1)8 (xy—1)3
; 2x(1—x?)
idem — =T
D’ou

0 -5
Hf(27_1): ( )
_% _

(B
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Ainsi, pour tout (x,y) € D,on a

L2y ) -

12
xy —1 3 9 1)

+o(ll(x —2,y + 1)I1?)
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Exercice

Enoncé.— Soient D = {(x,y) e R? | xy # 1} etf: D —R
définie par

X_
0y = =

Montrer que le plan d’équation x — y + z = 0 approche a
I'ordre 2 le graphe de la fonction f.

Réponse.— Il s’agit de montrer que le développement de
Taylor de f a I'ordre deux a pour expression

f(x,y) =y —x + o(x? + y?).

Or f(0,0) = 0 et d’apres les calculs faits plus haut

$(0,0) — < _11 > ot H/(0,0) ( 8

o o
N——
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Rappel.— Soit f : D « R — R une fonction C2.

e Un point a € D tel que f’(a) = 0 est appelé point critique
de f, le réel f(a) est appelé valeur critique de f.

': il *

1 I — -
minimum local maximum local point d’inflexion
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e Si f’(a) > 0, le point critique est un minimum local de f,
i.e. il existe e > 0 tel que

Vxela—ea+e f(x)=f(a).

¢ Si f’(a) < 0, le point critique est un maximum local de f,
i.e. il existe e > 0 tel que

Vxela—ea+e f(x)<f(a).

e Dans les deux cas, on dit que le point critique est un
extremum local de f.
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Extrema

Supposons désormais que f est de classe C* avec k > 3.
e Si f’(a) = 0, le point critique est dit pl/at.
e Si f”(a) # 0 ce point plat est appelé point d’inflexion de f.
e Plus généralement, si

f(a) = f"(a)=..=fP(a) =0 et Pt (a)#0
alors ce point plat est appelé point d’inflexion de f.
e Plus généralement, si

f(a)=f"(@)=..=fP1a) =0 et fP(a)+#0

alors ce point plat est un extremum local de f.
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que (a, b) est

e un minimum local s’il existe un voisinage U de (a, b) tel
que

Vix,y)eU, f(x,y)<f(ab)
e un maximum local s’il existe un voisinage U de (a, b) tel
que

V(x,y)elU, f(x,y)=f(ab).

minimum local maximum local
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Extrema
extremum local de f.

e Dans les deux cas, on dit que le point critique est un

Un minimum local et un maximum local
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Extrema

Définition.— Soit f : D < R> — R une fonction C2. On dit
que (a, b) € D est un point critique de f si Vf(a, b) = (0,0).

Proposition.— Soient f : D « R? — R une fonction C? et
(a, b) € D un point critique. Si det H(a, b) > 0 alors le point
(a, b) est un extremum local. De plus

Si o°f ~5(@b)>00 azf (a, b) > 0 alors c’est un minimum
[ ]
0x2 8y2 ’
local.
azf azf , .
e Si (a b)<0o0 (a, b) < 0 alors c’est un maximum
(?y2

IocaI
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(a, b) € D un point critique.

e Si det H¢(a, b) < 0 on dit que (a, b) est un point col ou un
point selle

e Si det H¢(a, b) = 0 on dit que (a, b) est un point plat

Un point col
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Un exemple de point plat : la selle de singe (z = x® — 3xy?)
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Enoncé.— Déterminer les points critiqgues des fonctions
suivantes et, si possible, leur nature.
e f : R2 — R définie par f(x, y) = x° + y2.

Réponse.— On a
2x 2 0
vy = (o) et = (5 5)

Vi(x,y) = (0,0) < (x,y)=(0,0)

et (0,0) est 'unique point critique de f. Puisque

Ainsi

2

o2f
det Hy(0,0) =4 > 0 et 5-5(0,0) = 2> 0

c’est un minimum local.
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|
1,60011¢

1,20023"
P 1
%; 0.800345.1I 5
0,40046' |
0.0005745481_% ...... :
06'\ |
v 02 |
PR
-0 61‘.\ | N 1
l 3 —f-vf-frr-“‘u-w 0.6
156 02 02
pxe X

Graphe de f(x,y) = x* + y?
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Exercice

e f : R2 — R définie par f(x,y) = x> — y?

Réponse.— On a

VE(x,y) = <_22Xy) et Hi(x,y) = (g —g>

Ainsi
Vi(x,y) = (0,0) < (x,y)=(0,0)

et (0,0) est l'unique point critique de f. Puisque
det Hf(O, 0) =—-4<0

c’est un point col.
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Axe Z

EXerCiCe

0,999713 =
0 5998281
0,199943'
_0,199943':

-0, 500828 W |
i — -

6 A —
: .o

Graphe de f(x,y) = x2 — y?
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Réponse.— On a

8x — 4x(x? + y?)
VH(x,y) =

8y —4y(x® +y?)

et
8—12x2—4y? — 8xy
Hf(X7y) =
—8xy  8-12y?—4x?

Ainsi

x2-x2—y?)=0
y2-x*-y?) =0
< soit (x,y) = (0,0)

Vi(x,y) = (0,0) «— {

soit x2 + y?2 =2
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v Borrell Par conséquent, f admet un cercle de points critiques
d’équation x? + y2 = 2 et un point critique isolé de
coordonnées (0, 0).

eOna

0 8 =64>0et—(0,00=8>0

8 0 O0°f
det H¢(0,0) = det < ) 52

On en déduit que (0,0) est un minimum local.

« Soit (x, y) tel que x? + y2 = 2 alors
—8x% —8xy
det Hs(x, y) = det =0
—8xy —8y?

ce qui montre que tous les points du cercle x? + y? = 2 sont
plats.
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/2,05309
PN
/ v
0106776

{1,84066

033
035
Axe y o

Graphe de f(x, y) = 4(x2 + y2) — (x2 + y?)2
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