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Le programme

Partie | : Fonctions (6 semaines)

CM 1.— Coordonnées, topologie

CM 2.— Fonction, graphe, composition
CM 3.— Limite, différentielle

CM 4.— Jacobienne, régle de la chaine
CM 5.— Hessienne, Taylor, extrema

CM 6.— Intégrales simples et doubles
CM 7.— Intégrales triples et applications
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Le programme

Partie Il : Champs de vecteurs (5
semaines)

CM 8.— Champs de vecteurs et lignes de champs
CM 9.— Champs conservatifs

CM 10.— Champs incompressibles

CM 11.— Circulation sur les courbes

CM 12.— Flux et surfaces
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V. Borrelli Adresses utiles

Champs de
vecteurs

Champ
gradient,
champ
rotationnel

Lemme de
Poincaré

La divergence

Champ
scalaire

Deux adresses :
http://math.univ-lyonl.fr/~borrelli/Cours_Math?2

http://math.univ-1lyonl.fr/~frabetti/Math2/
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Champs de vecteurs

Dans ce chapitre :

1. Champs de vecteurs et lignes de champs

2. Champs conservatifs : champ de gradients,
rotationnels, lemme de Poincaré

3. Champs incompressibles : divergence nulle, potentiel
vectoriel
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Champs de Champs de vecteurs

vecteurs

Définition.— On appelle champ de vecteurs toute
application _

V.:DcR" S E
a valeur dans un espace vectoriel dont la dimension est
dimp E =n.



Champs

V. Borrelli

Champs de
vecteurs

Chapitre 4
Champs de vecteurs

Définition.— On appelle champ de vecteurs toute
application _
V.:DcR" S E

a valeur dans un espace vectoriel dont la dimension est
dimp E =n.

Remarque.— De nombreuses applications provenant de la
physique sont des champs de vecteurs : le champ
gravitationnel AL champ électrique E,le champ
magnétique B, le champ des vitesses d’'un écoulement.
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Champs de
vecteurs

7 . -
« Toute base (&1, ..., €,) de E, permet d'écrire V en
coordonnées, i. e. il existe ay, ...,an, : D — R telle que

VxeD, V(x)=a(X)81+...+an(x)En
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Champs de
vecteurs

7 . -
« Toute base (&1, ..., €,) de E, permet d'écrire V en
coordonnées, i. e. il existe ay, ...,an, : D — R telle que

VxeD, V(x)=ai(X)€1+...+an(x)En

o Le choix d’une base induit (€1, ..., €,) de E une
identifica’[i_qn entre E et R”. I permet d’écrire le champ de
vecteurs V comme l'application D < R” — R” donnée par

ai (x)

X —

an.(x)
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Champs de
vecteurs

Définition.— On dit que le champ de vecteurs V estde
classe C* si ses applications coordonnées

ay,...,an:D—R

sont de classe CX.
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Champs de vecteurs

Définition.— On dit que le champ de vecteurs V estde
classe C* si ses applications coordonnées

ay,...,an:D—R

sont de classe CX.

e Cette définition ne dépend pas de la base (€1, ..., €))
choisie pour l'identification de E aRrn.
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Repére mobile

Définition.— Un repére mobile sur un espace affine E est
une application

b Ac R3 — ExFE x x E
e

—

telle que pour tout p, (Q(p); €1(p), €2(p), €3(p)) soit un
repére de E.
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Champs de
vecteurs

Repére mobile

Définition.— Un repére mobile sur un espace affine E est
une application

b Ac R3 — ExFE x x E
e

p:(X,y,Z) I (Q(p)v?1(p)7§)2(p)v 3(p)>

telle que pour tout p, (Q(p); €1(p), €2(p), €3(p)) soit un
repére de E.

Exemple 1 : le repere mobile cartésien.— Soit (7,7, R) la
base standard de R3. Il s’agit du repére mobile défini par

%)

(OJ RS — X
i.j.K)

(R
p=(Xy2z) — (/o J
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Exemple

Exemple 2 : le repere mobile cylindrique.— Il s’agit du
repere mobile défini par

®: R* x[0,27[xR — R3\Rk x (R3)3

(p, ¢, 2) — (S e,,e,,k)
avec
p COS ¢
Q(p.p,z) = | psing
Z
et

&, (p,,2) =cospi+singj
e, (p,p,z) = —singi+cosep )
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La divergence

Champ
scalaire

Le repére mobile cylindrique
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Exemple

Exemple 3 : le repére mobile sphérique.— Il s’agit du
repere mobile défini par

®: R* x [0,27[x]0,7[ — R3\Rk x (R3)3

(r,¢,0) — (Qier,e;,6)
avec
r cospsind
Q(r,p,0) = | r sinpsing
r cosé
et

&, (r,,0) =cosy sinf i +siny sind j + cosd k
ey, (r,p,0) = —sinpi+cosyj
€ (r,p,0) =cosp coshi+sing coslj—sind k



Champs

V. Borrelli

Champs de
vecteurs

Champ
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Poincaré

La divergence

Champ
scalaire

Le repere mobile sphérique
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Champs de
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Changement de coordonnées

o |l est paLf)ois trés pratique d’exprimer un champ de
vecteurs V : D « R® — R3 dans un repére mobile

b Ac RS — ExExExE
p=(xy,2) — (Qp);€1(p), €2(p), €3(p))

¢ On note V¢(p) le vecteurV(Q(p)).
e Exprimer V dans le repére mobile ¢ c’est, pour tout point
p € A, décomposer V¢(p) dans la base €1(p), €2(p),
€3(p), autrement dit, c’est déterminer af, a3 et af telles
que
vpe A, V*(p) = a2(p)&1(p) + &3 (p) Balp) + &

peA V (p)=ar(p)€1(p)+ay(p)€ap) + a3 (p) €3(P)
Un abus de notation.— Dans la pratique, on n’écrit jamais
'exposant ... il est sous-entendu.
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B Un exemple : expression du champ gravitationnel en
vecteurs ’ Y H H
coordonnées sphériques.— Le champ gravitationnel
G :R3\{O} —> R3 a pour expression :

. aMm xi +yj + zk
X2+ y2+22.\/x2 4 y2 + 22

Déterminer G dans le repere mobile sphérique

3(X,y72) =

®: R* x[0,27[x]0,7[ — R3\Rk x (R3)3
(ryp,0) — (% 6,6,,6)

c’est trouver a®, b® et c® telles que
G(Qr,¢,0)) = a°(r,¢,0)€: (r,0,0)

+b%(r, 0,0)€, (r,0,0) + c®(r,p,0)€& (r,¢,0)
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veeteurs r cosesinf
Q(r,p,0) = | rsinpsiné

r cosf
ona

GM rcos ¢ sinf i+ rsing sindj + rcosf k

?(Q(n @, 0)) =— r2

;
d’ou aM
G(QUr.e.0) = =5 & (r.e.0).
Ainsi
a®(r,9.0) = ~ Oy et B¥(r,0,60) = ¢°(r.,0) = O

En fin de compte

® GM
6 (ra%e) = 7,,72 er(r»%e)
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Champs de
vecteurs

Enoncé (passage cartésiennes->cylindriques).— Soit %
un champ de vecteur de R3\Rk donné par

— —

V(x,y,2) = a(x,y,2)i + b(x,y,2)j + c(x,y, 2)k

Déterminer I'expression de ce champ en coordonnées
cylindriques :

Vip,0,2) = alp, 9, 2)€, + B(p, 0, 2)€, +(p, ¢, 2)k

Réponse.— En inversant les formules de I'exemple 2, on
trouve

=CoSp €, —siny e,
=sinp e, +Ccosyp &,

o~
=
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Champs de y
vecteurs D’ou

=

V(x,y,2) = a(x.y,2)i + b(x,y,2)] + c(x,y,2)k
= a(x,y,z)(cosyp e, —sinp e, )
+b(x,y,2)(sinp €, +cosp €,) + c(x,y, 2)k
= (a(x,y,z)cos ¢+ b(x,y,z)siny)e,
+(b(x,y,z)cosp — a(x,y,z)siny)e,

—

+c(x,y,z2)k
Ainsi

a(p,p,2) = a(x,y,z)cosp + b(x,y,z)sinp
B(P,SD,Z) = b(XayaZ)COSSO_ a(Xv.yvz)SinSO
v(p,p,2) = (X, ¥, 2)

avec x =p cosp ety =p sine.
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Exercices
ranzoas Enoncé (passage cartésiennes->sphériques).— Soit %
un champ de vecteur de R3\Rk donné par

V(x,y,2) = a(x,y,2)i + b(x,y,2)j + c(x,y, 2)k

Déterminer I'expression de

V(r,0.0) = a(r,e,0)& + B(r,¢

en coordonnées sphériques.

)eSD +7( 9079)6_&

Réponse.— En inversant les formules de 'exemple 3, on
trouve

cos ¢ sinf €, —siny e, + cos cosf
siny sing e, +cosy €, + siny cosb e

i=
=
k =cosf e —sind g
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Champs de D’ou

vecteurs

V = ai+bj+ck

= a(cosysinfe; — sinype, + cospcosbey)
+b(sinpsinfe; + cos pe, + sinpcosdey)
+c(cosfe; —sinfep)

= (acosysing + bsinpsind + ccosb)e;
+(bcos p — asiny)e,
+(acospcosf + bsingpcosf — csinb) ey

Ainsi

a(r,¢,0) = acospsing + bsinypsind + ccos 6
B(r,p,0) = bcosyp — asiny
~(r,p,0) = acospcosf + bsinpcosd — csinb

avec X =r cospsinf, y =r singpsinfd et z=r cosé
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Champs de
vecteurs

Champ radial, champ central

Définition.— Un champ de vecteurs V:UcR®— RS est
dit radial par rapport & un axe A c R3 si dans des
coordonnées cylindriques telle que Rk = Aila pour
expression _

V(p.p,2) = alp)e,
Un champ de vecteurs VU < R® — R3 est dit central par
rapport & un point O € R? si dans des coordonnées
sphériques ayant O pour centre, il a pour expression

V(r,p,0) = ane
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vecteurs

e Le vecteur position est le champ vectoriel défini en tout
point (x, y, z) € R3 par

V(x,y,z) —(X,y,2)=xi+yj+zk.
Ses expressions en coordonnées cylindriques
V(p,0,2) =pcosgi+psingj+zk=pé€, +zk
et en coordonnées sphériques
V(r,,0) =rcospsing i+ rsingsindj +rcosf k =r ¢

s’obtiennent en utilisant les formul_e)s vues précédemment.
Elles montrent en particulier que V est un champ central.
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Champs de
vecteurs

Exemples provenant de la
physique

e On a déja rencontré le champ gravitationnel engendré
par un corps de masse M :

GM .
5(”7@70) :_rT ef(r79079)

ol G = 6,673 x 107" m3/kg s? est la constante
gravitationnelle. Il s’agit d'un champ central. Un corps de
masse m situé a une distance r du corps la masse M est
alors soumis a la force gravitationnelle

GMm _,
?(rﬂpae) = mg(rawae) = 7r72 er(ra%g)
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vecteurs

e Le champ électrique engendré par une charge Q est le
champ central

Q
2

E(r,p,0) = —— & (r,¢.0),

4re
ou ¢ est la permittivité diélectrique du matériau sur lequel
agit le champ. Une charge q située a distance r de la
charge Q est alors soumise a la force de Coulomb

1 Qq .
F(re.0) = GE(r,0,0) = 5 25 6(r,¢,0)
e r
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Champs de
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Exercices

Enoncé.— Soit V : R2 —> R2 e champ de vecteurs défini
par . o
Vx,y)=—yi+xj

Z . <7 7 . . . ]
Ecrire V en coordonnées polaires puis dessiner I'allure du
champ.

Réponse.— |l suffit d’utiliser les formules de passage
coordonnées cylindriques «— coordonnées cartésiennes,
en posant z = 0. On obtient

Vipg) = —yi+x]
= —psing (cosy €, —sinp €;)
+pcosy (sing €, +cosy €, )
= p(—sinpcosy
+cospsing) €, + p (sin®p +cos? ) €,
= pe,.



Exercices

Champs

V. Borrelli
Champs de
vecteurs




Champs

V. Borrelli

Champs de
vecteurs

Exercices

Enoncé.— Soit V : R* x [0,27[— R2 le champ de
vecteurs défini par

Vip,p) =€, +pe,

Justifier le choix du domaine de définition. Ecrire V en
coordonnées cartésiennes.

Réponse.— Le repére mobile polaire n’est pas défini en
lorigine, il faut donc p # 0. Quant a I'angle ¢, il suffit qu’il
décrive un intervalle de longueur 27.

Pour I'écriture en coordonnées cartésiennes, on s’appuie
sur les formules de passage coordonnées cylindriques «—
coordonnées cartésiennes, avec z = 0.
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Champs de
vecteurs

Ona

Vix,y) = & +pé,

= (coswi+sin<pj)
+p(—$ing07+COSg07)
= <COSg0—pSing0)7
—l—(singp—l-pCOSLp)
(7 )

\/xety?

Y +x) j.

7

-

-

i



Champs

V. Borrelli Exercices

e Enoncé.— Soit V : R3 —> R3 e champ de vecteurs défini
par . - B .
Vix,y,2)=(z,y,x)=zi+yj+XxkK
Ecrire V en coordonnées cylindriques et sphériques puis
dessiner 'allure du champ.

Réponse.— En s’appuyant sur les formules de passage
coordonnées cylindriques «<—— coordonnées cartésiennes,

on obtient
V(p,p.2) = z(cospée, —sinpe),)
+psing (sinp €, +cosy €,)
+pcosyp k

= (zcosy +psin®y) €,
+(—zsing + pcos®p) €, + pcosy k.
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Champs de En s’appuyant maintenant sur les formules de passage
vecteurs coordonnées sphériques <— coordonnées cartésiennes,
on obtient

V(r,p,0) = rcosé (cospsind e, —sinp e,

+cospcost &)
+rsinpsing (sinpsing &
+cosyp e, +singpcost &)
+rcosysing (cosb € —sinf )

= r (cospsinf cosf + sin® psin 0
+cos psingcosb) €
+r (—sinpcos b + sinpcos psinb) e,
+r (coswcosze + sin? psinfcosb
—cospsin?f) &

= r sinfd(2cos pcosd + sin® psind) &
+r sing (—cosfd + cosysind) e,
—r ((cos p(cos? 0 — sin® ) + sin® psin 0 cos ) €.
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Exercices
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Champs d PP . .. ,
b . Définition.— Une ligne de champ ou courbe intégrale d’un

champ vectoriel V:DcR'—R" (n=2ou 3) estune
courbe v : I < R — D telle que en tout pointte /on a:

e Par conséquent,
t— () = (x(1), y(1), 2(1))

est une ligne de champ de V=ai+ b7+ ck siet
seulement si

{ xX'(t) = a(x(t), y(
Vte I, 3 y'(t) = b(x(1).y
t

Z'(t) = c(x(1), y(y), z(1))
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Champs de
vecteurs

—

Remarque.— Dans la formule 7/(t) = V (y(t)), la dérivée
v/ (t) est un vecteur de R" alors que «(t) est un point de D.

. > —) _1 . , N .
eSi V =V oQ " est exprimé dans un repere mobile ¢,
elle se transforme donc ainsi

—d

Y ()= V(@ (v(1)

avec V' AcR'—R" Q:A— Detv:/—D.



Champs
V. Borrelli Exercices

Champs de
vecteurs

Enoncé.— Détermi_rjer et dessiner les lignes de champ de
V:R® —R30u V(x,y,2) = (—y,x,0).

Réponse.— Une courbe t — ~(t) = (x(t), y(t), z(t)) est
une ligne de champ si et seulement si

(1) = V(x(t), y(t), 2(1))

c’est-a-dire
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Exercices

Posons w(t) := x(t) + iy(t). On a

{ wi(t) = iw(t) { w(t) = w(ty)elt—0)

&) = z=cr 2(t) = C*

Ainsi, la ligne de champ passant par le point (xg, o, Zp) est

un cercle du plan {z = z,} de centre (0,0, zy) et de rayon
Xe+ y2.

En particulier chaque point d_e) la droite {x = 0,y = 0} est

fixe sous I'action du champ V.



Champs

Exercices

V. Borrelli

Champs de
vecteurs




Champs
V. Borrell Exercices
Champs de , , e
vecteurs Enoncé.— Soit U : | — RS tel que
vte I, |O(t)| = Cte
Montrer que pourtoutt€ /ona
T'(1), Tty =o.
Réponse.— Notons que nécessairement

vte I, |U®)|? = Cte?

D’une part, on a

;’t (||U(t)\\2) - gt (CteQ) —0.
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D’autre part,

$(owiE) - &

|
Q.
/N
PN
cl
~— —~
=
cl
~ —~
N
N
N———



Champs

V. Borrelli

Champs de
vecteurs

Exercices
Enoncé.— Déterminer et dessiner les lignes du champ

. M
gravitationnel ?¢(r,¢,0) = —Cjz, er(r,e,0)

Réponse.— Le champ gravitationnel est exprimé en
coordonnées sphériques. Une courbe paramétrée

I R%\{O}
to— (x(1),y(1),2(1))

est une ligne de champ si et seulement si

V(1) = ST @ (1)

r cospsind
Q(r,p,0) = | r sinpsing

r cosé

avec
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Exercices

e Pour tout t € /, on pose

autrement dit

-

v(t) = r(t)(cos o(t)sind(t)i + sin ¢(t)sin6(t)j + cos p(t)K)
r(t)er (r(t), (1), 6(1))

Ainsi, v est une ligne de champ si et seulement si

(10,910 0() = ~ g & (10, 9(0).0(0)

Y(t)=0
e Pour alléger les notations, on pose

a(t) = e (r(t), ¢(1),6(t)) dot ~(t) = r(t)u(t).
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e € e On a donc

V(1) =r'(u(t) + r'(Hd'(t)
avec (U(t),d'(t)y = 0 d’apres I'exercice précédent.

e Ainsi
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e e Puisque pour tout t e /, r(t) > 0,0n a
vecteurs
GM
/ e —
() FOE
—
r()2r(t) = 1 i(r(t)3) - —GM
3 dt
—
r(t)® = —3GM(t — ty)
<

H(t) = $/3GM(t — 1),

e La condition r(t) > 0 impose t < f eton a

lim r(t) =0.
t—>lt0,t<to (t)
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Champs de
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Exercices
e On a aussi r'(t) # 0 pour tout t < 3GMfy, ainsi

rt) = {BGMI—1) (1)
u(t) = 0 2)

e Onpose t; :=ty — 3(%/\4 On adonc r(t;) = 1. Léquation
(2) montre que t — u(t) est constant. En particulier,

Vte]—w,bl, G(t) =~ = Oy(t)

et

Vte]—oo,ff, (1) = Y3GM(tp — t) Oy(t).

e Ceci montre que les lignes de champ sont des
demi-droites radiales. Le champ est dit attractif car
Iimt_,to ’}/(t) = 0.
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Exercices

Enoncé.— Déterminer et dessiner les lignes du champ
& (re.0)

Réponse.— Le champ électrique ne différe du champ
gravitationnel que d’'une constante. La démarche et les
calculs sont donc les mémes que pour I'exercice précédent,
a une constante prés. Néanmoins comme cette constante
est négative, elle influe sur le sens de parcours des lignes
de champ. Celles-ci restent des demi-droites radiales mais
elles sont parcourues en sens inverse, le champ est dit
répulsif.

gravitationnel de)(r, ©,0) =
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rotationnel
Charp Définition.— Soit ¢ : D = R® 5 R, le gradient de ¢ est le

gradient,

champ champ de vecteurs V¢ = grad ¢ : D = R® — R3 donné par

rotationnel
ﬁ jL 005, 00
graqu = I+ 0yj EE k
e En coordonnées cylindriques, ce champ a pour
expression :

grad¢—a—¢ﬁ+1a¢eﬁ 7(/5
op p Op 0z

e et en coordonnées sphériques :

gbﬂ 1 0 . 1é’¢4

do = —- -7
grad ¢ or ’+rcosea¢e¢+rae
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Champ
gradient,
champ
rotationnel

Champ gradient

Proposition.— Soit ae R et
Sa = {(vavz) ERSW(X’%Z) = a}

la surface de niveau a. Alors gr—ac)hb est un vecteur normal a
Sa. Ceci signifie que pour toute courbe v : | — S; et tout
tel,ona

(grad ¢(y(1)),7/ (1)) = 0
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racient, e Soit ¢ : Ac R® — R donné par ¢(r, ¢, 0) = rsinycosf.
e el Le gradient de ¢ est
— _ 0d(rsinpcosf) 1 od(rsinpcosf) _
grad (., 0) = or &t coso oo G
+1 o(rsinpcosf) :
r a0 ’

rcospcosf _,

sinpsing € + roosd ¢

—rsinpsing _
;P G

sinpsind €, + cosy e, —sinysing &
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Champ Proposition.— Soient \,pycRetf,g: DcR"— R.Ona:

gradient,
champ
rotationnel

v()\f+ug)=)\v)f+uv>g

et

Yifg) = (ﬁf) g+f (Vg) .
Définition.— Soit V : D = R" — R™.

e On dit que V estun charrlg de gradient s'’il existe
¢:DcR"— Rtelle que V = grad ¢.

o_)On gi)t que ¢ : D < R” — R est un potentiel scalaire de
V si V = —grad ¢ (attention au signe!)
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Champ
gradient,
champ
rotationnel

Force conservative
Remarque.— En physique, si un champ de force
F:DcR"— R"estun champ de gradient, on dit que la
force F est conservative

Exemple 1.— La force graV|tat|onneIIe f m? etla
force de Coulomb T—‘) I_:‘)( r) sont conservatlves Les
potentiels sont

GM Q
6 =~ et oln) = g1

Exemple 2.— La force de Lorentz
F = q? + q\7 ~B

est la force subi par une particule de charge électrique g et
de vitesse V sous I'action d’'un champ électrique (externe)
E etdun champ magnétique B. Elle n'est pas
conservative en général.
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Champ
gradient,
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rotationnel

Champ rotationnel
Définition.— Soit
V - DcR® —s R3

un champ de vecteurs. Le rotationnel de Vestle champ de
vecteur

oV (fC_db) g, (a_deyy, (b _ca)g
Y=oy T oz oz ox) 1T \ox oy

e On écrit souvent

—
rot V =

=V

o N =t
<l

D L~
c%‘%\-l
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Champ
gradient,
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rotationnel

Champ rotationnel

e En coordonnées cylindriques
V(p,p,2) =a(p,p,2)€ +b(p,p,2)€, +C(p,p,2)k
le rotationnel de V a pour expression :

otV = 1oc ab Y
B p 0p 0Z r

+ aia/_aicl e
0z  0p v
1 (8(pb’)_(3a’> .

p\ dp  Op
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Champ e En coordonnées sphériques

gradient,
champ

rotationnel V(p’ 0, 0) _ a”(p, 0, 9)6_;, + b//(p’ v, 9)6_;, + C”(p’ v, 9)59

. <7 .
le rotationnel de V' a pour expression :

=V 1 <6c” ~ 0(cos ¥ b”)> &
rcosf \ oo 00 r

+1 <(%a”_ a(rc”)> &

00 or v

e
or cosf dy o

r
1 (a(rb”) 1 aaw) B
T
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Champ
gradient,
champ
rotationnel

Exemples

Exemple 1.— Soit V(x,y,z) = —yi+xj.0na

20 _ox\ ¢, (d=y) 20 -
oy 0z 0z ox J

ox A=Y\ ¢
Jr<8x oy ) K

= 0-140-j+(1+1)-k=2k.

ot V(x,y,2)

Exemple 2.— Soit V(x,y,z) =x27 +2xyj+zk.Ona

ot V(x,y,z2)=0-1+0-j+(2y)-k=2yk
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Champ
gradient,
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Exemples

Exemple 3.— Soit V(p,,z) =sing &, + pk.Ona

ot V(p, ¢, 2)

(

10p

1

p

—

P

)

pdp 0z

e;+(

asing

asing _0p

<0(p-0)

op
CoS ¢
p

k.

Op

)

0z

—

k

op

)e

—

©
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gracient, Exemple 4.— Soit V(r,,0) =sing & +ré.0Ona
champ

rotationnel

ot V(r,p,0) =

1 d(sing-0) or G
rsiné o0 op) "

Lo asing)
r\ or 00 ¢
1 ( 1 asimp_a(r-o)> -

7 \sind o o )%

COoS
rsiné
COoS ¢
rsind

& +%e,

ér+2e,.
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Champ
gradient,
champ
rotationnel

Proposition

—

Proposition.— Soient \,peRet U,V :D<cR3 — R3. On
a:
ﬁ()\U—I—,uT/)) Aot U+ prot V

etdeplus,si¢: DcR® — R, ona
rot (grad ¢) = 0

Définition.— On ditque V : D < R® — R? est
irrotationnel si rot V = 0.

e D’aprés la proposition, tout champ de gradient V= gr—ac)lqﬁ
est irrotationnel.

e La réciproque est fausse en général. Elle dépend en
partie de la topologie de D.
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Poincaré

Lemme de Poincaré

Définition.— Un sous-ensemble D de R" est dit connexe
par arcs si pour tout couple de point (p,q) € D x D il existe
une courbe paramétrée v : [0, 1] — D telle que v(0) = p et
(1) =q.

e Un sous-ensemble D de R” est dit simplement connexe si

pour toute courbe continue fermée ~ : [0,1] — D,
~v(0) = (1) il existe une application continue

H:[0,1] x [0,1] — D

telle que H(0,.)

=(.), H(1,.) = ~(0) et pour tout u € [0, 1],
H(u,0) = H(u,1)

e Un sous-ensemble D de R" est dit étoilé s'il existe un
point Q € D tel que pour tout pe D, on a [Q,p] < D.
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Lemme de
Poincaré

Lemme de Poincaré

Proposition.— Si D — R" est étoilé alors il est simplement
connexe.

Lemme de 5oincaré I.— Soient D = R® simplement
connexe et V : D — R3. Alors

J¢: D — R t.q. \_/)=gr—a()1<b — rot V = 0.
Méthode pour déterminer ¢.— Supposons
V(x.y,2) = alx.y.2) + b(x,y,2)] + c(x.y, 2)k

et cherchons ¢ tel que V= @ﬁcﬁ i. . tel que

09 _, 9 _, 9¢_
ox 2 8y_b’ 2z ¢
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eOna

0
a*f:a =  ¢(x,y,2) =fa(x,y,2) dx +9g(y,2)

Lemme de pUiS

Poincaré
09 _ _[oa 9
¥y P - b_Jﬁyd oy
= ag:b—jaa
= g= dey ffdxderh)
et donc

6(x,y.2) fadx+fbdy ffdxdym 2)
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e On en déduit

130) oa
Lemme de A — — - — —
Poincaré az c = ¢ a d d
oh oa ob

h:fcdz—ffg dxaz ffdydﬁfjfaazz;y
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e On remplace dans

o(x,y,2) Jadx+fbdy ffdxdy+h z)

Lemme de
Poincaré

pour obtenir

o(x,y,2) =jadx+fbdy+fcdz

[ oy [ [ ooz [ [ opa
S
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Exemple.— Soit V : R3 — R3 défini par

Vix,y,z2)=2xyi+(x*+2)j+yk

Lemme de e Un simple calcul montre que ot V =0 et puisque D = R3
Foinearé est étoilé, D est simplement connexe et le lemme de
Pomcare assure I'existence de ¢ : R® — R tel que
V= gradgb

e Pour déterminer ¢, il nous faut résoudre

¢ _ b _ 2 99 _
aX—2xy, 6y_x + 2z, az—y.

eOna

0
a—f = 2xy = (X, y,2) = f2xy dx+9(y,2) = X°y+9(y, 2).
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e On en déduit

La seconde équation
Lomme e Zﬁ s
impose donc
o9

@(y,z) =zdoug(y,z) = Jz dy + h(z) = zy + h(2)

En reportant dans I'expression de ¢ on obtient
¢(x,y,2) = X2y + zy + h(2).
e Ainsi

vy _ /
= =y +HQ).
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La troisieme équation impose
Lemme de
oincaré a N .
; 5§:ydbuH&%=0Le h(z) — Cte

On peut choisir cette constante égale a zéro car
grad ¢ = grad (¢ + Cte).

Au bilan
o(X,y.2) = Xy + zy.
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Lemme de
Poincaré

09 1 0¢

or

Exemples

M _
Exemple.— Soit ?(r) = —Cjz er le champ gravitationnel.

On admet que le domaine de définition D = R3\{O} de ce
champ est simplement connexe. Un simple calcul montre
que

— 10 GMY 1 0 GM\ _
rot?(r) = —7 % <_[’2> ego +m % <—r2> 69 = 0

Ainsi, d’apres le lemme de Poincaré, il existe ¢ tel que
6 = grad ¢.

e En coordonnées sphériques, on cherche donc ¢ telle que

L 1o . GM.
(r7¢79)e¢_7%(r7¢7e>69 = _I'Ter

(r,e,0)e

" rsinfop
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Lemme de
Poincaré

Exemples
¢ On en déduit

0 GM 0 B 0
or ( 9079>_ ) %(rﬁ()?e)_oa 60( 0)_0

2
Les deux dernieres équations montrent que ¢ ne dépend

que de la variable r. La premiére équation devient donc

50— M g

Exemple.— Pour le champ électrique ?(r) Q : er,le
mE

potentiel ¢ se calcule de la méme fagon. On obtient

Q 1
4re r

o(r) =
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Lemme de
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L'INVENTION
DU REEL,
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Définition.— Soit

V: Dcr? & g3
La divergence (X’y7 Z) — a(X)}/, Z)I + b(X,y, Z)j'i‘ C(vaaz)k

un c_rlamp de vecteur. La divergence de V est I'application
div V : D c R® — R3 donnée par
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La divergence

La divergence

e En coordonnées cylindriques
Vp,,2) = d(p,p,2)€ +b(p,p,2)€, +C(p,p,2)k

. <7 .
la divergence de V a pour expression :

.~ 10dpd) 100 oc
dlvvfp 3 +pc9g0+62

e En coordonnées sphériques
V(p.0.0) = a'(p,0,0)€, + b'(p.0.0)€, +C"(p,.0)&)
la divergence de Va pour expression :

o(r? a" 1 b 1 d(cosh ")

’
ror +rcos€%+rcose o0
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Exemples.— Soit V(x,y,z) = —y 1+ xJ, alors on a
div V(x,y, z)=0
Lagveence @ Soit V(X,y,2) =x27+2xyj+zk,ona
divV(x,y,z) =2X+2x+1=4x+1

1 .
oSoit?(r) = 43 2 e ona
e

div E(r) = 4(73 lz aa <> -0
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Proposition.— Soient \,pe R et U,V :D<cR3 — R3. On

a.

De plus

La divergence

Proposition

dvINU+p V)=AdivU + pdivV

ou AV désigne le laplacien vectoriel, c’est-a-dire le

. ~ P 7
laplacien sur chacune des coordonnées cartésiennes de V
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La divergence

Incompressibilité

Définition.— Un champ de vecteurs V estdit a divergence
nulle si div V = 0. Dans ce cas, si le champ V décrit la
vitesse d’écoulement d’un fluide, on dit que le fluide est
incompressible.

e Plus généralement, si un champ de vecteurs V décrit un
courant de matiére et si div V = 0, le champ est dit
solénoidal (du grec sélen = tuyau) : le volume de matiere
transportée est constant (comme s'il était contraint dans un
tuyau).

e Par exemple, un champ de gradient V= gr—ac)lqﬁ est
solénoidal si et seulement si

div (grad ¢) = A¢ = 0

c’est-a-dire si et seulement si la fonction ¢ est harmonique.
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La divergence

Invariance de jauge

o Puisque div (fot U) = 0, tout champ rotationnel ot U est a
divergence nulle.

Définition.— Soit V : D = R® — R3 un champ de
vecteurs. Si U : D = R® — R3 est un champ de vecteurs
tel que V =10t U, on dit que U estun potentiel vectoriel
de V. Dans ce cas, le champ V est nécessairement &
divergence nulle.

¢ Si Uestun potentiel vectoiel de V alors pour tout
$:DcR®S—R,le c_h)amp U + grad ¢ est encore un
potentiel vectoriel de V. En effet, puisque rot grad ¢ = 0, on
a

r_’ot<l7+%) —otU =V

e Cette liberté dans le choix du potentiel vectoriel d’un
champ a divergence nulle s’appelle I'invariance de jauge.
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La divergence

Ensemble contractile

e Tout champ rotationnel est a divergence nulle mais la
réciproque est fausse. Elle dépend en partie de la topologie
de D.

Définition.— Un ensemble D < R” est dit contractile s’il se
déforme continment en un point Q € D.

e Autrement dit, D est contractile s’il existe une application
continue H: D x [0,1] — D telle que H(2,t) = Q pour tout
te[0,1], H(x,0) = x et H(x,1) = Q pour tout x € D.

Proposition.— Si D — R" est étoilé (par rapporta Q2 € D)
alors D est contractile (sur le point €2)
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La divergence

Revoila Poincaré!

Lemme de Poincaré Il.— Soit V : D = R® — R3 un champ
de vecteurs sur D contractile. Alors

IU:DcR® R tqg V=itU<divV =0

Détermination de U.— Soit V : R® — R3 donné par

— —

V(x,y,2) = a(x,y,x)i + b(x,y,z)j + c(x,y,2)k

et tel que

da_ b dc _

ox oy 0z

Puisque R3 est contractile (car étoilé), d’_a)prés Ie_I)emme de
Poincaré, il existe un potentiel vectoriel V = rot U.

divV =
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La divergence

Détermination d’'un potentiel

vectoriel
o Notons_)U = fT_> gj+hkce potentiel vectoriel. La
relation V = rot U signifie que
oh dg of oh og af

e Ce systeme est sous-déterminé : les dérivées partielles

de f, g et h sont au nombre de neuf et il n’y a que trois
équations.

e Deux solutions de ce systeme sous-déterminé (i.e. deux

potentiels vectoriels) U1 et Ug différent d’'un gradient de
fonction : .
Jpt.q. Up— Uy =grad ¢



Champs

V. Borrelli

La divergence

Détermination d’'un potentiel

vectoriel

Exemple 1_.)— Supposon_s; V = 0 et cherchons les potentiels
vectoriels U tel que rot U = 0. On doit résoudre

oh  og of  oh
(15 - 5=0 @ 55 -

e La premiére équation équivaut a

f
og 6_0

S C y -

0
h(X,y,Z) = Jagdy—i_)q(xvz)

0 0
= aZJgder ﬁsz(x,z)dz

0

= —(G(x,y,2) + M(x,2))

0z

avec G(x,y,z) = jgdy et\i(x,2) = J)q (x,2)dz.
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La seconde équation or_¢ montre que
[ - =
9 0z 0X 9

ch
f(XquZ) = Ja)(dz—’—)‘.?(xay)

La divergence a

= 5 fhdz + X2 (X, )

- aax(G(X’y’z) +A(X,2)) + Xa(x,y)

car h(x,y.2) = +(G(x.¥,2) + M(x.2)).

La troisiéme équation og _ of impose
[ ] =
g ox oy P

og 0 (0 9
x "7y <6Z(G(X’y’ z) 4+ N (x,z))) + aykz(X,Y)
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vectoriel
Soit encore
29 _ (e o
Linya) = (S 6Ky2+nix D))+ T2 xy)
La divergence i aﬁ %

car G(x,y,z) = Jgdy Il faut donc aa/}f(x,y) = 0. Autrement
dit, A ne doit dépendre que de x.

e Notons Ax(x) = J)\z(x)dx. Au bilan on a

h(x,y,z) = aaz(G(x, ¥,2) + N(X,2) + A2(x))
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vectoriel
et p
g(vaa Z) = @(G()an Z) + /\1 (X’Z) + /\Z(X))
0
La divergence f(X’ya Z) = aix(G(Xﬂy7 Z) + /\1 (X7 Z) + /\Z(X)>
soit encore

U =grad (G+ A1 + Ay).
Exemple 2.— Supposons V : R — R3 donné par
V(x,y,2) = c(x, y)k.
Puisque R3 est contractile (car étoilé) et que

—

div V %R = 0, le lemme de Poincaré assure 'existence
de U:R® — R3telquetot U = V.
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e Puisque V ne dépend pas de z, on cherche un potentiel

Ux,y) = f(x,y) 1 +9(x,y) ] + h(x,y) k

indépendant de z.

La divergence

... of o0g oh . ,
e En particulier il il 0. Les équations
oh dg of  oh og of
deviennent
h o oh g ot
dy T ox T ox oy

Ainsi h = Cte.
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La divergence

Détermination d’'un potentiel

vectoriel
e On cherche donc U sous la forme

U(x,y) =f(x,y) i +9(x.y) ] + Cte k
avec pour seule contrainte

og of
ox oy ¢
e On obtient
of
alx.y) = [ £ 00 yd+ f o(x, y)dx

Les solutions de rot U = V sont donc les champs Udela
forme

T(x,y) = f(x,y) T+ ( f s;(x, y)dx + f o(x, y) dx) j+ctek

ou f : R?> — R est une fonction quelconque des variables x
ety.
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vectoriel
e Notons que U peut aussi s’écrire sous la forme

U(x,y) = (fg)i(x,y)dx>7+ <J(§;(x,y)dx>7
+ (Jg;(x,y)dx) k + <f c(x,y)dx)]‘

- aix <J f(x,y)dx>7+ ;y <f f(X7Y)dX>7

v ([ roesiae) &+ (et pax) i

Posons F(x,y) = Jf(x,y)dx, on a donc

La divergence

Tx,y) = U c(x, y)dx) j+grad F
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La divergence

Détermination d’'un potentiel
vectoriel

Application.— Cherchons les potentiels vectoriels U de
V(x,y,2) = (xy* = x°) k
ol (x,y,z) e R3. Onac(x,y) = xy?> — x3y et donc
1 1
Jc(x,y)dx = —x?y? — —x*y + cte
2 4
d’ou
- 1 2.2 1 4 =2 E—1
Ux,y) = (EX Yoo Xyt cte) j + grad F

avec F : R> — R une fonction quelconque des variables x
ety.
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Enoncé.— Le champ magnétique engendré par un courant
d’intensité / passant dans un fil vertical a pour expression

Bixy.z) =l (- i X 00)

or \"x@yy2! T2/

La divergence
ou pg est la perméabilité magnétique du vide et
(x,y,z) € R3\RK.

1) Ecrire B en coordonnées cylindriques.

Réponse.— Lexpression de B en coordonnées
cylindriques est :

~

/ sing - COS ¢ ~ wo !
B 5 — Ho (_ pSing = p ) _ho!
(p.p,2) = 5 i

€.

=

o
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La divergence

Exercice
Enoncé.— 2) Une particule de charge g placée en (x,y,2)
subit une force
?(X,y,Z) =q §(X,y,2)
due au champ (c’est la force de Lorenz). Que vaut tot F ?

Réponse.— On a

— / o (1 . 10 1\ -
WP =150 -5 (5) @455 (rg) A o

Enoncé.— 3) Soit D « R3\Rk un sous-domaine simplement
connexe. Montrer que F est conservative sur D et
déterminer un potentiel ¢ : D — R.
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Réponse.— Puisque fot F =0 et que D est simplement
connexe, le lemme de Poincaré assure I'existence de
¢:D—> Rtelque —grad¢ = F. Ainsi F est conservative
sur D.

e Puisque
La divergence rad¢ aﬁ — + 1 ad) eﬁ‘ + 7(25 R
g = o €p p 0p 0z

il faut résoudre
W _ 100 _poqll 09

= =0.
) ’ p Op 2t p’ 0z

La premiere et la troisiéme équation montrent que ¢ ne
dépend que de ¢. La seconde équation permet d’écrire

P(p) = /”;0 / (¢ + ¥0)
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La divergence

Exercice

Remarque.— La force F nest pas conservative sur RS\RR.
En particulier, le potentiel trouvé ci-dessus ne se prolonge
pas sur R3\Rk (comparer ¢(0) et ¢(27)).

Enoncé.— 4) Calculer divB.

Réponse.— On a

Enoncé.— 5) Déterminer un potentiel vectoriel Ade B.

Réponse.— Ecrivons A sous la forme

z(p, 30¢2> = f(ﬂa%z) e_;) +Q(Pa%z) e_g; + h(pﬂ@vz) R
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Puisque

La divergence

| <9(p9) 5”) pi

10n  og\ of oh _pol1
(1) ( >_, ® %% ey

et
1 (dlpg) of\ _
@, (-2) -0
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La divergence

Exercice
e Puisque B est indépendant de z, on cherche A sous la
forme

Alp,p.2) = f(p,9) € +d(p, ) € + h(p, ) k
et les équations deviennent

1oh o o _0h_pold

(1) p O @ op 2T p
o 1 (dlpg) of
rg
(3) P <6,0_8g0> 0.

e ’équation (1) montre que h ne dépend pas de ¢ ;
I'équation (2) s’integre immédiatement en

/
h(p) = —% Inp 4+ cte
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e ’équation (3) est trivialement satisfaite sig = f = 0. Un
potentiel est donc donné par

j:_ﬂzoﬂ-/ Inp k

La divergence

Remarque.— Ce potentiel est défini sur tout Rs\RR (qui
pourtant n’est pas contractile).
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Champ
scalaire

Champ scalaire

Définition.— Un champ scalaire est une application
¢:DcR"— R.

e Les mots « champ scalaire » et « fonction réelle de
plusieurs variables » sont donc synonymes. Lappellation
« champ scalaire » est souvent utilisée par les physiciens.

e Dans la pratique n = 2 ou 3. Si n = 3, on représente le
champ scalaire en dessinant ses surfaces de niveau

Sa(¢) = {(X,y,Z) e R? | ¢(vaaz) = a}
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Champ
scalaire

Exemples

« Dans R3, la distance depuis I'origine est le champ
scalaire défini par

d(x,y,2) =A/X2 +y2 + 22

En coordonnées sphériques I'expression de ce champ est
particulierement simple puisque d(r,¢,6) =r.

e L'évaluation d’'une coordonnée (ici la premiere
coordonnée cartesienne) est le champ scalaire de R® défini
par

m(X,y,2) =X
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e Le potentiel gravitationnel engendré par une masse M
située en (0,0, 0) est le champ scalaire de R3\{O} défini par

GM
VX2 +y2+ 22

En coordonnées sphériques I'expression de ce champ est
_GM
2.

V(x,y,z) = —

S particuliérement simple puisque V(r, ¢, 0) =

e Le potentiel électrostatique engendré par une charge Q
située en (0,0, 0), aussi appelé potentiel de Coulomb, est
le champ scalaire de R3\{O} défini par

1 Q

¢(Xayaz) = dreg /7X2+y2+22

En coordonnées sphériques I'expression de ce champ est

particulierement simple puisque ¢(r, ¢, 0) = 7= 2.
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Enoncé.— Décrire les surfaces de niveau des potentiels
gravitationnel V et de Coulomb ¢.

Réponse.— Pour tout a€ R*, on a

Champ Sa(V) = {(r7 P, 9) | - iy = a}
scalaire
}

|
—~
—~
a
S
)
S~—
~
|
|
»[2

Sal0) = {(re.0)] 759 -a}

Ces surfaces sont soit le vide, soit des sphéres centrées en
I'origine et dont le rayon dépend de a (attention au signe).
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Champs de Helmholtz-Hodge

vecteurs

Champ
gradient
champ
rotationnel

Lemme de
Poincaré

La divergence

Champ
scalaire

I[\éoré_)me H-H.— Tout champ de vgcteur_T/; est la somme
Vi+ Vodun chaﬂp de gradient V 1 = grad ¢ et d’'un
champ rotationnel V , = rot U.

Ce résultat est également appelé théoréme fondamental du
calcul vectoriel
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GEOMETRIE FRACTALES LISSES
D OS I Triangle, rectangle, A quoi ressemble un carré
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Champs de
vecteurs

. OTTAVIANI
e * MYRICK

champ
rotationnel

Lemme de
Poincaré

La divergence

Champ
scalaire
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Champs de
vecteurs

Champ
gradient
champ
rotationnel

Lemme de
Poincaré

La divergence
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scalaire

Fin CM 10

BONJOUR,
C'EST VOUS
FEYNMAN?

JE VIENS A VOTRE
SEMINAIRE. MAIS
DABORD, IL ¥ A

DU THE?

AU MOINS J'AVAIS REPONDU JUSTE
A LA PREMIERE QUESTION D'EINSTEIN.
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7 melodysheep presents

SYMPHONY OF SCIENCE

Champ
scalaire

PLANETARY SOCIETY

"HORIZON

My folk/rock science album




