Circulation et
flux

V. Borrelli

Courbes
paramétrées

Circulation
d’'un champ
de vecteurs

Circulation
d'un champ
gradient

Surfaces
paramétrées

Flux a travers
une surface
paramétrée

Théorémes de
Stokes-
Ampere et de
Gauss-
Ostrogradski

Circulation et flux

Vincent Borrelli

Université de Lyon




Circulation et
flux

V. Borrelli

Le programme

Partie | : Fonctions (6 semaines)

CM 1.— Coordonnées, topologie

CM 2.— Fonction, graphe, composition
CM 3.— Limite, différentielle

CM 4.— Jacobienne, régle de la chaine
CM 5.— Hessienne, Taylor, extrema

CM 6.— Intégrales simples et doubles
CM 7.— Intégrales triples et applications
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Le programme

Partie Il : Champs de vecteurs (5
semaines)

CM 8.— Champs de vecteurs et lignes de champs
CM 9.— Champs conservatifs

CM 10.— Champs incompressibles

CM 11.— Circulation sur les courbes

CM 12.— Flux et surfaces
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Adresses utiles

Deux adresses :
http://math.univ-1lyonl.fr/~borrelli/Cours_Math?2

http://math.univ-1lyonl.fr/~frabetti/Math2/
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Chapitre 5

Circulation et flux d’'un champ

Dans ce chapitre :
1. Circulation sur les courbes
2. Flux et surfaces

vectoriel



Circulation et
flux

V. Borrelli

Courbes
paramétrées

Courbes paramétrées

Il existe plusieurs fagons mathématiques de décrire
formellement la notion de « courbe ». En voila trois :
e au moyen des graphes de fonctions d’une variable

e au moyen d’équations implicites : on parle alors de
courbes définies implicitement

e au moyen d’'un paramétre, le temps t : on parle alors
de courbes paramétrées

Dans ce chapitre, on donne la préférence aux courbes
paramétrées.



Graphes
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Courbes définies implicitement

X2+ y?=1
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Courbes paramétrées

x(t) =cost, y(t) =sint
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Courbes paramétrées

Définition.— Une COURBE PARAMETREE est une fonction
vectorielle

~: | — RS
to— (x(1), y(1), 2(1))

Le SUPPORT de la courbe paramétrée est le lieu des points

Ct={7(t)= (x(t),y(t),z(t)) | te I C R},

Une courbe paramétrée est naturellement ORIENTEE par le
sens croissant du parametre t.

On dit que la courbe 7 est FERMEE quand / = [fo, 1] et

7 (o) = 7 (4)-
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e Sauf mention explicite du contraire, on suppose que 7 est
de classe C*.

e On appelle VECTEUR VITESSE la dérivée premiére de 7 :

30 = TT0 (0,900 21)

e On appelle VECTEUR ACCELERATION la dérivée seconde
de 7 :

. 2
3= L0 — (300,900, 200)




Circulation et
flux

V. Borrelli

Courbes
paramétrées

Courbes paramétrées

Définition.— Une courbe paramétrée 7 : | — RS est dite
REGULIERE si pour tout f € /,

17 ()] #0

autrement dit, si son vecteur vitesse ne s’annule jamais. La

droite passant par 7 (t) et de vecteur directeur 7 (t) est
appelée la DROITE TANGENTE en t & 7.
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Courbes paramétrées
e On appelle ELEMENT DE LIGNE le « vecteur »

di = 7 (1) ot

e On appelle ABSCISSE CURVILIGNE ou PARAMETRE DE LA
LONGUEUR D’ARC l'intégrale

wham+:me

e On appelle ELEMENT D’ARC la différentielle

ds= |7 ()] dt

lintégrale

S(t

b (t)
L) = [ IF@e= [ o

fo s(to)

donne la longueur de la courbe paramétrée.
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Courbes

paaménées  Exemple 1. Soit 7 (f) = (¢, t, 12) avec t € [0, 1].

Z A

Vi

Notons que x(t) = y(t) = t et que z(t) = x2(t) = y2(1). Le
support de la courbe est donc une portion de parabole
contenu dans le plan {x = y}
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e Puisque 7 (1) = (t,t,12),ona 7 (t) = (1,1, 2t) d'ol

17 ()] = V2 + 42 #£0.
Ainsi 7 est réguliére.
e L'élément de ligne vaut
di=(1,1,2t)dt=dt 7 +dt j +2tat kK
e L'élément d’arc vaut

= V2 + 4t2dt
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Exemple 2. Soit 7 (t) = (3cost,0,2sint) avec t € [0, 27].

Onax(t)/3=cost, y(t)=0et z(t)/2 =sint ainsi le
support de la courbe est I'ellipse

9 4

contenue dans le plan {y = 0}.
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Courbes ° PUISque 7 SCOSt O 2sin t) on a

paramétrées
7(t) = (—3sint,0,2cost)

d’ou

17 (1) = \/9 sint 4+ 4cos2t # 0
Ainsi 7 est réguliére.
e 'élément de ligne vaut
. —
CT? = (—3sint,0,2cost) df = —3sint dt 7 +2costdt k

o Lélément d’arc vaut

ds = \/9 sin® t + 4 cos? tdt
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Courbes

paaménces  Exemple 3. Soit 7/ (t) = (cos t,sint, t) avec t € [0, 67].

*EM‘\N

On a x2(t) + y?(t) = 1, le support de la courbe est contenue
dans un cylindre de base un cercle unité. La hauteur z(t)
est le parametre angulaire. Le support de la courbe est
donc une hélice.



Circulation et
flux

V. Borrelli ExempleS

Courbes

paramétrées ° PU|Sque 7 COSt S|n t t) ona

17 ()] = \/sin2t+coszt+ 1=v2
ainsi la courbe 7 est réguliére

e 'élément de ligne vaut
. - - —
di — (—sint,cost,1)dt = —sintdt i +costdt j +dt k

e La longueur entre 0 et 27 vaut

23 = [V dt=2v3r

0
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Circulation d’'un champ de
vecteurs

Définition.— Soit V : D c R —; R3 un champ de vecteurs
de R3, v : [ty, 1] — D c R3 une courbe paramétrée et
C* =([to, t1]) son support. On appelle CIRCULATION DE v
LE LONG DE C* 'INTEGRALE CURVILIGNE

V.di = /“ VFW) -7 () dt
c+ to

— —
ou V (7(t)) indique que le champ V est évalué sur les
points de la courbe et - désigne le produit scalaire entre
vecteurs.
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Circulation d’'un champ de
vecteurs

Proposition.— Si C~ est parcourue dans le sens opposé a
celuide C*, ona

/ 732:/ V. di.

¢ Si C* est le support d’'une courbe fermée, la circulation
— o
de V le long de C* s’écrit

$ V.di
Cct+
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Exemples
Exemple 1.—- C_a)lcul de la C|rculat|on du champ de vecteurs

\7(x y,z2)=2z i —y7+x k le long de I'arc d’élice
7 (t) = (cos t,sint, t) avec t € [0,27] est

2
/ V.dl— / (t d(cost) sint d(sint)

at
+costa) at

2m
:/ <—tsint—sintcost+cost>dt
0
ox 27 2r
:[tcost] —/ costdt—/ sintcost dt
0 0 0

2
+/ cost dt
0

=27 — [%Sin2 t}zﬂ:2ﬂ'
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Exemple 2.— Calcul de la C|rculat|on du champ de vecteurs
= — —
V(x,y,2)=z i —y j +x k le long de la courbe fermée

Ct=Ccfucjucy

représentée ci-dessous

Z AN
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e Lacirculationduchamp V(x,y,z)=z i —y j +x Kk
Qirculation .y =X
dun champ le long de la parabole C{ { z=x2  est:
x:0—1
- =
/ V-dﬁ—/ zdx—/ ydy+/ X dz
ct ct ct ¢l
x:0—1 y:0—1 z:0—1
z=x2 X=+/Z
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e La circulation du méme champ de vecteurs

\7(x,y, z)=2z = y 7 + X 7 le long du segment

G onamp y=x
de vecteurs Cél,- z = 1 eSt :
x:1—=0
- —
/ V.dl = / zdx — / ydy+/ X dz
Cs Cy Cs Cy
x:1—=0 y:1=0 z=1

z=1 dz=0

0 0
_/ dx—/ydy+0
1 1
1 1
:—/ dx+/ydy
0 0

-l [ d -
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e Enfin, la circulation de \7 =z _/> -y ? + X ? le long du

x=0
segment C; ¢ y=0 est :
z:1=0
/ \73@:/ zdx—/ ydy+/ X dz
Cs Cs Cs Cs
x=0 y=0 z:1—-0
dx=0 dy=0 x=0

0
:0+0+/ 0dz=0.
1



Circulation et
flux

V. Borrelli

Circulation
d’'un champ
de vecteurs

Exemples

. . . -
e En conclusion, la circulation de V' le long de la courbe
fermée C* = C;f U CJ U CJ vaut:

V- [ Vea [ v [ V.a@
ct cf cf cf
1 1
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Exemples
Exemple 3.— Calcul de la circulation du champ

- —
Vip.p.2)=pe,+28+p K

2. 2 _

le long du cercle C* d’équation { ; _+3y =4 et orienté

comme dans la figure :

L2
e
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e Notons que cette courbe se décrit simplement en

p=2
coordonnées cylindriques : ¢ ¢ :0 — 27
z=3

%
e Puisque V(p Z)=pe,+z8,+p K,ona:

V. ﬁ:/ v dp+ / Zpd<p+/ pdz
Cc+ ct ct

p=1 ©:0—=27 z=3
dp=0 p=2, z=3 az=0
2
=0+6 do+0=127.
0
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Exemple 4.— Calcul de la circulation du champ
v I SR — n
V(r,e,0) =y er+sinf e, + p ey le long du cercle C

figure

=X

2 2 2 _
d’équation{ ;_er tz7=4

orienté comme dans la
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e Ce cercle s’écrit de fagon relativement simple en
coordonnées sphériques comme union de deux

r=2
demi-cercles d’équations C;f { ¢ = /4
0:0—>m
r=2
Cs; { ¢=>5r/4
0:m—0

et

. - :
e Puisque V(r,p,6) :905,)+sm9 e_(;+p5§, ona:

/ \_/>c7?:/ <pdr+/ rsin29d¢+/
ors ct cr ct

’
r=2 p=n/4
ar=0 dp=0

:o+o+4/ do = 4
0

r=2
0:0—m

r? dz
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Girculation Ainsi que
d’'un champ
de vecteurs
- = _
/ V-dﬁ:/ @ ar+ / rsin?6 dp + / r? dz
Cs Cy o3y cs
r=2 p=b7/4 r=2
dr=0 dp=0 9:71—0
0
=0+0+4 / df = —4n
e Au bilan

+
2

| Vedi-[ V.di+[ V.di-o
c+ cf C



Circulation et
flux

V. Borrelli

Circulation
d'un champ
gradient

Circulation d’'un champ gradient

Théoréeme.— Soit \7 = grad ¢ un champ de gradient de
domaine Dy, alors

e La circulation de grad ¢ le long d’une courbe C* C D,

Joignant deux points A et B ne dépend pas de la courbe
mais seulement des valeurs de ¢ aux deux points

C+gr?5/¢-c7e=¢(8)—¢<A).

e La circulation de grad ¢ le long d’une courbe fermée C*

est nulle R
55 grad ¢ - dl = 0.
Cct+
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. Exemple
Exemple.— Soit V = grad ¢ ou

1

¢>(X,yaz):m

avec
D={(x,y,z)eR3|y>0,z>x>0}

Soit C* une hélice de D joignant les points A = (0, 1,2) et

B = (3,4,5). La circulation de grad ¢ le long de C* vaut :

grad -dl = §(3,4,5) - (0,1,2)
C+
1 1

¢14(25 —9) J4-0)
-

1
2

\}

ool W
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La musique des spheres
— Mardi 26 avril a 20h
Astronomie, musique, géométrie, tout est nombre. Mais quel nombre ? Avec Pythagore, nous

partirons & la découverte d’'une gamme parfaite. Il sera question de la premiére révolution
mathématique qui amena les Grecs a séparer géométrie et arithmétique.

Les cordes vibrantes
— Mardi 10 mai a 20h
Une corde mise en boite, une idée folle et musicale mais surtout I'un des épisodes les plus

marquants de [ histoire des mathématiques du 18° siecle. Il s'agit de la controverse des cordes
vibrantes qui fit débat jusqu’au 20° siécle.

La musique réchauffe

— Mardi 24 mai a 20h
Pourquoi chaleur et musique ont-elles un lien ? Quel lien y a-t-il entre une tige métallique qui
refroidit et une guitare ? En 1821, Fourier écrivit la Théorie analytique de la chaleur, sans imaginer
qu'il créait I'outil le plus fécond pour étudier les vibrations. Retour sur la naissance des séries de
Fourier, 70 ans apres la controverse des cordes vibrantes.

Les figures de Chladni

—  Mardi 7 juin a 20h
Quelle est cette expérience qui intéressa tant Napoléon qu'il invita son inventeur, Chladni, a lui en
faire une présentation privée, et fit promettre un prix a celui qui expliquerait ce qu‘il se produit ?
(La formation des figures est observable dans I'exposition Musimatique.)
Peut-on entendre la forme d’un tambour ?

—  Mardi 21 juin a 20h
Cette question devenue un classique en 50 ans fut le titre d'un article écrit en 1966 par le

mathématicien Mark Kac. Le contexte et I'impact de cette curieuse question seront les thémes
principaux.
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Surfaces paramétrées

Il existe plusieurs fagons mathématiques de décrire
formellement la notion de « surface ». En voila trois :
e au moyen des graphes de fonctions deux variables

e au moyen d’équations implicites : on parle alors de
surfaces définies implicitement

e au moyen de deux paramétres, souvent notés u et v :
on parle alors de surfaces paramétrées

Dans ce chapitre, on donne la préférence aux surfaces
paramétrées.
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Graphes

Unplan; z=f(x,y) =x
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Graphes

1,99176,

% 0402303
-1,2003
-1,9983
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Surfaces définies implicitement

Un ellipsoide ; F(x, y,z) = 0 avec F(x,y,z) = 222 + x? + y? — 1
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Surfaces définies implicitement

Un paraboloide hyperbolique ; F(x, y,z) = 0 avec
F(X,y,Z) :z_x2_y2
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Un tore; x(u,v) = cosu (24 cosv), y(u,v) = sinu (2 + cos v),
z(u,v) =sinv
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Un hélicoide ; x(u, v) = ucosv, y(u,v) = usinv, z(u,v) =u
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Définition.— Une SURFACE PARAMETREE est une fonction
vectorielle

f: UxV — RS
(u,v) — (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

Le SUPPORT de la surface paramétrée est le lieu des points

S={f(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) | (u,v) € UxV C R?}
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Exemple
Exemple 1.— Soit

f: [0,1]x[0,1] — R3
(u,v) — (U, v, v?)

= ™~
-5,92176%
<<

3,94784

3,14159

Le support S est un cylindre d’axe (Oy) et de base une
portion de parabole.
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réegulieres

Définition.— On dit qu'une surface paramétrée

f: UxV — RS
(u,v) +— (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

est REGULIERE en un point (u, v) € U x V si les dérivées

partielles
of of
—(u,v) et —(u,v
S V) et o (u)
sont linéairement indépendantes. Le plan passant par
f(u, v) et de base (%(u, v), 9 (u, v)) est dit PLAN TANGENT
en (u, v) a la surface paramétrée.
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Vecteur normal

Propriété.— Un point (u, v) € U x V est régulier si et

seulement si y af
%(Uv V) A W(U, v)#0

Propriété.— Soit f une surface paramétrée réguliére. Le
vecteur

ﬁ(u, V) = gfl(u, V) A g‘i(u, V)

est un vecteur non nul normal au plan tangent en (u, v) de
la surface paramétrée f.
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Exemple 1 (suite).— Soit
f: [0,1] x[0,1] — RS

(u,v) — (U, v, v?)

i Ona 2 (u,v)=(1,0,0) et L (u,v) = (0,1,2v) ainsi

paramétrées
1 0 2v
LwnnTwn={ o]l 1 ]= o
u v 0 2v —1

Par conséquent la surface est réguliére en tout point de
[0, 1] x [0, 1] et un vecteur non nul normal a la surface est
donné par

T(u,v)=(2v,0,-1)
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Orientation
Définition.— Soit f une surface paramétrée réguliere, le
choix d’'un champ de vecteurs normaux unitaires

T:UxV-—RS
s’appelle une ORIENTATION de f.

¢ |l n'y a que deux choix possibles

of of of of
T
au N ov au N v

e Un choix ayant été effectué, on note St la surface
orientée par ce choix et S~ par le choix opposé.
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Bord d’'un support

e On suppose que f est réguliere sur U x V et injective sur
l'intérieur de U x V.

Définition.— Un point P € S est dit POINT DU BORD si pour
toute boule ouverte suffisamment petite B ¢ R2 centrée en

P, l'intersection SN B « ressemble » au demi-disque fermé

{(x,y) €R?2 | x > 0,x2 + y? < 1}. Lensemble des points du
bord de S est noté 0S.



Circulation et
flux

V. Borrelli

Courbes
paramétrées

Circulation
d’'un champ
de vecteurs

Circulation
d'un champ
gradient

Surfaces
paramétrées

Flux a travers
une surface
paramétrée

Théorémes de
Stokes-
Ampere et de
Gauss-
Ostrogradski

Bord d’'un support

Exemple 1 (suite).— Soit

f: [0,1] x [0,1]
(u,v)

3,14159

e
2,51327

Axey

1,88496

1,25664

0,628319

—» RS
—

(u,v,v?)

La surface S n’est pas fermée. Son bord est I'union de
quatre courbes :

0S8 =

z=x?
y=0
x €[0,1]

U

x=1
z=1
y €10,1]

U

z=x?
y=1
x €[0,1]

U

x=0
z=0
y €[0,1]
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Surfaces fermées

Définition.— Une surface paramétrée réguliere sur U x V et
injective sur l'intérieur de U x V est dite FERMEE si S = 0.

Surfaces fermées

Surfaces a bord non vide
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Remarque.— Un orientation de la surface induit une
orientation de son bord : un promeneur parcourt le bord 0S
dans le sens positif si la surface S se trouve dans la
direction de son bras gauche tandis que la pointe du
Surfaces vecteur normal est a la hauteur de sa téte.

paramétrées

Lorientation de 9S selon celle de S
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Exemple 1 (suite).— Soit

f: [0,1]x[0,1] —» R®
(u,v) — (U, v, v?)

z

Surfaces
paramétrées

&—

W
e

Lorientation de S induit I'orientation du bord 0S décrite
dans la figure ci-dessus.
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Aire d’'une surface paramétrée

Définition.— Soit f : U x V — R3 une surface paramétrée
réguliere. On appelle

e UELEMENT DE SURFACE, le « vecteur »

cﬁ = <gZ(u, V) A SC(U, v)> du dv

e LELEMENT D’AIRE, l'intégrande

dA = Haf(u, V) A of

50 5y dudv

(u,v)

e UAIRE DE LA SURFACE, le réel

Aire(f) = // dA
[uo,ur] x[vo, 1]
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Exemple 1 (suite).— Soit
f: [0,1]x[0,1] — RS
(u,v) — (U, v, v?)
Surfaces On a 2
paramétrées 8f 6f 4
%(Lh V) N W(Lh V) - ( _01 )
d’ou
2v
c@ = 0 dudv
—1
et

dA = /1 + 4v2dudv
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Surfaces
paramétrées

Ainsi

Aire d’'une surface paramétrée

Aire(f)

// Vv 1+ 4v2duav
[0,1]x[0,1]

/ V1 +4v2dv
/ V1 + x2dx

| =

N\&
m—u

XV1+x2

2

—In
t5 (x +

In(2 + v/5)

1+ x2)

0
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Flux a travers une surface

parametree
e Soit V un champ de vecteurs de R3 et ST une surface

orientée contenue dans le domaine de V paramétrée par
(u,v) — f(u,v), avec u € [up, u1] et v € [wy, 4] et orientée

par
of A of

of A of

A - .
Définition.— On appelle FLUX DE V A TRAVERS S+
'INTEGRALE DE SURFACE

%
IV
S+
c’est-a-dire le réel

— of of )
VI(iflu,v)) | =—(u,v) AN =—(u,v) | duav
//[U07U1]X[V07V1] ( ( )> <8u( ) 8V( )
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Flux a travers une surface
parameétrée

. . i -
Notation.— Si St est une surface fermée, le flux de V a

travers St s’écrit
_>
# V.d$
s+

Proposition. — Soit v un champ de vecteurs de R3 et St

une surface orientée contenue dans le domaine de V Si
S~ est la méme surface orientée dans le sens opposé a
celuide St, on a

[ v [ vas
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. Exemple.— Calcul du flux de
ourbes
paramétrées — — — N
Circulation V(X’y’ Z) =X1 + z j +y k
d’'un champ
de vecteurs au travers de
Circulation N Z = Xy
d h
i S 0<x<A1
Surfaces 0 S y S 1
paramétrées L,
coarmee  PAramétrée par f(u,v) = (1u, v,uv)avec u € [0,1] v € [0,1]

une surface et orientée avec 11 = —— (-
paramétrée /1 + w2 JrV2
Théorémes de
Stokes-
Ampere et de
Gauss-
Ostrogradski

v,—u,1).

AxeX
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eOna

//S+\—/>‘C@://[0,1]><[0,1] (uv) . (1u) du dv

v
Flux a travers e Ainsi

:// (—uv—u2v+v)dudv
[0,1]x[0,1]
une surface ’ ; 1 ]
paramétrée
// \—/>-£_—/ udu/ vdv—/ u2du/ v dv
St 0 0 0 0

1 1
+/du/vdv
0 0
I I
- 22 32 2
R S B
4 6 2 12
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Théorémes de Stokes-Ampere
et de Gauss-Ostrogradski

Théoreme de Stokes-Ampeére.— Soit = rot‘L_J> un champ
rotationnel alors :

// rotﬁ-cﬁzyg U-di
S+ oS+
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Théorémes de Stokes-Ampere
et de Gauss-Ostrogradski

i

S+

TolU

Corollaire 1.— Si St est fermée alors

# rotl_j-ﬁzo
S+

Corollaire 2.— Sj l_J> = grad ¢ est un champ gradient alors
75 grad¢-c767:// rot(grad¢)~c@:0
S+ S+

(car rot(grad ¢) = 0).
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Exemple.— Calcul du flux du champ
T/)(va7z) =Xz _I> —yz 7

au travers du cylindre

ot X2 4 y2 — RR
| z€[0,H]

- . .
meoremesde @ Le champ V' est défini sur R® (contractile) et
Stokes-

A%)peéfe etde
Gauss-

e
Ostrogradski div V(X, Yy, Z) =z—-z=0

. - . ,
par conséquent V admet un potentiel vectoriel.

— —
e Un calcul montre que U(x,y,z) = xyz k est un potentiel
. = . -
vectorielde V i.e.rotU = V.
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Exemple
e D’apres le théoreme de Stokes

// T/)@:// rotl_j-c@: U)Jz?zyﬁ Xyz dz
S+ S+ 88+ 8+

e Le bord de S est composé de deux cercles

2 2 _ 2 2 2 _ 2
COZ{)Z(:JrOy_R ot CH:{ery_R

le long desquels z est constant donc

35 xyzdz=0
S+

//ﬁ?@:o

et par conséquent
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Théoreme de Green-Riemann

- —
e Si S C (Oxy) est une surface plane V = rotU un champ
rotationnel avec

— - -
Ux,y)=P(x,y) i +Q(x,y) j

- .
alors V est orthogonala Seton a

V(5 ay) ¥

Théoreme de Green-Riemann.— On a alors

// @—@ dxdy:yﬁ (de+ody)
S+ 8 8S+
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Ampére et de

Gavss Exemple.— Calcul de I'aire enclose par la courbe
paramétrée

v [-1,1] — R?
t — (x(1),y(1) = (B - t,1 - 1?)
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Exemple

¢ Si on choisit P(x, y) = 0 et Q(x, y) = x dans la formule de
Grenn-Riemann on constate que

// 1dxdy = xdy
S+ ast

o Or Aire(S) = [[s dx dy donc
1
Aire(S) :/_1 x(O)y' (t)dt
eOnax(t)y'(t) = (2 - t)(1 — 1?) = 212 — 2t* et

]
Aire(S) = EtS — 22‘5] = 185
.
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Théoreme de
Gauss-Ostrogradski

Théoréme de Gauss-Ostrogradski.— Soient v un champ
de vecteurs, S une surface fermée, Q2 I'espace borné
délimitée par S (en particulier 9Q = S) alors :

# 7-c§_// divV dx dy dz
St Q

Dans cette égalité, I'orientation choisie pour S* est celle de
la normale sortante.
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_>
Exemple.— Soit V un champ de vecteurs a divergence
constante div V = aet S une surface fermée englobant un
volume V. Alors le flux de V atravers de St vaut

# V.dé = // divV dx dy dz
S+

- = // dx dy dz
Théorémes de
Stokes-

Ampere et de

Gauss- = a VO /
Ostrogradski

= ay
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Exercice

Enoncé.— Calculer le qux du champ de vecteurs

v 27 2

V(x,y,2) =x% i +y? j +2z P4 a travers de la surface
fermée constituée du cone tronqué

o 22— x2 4 )2
| z€]0,3]

et du disque
St — x2+y?2<9
2 1 z=3
et orientée par les vecteurs normaux sortants.
Réponse.— Soit

Q={(x,y,2) eR®¥| X2+ y? <22, 0<z<3}

onagQl=3S
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Exercice

e Puisque S est fermée, on peut appliquer le théoreme de
Gauss-Ostrogradsky

# \7%:// divV dx dy dz
St Q

avec ici div = 2(x+y + 2).

e Pour déterminer l'intégrale triple, on passe en
coordonnées cylindriques. On a

X =pCOSp, y=psSing, z=2z
et

dx dy dz = |det Jy(p,p,2)|dpdpdz
= pdpdpdz
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Exercice
e Ainsi

# 7-@:2///(x+y+z)dxdydz
S+
2
/dz/ dgo/ COSgo+SIng0)+pZ>dp

p=z

27r 1
2/ dz/ COS(,O—{—SIncp)-l-zp z} do

271' 1
_2/ dz/ 32 (cos ¢ +sinp) + Z)dgo

1 27
:2/ dz SIh(p—COSQO)—i-ZngD] do
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Fin CM 12 et du cours : Bravo
pour votre ténacité !

« Permettez-moi de vous révéler le secret qui m’a conduit a
atteindre mon but. Ma force repose uniqguement sur ma ténacité »
Louis Pasteur
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