Université Claude Bernard Lyon 1
M1 — Géométrie

Corrigé du controle continu 2 du 4 novembre 2019

Les documents sont autorisés mais les calculettes et les téléphones por-
tables sont interdits. Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour
Uattribution d’une note.

Probleme. — Le but de ce probleme est de démontrer un résultat de
Jean-Baptiste Meunier (1754-1793) qui énonce que les cercles osculateurs
des courbes obtenues par intersection d’une surface avec une famille de plans
obliques sont inclus dans une méme sphere.

PREMIERE PARTIE : CERCLE OSCULATEUR A UN SOMMET D’UNE ELLIPSE

Soit 6 €] — /2, m/2[. On note (X,Y) les coordonnées d’un point dans R? et
on considere 'ellipse Ey d’équation

(cosfX — 1> +Y? =1

ainsi qu'une paramétrisation 7y : | — m, 7] — R? de celle-ci donnée par
cost+1
X(t)=— et Y(t) =sint.
®) cos ®)

1) Montrer que vy est réguliere.

Rép.— On a
int
X'(t) = _5(1)29 et Y(t) = cost
d’olt
2 2 2 sin® ¢ 2 2 2
X"*(t) + Y'?(t) = cos” t + —y =1 +sin t(cos?& —1> =1+ tan®@sin°t > 1.

2) Dessiner sommairement le support I de 4. Montrer que l'origine O est
dans I'.

Rép.— On constate que yg(m) = (0,0).



3) Calculer la courbure principale ky de 7y en tout temps t.

Rép.— On a
sin?t  cos?t 1

’ " _ ! " = =
X (t)y (t) Y (y)X (t) cos @ cosf cosf’

Notons que cosf > 0 pour 6 €] — 7/2,7/2[ ainsi

_3
2

_ 1 2 2
ko(t) = p—"z (1 + tan® #sin” t)

4) Montrer que le cercle osculateur de lellipse Fy en l'origine O a pour
équation cartésienne (X — cos)? + Y? = cos? 6.

Rép.— Le rayon de ce cercle est donnée par k, 1(7r) = cos 6. La normale principale de vy
en t = 7 est donnée par

oo Je(m)
M = g~

ainsi le centre de courbure 2y en ¢t = 7 est

Qg () = yo(m) + N,(m) =0 +cos(1,0) = (cos8,0).

b
ke(ﬂ')

Le cercle osculateur de Fy en O a donc pour équation cartésienne

(X —cos6)* +Y? = cos?0.

DEUXIEME PARTIE : ETUDE D’UN EXEMPLE

On note R = (O, ey, e9,¢e3) le repere canonique de R3 et (x,vy,2) les co-
ordonnées d'un point dans ce repere. On considere le cylindre C dont une
équation dans ce repere est donnée par y*> + (2 — 1)2 = 1 et pour tout
0 €] —m/2,m/2], on pose

eg = cosfes+sinfe; et vyg= —sinfes;+ cosbe;.



Soit Py le plan passant par O et engendré par e; et eg. Un vecteur normal de
ce plan est donc vy.

5) Faire un dessin sommaire montrant le cylindre C et un des plan P pour
6 €10, 7/2[.

Rép.—

6) On considere le repere Ry = (O, eg, €2,1) et on note (X,Y, Z) les coor-
données dans ce repere.

a) Exprimer les coordonnées (z,y,z) dans le repére R en fonction de
(X,Y, 7).

b) Donner une équation cartésienne de Py dans Ry.

¢) Montrer qu'une équation cartésienne de C dans Ry est

Y24 (cosf X —sinf Z —1)* = 1.
d) En déduire que C N Py est lellipse déterminée par les équations
(cosf X —1)*+Y?*=1 et Z=0.
Rép.— a) Constatons d’abord que
ez =cosley —sinfryg et e; =sinfeg + cosbuy.

Ainsi

xer +yes +ze3 = x(sinfeg + cosOuy) + yes + z(cosf ey — sin b vy)
= (sinfx + cosfz)ey + yes + (cosfx — sinb z)vy

Ainsi
X =sinfzx+cosbz, Y=y et Z=cosfx—sinbz.



b) Puisque Py = O + Vect(eg,ez), on a (X,Y,Z) € Py <— Z =0.
¢) Des relations du a), on déduit

r=sinf0X +cos@Z, y=Y et z=cosfX —sinf Z.

Ainsi
y2+(z—1)2:1 <— Y2+(0059X—sin92_1)2:1.
d) On a
Y2+ 0X —sinf7Z—12 = 1
(xay,Z)GCOPQ — { (COS sin )Z -

c’est-a-dire

(z,9,2) ECNPy < Y2+ (cosfX —1)’=1 et Z=0.

7) On note Cy le cercle osculateur de C N Py en l'origine O.
a) Avec l'aide des résultats obtenus dans la premiere partie donner les
deux équations cartésiennes qui définissent Cy dans le repere Ry.
b) Montrer que la spheére S de rayon 1 et de centre le point O + e3 a
pour équation
(X —cos0)? +Y? +(Z +sinfh)? =1

dans le repere Ry.
¢) Montrer que pour tout 0 € | —7/2,7/2[, le cercle osculateur est inclus
dans S.

Rép.— a) Les résultats obtenus en premiere partie donnent immédiatement les équations
cartésiennes de Cy dans le repére Ry :

(X —cos0)?+Y? = cos®0
Z =0

b) Dans ce repere R, la sphere de rayon 1 et de centre le point O + e3 a pour équation
P4y (-1 =1.
11 suffit de remplacer avec les expressions obtenues en 6¢)
r=sinf@X +cosbZ, y=Y et z=cosfX —sinf Z.

pour obtenir I’équation cartésienne de S dans le repere Ry.
¢) Soit (X,Y, Z) € Cp alors

(X —cos0)? +Y? + (Z 4 sin0)? = cos® 0 + (0 + sin #)?



d’apres 7a). Ainsi
(X —cos0)> + Y2+ (Z+sinh)? =1

et donc Cy C S.

TROISIEME PARTIE : LE CAS GENERAL

On reprend les mémes notations qu’a la seconde partie et on remplace le
cylindre C par une surface quelconque Y. On suppose que O € ¥ et que e3 est
une normale & 3 en O. On suppose en outre que, pour tout 6 € | —7/2; /2],
I'intersection >N Py est le support d'une courbe biréguliere paramétrée par la
longueur d’arc vy : Iy — XN Py telle que 0 € Iy, 79(0) = O et 74(0) = ez. On
note kg (resp. Ny) la courbure principale (resp. la normale principale) de ~y.

8) Soient V' C R? un voisinage de O et g : R — R? une application telle que
i) 9(0) = 3
ii) Pour tout p € ¥ NV, g(p) est une normale unitaire de ¥ en p.
a) Montrer que (go~,)'(0) = g—Z(O, 0). En déduire que ((govs)'(0),75(0))
est indépendant de 6.
b) Montrer que Ny(0) = te4. On suppose pour la suite que Ny(0) = ey.
c¢) Montrer que (g o 74(0),v4(0)) est indépendant de 6.
d) En déduire que ko(0) = kg(0) cos 6.

Rép.— a) Puisque v4(0) = ez, on a (g o) (0) = dg,,(0)(e2) = g—Z(0,0) et donc

(g.076) (0,7 (0)) = <§—j<o,o>,e2>



est indépendant de 6.

b) L’image de la courbe 7y est contenue dans le plan Py = O + Vect(ea, eg). Puisque
75(0) = e et que ~yg est biréguliere, on doit avoir Ny(0) = +ey.

¢) Pour tout ¢ suffisamment petit (pour que vy(¢t) € V) on a :

(gove(t),v(t) =0

Donc
((g o) (t),75(t)) = —(g 070 (t), g (1))
d’ou
(9.0 10)(0), 74/(0) = —<§—§<0,0>,e2>

est indépendant de 6.
d) En particulier

((9°7)(0),75(0)) = ((g ©79)(0), 7 (0))

donne

(e3,70(0)) = (e3,74(0)).
Or v7(0) = ko(0)es et v5(0) = ko(0)eg. Puisque (e3,eq) = cosf, on en déduit ko(0) =
kg (0) cos 6.

9) Soit Qp = O + k, ' (0)Ny(0) le centre de courbure de 5 en O et soit
So(t) = Qg — k1 (0)(costeg + sint eg)

une paramétrisation du cercle osculateur de vy en O.
a) Montrer que pour tout ¢ on a :

So(t) = ky ' (0)(cos@sinO(1 — cost)e; + cosfsint ey + cos® (1 — cost)es)

b) Montrer que le support de &y est inclus dans une sphere de centre
O +k;'(0)es et de rayon k;*(0).

Rép.— Le centre de courbure €2y de vg en O est
Qg = O+ k' (0)Np(0) = k, ' (0)(cos O e3 + sinf ey)
D’oll une paramétrisation du cercle osculateur de vy en O

0g(t) Q9 — k' (0)(costeg + sint es)

k; 1 (0)(cos@es +sinber) — k, ' (0)(costey +sintes)

= k; ' (0)(cosf ez +sinfe; —cost(coshes +sinfer) —sintes)
kg~ (0)(

5 1(0)(sin@(1 — cost)e; +sint ey + cosf (1 — cost)es)



Puisque kg(0) cos @ = ko(0) on a
So(t) = k5 (0)(cos@sinf(1 — cost)e; + cosfsint ey + cos? 0 (1 — cost)es)
Posons 6p(t) = (x(t),y(t), 2(t)), on a z(t) — ky ' (0) = —kg *(0)(sin? 6 + cos? @ cost) d’otr
(2(t) — k5 *(0))? = Ky 2(0)(sin® @ + 2sin” @ cos? @ cos t + cos O cos? t).
On a aussi
22(t) +y2(t) = kg 2(0)(cos®Osin® O — 2cos® O sin? @ cost + cos? @sin? O cos? t 4 cos? O sin? 1)

D’ou en sommant

2(t) + y2(t) + (2(t) — kg '(0))2 = kg ?(0)(sin® O(sin® 0 + cos? )
+ cos?  cos? t(cos? @ + sin® ) + cos? O sin” t)
= ky*(0) ( sin? @ 4 cos? 6 cos? t + cos? A sin’ t)
= ko (0)

Ainsi, 'image le support du cercle osculateur a 7y en 0 est inclus dans la sphere

2?4y + (2 = kg 1(0)® = kg *(0).



