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Les documents sont autorisés mais les calculettes et les téléphones por-
tables sont interdits. Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour
Uattribution d’une note.

Probléme. — Dans ce probleme on note (ey, €9, €3) la base standard de R?
et (z,vy, 2z) les coordonnées des points dans cette base.

Ce probleme est composé de trois parties relativement indépendantes.

Pour vos calculs, un formulaire de trigonométrie est a votre disposition en
fin de sujet.

PREMIERE PARTIE : COURBES HOLONOMES

Soit f : [a,b] — R une fonction C*°. On note j"f : [a,b] — R™! la courbe
paramétrée

t—s (f(), f'(1), f'(2), s f(2)).

Une telle courbe est appelée COURBE HOLONOME D’ORDRE n.

1) Montrer que le cercle C(O, R) de centre l'origine et de rayon R est une
courbe holonome d’ordre 1, c’est-a-dire qu’il existe f tel que j'f soit une
paramétrisation de C'(O, R).

2) On considere la courbe j2f ou f : [—m, 7] — R est la fonction sinus.
a) Montrer que le support de j2f est inclus dans le plan affine d’équation
r+2z=0.

b) Montrer que <61\;§3 , 62> est une base orthonormée de ce plan.

¢) Bcrire j2f(t) dans cette base et en déduire que le support de j2f est
une ellipse dont on déterminera une équation cartésienne.




3) On rappelle quune courbe de R?® est dite PLANAIRE si son support est
inclus dans un plan. Montrer que j2f est une courbe planaire si et seulement
si f est solution d’une équation différentielle d’ordre au plus deux et a coef-
ficients constants.

4) On suppose que j!f est une courbe régulicre.

a) Montrer qu'un point ot j!f coupe I'axe (Oz) la tangente est verticale.

b) Montrer que si j2f est une courbe sans point double alors les points
doubles de j! f sont transverses i.e. les deux tangentes en chaque point double
ne sont pas confondues.

c) Montrer que si j2f est une courbe sans point double alors 'axe (Ox)
ne contient aucun point double de j!f.

5) On considere la forme différentielle o = ydzx.

a) Montrer que
/ a>0
Jtf

pour tout f € C*([a,b]) non constante.
b) Soit v : [a,b] — R? une courbe paramétrée et ¢ : [c,d] — [a,b] un

reparamétrage. Montrer que
/ a=c¢€ / o
v o9

ou € = =£1 selon que ¢ est croissante ou décroissante.
c¢) En déduire que la courbe paramétrée v : [0, 2] — R? donnée par

t — (sint,sin 2t)

n’admet pas de reparamérage ¢ tel que v o ¢ soit une courbe holomone
d’ordre 1.

DEUXIEME PARTIE : FORME DE CONTACT ET COURBES LEGENDRIENNES

La 1-forme différentielle £ = dz — ydx est appelé la FORME DE CONTACT
STANDARD de R®. On dit qu'une courbe 7 : [a,b] — R?® est LEGENDRIENNE
si pour tout ¢ € [a,b] on a

(Y (1) = 0.
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6) a) Montrer qu'en tout point (z,%,2) de R? le noyau de £ est un plan
P(z,y,z) dont on déterminera un vecteur normal.

b) Montrer que si 7y est une courbe legendrienne réguliere alors son vecteur
tangent n’est jamais vertical i. e.

Vi € [a,b], A (t) € Vect(es).
c) Soit proj : R® — R? la projection (x,y, 2) — (z,y). Montrer que si 7y est
une courbe legendrienne réguliere alors projo~y est une courbe plane réguliere.

d) On suppose que vy est une courbe legendrienne réguliere fermée. Déterminer

/ o
projoy

Soit v est une courbe legendrienne réguliere et fermée. On définit le NOMBRE

DE ROTATION rot(y) de v comme étant le nombre de rotation de sa projec-
tion proj o« sur le plan (Oxy).

7) On considere ' : [a,b] — R3\ (Oz) I'indicatrice d’une courbe legendrienne
réguliere fermée et écrite en coordonnées sphériques :

'(t)

r(t)sin6(t) cos p(t),y (t) = r(t) sin O(t) sin p(t), 2'(t) = cos O(t)
avec ¢ : [a,b] = Ret 0:[a,b] =] — 7, 5[ Montrer que

rot(1) = o (p(b) ~ (@)

TROISIEME PARTIE : COUSIN LEGENDRIEN D’UNE COURBE HOLONOME

Soit j2f : [a,b] — R?® une courbe holonome d’ordre 2. Son COUSIN LEGEN-
DRIEN est la courbe paramétrée ¢ : [a,b] — R3 donnée par

t— (f(1), 3£/ ()" (), f'(£)*).

8) a) Montrer que ¢ est régulicre si et seulement si j! f est régulicre.

b) Montrer que le cousin legendrien ¢ est une courbe legendrienne.

9) On suppose que f : [-T/2,T/2] — R est une fonction impaire T-périodique
(T > 0). Montrer que le nombre de rotation du cousin legendrien ¢ est nul.



10) On considere la courbe ~y : [—m, 7] — R3 donnée par

y(t) = (sint, —3sint cost, cos’ t).

a) Montrer que 7 est une courbe legendrienne réguliere et fermée.
b) Déterminer son nombre de rotation.

11) On considere la légere variation de la courbe 7 donnée par

§(t) = (1 +sint, —3sint cost,cos’ t).

avec t € [—m, 7.

a) Montrer que ¢ est une courbe legendrienne réguliere et fermée.
b) Déterminer son nombre de rotation.

NOTE CULTURELLE. — Une courbe fermée simple legendrienne s’appelle un
NOEUD LEGENDRIEN. L’étude de tels noeuds est un domaine actif de la re-
cherche actuelle. Les cousins legendriens ont été introduits par les mathémati-
ciennes Joan Birman et Nancy Wrinkle en 1999.

FORMULAIRE TRIGONOMETRIQUE.—

1+ tan?6 =

sin 260 = 2sin# cos 0,

CoSp + cosq
COSp — COSq
sinp + singq

sinp — sin g

1
cos2 0

cos 20 = cos? H — sin’ @

2 cos % cos 224
—2sin % sin 24
2 sin p% cos P54
2sin 257 cos 1%.



