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Controle terminal - 29 mai 2024 - durée 2h

Les documents sont autorisés mais les calculettes et les portables sont interdits. 1l sera tenu compte
de la qualité de la rédaction pour [’attribution d’une note.

Vrai-Faux. — Pour chacune des assertions suivantes, préciser si elle est vraie ou fausse. Justifier
votre réponse au moyen de brefs arguments et/ou d’un dessin éclairant.

1.— [2pts] On considere le CW-complexe X composé d’un point, de trois 1-cellules et d'une 2-cellule :
X0 ={z}, X'=VL S} et X?=X

et ot Papplication d’attachement ¢ : de; — X1 se déduit de la figure ci-dessous :

a

a

La 2-cellule e, est un hexagone, les six sommets sont envoyés sur zy par .

Le groupe fondamental 7 (X, z¢) est celui donné en (a) :
(a) < a,b,c|abc = cba > (b) <a,b,c|(abc)* =1 > (¢) <a,b,clabc*ba =1>

2.— [2pts] Le bouquet de deux cercles est I'espace total d’un revétement a deux feuillets du cercle.
Précisément, 'application
p:Stvst — st

qui est I'identité sur chacun des deux facteurs, est un revétement.

3.— [2pts] Soit p : (E,x) — (B, b) un revétement dont la base est simplement connexe. Alors 7 (E, )
est trivial.

4.— [2pts] Soit p : S* — RP? le revétement a deux feuillets obtenu comme Papplication quotient de
l'action de Zy sur la sphere par antipodie. L’application identité id : RP? — RP? se reléve en une
application id : RP? — S2.

5.— [2pts] On consideére le revétement p : E — S} VS} a trois feuillets illustré ci-dessous. La réflexion
r par rapport a I’axe contenant les trois sommets de E est un automorphisme de revétement.



Probléme.— La bouteille de Klein

Revétement double de la bouteille de Klein

(Image extraite du Topologicon de Jean-Pierre Petit).

PARTIE 1 : LE TORE STANDARD DE C2.— Soit S! C C le cercle unité. Le tore standard de C? est
I'espace produit 7= S' x St € C x C. 1l est naturellement paramétré par

f: 0,1 x[0,1] — S'xS!
(l’,y) — (62iﬂx,62iﬂy).

Cette paramétrisation est continue, surjective sa restriction a |0, 1[ x |0, 1] est injective.

1) On considere le lacet wr : [0,1] — [0, 1]* basé en (0,0) et défini par

( 1
(4s,0) si s €0, Z}

11
1,45 —1 1 -, =
(145 —1) siselq;

wr(s) ==
(3—4s,1) sise [%, %]

3
(0,4 —4s) sise [L—l,l}

]

\

et ’homotopie H : [0,1] x [0,1] — [0, 1]* donnée par H(s,t) := twy(s). Faire figurer sur méme dessin
soigné I'image de wr puis celles de s — H(s,1/2) et s — H(s,0).

2) Soient e = (1,1) € S' x St et ap, fr : [0,1] — St x S! les lacets de T basés en e et donnés par
ar(s) = (e2™,1) et Br(s) = (1,e*™).
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Montrer que ag * B * ap * BT est homotope au lacet constant c,.

3) On considere la structure de CW-complexe de T' composée d’un point, de deux 1-cellules et d’une
2-cellule ey = [0, 1] et donnée par

T ={e}, T" = (S' x {1}) U ({1} xS"), T* =" x §'

et ou 'application d’attachement
or : 0([0,1)%) — T"

est la restriction de f & 9([0, 1%).

i) Montrer que ag * Br * ar * O se factorise a travers .
ii) En déduire qu’'une présentation du groupe fondamental de T" est

7T1(T; 6) = <CLT, bT|aTbTa;1b;1 = 1>
avec ar = [ar] et by = [B7].

PARTIE 2 : LA BOUTEILLE DE KLEIN.— On note (z,w) un point de T'. Ceci signifie que (z,w) € C?
et que |z| = |w| = 1. Soit Zy le groupe multiplicatif ({—1,1},) et soit ¢ : Zs x T" — T 'action
donnée par

¢(17 (Z,U))) = (va) et (b(_lv (va)) = (_va)

L’espace quotient T'/Zy pour cette action est noté K et appelé la bouteille de Klein.

4) i) Montrer que ¢ opere contintiment, proprement discontiniiment et librement.
ii) Montrer que l'espace quotient K = T'/Z, est séparé.
iii) Montrer que l'application quotient p : T'— K est un revétement.
iv) Montrer que le cardinal de la fibre de p est deux.

5) On note f =po f.

0,1 x [0,1] — L7
\ lp
K =T/Z

i) Soit R =[0,1] x [0,1] et s la transformation s(z,y) = (z + 3,1 — y). Montrer que

Viz,y) € R, f(s(x)) = flz,y).

ii) En déduire que f restreinte a R est surjective.
iii) Soit Int R :=]0, 5[ x ]0,1[. On pose

U:=f(IntR), Vi:=f(IntR) et Vy= f(s(IntR)).
Montrer que V; N Vs := ()
iv) Montrer que p(Vy) = U et p(Va) = U.
v) Montrer que p~'(U) = V; U V,.
vi) Montrer que f restreinte a Int R =]0, 5[ x |0, 1] est bijective.

PARTIE 3 : LE GROUPE FONDAMENTAL DE LA BOUTEILLE DE KLEIN.—

6) On considere sur K les deux chemins de 7" suivants :

61(s) == (™,1) et dy(s) == (™D 1), s €10,1],
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et on note ag, Bk : [0,1] — K les chemins donnés par

ag :=pod; et PBg:=pofr.

i) Montrer que pour tout s on a ¢(—1,91(s)) = d2(s). En déduire que po d; = p o s

ii) Montrer que ak et Sk sont des lacets de K basés en p(e).

iii) Montrer que ar = 6y * 6y et p.Jar| = [ax]>

iv) Déterminer p.[5r].

v) Le morphisme p, : m1(T,e) — 7 (K, p(e)) est-il injectif ?

vi) Déduire de la réponse a la question v) que o et Sk ne sont pas homotopes au chemin constant

Cp(e)-

7) On considere la structure de CW-complexe de K composée d’un point, de deux 1-cellules et d’une
2-cellule e; = R = [0, 3] x [0,1] et donnée par

K°={p(e)}, K" =p(S' x {1}) Up ({1} x S"), K* = p(S' x S")

et ou 'application d’attachement
YK - OR - K

est la restriction de f a OR.
i) Soient v; : [0,1] — R, i € {1,2}, les chemins définis par

1—s

n(s) = (5:0) et 7als) = (—

27

Montrer que g o v1 = ai et que pi 0 v = ak.
ii) Soient o; : [0,1] — R, i € {1,2}, les chemins définis par

o1(s) == (0,1 —5) et o9(s):=(z,s).

Montrer que pg 001 = Qi © 0y = Bxk.
iii) Décrire un lacet wy : [0, 1] — OR tel que

aK*BK*dK*5K=<PKOwK

iv) On admet que K' est un bouquet de deux cercles dont [ak] est un générateur du groupe
fondamental du premier cercle et [Sx] du second cercle. Déduire des questions précédentes qu'une
présentation du groupe fondamental de K est

71 (K, p(e)) = (a,blaba™'b = 1)

avec a = [ag] et b= [Bx].



